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Resumo

Neste trabalho demonstramos, usando métodos de compacidade, um
resultado de existéncia local e global para inclusoes diferenciais governadas
pelo p-laplaciano, com p > 2. Quase totalidade dos pré-requisitos para a
demonstracao deste resultado estao incluidos no texto. Entre estes, destacamos

a Teoria de Operadores Monotonos e Operadores Multivocos.



Abstract

In this work we proof, by compactness methods, a local and global
existence result for p-laplacian differential inclusions with p > 2. Most of rel-
evant theorems we need are in this text, including Monotone and Multivalued

Operators Theory.



Introducao

A proposta deste trabalho é provar resultados de existéncia local e

global de solugoes para sistemas acoplados de inclusoes diferenciais da forma:

( du

E—Ap(u)EF(u,v) em (0,7) x Q
dv

i A, (v) € G(u,v) em (0,7) x
u(t,z) =v(t,z) =0 em (0,7) x 09
u(0,2) = up(x),v(0,2) = vo(x) em ()

\

onde 2 é um dominio limitado de IR" , n > 1, com fronteira suave , p,q > 2,
ug, vg € L?(Q), e F e G sdo operadores possivelmente multivocos definidos em
L2(Q) x L*(), os quais satisfazem uma hipdtese de semicontinuidade superior
para existéncia local e uma condicao de sublinearidade positiva para existéncia
global.

A demonstracao do nosso principal resultado segue o mesmo proced-
imento usado em um artigo de 1994, devido a Diaz e Vrabie, [11], no qual os

autores apresentam teoremas de existéncia local e global para um sistema do

tipo (
£
dt ’
o(u) =) =0 em OS2
u(O,x) = UO(x)vv(ngj) = UO<$)




onde p,1 : R — IR s@o continuas e nao decrescentes com ¢(0) = 1(0) =0, e
F,G:R* = P(IR) e os dados iniciais sao funcdes em L.

O texto que segue esta organizado da seguinte forma: no capitulo 1
enunciamos , para evitarmos muitas referéncias externas, diversos resultados
de Analise Funcional e Espacos de Sobolev, muitos deles sem demonstracao.
No capitulo 2 apresentamos parte da teoria de Operadores Mondtonos em
espagos de Hilbert e equacoes de evolugao governadas por tais operadores.
Neste capitulo quase a totalidade dos teoremas estd acompanhada de demon-
stracao, e procuramos inserir nestas uma grande quantidade de detalhes. Fi-
nalmente no ltimo capitulo apresentamos uma adaptacao dos resultados do
artigo [11] para sistemas governados pelo p-Laplaciano.

Na primeira se¢ao do terceiro capitulo estd demonstrado um impor-
tante critério de compacidade devido a Baras. Na segunda secao estao as
definicoes e os teoremas acerca de operadores multivocos que usaremos. A

ultima secao é dedicada aos teoremas de existéncia local e global.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estudaremos alguns resultados essenciais para o desen-
volvimento do trabalho. Este capitulo esta dividido em vérias segoes, onde

cada secao trata de um tema especifico.

1.1 Uma Coletanea de Resultados

Definicao 1.1 Uma cole¢ao C de subconjuntos de X satisfaz a Propriedade
de Intersec¢ao Finita se para cada subcolecao finita {Cy, ...,Cy} de C, a inter-

seccao C1 N ...NC, € nao-vazia.

Teorema 1.1 Seja X um espaco topologico. Entao X é compacto se e so-
mente se para cada cole¢ao C de conjuntos fechados em X satisfazendo a Pro-
priedade da Interseccao Finita, a interseccao m C de todos os elementos de

cec
C é nao-vazia.

Teorema 1.2 (Teorema do Min-Max) Sejam E e F' dois espagos vetoriais

topologicos sobre R e sejam A C E, B C F dois conjuntos convexos e fechados.
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Seja K uma aplicacao de A x B em IR tal que:

(1) para todo y € B, x +— K(x,y) € convera e semicontinua inferiormente

(s.c.i.);

(ii) para todo x € A, y+— K(z,y) € concava e semicontinua superiormente

(s.c.s.);

Suponha que dimE < +oo, dimF < +o00 e que A e B sejam com-

pactos. Entao existe xg € A e yg € B tais que

1. K(zo,y) < K(zo,%) < K(z,y0) para todo x € A e para todo y € B;
dito de outro modo (zg,vo) € um ponto de sela de K. Por outro lado, a

propriedade (1) é equivalente a igualdade:

2. IgleljglI;leaé(K(w,y) = I;leaécrznelglK(x,y).

(Teorema 1.1, p. 1, [6]).

Seja X um espago vetorial normado, de norma || - ||. Denotaremos por
X’ o dual topolégico de X, isto é, o espaco dos funcionais lineares continuos
sobre X; X’ é munido da norma dual

| fllx = sup | f(x) |-

lzll<1
Quando f € X' e x € X, denotaremos por (f,z) = f(x) e diremos que

(-,-)x’.x ¢ o produto escalar na dualidade X', X.
Teorema 1.3 Para todo xo € X existe fo € X' tal que
| fo ll= 1 zo | € (fo, o) =l zo |I*

(Corolério 1. 3, p. 3, [7])
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Seja X um espago de Banach e seja f € X'. Denotamos por ¢y : X —
IR a aplicacdo definida por ¢s(x) = (f,z). Quando f percorre X’ obtemos

uma familia {¢y}rexs de aplicacoes de X em IR.

Definicao 1.2 A topologia fraca o(X, X') em X € a topologia menos fina em

X que torna continua todas as aplica¢oes {¢y}rex:.

Proposicao 1.1 A topologia fraca o(X, X') é separada.

(Proposicao I11.3, p. 35, [7])

Proposicao 1.2 Sejam X um espaco de Banach e {x,} uma seqiéncia em

X. Temos:
(i) x, = x se e somente se (f,x,) — (f,x) para todo f € X'.
(ii) Se x, — x, entdo x, — x.

(i1i) Se x, — x, entdo || z, || € limitada e || z || < liminf || z, ||.

(iv) Se x, = x e se f, — f fortemente em X' (isto é, || fn — f ||x~— 0),

entao (fn,xn) — (f, ).
(Proposicao I11. 5, p. 35, [7])

Teorema 1.4 Seja X um espago de Banach reflexivo. Seja K C X um sub-
conjunto convexo, fechado e limitado. Entao K € compacto na topologia fraca,

(X, X").

(Corolario II1. 19, p. 46, [7])
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Teorema 1.5 Sejam X um espaco de Banach reflexivo, A C X um convezo
fechado, ndo-vazio e p : A — (—o0, +00] uma fung¢ao conveza, s.c.i., p Z +00
tal que

||£\1|€n£\l o) = e

Entao ¢ atinge seu minimo em A, isto é, existe xo € A tal que p(xy) = mjn ©.
(Corolério I11. 20, p. 46, [7])

Teorema 1.6 Sejam H um espaco de Hilbert e K C H um convexo fechado
ndo-vazio. Entdo para todo f € H, existe u € K dnico tal que || f—u || =
m1}1{1 | f — v ||. Dizemos que u € a projecao de f em K. E u € caracterizado
ve

pela sequinte propriedade:
ue K (f—u,v—u) <0
para todo v € K. Denotamos por u = Projgxf (projecio de f sobre K ).

(Teorema V. 2, p. 79, [7])

Teorema 1.7 Seja X um espago de Banach reflexivo e seja {x,} uma seqiién-
cia limitada em X. Entdo podemos extrair uma subseqiéncia {x,, } que con-

verge para a topologia fraca, o(X, X").
(Teorema III. 27, p. 50, [7])

Definicao 1.3 Um espaco de Banach X € uniformemente convero se para
todo € > 0, existe 6 > 0 tal que se x,y € X forem tais que || z ||[< 1, ||y [|< 1

ellx—uy|> e, entao

r+y

I |<1—6.
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Proposicao 1.3 Seja X um espago de Banach uniformemente convexo e seja

{z,} C X fracamente convergente para x. Suponha que
limsup || 2, | < |« |

n—oo

Entao {z,} converge fortemente para x € X.
(Proposicao 1.4, p. 14, [4])

Observacao 1.1 Em particular, uma seqiiéncia que converge fracamente e

converge na norma, converge forte.

Teorema 1.8 Sejam {f,} uma seqiiéncia em LP e f € LP, tais que

| fo =S llr— 0.
Entdao podemos extrair uma subseqiiéncia { f,, } tal que
(1) fri(@) = f(2) qtp em Q,
(11) | fo.(x) | < h(z) para todo k e qgtp em Q, com h € LP.
(Teorema IV. 9, p. 58, [7] )
Definicao 1.4 Um subconjunto K em um espaco topologico é:

(i) compacto, se toda seqiiéncia generalizada em K tem pelo menos uma

subseqiiéncia generalizada que converge para algum elemento de K;
(i1) relativamente compacto, se seu fecho é compacto;

(i1i) sequencialmente compacto, se toda seqiiéncia em K tem pelo menos uma

subseqiiéncia que converge para algum elemento de K ;

(iv) relativamente sequencialmente compacto, se seu fecho é sequencialmente

compacto.
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Denotamos por Fin(X) a classe de todos os subconjuntos finitos em X. Um
subconjunto K em um espaco de Banach real X é precompacto se dado € > 0,
existe K. € Fin(X), ou equivalentemente K. € Fin(K), tal que K estd in-
cluido na uniao de todas as bolas fechadas com raio € e cujos centros pertencem

a K..

Teorema 1.9 (i) Um subconjunto em um espaco de Banach real é relativa-

mente compacto se e somente se ele é precompacto.

(i) Um subconjunto em um espago de Banach real € relativamente compacto

se e somente se ele € relativamente sequencialmente compacto.

(Teorema, p. 13, [19]).

Se X é um espaco vetorial topoldgico localmente convexo satisfazendo
o primeiro axioma de enumerabilidade (isto é, cada ponto de X tem uma
base de vizinhangas enumeravel), entao cada subconjunto compacto em X é
sequencialmente compacto. Se, em adicao, X satisfaz o segundo axioma de
enumerabilidade (ou seja, se existe uma base enumerével para a topologia em
X), entao cada subconjunto sequencialmente compacto em X é compacto.

O resultado a seguir mostra que, se a topologia em X é a topologia
fraca que, em geral, nao satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade, entao
a classe de todos os subconjuntos compactos coincide com a classe de todos os

subconjuntos sequencialmente compactos.

Teorema 1.10 (Eberlein-Smulian) Um subconjunto em um espago de Ba-
nach real é fracamente compacto se e somente se ele € fracamente sequencial-

mente compacto.

A prova deste resultado pode ser encontrada em [13], Teorema 8.12.1,

p- 549 e Teorema 8.12.7, p. 551.
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Seja X um espaco de Banach real e C([a,b]; X) o espago de todas as

funcoes continuas de [a,b] em X munido com a norma do sup usual.

Definicao 1.5 Um subconjunto K em C([a,b]; X) € equicontinuo emty € [a, b]

se dada uma vizinhanca V' da origem em X existe (V') > 0 tal que

f(t) = f(t) eV

para cada t € [a,b], | t —ty |< 6(V), e uniformemente para f € K. Um

subconjunto K € equicontinuo em |a,b] se ele é equicontinuo em cadat € [a,b].

Teorema 1.11 (Ascoli-Arzela) Um subconjunto K em C([a,b]; X) € relati-
vamente sequencialmente compacto se e somente se K € equicontinuo em [a, b]

e para cada t € [a,b]
K(t) ={f(t); f € K}

¢ relativamente compacto em X.
(Teorema 0.4.11, p. 34, [13]).

Lema 1.1 (Gronwall-Bellman) Seja m € L'(0,T;1R) tal que m > 0 qtp
em (0,7) e seja a uma constante maior do que ou igual a 0. Seja ¢ uma

fungao continua de [0,T] em R verificando
t
o) < at [ mls)o(s)ds,
0
para todo t € [0,T]. Entao,
Qb(t) < ae-]g m(s)ds

para todo t € [0,T.
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Lema 1.2 (Gronwall) Seja m € L'(0,T;R) tal que m > 0 gtp em (0,7T) e
seja a uma constante maior do que ou iqual a 0. Seja ¢ uma funcdo continua

de [0,T] em R tal que

para todo t € [0,T]. Entao,
t
6| < a+ [ mis)ds
0
para todo t € [0,T.

Lema 1.3 (Desigualdade de Tartar) Seja p > 2. Entdo, para todo a,b €

R™, m e N
(lalP=a=1[0]P2ba=b) > a=b]"

onde 7 € positivo e depende apenas de p e de m.

Se 1 < p < 2 entao para todo a,b € R™
(lallP?a=[lbP2ba=b) <m|a—0b]P
onde vy, depende apenas de p e de m.

Demonstragao: Demonstraremos apenas o caso p > 2. A demonstragao do
caso 1 < p < 2 pode ser encontrada em [12].

Considere

I(p) =(la""*a— [ b "% b,a —b).
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I(p) = (lalPa=[b]"~*ba—b)

1
= </ 4 | sa+ (1—3s)b P2 (sa+ (1 — s)b)ds,a — b>
o ds
1
_ /(p_z) | sa+ (1— )b [P~ (sa+ (1—s)b,a—b) |2 ds
0
1
" / I sa+ (1= )b 72 a—b |2 ds.
0

Se p > 2, entao

1
I0)= [ sa+ (= spl ) a-b ) ds
0
Suponha || a || > || b — a ||. Temos,
[sa+ (=8| = [la=(1-s)(a-0b)]

z Jall-(1=s)la=bl=s[a-b].

Assim,

1
(lalP=?a= |l 0[P=2 ba—b) = Ha—bl\Q/ I sa+(1—s)b[*ds
0

1
e R A PR
0
! 1
— Ja-blp [ 95— 2 a-blr
0 p—1
e portanto basta tomar v = T o qual é positivo pois estamos assumindo

p=2
Se||al <| b—a|l temos

1
(lalP=a= b2 ba=b) = [la=0b]|? / I'sa+(1—s)b " ds
0

1 . 2\2
P (K PN
o sa+(T=s)p e

Mas,
[sa+(1=s)b]| = [[(L=s)(b—a)+all
< (I=s)llb—al+]al

< (2=9)llb—al
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logo,
la—0b|? /1 (I sa+(1—s)b Hz)ids
o llsa+(1—=s)|?
1 2\ 2
+ (=9 )2
> lla—b 2/(H5a s
SRR SR e
e p
> —/ (|| sa+ (1 —s)b||*)2ds.
4 Jo
;D 11 .
Agora note que tomando ¢’ = 3 > 1le -+ — =1, segue por Holder
qa g
que

/01 et = Vol 1qur Vol(ll sa+ (1 —s)b HQ)gdSF

:={Ahua+u—@waw%i

Logo,

1 1_ o\ P
fa—spp [ Lt U= R g
0

[sa+ (1—s)b[?

v

1t Y
1 [ s = as
4 0

e :
> —(/ ||8a+(1—s)b||2ds> ,
4 0

Por outro lado temos,
| sa+(1=s)b[P= s || a|* +2s(a,b) —25*(a,b)+ [ 0 [|* =25 [| b |* +s* | b ||
e portanto,
! 1 1 1
1—3s)b|*== 24 (a, by +=|b]*.
[ Wsar=sp =g ha P +5@b 3 10)

Entao,

1 B 2%
fa—se [ Ut O Ry,
o |lsa+(1—s)b|?

(/01 ||3a+(1—8)b||2ds)g

p

2

vV
B~ =

1 , )
S0a P+ 017

B~ =

(la[I* +(a,b)+ [ b %)%,

> =
Ct::\{s|"
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Mas observe que,

1 1
~@b) <l @B < lallbl< 5 lal+5 10,

la—0b]*.

Com isso,
1 1
lalP+ 1007 +b) = ZlalP+ 10171+ Zllal®+ 121

1

+ llla I+ 116117 + {a,0)
1 1

> 2 2 21 1

> Gl + 11617 - 5lab)
1
4

Logo temos

1 . 2\2
famopp [ Qoo Ul g,
o sa+ (=5

P
2

(Fal*+ 16" +(a, b))

e~ =
W =

P

(5)
() (Fha-0rF)’
T

1\2 /1\?
Tomando " = (Z) (5) > () temos

I(p) >2+" [fa=b|".

Vv
| =
[NJ4S)

1
3

Tome vy = min{y’,~"}. Note que 79 >0 e
(lalPa= 0[P ba=b) = [[a=0b|"

para todo a,b € IR™. [ |
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1.2 Funcoes com valores em espacos de

Banach

Seja (2 um intervalo, finito ou infinito, em IR. Nesta secao descrevere-
mos a integral e diferencial para fungoes que tomam seus valores em um espaco
de Banach X e tem dominio §2. Todos os resultados abaixo foram enunciados
sem demonstragao e podem ser encontrados em [16].

Comecamos com a definicao de integral de Bochner. Seja M a classe

de todos os conjuntos Lebesgue mensuraveis contidos em (2, e denote a medida

de Lebesgue de A € M por m(A).

Definicao 1.6 s : 2 — X € uma funcao simples se existe uma quantidade
enumerdvel de A, € M, com n € IN, que sao mutuamente disjuntos, tal que

Q= U A, e s € constante em cada A,,.

n=1

Definicao 1.7 Dado s : Q) — X, se existir uma sequéncia de funcoes simples
{sn} tal que s(x) = lim s,(x) para x qtp, entdo dizemos que s € fortemente

mensurdvel.
Consequentemente, uma fungao simples é fortemente mensurével.

Definicao 1.8 Dado s: Q — X, se f(s(x)) € uma fungdo mensurdvel real ou

complexa para todo f € X', entao dizemos que s € fracamente mensurdvel.

Segue diretamente da definicao que se s é fortemente mensuravel,

entao s é fracamente mensuravel e || s(x) || é uma fun¢do mensurédvel (real).

Teorema 1.12 Seja X um espaco de Banach separdvel. Entao, uma condi¢ao
necessdria e suficiente para s : 0 — X ser fortemente mensurdvel € que s seja

fracamente mensuravel.
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E importante observar que combinacao linear de fungoes fortemente
mensuraveis é fortemente mensurdavel, e o limite fraco de uma seqiiéncia de

fungoes fortemente mensuraveis é fortemente mensuravel.

Definicao 1.9 Seja s : Q — X uma funcao simples. Entao pela definicdo
existe uma seqiéncia {s,} C X e uma seqiéncia de conjuntos mensurdveis
mutuamente disjuntos {A,} tais que s(x) = s, (r € A,) e Q = G A,. Se
| s(z) || € Lebesgue integrdvel em S, dizemos que s é Bochner z'm;;;’dvel em
Q e definimos a integral de Bochner por

/Q s(z)dm = f: sam(A,).

n=1
Definigao 1.10 Seja s : Q — X. Se existir uma seqiiéncia {s,} de fungoes

simples Bochner integraveis em ) tal que

lim s,(z) = s(z) x qtp

n—oo

lim [ | sp(x) —s(z) || dm =0,

n—oo
entao dizemos que s é Bochner integrdvel em . Definimos a integral de

Bochner de s por

/Qs(x)dm— lim [ s,(x)dm.

n—oo 0

Teorema 1.13 Uma condi¢ao necessdria e suficiente para s : 2 — X ser
Bochner integrdvel em Q) € s ser fortemente mensurdvel e também || s(x) || ser

Lebesgue integrdvel em €.

Denotamos o conjunto de todas as fun¢des Bochner integraveis em €2

por L'(2; X). Os seguintes itens valem como no caso Lebesgue integravel:

) I Jos(x)dm (< [y [ s(z) || dm;
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(i) Ses; € LY(Q; X)ea; € R(C), comi = 1,2, ..., entéoZozisi € L' (9 X)
i=1
e

/Qg%si(l“)dm:gaifgsi(x)dm

(iii) Teorema 1.14 Seja {s,} uma seqiiéncia de fun¢oes em

LY, X). Suponha que:
(1) sn(x) — s(x) qtp em Q,
(i1) existe uma fun¢ao Lebesque integrdvel g tal que para cada n,

|'sn(2) [| < g(x) qtp em Q.

Entio s € L'(Q, X) e

lim [ s,(z)dm = /Q s(z)dm.

n—oo Q

(iv) Definimos || s ||o1x)= / | s(z) || dm para s € L'(Q2; X). Entao,
0

L'(©; X) é um espaco de Banach com a norma || s || 11 (q.x)-

(v) Seja s € L'(Q2; X); entao para = gtp em €,

xz+h
]llirr(l) h_l/ | s(t) — s(z) || dt =0

e logo

z+h
lim hl/ s(t)dt = s(x).

h—0

Também para funcoes de duas variaveis s : 2 x @ — X, o teorema
de mudanca da ordem de integragao vale exatamente como para a integral de
Lebesgue.

A seguir descreveremos os conceitos de continuidade e diferenciabili-

dade da funcao s : 2 — X.
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Definicao 1.11 Seja 2 um intervalo aberto, s : Q@ — X e xzy € Q. Se
mli_}rilo f(s(x)) = f(s(zo)) vale para todo f € X', entao dizemos que s € fra-
camente continua em xg.

Definicao 1.12 Seja 2 um intervalo aberto, s : Q@ — X e xzy € Q. Se
lim s(x) = s(xg), isto €, lim || s(x) — s(xg) ||= 0, entdo dizemos que s €
T—x0 T—T0

continua em xg.

Se s ¢ fracamente continua (continua) em cada ponto de um intervalo
aberto (2, entdo s é fracamente continua (continua) em (2.

Quando €2 é um intervalo fechado (por exemplo, 2 = [a,b]), se s é
continua no intervalo aberto (a, b), e wlirg s(z) = s(a) e wlir?i s(x) = s(b), entao
s é continua no intervalo fechado Q = [a,b]. De modo semelhante definimos
continuidade fraca de uma funcao em um intervalo fechado.

Segue da definicao que se s é fortemente continua, entao ela é fraca-

mente continua.

Teorema 1.15 (i) Se s : Q@ — X € fracamente continua em S, entdo s é

fortemente mensurdvel.

(i1) Seja |a,b] um intervalo fechado limitado. Se s : |a,b] — X € fracamente

continua em [a,b], entao s é Bochner integrdvel em |a,b.

Observagao 1.2 Se s € continua em um intervalo fechado e limitado |a,b],
entao pelo Teorema 1.15, s € Bochner integrdvel em [a,b]. Neste caso, podemos
definir a integral de s em [a,b] pelo método de Riemann, e a integral definida

pelo método de Riemann coincide com a integral de Bochner.
Definigao 1.13 Seja s : (a,b) — X e xy € (a,b). Se }lliIT(l) f(R™ s(xg + h) —

s(zo)]) = f(so0), para toda f € X', entdo dizemos que s € fracamente difer-

encidvel em xg e Sg € a derivada fraca de s em xg.



25

Definigao 1.14 Seja s : (a,b) — X e zg € (a,b). Se }llilrtl)h_l[s(xo +h) —
s(xo)] = so, entao dizemos que s € fortemente diferencidvel em xy e so € a

derivada forte de s em xg.

Se s é fortemente (fracamente) diferenciavel em cada ponto de (a,b),
entao dizemos que s é fortemente (fracamente) diferencidvel em (a, b).

Além disso, se hll%h h™s(xg + h) — s(zg)] = so, entdo dizemos que g
¢é a derivada forte a direita de s em xy. Definimos a derivada forte a esquerda
similarmente.

Se s : [a,b] — X ¢ fortemente diferencidvel em (a,b) e tem derivada
forte a direita em a e derivada forte a esquerda em b, entao dizemos que s
é fortemente diferencidvel em [a,b]. De modo semelhante podemos definir os

conceitos de derivada fraca a direita (esquerda) e fracamente diferencidvel em

um intervalo fechado.

Teorema 1.16 Seja s : (a,b) — X continua em (a,b). Se eziste a derivada
forte a direita em cada x € (a,b), e esta derivada é continua em (a,b), entao

s € fortemente diferencidvel em (a,b).
Finalmente descreveremos teoremas do tipo Radon-Nikodym.

Definicao 1.15 Seja [a, b] um intervalo fechado limitado e seja s : [a,b] — X,
s € (fortemente) absolutamente continua em [a,b] se vale o sequinte: “Para
todo € > 0, existe 6 > 0 tal que se [a;,b;) C [a,b], [ai,b;) (i = 1,2,...,n)

mutuamente disjuntos e Z(bZ —a;) <9, entdo
i=1

> I sv) = s(ag) 1< e

Teorema 1.17 Seja [a,b] um intervalo fechado e limitado.
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(1) Seja s : [a,b] — X Bochner integrdvel em |a,b], e

y(x) = /ﬂf s(t)dt (a <z <b).

Entao, y(x) € (fortemente) absolutamente continua em |a, b], fortemente

diferencidvel em x qtp, e a derivada forte y'(x) = s(x) (x qtp).

(ii) Se y : |a,b] — X € (fortemente) absolutamente continua e fracamente
diferencidvel em x qtp, entao a deriwvada fraca s de y é Bochner integravel

em [a,b] e

y(x) = y(a) +/ s(t)dt (a <z <b).
a
Portanto, y € fortemente diferencidvel em x qtp e y'(x) = s(x) x qtp.

Teorema 1.18 Seja X um espaco de Banach reflexivo. Uma condi¢ao necessaria
e suficiente para y : |a,b] — X ser (fortemente) absolutamente conti-nua em

[a,b] € que existe uma fungdo Bochner integrdvel, s, em [a,b] tal que
y(z) = y(a) +/ s(t)dt (a<z<b).
Neste caso, y € fortemente diferencidvel em x qtp e y'(x) = s(z) (x gtp).

Observacao 1.3 Em um espag¢o de Banach geral, exristem fungoes que sao
(fortemente) absolutamente continuas mas nao sao fortemente diferencidveis

em quase toda parte.
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1.3 Espacos Localmente Convexos

Os resultados desta se¢ao foram retirados de [5], [9] e [10].

Definicao 1.16 Um espaco vetorial topologico X € localmente convezxo se ex-

iste uma base de vizinhangas em 0 consistindo de conjuntos convexos.

Dizemos simplesmente que “X é localmente convexo”ou que “X é um
espagco localmente convexo (LCS)”.

Note que qualquer espago vetorial normado é um exemplo de um
espaco localmente convexo. E isso ocorre pois em um espaco vetorial nor-
mado, qualquer bola, fechada ou aberta, é convexa.

Em particular, todo espaco de Banach ¢é localmente convexo.

Proposicao 1.4 Um conjunto A € convexo se e somente se sempre que Ty,

vy Ty € Aety, .. t, €[0,1] com th =1, entdao thxj €A Se{A;iel}
- ,

J
€ uma colecdo de conjuntos convexos, entao N;A; € convexo.

Definigao 1.17 Seja A um subconjunto de um espaco vetorial X, a envoltoria
convera de A, denotada por convA, € a interseccao de todos 0s conjuntos
convezros que contém A. Se X é um espago vetorial topologico, entdo o fecho
da envoltoria convexa de A € a intersecgao de todos os subconjuntos convexos

e fechados de X que contém A, ele € denotado por convA.

Teorema 1.19 A envoltoria convexa do subconjunto A de um espaco vetorial
X consiste de todos os vetores da forma aqxy+...+a,x,, onde x; € A, a; > 0,

para todo i =1,...,n e Zai = 1.
i=1

Demonstracao: Seja K o conjunto de todos os vetores da forma dada na

afirmacao do teorema. Logo K é convexo e isto segue da prépria definicao de
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conjunto convexo. Além disso, A C K, pois para todo x; € A, x; € K. Segue
entao que convA C K.

Por outro lado, qualquer conjunto convexo que contém A contém K.
Em particular, convA D K.

Portanto, convA = K. [ |

Proposicao 1.5 Se X € um espago vetorial topologico e A é um subconjunto

convexo de X, entao A € convezo.

Definicao 1.18 Um hiperplano é um conjunto da forma
H={z € Xif(z) =a}

onde f € um funcional linear continuo sobre X, nao identicamente nulo e

a € R.

Definicao 1.19 Seja X um espaco vetorial topologico real. Um subconjunto
S de X € um semi-espaco aberto se existe um funcional linear continuo f :
X — R tal que S = {z € X; f(z) > a} para algum o« € R. S € um semi-
espaco fechado se existe um funcional linear continuo f : X — IR tal que

S={ze X, f(x) > a} para algum a.

Deste modo temos que um hiperplano H = {x € X; f(z) = a} divide

X em dois semi-espacos fechados, a saber:

S, = {z € X: f(x) > a}

S.={reX;f(z) <a}

Proposicao 1.6 Seja X um espaco vetorial topologico real. O fecho de um

semi-espaco aberto é um semi-espaco fechado.
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Demonstracao: Seja A = {z € X f(x) < a}, um semi-espago aberto, e
seja B = {r € X; f(z) < a}. Queremos mostrar que A = B.

Mostremos que A C B. Tome zy, € A e suponha que z, ¢ B. Entéao
1o € BY que é aberto, logo existe uma vizinhanca V de x, tal que V C BC.
Visto que V' C B¢ entao para todo z € V, f(x) > a. Assim, temos que
VNA=0, o que implica que 2y € A e isso contradiz o fato de termos tomado
xg € A. Logo, xy € B e portanto A C B.

Agora, mostremos que B C A. Tome x € B.

Se a > 0, tome uma vizinhanca V' qualquer de x e ¢ > 0 de modo que

(1 —¢)z € V. Entao,
fll=ez)=1-¢f(x) <(1l-€a=a—cx<a.

Logo, (1 — €)x € A e portanto V intercepta A. Como V foi tomado arbitrari-
amente, segue que toda vizinhanca de x intercepta A.
Se a < 0, tome uma vizinhanca W qualquer de x e 0 < € < 1 de forma

1
que —z € W. Entao,
€

f (1x> = %f(x) < 1oz < a.

€ €

1
Logo, —x € A, e portanto W intercepta A. Uma vez que W foi tomado
€
arbitrariamente segue que x € A e portanto B C A. [ |
Dois subconjuntos A e B de X estao estritamente separados se eles

estao contidos em semi-espacos abertos disjuntos.

Teorema 1.20 (Hahn-Banach (segunda forma geométrica)) Seja E um
espaco vetorial normado e sejam A C E e B C E dois conjuntos convexos,
nao vazios, disjuntos. Suponha que A € fechado e que B é compacto. Entao

existe um hiperplano fechado que separa estritamente A e B.
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(Teorema 1.7, p. 7, [7])

Corolario 1.1 Se X ¢é um LCS real, A € um subconjunto convexo e fechado

de X, exg € A, entao xq estd estritamente separado de A.

Corolario 1.2 Se X ¢ LCS real e A C X, entao convA € a interseccao de

todos os semi-espacos fechados que contém A.

Demonstracao: Seja H a colecao de todos os semi-espacos fechados que
contém A. Como cada conjunto em H é fechado e convexo, convA C N{H; H €
H}, pois convA é o menor convexo fechado que contém A.

Por outro lado, se 2y € convA, entdo pelo Corolario 1.1, existe um
funcional linear continuo f : X — IR e um a € R tal que f(zg) < a e
f(x) > «, para todo x € convA.

Assim H = {z € X; f(z) > a} € H, pois H é um semi-espago fechado
que contém A, uma vez que A C convA C convA e para todo z € W,
f(z) > a.

Logo, HeHe Ty & I:j, e portanto g & N{H; H € H}, ou seja, se
x € N{H; H € H} entdo x € convA.

Assim concluimos que convA = N{H; H € H}. n

1.4 Convexidade e Topologia Fraca

Todos os resultados que seguem podem ser encontrados em [14].

Teorema 1.21 (Mazur) Seja X um espago de Banach e X' seu dual. Seja
C C X convero. C é fracamente fechado se, e somente se, C' é fortemente

fechado.
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Demonstracao: Suponha C é fracamente fechado, logo C¢ ¢ fracamente
aberto. Como os abertos da topologia fraca sdo abertos da topologia forte, C®
é fortemente aberto, logo C' é fortemente fechado.

Por outro lado, se C' é fortemente fechado, basta mostrarmos que C¢
é aberto na topologia fraca. Seja xq ¢ C. Pelo Teorema de Hahn-Banach
(segunda forma geométrica) existe um hiperplano H de equagao f = « que

separa estritamente {x¢} e C, ou seja,

fxo) < < f(2)

para todo 2 € C. Seja U = f~((—00,)) = ¢ '((—00,a)) onde p; : X — R
¢ dada por pr(x) = f(z) e a topologia fraca em X é a topologia menos fina
que torna continua todas as aplicacoes {¢s}rex’. Como na topologia fraca ¢y
¢ continua e (—oo,a) é aberto em IR temos que go;l((—oo,a)) é um aberto
na topologia fraca, e o € U C C°. Logo, xy é ponto interior. Como z, foi
tomado arbitrariamente em C, segue que C ¢ fracamente aberto. Portanto,

C é fracamente fechado. [ ]

Coroléario 1.3 Se a seqiiéncia {x,} converge fracamente para xq, entio dado

um inteiro n e € > 0 existe um conjunto finito de nimeros reais {oy}, o; >0,
E a; =1, tal que || o — E a;x; || < €.
i i

~ . —w
Demonstragao: Seja A = {x1,...,2,,...} e zp € A". Sabemos que A C
A w , . 4
convA, e que convA é o menor fechado na topologia fraca que contém convA.
, 1S
Por outro lado, como convA é convexo e convA™ é fortemente fechado segue

4 S /7 .
que convA  é fracamente fechado. Assim,

A" c convA” C convA’.

Logo, o € convA” e portanto existe {y,} C convA tal que y, — xo.
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k
Como y,, € convA, entao y, = Z&ixi’ onde x; € A, o; € [0, 1], para
i=1

k
todoizl,...,keZaizl. [ |
i=1

1.5 Espacos de Sobolev

A teoria dos Espacos de Sobolev constitui um tema bastante amplo,
rico em detalhes e contém resultados sofisticados. Neste trabalho estudamos
apenas nogoes basicas de tais espagos e alguns resultados de imersdes. Como
estamos interessados em demonstrar um resultado de existéncia de soluc¢ao em
L?(2) para um sistema de inclusdes governado pelo operador p-Laplaciano,
com p > 2, com condicoes de fronteira de Dirichlet homogénea, concentramos
nossa aten¢ao no estudo do espago VVO1 P(Q2). Os resultados abaixo sao apre-
sentados sem demonstragao e podem ser encontrados em [7].

Seja 2 C IR"™ um aberto, limitado, conexo com fronteira suave e seja

peIR com 1< p < oo.

Definicao 1.20 O espaco de Sobolev WHP(Q) ¢ definido por WP (Q) =

d
{u € LP(Q) / existem g1,92, ..., gn € LP(Q) tais que /u LA —/g,-go,
o dz; Q

Vi € C2(Q), Vi = 1,2, n}

Usaremos a seguinte notagao: se u € W?(Q),

ou ou ou
oz, =g e Vu= (3_x1”8_xn) = grad u.

O espago WP(Q2) estd munido da norma

n
Dl =l + 3011 2%
Wwhp Lpr £ 8% Lp
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ou da norma equivalente

ou " g
8@- Ly

n
QMW%+§:H
i=1

se 1 <p<oo.

Proposigao 1.7 O espago W'P(Q) é um espago de Banach para 1 < p < oo,
WLP(Q) € reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para 1 < p < oco. O espago

W12(Q) é um espago de Hilbert separdvel.

Observagao 1.4 Se u € C* Q)N LP(Q) e se gu
L

designa a derivada parcial no sentido usual ), entao u €

€ LP(Q), para todo i =

1,2,...,n (onde Ou
8301-

WP(Q) e as derivadas parciais no sentido usual coincidem com as derivadas

parciais no sentido de WP (Q).

Se Q ¢ de dimensao 1, entao WHP(Q) C L*°(€2) com imersao continua.
Em dimensao n > 2 esta inclusao vale somente para p > n.
Corolario 1.4 Seja 1 <p < oo. Temos:
: . 1 / 1 1 1
(i) se 1 <p <mn, entgo WHP(Q) C LV (Q) onde — = — — —,
p p n
(ii) se p=mn, entio WHP(Q2) C L4(Q) para todo q € [p,00),
(iii) se p > n, entdo WHP(Q2) C L>=(R),
com imersoes continuas. Além disso, se p > n temos para todo u € WP(Q)

| ule) —u(y) [ < cllullwis@ll = =y [

n
qtp para x,y € Q, com o = 1 — — e ¢ dependendo somente de Q,p,n. Em

particular WP () C C(Q).

Teorema 1.22 (Rellich-Kondrachov) Suponha Q limitado de classe C*.

Temos
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(i) sep <n, entao W'P(Q) C LI(Q), para todo q € [1,p') onde — = — — —,
p n
(ii) se p=mn, entio WHP(Q) C L4(R), para todo q € [1,00),
(iii) se p >n, entdgo WP(Q) C C(Q),

com imersoes compactas. Em particular WP (Q) C LP(Q2) com imersoes com-

pactas para todo p.

1.5.1 O espago W,"(Q)

Definigao 1.21 Seja 1 < p < oo, WyP(Q) designa o fecho de C1(Q) em

W (Q).

O espaco W, *(Q) munido da norma induzida por W?(£2) é um espaco

de Banach separavel; é reflexivo se 1 < p < o0.
Observacgao 1.5 Se Q C R, entio em geral W, (Q) # WhP(Q).

As fungoes de W, P(Q) so “a grosso modo”as funcoes de WP(Q) que

“se anulam sobre 0€2”.

Corolario 1.5 (Desigualdade de Poincaré) Suponha que Q2 é um aberto

limitado. Entao existe uma constante C, dependendo de ) e p, tal que
Jullee< C | Vu |z

para todo u € Wol’p(Q), com 1 < p < oo. Em particular a expressao || Vu ||»

é uma norma sobre Wy "(Q) que ¢ equivalente a norma || u ||y ).

Denotamos por W~ () o espaco dual de W, (), 1 < p < oo.

Se Q é limitado temos

WyP(Q) C L3(Q) c W= (Q)



35

se < p < oo com imersoes continuas e densas.
n-+ 2
Se € nao é limitado temos
WoP () € LX(Q) c W7(Q)
2n
se 5 <p<2

Observagao 1.6 Segue do Teorema de Rellich - Kondrachov que Wol’p(Q) estd

compactamente imerso em L*(Q)) (veja Teorema 6.2, Parte IV, [1], pg 144).



Capitulo 2

Operadores Maximais

Mondétonos em Espacos de

Hilbert

2.1 Nocao de Operador Mondétono

Seja H um espaco de Hilbert sobre IR. Um operador é uma aplicacao
de H em P(H) (conjunto das partes de H). Se para todo z € H, o conjunto
Az contém no maximo um elemento dizemos que A é univoco, caso contrario
dizemos que A é multivoco. O dominio de A é o conjunto D(A) = {z €
H; Ax # (0} e a imagem de A é o conjunto R(A) = U Azx.

Identificaremos A com o seu grafico em H xxflljisto é, A={(z,y);y €
Azx}. O operador A™! é o operador cujo grafico é simétrico ao de A, isto &,
y € A lx < z € Ay; evidentemente D(A™1) = R(A).

O conjunto dos operadores é ordenado pela inclusao dos graficos: A C

B se e somente se para todo v € H, Ax C Bx.
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Definicao 2.1 Dizemos que um operador A em H ¢ mondtono se para todo
x1, T3 € D(A),

(Axy — Axg, 21 — 22) > 0,
ou mais precisamente para todo y; € Axy e para todo ys € Axs,
(Y1 — y2, 01 — 2) > 0.

Exemplo 2.1 Seja (S, 3, 1) um espago de medida positiva. Dado um operador

A de H, podemos definir A sobre H = L*(S; H) por
v e Au <= u(t) € Au(t)

1 — qtp sobre S. Se A € mondtono, entao A também o é.

De fato, suponha A mondotono. Queremos mostrar que
(Au — Av,u —v) >0,

para todo u,v € H , ou mais precisamente para todo u € Au e para todo

veAv, (u—v,u—v)y > 0. Mas
(=T = b= [ (@(0) = 50),0(8) = o) ) 2 0.

Exemplo 2.2 Seja ¢ uma fung¢ao convera e propria sobre H, ou seja, uma

aplicagao de H em | — 0o, +00], tal que ¢ # +oo e

o(ter+ (1 —t)y) < tp(z)+ (1 —t)p(y)

para todo x,y € H e para todo t € (0,1).

A subdiferencial Op de ¢, definida por
y € dp(z) <= para todo £ € H, (&) = ¢(z) + (y,§ — ),

é monotona em H.
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De fato, se y1 € 0p(z1) e yo € Op(x2), temos em particular

p(x2) = o(z1) + (Y1, 22 — 1) € p(1) = 0(32) + (Y2, 21 — T2).
Assim, somando estas duas desigualdades temos

(y1 — y2, 1 — 2) > 0.

Portanto 0p é um operador mondétono.

A nocgao de operador monétono em um espaco de Hilbert aparece como
um caso particular de operador monétono de um espago de Banach no seu dual.
Seja X um espago de Banach de norma || - ||. Uma aplicagdo A de X em P(X”)

é monétona se para todo x1, 9 € D(A) e para todo y; € Az, ys € Axs, tem-se

(r — y2, 71 — T2) x,x7 > 0,

onde (-,-)x x indica o produto escalar na dualidade X, X’. Se o operador A
estiver definido de X em P(X), a condigao de monotonicidade é expressa por
meio do operador dualidade F' da seguinte forma: para cada xq1,x € D(A) e

para todo y; € Axy,ys € Axg,

(1 —y2, flxx >0,

para algum f € F(x; — x3). Neste caso dizemos que o operador é acretivo e
— A é dissipativo. Em espacos de Hilbert as nogoes de operadores monotonos e
acretivos confundem-se. Para detalhes sobre operadores monoétonos em espaco

de Banach e operadores acretivos, veja [4].
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2.2 Nocao de Operador Maximal Mondétono

O conjunto dos operadores monétonos de H é ordenado pela inclusao

dos graficos, e isto justifica a seguinte definicao:

Definicao 2.2 O operador mondtono A de H é maximal mondtono se ele nao

estd propriamente contido em qualquer outro operador mondtono de H.

Explicitemos esta definicao: A é maximal mondtono se e somente se

A é mondtono e, se (x,y) € H x H for tal que

(y—Az -8 =0

para todo £ € D(A) (ou mais precisamente, (y — n,z — &) > 0, para todo
(&,m) € A), entao y € Ax.
Nosso objetivo agora é obter outras caracterizagoes para operadores

maximais mondétonos. Para isso, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.1 Sejam C # () um subconjunto convexo fechado de H e A um oper-
ador mondtono de H tal que D(A) C C. Entdo, para todoy € H, existe x € C

tal que
<77+5E>€—93> Z <y>€_x>a

para todo (§,n) € A.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, assuma y = 0, pois caso contra-

rio definimos
Ay ={(En—y);(En) € A}

com D(A,) = D(A). E facil notar que A é monétono se e somente se A, é

monétono, e assim podemos provar o lema para A,. Para (§,7) € A, seja

C((&mn) ={r;zeCe(n+z,{—1x) >0}
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Assim o lema fica provado se nds mostrarmos que ﬂ C((&n) #£0,
(&meA

e para isso usaremos um argumento de compacidade. Na primeira etapa da
demonstragao vamos verificar que para cada (§,n) € A fixado, o conjunto
C((&,m)) ¢é fechado, limitado, convexo e nao-vazio.

Primeiramente mostremos que C((§, 7)) é fechado. De fato, tome {z,}
uma seqiiéncia de elementos de C'((&, 7)) com z,, — x, entdo (n+x,&—x) > 0,
e como C' é fechado, € C, o que mostra que x € C((£,7n)). Portanto C((£,7))
é fechado.

Agora vamos verificar que C'((§,n)) é limitado. Seja = € C((&,n)),

entdo (n+ x,& — ) > 0 implica que (n,&) — (n, x) + (z, &) — (x,z) > 0. Logo,

Izl < (0,8 —(nz)+ (2,8

< [ & L IEN+ lniD Nl

< 108 |+ (el + Il + llal
Ou seja,
| < 2 | (n, &) | +ClEl + [lnll)*.
Logo, existe M > 0, M dependendo apenas de £ e n, tal que ||z||* < M,
para todo x € C'((&,n)). Portanto C'((£,7n)) é limitado.

Para mostrarmos que C((£,n)) é convexo, suponhamos que x1,zy €

C((&,m)) e A € (0,1). Entao, temos que:

Foy [IP< (,8) = (n.2a) +(@1,6) e 22 [I°< (0,6) — (n,22) + (22,8).

Seja z = Ary + (1 — N)zy. Queremos mostrar que z € C((£,n)).
Note que z € C, pois C é convexo e x1,1o € C. Resta mostrarmos que

(n+ 2,£ — z) > 0. Mas para isto, basta verificarmos que

Iz 1< (n,&) = (n,2) + (2,€).
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Mostremos que esta desigualdade realmente vale:

Ao P +1 =) 22 [P < M08 — (n,21) + (21,6)
+ (L= (,8) = (n,22) + (22,6))
= 0,8+ (8 —2).

Como a aplicagao x || x [|? é convexa temos que:

217 < (0,8 + (2.6 — (n,2).

Logo, z € C((&,n)), e portanto C((&,7)) é convexo.

Finalmente, C((£,n)) é nao-vazio. De fato, D(A) C C e como & €
D(A), temos que £ € C e (n+ &, — &) = 0. Portanto & € C((&,1)).

Logo, C((&,1n)) é convexo, fechado, nao-vazio e limitado. Assim, para
qualquer (&¢,7) € A podemos concluir que C'((&,7)) é fracamente compacto,
veja Teorema 1.4. Nosso proximo passo é mostrar que {C((&,7)); (€,n) € A}
tem a propriedade da intersecgao finita. Sejam (§;,n;) € A, parai=1,2,...,n,

e defina

K = {AZ(}\l,...,)\n) e]R“;Z)\i:L)\iZO}.

i=1

K é claramente um subconjunto convexo e compacto de IR". Defina

T(A) = Z)\ifi
i=1
para cada A € K, e defina f: K x K — IR por
fO ) = ZM@(A) + 15, 2(A) — &)
i=1

Afirmacao: A aplicacao f é continua, convexa em A e concava em j. A con-
tinuidade de f e a concavidade com relacao a segunda componente sao diretas.
Mostremos entao que f é convexa em .

Fixemos 1 = p° = (uf, ..., u2). Queremos mostrar que

(A1) = Z w2 (e (A) +mi, 2(A) — &)
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¢ convexa. Sejam A, 0 € K et € (0,1). Entdo, pela linearidade de = temos
F(oA+ (1= )0, )
= iu%x(u +(1=t)o) +n,2(tA+ (1 —t)o) — &)
_ éu?m(x) (U= 1)a(o) + 0 2N) + (1 (o) — &)
_ zn;u?[t%w a3 — £+ (1 — 9t 1 ) (a(0) + 7o 2(0) — &)
b= () + 2 () — 2N+ 2(0) — &)
b (al0) +m2(0) — (o) + 2(X) — )]

= M)+ e (V) = 6) + (1 =) Y (o) +mi2(0) &)

= (=) (z(N) — z(0),2(A) — z(0))

IN

tf()‘vlj“[)) + (1 - t>f<o-7 /“L0>‘
Assim,

f(t)‘ + (1 - t)O', :U’O) < tf(>‘> :U’O) + (1 o t)f(0-7 :U’O)

Como f é continua, convexa em A e concava em pu podemos aplicar o
Teorema do Min-Max (veja Teorema 1.2) em IR" xIR" para garantir a existéncia

de um ponto de sela, ou seja, um ponto (g, o) € K x K tal que

S0, 1) < f(Xos o) < f(N o)

para todo A\, u € K. Tomando A = p, temos

J(Qo, 1) < f(Xos o) < fpo, po) < sup f(A,A),

AEK
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para todo u € K. Agora,

fA) = ZAxx(AHm,x(A)—gi)
= 2N (@) + s 3oNE) = (@) s p A6

= ZM )+ & — &)

4,7=1

Mas, observe que

Z)\)\ — &)

- Z/\Z- [Z >\j<l’(/\):5j>] - Z)\j [Z )‘i<x()‘)’§i>]

= A2 () = 3 Afe(h).2() = 0.

Logo,

FON) = D> AN & — &)

ij=1
= ZM (nj, & — &) = ZM (njr & = &)
1,j=1 t,j=1
1 < 1 ¢
= 3 —22/\i>\j<77j,€j—fi> = §Z>‘i)‘j<77i_77ja€j_€i> <0
i,j=1 i,j=1

pois A é monétono e (&;,m:), (§;,n;) € A. Portanto, f(A,A) < 0. Como

fo, 1) < sup f(AN),

AEK

para todo u € K, segue que f(Ag, ) < 0, para todo p € K.
Tome, em particular, yu = (0,...,0,1,0,...,0), o vetor que assume valor

1 na i-ésima coordenada e 0 nas demais. Entao,

(x(Xo) +mi,2(No) — &) = f(ho, i) < 0.
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Assim,
(w(Ao) + 15, & — (M) > 0,

para todo ¢ = 1,2, ..., n. Portanto,

n

(M) € ) C((&m)).

i=1

Como x(Ag) = E M¢&, com & € D(A) C C, C convexo e g No=1,
i=1 —
temos que x(\g) € C.

Assim, qualquer colegao finita

{O((gunz))v (51‘7771‘) € AJ. = 17 7n}

tem intersec¢ao nao-vazia. Logo, {C((&,n)); (&,n) € A} tem a propriedade da
interseccao finita.

Portanto, como C((£,n)) é fracamente compacto para cada (§,n) € A,
em particular C'((€o,n0)) é fracamente compacto, com (&o, 1) € A, fixo.

Seja K; = C((&,m:)) N C((&o,m0))- K; é fechado em C((&o,m0)), pois
C((&,m:)) ¢é fechado em H, para todo i. Além disso, ﬁ K; # 0, logo { K} tem
a propriedade da interseccao finita e para todo 1, IZIC C((&,m0)), o qual é
compacto.

Portanto, NK; = NC((§,n)) # 0 para todo (§,n) € A (veja Teorema
1.1). Assim, existe = € C tal que (n+x,& —x) > 0, para todo ({,7) € A. W

A préxima proposigao nos da algumas caracterizagoes de operadores

maximais mondtonos:

Proposigao 2.1 Seja A um operador de H. As sequintes propriedades sao

equivalentes:

(i) A é mazximal mondtono;
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(ii)) A é mondtono e R(I + A) = H;
(iii) Para todo A\ >0, (I + NA)™! € uma contragdo definida sobre todo H.

Demonstracao: (i) = (i) Assuma R(I/ + A) = H, e A mondtono. Quere-
mos mostrar que A é maximal mondtono.

Suponha que B = AU (u,v) é uma extensdo mondtona de A, com

(u,v) € H x H, ou seja D(B) = D(A) U {u}. Entao,
<U —Yu-— I> > 0

para todo (x,y) € A.
Se mostrarmos que (u,v) € A, entdo concluiremos que A é maximal

moné6tono. Note que

lu—z+v—y|?* = W—2+v—yu—1+0v—1Y)
= lu—z|* +2v—yu—2)+ v —y |
> u—=|?
para todo (x,y) € A.
Logo,
-z <u—stov—y]
para todo (z,y) € A. Como por hipétese, R(I + A) = H, existe (£,n) € A tal

que u + v = £ 4+ 17, entao
futv—z—yll=]+n—z—y]|

para todo (z,y) € A.

Em particular, para (z,y) = (£,7) temos:

0 <flu=¢l<l&=&+n—nl=0.

Logo u = &. Mas u+v = £ + 0, entdo v = n. Portanto (u,v) € A.
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Assim podemos concluir que A é maximal mondtono e portanto (i) =
(2)-

(i) = (i1) Seja A maximal monétono. Queremos mostrar que A
¢ monétono e R(I + A) = H. Como A é maximal monétono, entdo A é
mondétono. Resta mostrar que R(I + A) = H. Para isto utilizaremos o Lema

2.1. Seja C' = H e tome y € H, entao existe x € H, tal que

m—(y—2),6—2)>0

para todo (£,7n) € A.

Como A é maximal mondtono, segue-se que y — x € Az, ou seja
y € (I + A)x. Mas y foi tomado arbitrariamente em H, logo H C R(I + A).
Portanto A é monétono e R(I + A) = H.

(4i1) = (i) Assuma que para todo A > 0, (I +\A)~! é uma contragao
definida sobre H. Queremos mostrar que A é monétono e R(I + A) = H.

Sejam x1, x5 € D(A), A > 0 e sejam wy € Ax; e wy € Azy. Considere
y1 =21+ Ay € (I +AA)zy

Yo = To + Awg € (I + AA)zo
entdo 11 = (I + ANA) Yy e zo = (I + NA) Ly,
|z =2z || = [[(T+AA) 'y — (T +AA) 1y ||
< Nl —we || =] 21+ Awy — 23 — Aws ||
= || (x1 — x2) + AMwr — wo) |
e isto implica

a1 =@ [* < | (21— 22) + AMwy — w2) |

= ” r| — Lo+ H2 +)\2 H w1 — Wa HQ +2)\<U)1 — Wa,T1 — 1'2>
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para todo w; € Axy e wy € Axs e qualquer que seja A > 0. Assim, dividindo
por A,

0 <A wy —wy H2 +2(wy — wa, 1 — Tg)

para todo A > 0. Portanto,
(w1 — Wo,T1 — $2> Z 0.

Logo A é mondtono. Além disso, como (I + AA)™! estd definido em
todo H e para todo A > 0, e em particular para A = 1 temos R(I + A) = H.

Portanto, A é mondtono e R(I + A) = H.

(1) = (¢it) Assuma que A é maximal mondétono. Queremos mostrar
que para todo A > 0, (I + AA)~! é uma contracao definida em todo H. Se A
¢ maximal mondtono, entao qualquer que seja A > 0, AA também é maximal
mondétono e portanto R(I+AA) = H. Além disso, para todo A > 0, e quaisquer
que sejam y1,ys € R(I + A\A) temos que existem z1,x9 € D(A) e wy € Ax; e

we € Axgy tais que y; = 11 + Awy e Yo = T9 + Aws. Assim,

oy =@ [| <} (21 = 22) + Mwr —ws) | = 91 =92 ||

para todo yi,y» € R(I + AA) = H. Portanto, (I + AA)~! é uma contragao

definida em todo H. Em particular, (I + AA)~! é um operador univoco. ~ ®

Exemplo 2.3 Seja (S, 3, 1) um espago de medida positiva. Dado um operador

A de H, podemos definir A sobre H = L*(S; H) por
v e Au <> u(t) € Au(t)

w—qtp em S. Se A € maximal mondtono e se u(S) < oo, entao A € mazimal

mondtono.
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A monotonicidade de A seque diretamente da monotonicidade de A.
Resta mostrar que A é mazimal. Para isto mostraremos que R(I +A) =H e
usaremos a Proposi¢ao 2.1.

Tome v € H, entio v : S — H com [¢ || v(t) |3 du(t) < co. Observe
que sendo A mazximal mondtono, entio R(I + A) = H e como v(t) € H para
todo t € S, entdo para cada t eziste u(t) € D(A) tal que v(t) € (I + A)u(t) =
u(t) + Au(t). Agora, note que, sendo (I + A)~' é um operador univoco, entio
para todo t € S, u(t) = (I + A)~1o(t).

Mostremos que u € H. De fato, fixe t = ty. Assim,

[u(s) | =1 uls) — ulte) + ulto) |
< uds) = ulto) | + [ ulto) || -

Mas u(s) = (I + A)~(s) e ulto) = (I + A)~ v(to), logo
lus) —ulto) [ = || (I+A)" o(s) = (I +A) " o(to) ||
< v(s) =vlto) | < vis) | + [l vlto) || -
Assim,
Fus) [| < [l os) ||+l o(to) | + 1 ulto) 1)-
Como ty estd fizo, entao || v(ty) || + || u(to) || = ¢ € uma constante. Logo,
[u(s) [ <1l v(s) [ +e.
Assim, para todo t € S
Fu@®) 1* < (o) [ +0)* =l v(t) I +2¢ | v(t) || +*
E entio,

/8 I ut) |12 dp(t) < / o) |12 du(t) +2¢ / | o) | diu(t) +¢ / dp(t) < oo

pois u(S) < oo, por hipdtese.
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Portanto, u € H.

Observe que tomamos v € H e vimos que para todo t € S, v(t) €
u(t) + Au(t) = (I + A)u(t), mas v(t) € (I + A)u(t) se e somente se v €
(I + Ayu = u+ Au, por defini¢ao de A. Logo, v € R(I + A).

Portanto H = R(Z+.A) e A é mondtono, logo A € maximal mondtono.

Lema 2.2 Seja ¢ uma funcao convexa propria sobre H e o > 0. A fungao
convera

o)+ 5 e -y |
atinge seu minimo em xy se e somente se a(y — xg) € Op(xg).
Demonstracao: (<) Se a(y — o) € dp(xo) entdo para todo £ € H
p(§) = plxo) = (aly —0),& = mo)
= afy — 2o,y —y+&— o)
= allzo—y|*+aly —z0.{ —y)

1 1
> allwo-ylfta (=g ly-al? -5 I-yI?)

= Sllmo—y P =l &-y .

Assim, para todo £ € H

P& = plao) = S llmo—y |2 =5 €=y

ou seja,
Q@ o)
PO+ 5 1E-y "= elwo)+ 5 lzo—y |

Portanto, a funcao
a
e p@)+ 5 ey |

atinge seu minimo em x.
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Note que ¢(xg) < oo, pois g € D(9p) C D(p), e D(p) = {z €

H;p(r) < oo}

(=) Assuma, agora, que a fungao

(07
v ol)+ 5 o=y P

atinge seu minimo em z.

aly — zp) € Op(xp).

Queremos mostrar que esta fungao é convexa e

Para mostrar a convexidade da funcao

(6
e pl@)+ 5 e—y

basta lembrarmos que as funcoes x — || = ||* e o sdao convexas.

Sejan € H e defina & = (1 — t)xg +tn, para 0 < t < 1.

Como a funcgao atinge seu minimo em z(, temos em particular,

(&) — p(wo) >

o
2
o)
2

(0%
lzo=ylP =5 1& -yl

[(To —y, 20 —y) — (T0o — ¥, & — )

(o=, & —y) — (& — v, & — v)]

«
5(330 +& — 2y, 20 — &).

Assim, pela convexidade de ¢,

(&) < (I —=t)p(xo) +tp(n) = @(xo) — tp(zo) + te(n)

tlo(n) — p(zo)]

v

>

@ (&) — p(wo)
(o +& — 2y, 20 — &)

(2xg — txg + tn — 2y, txg — tn).

OO R

Dividindo por t e fazendo ¢ tender a 0 temos

w(n) — (o) > aly — x0,n — 20)
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para todo nn € H. Portanto, a(y — x) € 0p(zo). u

Exemplo 2.4 Seja ¢ uma fungao convezra, propria sobre H. Se p é semi-
continua inferiormente (s.c.i.) entdo Op € maximal mondtono.

Sabemos que p € mondtono. Logo, basta mostrar que H = R(I+0yp).
Sejay € H. Sabemos também que a fun¢ao x — gp(az)—i—% | =y ||* € conveza.
Além disso, como a aplicagdo v — 5 | # —y ||* € continua e portanto s.c.i.,
temos que x +— () +% | —y ||* € s.c.i., e ainda quando || = ||— oo,
o(x) + % | 2 —y ||*— oo. Logo, () +% | z —y ||I* atinge seu minimo em
algum xy € H, veja Teorema 1.5. Assim, pelo Lema 2.2, (y — xo) € Op(xo),

isto €, existe xg € H tal que
y € (L + 0p)xy.
Logo, H = R(I + 0¢) e portanto Op é mazximal mondtono.

Proposicao 2.2 Seja A uma aplica¢ao mondtona univoca de D(A) = H em
H. Suponha que A € hemicontinua, ou seja, para todo v € H e todo & € H,

Az +t€) — Az quando t — 0, entao A é mazximal mondtono.

Demonstragao: Seja (z,y) € H x H tal que (A —y,£{ —z) > 0, para todo
e D(A) =H.
Defina

v, = x+t(y — Ax)

para 0 <t < 1. Entao

(Azy —y,xp —x) > 0

logo,

(A(x +t(y — Az)) —y,y — Az) > 0.



52
Como A é hemicontinua Az; — Az, quando t — 0. Assim,
(Az —y,y — Az) > 0

isto é,
| Az —y |* < 0.

E portanto, y = Ax.

Logo, A é maximal mondtono. [ |

2.3 Propriedades Elementares dos Operadores

Maximais Mondtonos

Seja A um operador maximal monétono. Denotamos por Jy = (I +
AA)~! o resolvente de A que, para todo A > 0 é uma contragao de H em H.
Segue diretamente da definicao de resolvente que para todo x € H, Jyx €
D(A). Com efeito, dado © € H, como R(I + A\A) = H, temos que existe
z € D(A) tal que z € (I + M\A)z, ou seja, z = ([ + AA)" 'z = Jyz, logo

T J)\:E c AJ)\ZE

Jyr € D(A). Além disso, ¢ facil ver que
Em tudo o que segue, nesta secao, considere A um operador maximal

mondtono.

Proposicao 2.3 Seja (x,,y,) € A tal que z,, — x, y, — y e imsup(y,, z,) <

(y,x). Entio (x,y) € A e (Yn,xn) — (y,T).

Demonstragao: Como A é monétono e (x,,y,) € A, entdo

<n_yn7€_xn> Z 0
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para todo (§,n) € A. Sejam (y,,x,) = 7, € R e 7 = limsup7, < (y,z),
por hipétese. Como limsup7, é um ponto de aderéncia, entao existe uma

subseqiiéncia {7,;} C {7,} tal que

Tnk = <ynk7mnk> — T.

Além disso, como {7} C {7} segue que (T, Yns) € A. Logo,

(N = Yo § = Tag) > 0 (2.1)

para todo (£,7m) € A.

Assim,

Hm(n — Ynp, € — Tug) = lim(n, &)

— lim(yny, &) — im(n, z,k) + Hm Yoy, Tok)
= 0,8 —(w,&) —ma)+7

< =8 =)+ ()

= -y, {—a)

Logo, de (2.1)
(n—y,&—x) 20
para todo (£,1) € A. Como A é maximal mondtono segue-se que (x,y) € A.

Resta mostrar que (y,, z,) — (y,z). Como (z,y) € A segue que

(Y =yn,x —ap) 20
e entao
(Yn tn) = =y, 2) + (Y, 2n) + (Yn, 7).
Logo,
minf(y,, z,) = lminf(—=(y, ) + (y, zn) + (Yn, )
> —(y,x) +liminf({y, z,)) + iminf({y,, z))

(y, )



o4

e portanto

liminf(y,, z,) > (y,x).

Como, por hipdtese

lim sup(y,, x,) < (y,x)

segue que lim(y,, x,) = (y,x).

Portanto,

(Yn, Tn) — (y, 7).

Teorema 2.1 D(A) é convexo, e para todo x € H temos
iiir(l) I = Projmx.

Demonstracao: Seja C' = convD(A), onde convD(A) é a interseccao de

todos os conjuntos convexos que contém D(A). Sejam z € H e x), = Jyz,

entao (m, L —)\m) € A. Como A é monétono e A > 0, para todo ({,n) € A
temos

(x —xy—An,x\—&) > 0.
Logo,

Fax [P < (2= Anp,zx— &) + (22,€)

IN

1 1
Sla= gl +5 ax =€ I 22)

1 2, 1 2 1 2
s la P IE R =5 llar =]
o que implica

1 , 1 1
- < —|lz=M|?+= 2,
Sl < Sl +5 €]

Fazendo A — 0, temos

T P <l +1¢l
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e portanto, x, ¢ limitado quando A — 0.

Como {z,} é uma seqiiéncia limitada em H, entdo existe uma sub-
seqliéncia {x,,} que converge fracamente, veja Teorema 1.7. Assim, quando
A — 0, Ty, = g, com 29 € C. E uma vez que z,, — xo entao || x¢ || <
liminf || z,, ||, veja Proposicao 1.2.

Logo, de (2.2) segue que

lzo |* < liminf || zx, I
< <.T,.2§'0 - 6) + <x07€>
para todo & € D(A).

Temos entao,

(o, z0) < (x, 20 — &) + (20, &)

o que implica

(x — 20,6 —20) <0 (2.3)

para todo & € D(A). Como C = convD(A), a desigualdade (2.3) ocorre para
todo ¢ € C, e portanto xg = Projox.

Mas a proje¢ao em um convexo fechado de um espaco de Hilbert é uni-
camente determinada, logo o limite independe da subseqiiéncia {x,, } tomada.
Portanto,

Ty — Projcx

quando A — 0.

Assim podemos concluir que,

limsup || 1> < lim sup((z, 21 — &) + {2,€) + (=A{n, 22 =€)

= (z,m0 — &) + (10,§)

para todo &£ € C.
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Em particular, tomando &£ = zy temos:

limsup [| 2 [[* < || zo ||* -
A—0

Lembrando que
2 < liminf 2
| zo [I” < i |z |l

segue que

li =
tion | 2 ]| = | o |

e como x) — xo temos, pela Proposicao 1.3, que
Ty — T

ou seja,

/l\iir(l] Jyr = Projex.

Mas Jyz = x) € D(A) para todo = € H, e como para todo z € C,
Projcz = z, segue que
lim Jyz =

logo temos que z € D(A) e portanto C' = D(A).

Concluimos assim que D(A) é convexo e
lim Jyx = Projzpe
Ao JD)

para todo x € H. [ |
Pode-se verificar que o operador = +— convAzr é mondtono se A é
mondétono. Logo, para todo z € D(A), Az é um fechado convexo quando A é
maximal mondtono.
Assim, existe um tunico elemento de norma minima em Az, a saber,
Proja;0. Denotaremos este elemento por A%z. A aplicacao = — A%z é um

operador univoco chamado se¢ao minimal de A.
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Por outro lado, denotamos por

a aproximacao de Yosida de A.

E importante observar que se A é maximal monétono e A > 0 temos
a seguinte inclusao Ayz € AJyx, para todo x € H.

A seguir demonstraremos algumas propriedades fundamentais de A,.
O operador A, desempenhara um papel importante na demonstracao de exis-

téncia de solucao de problemas de evolucao governados por A.

Proposicao 2.4 Seja A maximal mondtono e A > 0. Entao:

(i) Ay é mazximal mondtono e lipschitziana com constante de Lipschitz igual

a

>

(1t) (Ax), = Axtp, para todo A, pn > 0;

(iii) Para todo © € D(A), temos || Axz || T || A% || e Axz — A% quando

AL 0 com || Ay — A% |2 < || A% |2 — || Axzx ||%;
(iv) Para x € D(A), || Az ||/ +o0, quando X | 0.

Demonstracao: (i) Como A é maximal mondtono, entao D(Jy) = R(I +
I —J,

AA) = H. Assim, sendo Ay = temos que A, estd definido em todo H
e Ay é univoco.

Mostremos que A, é mondtono. De fato, para todo z1, 2, € H,
(w1 — Jaw1 — 29 + J\To, 71 — T2)

(A — Ayxg, 21 — x9) =

1
|| T1 — T2 ||2 - ‘ <J>\351 — J\xo, 1 — 1’2> |

A

>l >

vV
o
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uma vez que .J é contracao.
Portanto, A, é mondtono.
Verificaremos agora que A, é lipschitziana, com constante de Lipschitz

igual a —.
igual a 3

A || A)\xl — A)\ZEQ ||2 = <A)\.171 — A>\IL‘2,ZL’1 — J)\Zbl — To + J)\$2>

IA

<A,\$1 — A\xo, 71 — iUQ)

A

< | Avey = Axzy || | 21 — 22 ]

Logo,

1
| Axry — Axzs || < X | 21 — 2o |

para todo x1,x, € H.

Portanto, A, é lipschitziana com constante de Lipschitz igual a %

Resta mostrar a maximalidade de A,. De fato, como A, é lipschi-
tziana segue que A, é continuo. Temos entao A, mondétono, univoco, com
D(A,) = H e A, hemicontinua (pois continuidade implica hemicontinuidade).
Logo pela Proposicao 2.2 A, é maximal mondtono.

(i7) Basta notar que (z,y) € Ay, se e somente se (r—Ay—uy,y) € A,
e por outro lado, (z,y) € (A)), se e somente se (z — py,y) € Ay, e assim, se
e somente se (r — uy — Ay, y) € A. Consequentemente Ayy, = (Ay),.

(ii7) Sabemos que (Jyx, Ayz) € Ae (z, A’r) € A, paratodo z € D(A).

Como A é mondtono, temos que

(Aye — A%, Jyo —x) > 0
= (Ayz — A%z, MA\x) < 0
= (Axz, Ayz) — (A%, Ayx) < 0.
Logo,

| Axar [* < | (A%, Asz) | < || A% || || Axe |-
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E isto implica

Az | < A% .

Agora, substituindo A por A,,, lembrando que A, é univoco e portanto

A, = Ag, e usando o item (ii) temos que para todo z € H,
I (Aae 2 < (A, (Ap)ae) < A ] (A |

e isto implica

I Axpp [ < | A || -

Logo, || Axz || é ndo crescente. Como,
| Az | < (A%, Ayz)

temos
| Az — A% |7 = || Az || —2(A%, Ayz)+ || A% |
< f A [P =2 A |+ || A% |7
= [ A% | = || A |7

Por outro lado, como
| Ay || < || A% |

para todo z € D(A) e ainda || Ayz || é ndo crescente, segue-se que || Az ||
converge quando A | 0.

Seja R =1lim || Ayz ||, com = € D(A). Como || Ayz || < || A% ||, para
todo A > 0, temos que R < || A% || .

Além disso, como {A z} é uma seqiiéncia limitada em H, existe uma
subseqiiéncia { Ay, x} que converge fracamente, ou seja, existe y € H, tal que
Ay, x — y quando A\, — 0.

Entao,

| | < liminf || Ay,z || = R. (2.4)
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Mas para = € D(A), temos

lim Jyx =z,
A—0

e portanto pela Proposicao 1.2

<7] - A)\nx7£ - J)\nx> - <77 - y’g - (L’>

quando A\, — 0 e para todo (§,n) € A.

Visto que (Jy,x, Ay, x) € A, segue da monotonicidade de A que

(n—y,&—x)>0

para todo (&,7m) € A.

Mas A é maximal mondétono, logo (z,y) € A. Isto significa que A,z
converge quando A\, — 0 para um elemento y de Az. Deste modo segue da
definicao de A%z que

Iy =1 A% || = R. (2.5)

De (2.4) e (2.5) concluimos que,
lyll=Rr=]A%].

Portanto, || Axz || 7] A%z || quando A | 0, para todo z € D(A). E
por outro lado, como || Ayz— A% ||2<|| A% ||? — || Aaz ||* segue que, quando
A0, Az — Az

(1v) Resta mostrar que para @ € D(A), || Axx || T oo quando A | 0.

Seja x € D(A). Suponha que || Az ||/~ oo quando A | 0. Logo, existe
M > 0, tal que para todo Ay € R, existe A < Ao, com || Az || < M.

Escolha um )\ qualquer e fixe-o. A partir dele construiremos uma

seqliéncia decrescente convergindo para 0. De fato, faga

/\(1) = )\0
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entao existe A\; < A} tal que || Ay,z ||< M. Defina,
/\(2) = )\1

entao existe Ay < A2 tal que || Ay,z || < M.

Seguindo este processo, construiremos a seqiiéncia {\;} tal que
D<...< A3 < A< A\ < N

e | Ay,x || < M, para todo j € IN.

Assim, para qualquer x € H temos:
| Iz —all= A || Ay || < AM =0

quando A; — 0. Logo,

lim Jy.x = z.
A;j—0 A
Além disso, {Ay,z} ¢ limitada, logo existe uma subseqiiéncia {Ay, r}

e um elemento y € H tal que
Ay, T =y

Mas (Jyx, Axr) € A para todo A > 0. Em particular, (Jy, =, Ay, ¥) €
A para todo Aj,.
Logo,

<A)\jn$ -1, J)\jnflf - €> >0
para todo (§,1) € A. E como, Jy, * — x e Ay, * — y, segue que
<A)‘jnx - ‘]Ajnx - £> - <y - — €>7

o que implica

para todo (£,7n) € A.
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Como A é maximal mondtono, entdo (z,y) € A, o que contradiz a
hipotese.

Portanto, se € A, || Az || T oo quando A | 0. [ |

2.4 Problemas de Evolucao Associados a

Operadores Mondétonos

du

dt

2.4.1 Resolugao da inclusao + Au 3 0, u(0) = ug

Seja H um espaco de Hilbert e seja A um operador maximal monétono
1
em H. Denotamos por Jy = (I+AA)~! o resolvente de A e por A = X(]_ Jy)

a aproximacao de Yosida de A.

Considere o problema de valor inicial (p.v.i.):

d—u—i-AuBO
(P) dt
u(0) ==z

onde x € D(A) e A C H x H é possivelmente multivoco.
Seja T > 0. Dizemos que uma aplicac¢ao u : [0, 7] — H é uma solucao

do p.v.i. (P) se u satisfaz as seguintes condigoes:
1. weC([0,T]; H) e u(0) = .
2. w ¢ Lipschitz continua em [0, 7).

d
3. a inclusao d_th + Au > 0 é satisfeita gtp em [0,T7], (ou seja, existe 7 tal
du

que n(t) € Au(t) gtp e 7

+n=0).

Observagao 2.1 Em qualquer espago de Banach reflexivo (em particular, em

qualquer espaco de Hilbert), a condigcao (2) implica que u € absolutamente
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continua e portanto diferencidvel gtp. Além disso, u € a integral de sua

du
derivada e isto garante a existéncia de p qtp em [0, T, [4].

Antes de iniciarmos a demonstracao de um resultado de existéncia e

unicidade de solugao para o p.v.i. (P), veremos o seguinte lema:

Lema 2.3 Seja H um espaco de Hilbert e seja T’ : H — H um operador nao-
expansivo (ou seja, Lipschitz com constante menor do que ou igual a 1). Entao

qualquer que seja x € H, o problema de valor inicial

du
() EZT(U)_U 0<t<o0
u(0) ==z

tem uma tinica solugdo u € C1([0,00); H). Além disso, a aplicagdo

t —(t
é nao crescente.

s—t

- L du ]
Demonstragao: Note que, multiplicando i T(u) —u por " e inte-

grando de 0 a ¢t obtemos o seguinte problema

u(t) = :Ee_t—l—/o s 'T(u(s))ds

que é equivalente a (P;).

Seja Ty um numero positivo fixo, e considere
Cy ={ueC(0,To]; H)}.

Defina

¢:C1—>C1

dada por
t

o(u(t)) = xe_t—i-/ e* T (u(s))ds.

0
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Nosso objetivo é aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach em ¢ para obter-
mos a solucao de (P).

Mostremos que para todo u € Cy, ¢(u) € C;.

De fato, observe que u é continua e como T é nao-expansivo, entao
T é continuo, segue-se que e* 'T'(u(s)) é continua de [0,7y] em H. Logo,
e’ T (u(s)) é Bochner integravel em [0, Tp]; para mais detalhes sobre integral
de Bochner, veja [16].

Agora note que,

To

/0 Ufas_ltT(u(z>‘))cis = lim xn(s)ds = chm(An)

n—oo 0
onde z,(s) é uma fungao simples, ¢, € H, para todo n € IN e {4,} é uma

seqiiéncia de conjuntos mensuraveis mutuamente disjuntos tais que
o0
[07 TO] = U An,
n=1

ou seja, /To e*'T(u(s))ds € H.
0
Logo, /t e**T'(u(s))ds é continua de [0, Ty) em H. Portanto, ¢(u(t)) €
0
Cr.
Nosso préximo passo é verificar que C; é um espago métrico completo.

Defina em C; a norma
|- fle: €1 — R
dada por
lulle= sup | u(®)|lx
0<t<Tp

e a partir dessa norma defina a seguinte métrica:
d: Cl X Cl — R

dada por

d(u,v) =[| u = v [le,
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logo C; é um espago métrico.
Resta mostrar que C; é completo. Seja {u,} uma seqiiéncia de Cauchy
em C;. Logo, para todo € > 0, existe N € IN tal que para todo n,m > N,

d(up, um) < €, Ou seja,

sup || un(t) — up(t) ||< €.
0<t<Typ

Assim, para qualquer t = t, fixo em [0, Tp]

| un(to) = um(to) || < sup || un(t) = um(t) [| < €
0<t<Ty

sempre que n,m > N.
Logo, {u,(to)} é uma seqiiéncia de Cauchy em H, e como H é com-

pleto, a seqiiéncia converge, ou seja, existe um u(ty) tal que

un(to) — u(to)

quando n — oo.

Deste modo, podemos associar a cada t € [0,Ty] um tnico elemento
de H, u(t). E isto define pontualmente uma fungao u em [0, 7p]. Mostremos
que u € C([0,Tp]; H) e u, — u. Sabemos que dado € > 0, existe N € IN tal

que se n,m > N entao

d(Un, ) = sup || up(t) — un(t) || < e
te[0,To]

Fixe n e faca m — oo. Temos,
sup || un(t) —u(t) | < e
te[0,To)
sempre que n > N. Consequentemente para todo t € [0, Tp]

| un(t) —u(t) [ < e

sempre que n > N.
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Isto mostra que w,(t) converge para u(t) uniformemente em [0, Tp].
Como cada u, é continua de [0,7,] e a convergéncia é uniforme, a fungao
limite, u, é continua em [0, Tp]. Logo, u € C(]0,Tp]; H), e além disso u,, — u.
Assim, toda sequéncia de Cauchy em C; = C([0,Tp]; H) converge para um
elemento em C; = C([0, To]; H), o que prova que C; é completo.

Verifiquemos que ¢ é uma contragao. De fato,

I o(u(t) —o(v®) | = w454@W@»—T@®»®H

< / e || T(u(s)) — T(u(s)) | ds

< / e || u(s) — v(s) || ds

t
| uw—wvle / e tds
0

= (I=eNu=vle

IN

< (=) Ju=vle -

E isto implica que

sup || ¢(u(t)) — ¢(v(t)) | < (1 =€) [lu—v e,

0<t<Ty

e portanto,
o) = o) lley < =€) [[u—v e,

para todo u,v € C;. Portanto, ¢ ¢é lipschitziana com constante de Lipschitz
igual a (1 — e 70) < 1.

Agora, como C; é um espaco métrico completo, com ¢ : C; — C; lips-
chitziana com constante de Lipschitz menor que 1, podemos aplicar o Teorema
do Ponto Fixo de Banach. E assim, concluimos que ¢ possui um tnico ponto

fixo, ou seja, existe um tnico elemento u € C; tal que

u = ¢(u)
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e isto significa que

e portanto, u é uma solugao de (Py).

Mostremos que u € C'([0, 00); H). Com efeito, se u satisfaz (P;) entao
du
dt

segue-se que podemos escolher T} tao grande quanto desejarmos, de forma que

=T(u) —u € C = C(|0,Tp]; H) e como Ty foi tomado arbitrariamente,

a solucao esta globalmente definida e é continua em seu dominio. Portanto,
u € CH([0,00); H).

Resta mostrar que a aplicagao
du
t —(t
~1 < |

é nao-crescente.

du )
Tinhamos — = Tu — u 0 que ¢é equivalente a

dt

d s—t st
25 (e uls)) = e T (uls)).

Integrando de s a t e depois de s+ h a t+ h, onde 0 < s < ¢, obtemos,
lu(t+h) —u(t) |z = | e u(s+h) —u(s)]
b [t + 1)~ T
Assim,

[ u(t +h) —u(t) lu

IN

et [l ufs + ) — u(s) [l + / & | T(u(r + h)) — T(u(r)) |l dr

IN

eS| u(s+ h) —u(s) ||g +/ e || u(r + h)) —u(r) ||z dr.

Logo,

el || u(t+h)—ut) [|g< e || uls+h)—u(s) ||u —i—/t e || w(r+h)—u(r) ||g dr.
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Agora podemos aplicar o Lema de Gronwall-Bellman 1.1, e entao obte-
mos

e [ ult+h) = u(®) llu < e || uls+h) = uls) [l e/ ®
o que implica
e [ ut+h) —u(t) n < € | u(s+h) —uls) [l -
Portanto,
[u(t+h) —u®) la <[l uls +h) —uls) ||u

Como s foi tomado arbitrariamente de modo que 0 < s < t, entao

podemos dizer que
[ u(t+h) —u®) g < | uls+h) —uls) |a

para todo 0 < s <t < Tj. Dividindo por h e tomando o limite quando h — 0

obtemos,
du du
2N < =
| O <1 56|
sempre que 0 < s < t.

Portanto, a aplicacao

é nao-crescente. [ ]

Passaremos agora as demonstracoes dos principais resultados:

Proposicao 2.5 Seja A um operador mondtono. Entdao o p.v.i.

d

—u—i-AuBO
(P) dt

u(0) ==z

tem no mdximo uma solucao.



Demonstragao: Sejam u e v solugoes tais que u(0) = x e v(0) = y.

Entao existem n(t) € Au(t) e {(t) € Av(t) tais que

du dv
_ — t ]
_dt n=>0 € dt +£=0, qrp em [07 OO)

Assim,
du dv

a—%%-n—ﬁzo, gtp em [0, 00).

Fazendo o produto interno desta equagao com u — v, temos

du dv
<£_E+n_§,u_v>_0, gtp em [0, 00).

du dv
<a—a,u—v>+<n—§,u—v>—0» gtp em [0, 00).

Como A é mondtono e n(t) € Au(t) e £(t) € Av(t), entao

1d

gg lu—v <0 gtp em [0, 00).

Integrando de 0 a ¢, temos

[ut) = v(t) | <[} u(0) = v(0) [| .
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Note que se u e v s@o solugoes de (P), entdo u(0) = z = y = v(0). E assim,

|| u(t) —v(t) || = 0 o que implica que

para todo ¢ € [0, 00).

Portanto, se A é monétono, (P) tem no méximo uma solugao.

Corolario 2.1 Seja A um operador monotono. Suponha que u € solucao do

p.v.i. (P). Entdo a aplicacdo

é nao-crescente.
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Demonstracao: Observe que se u é solugao de (P) entao % pode nao estar
definido em um conjunto de medida nula. Sejam s,t,h > 0 tais que u ¢
diferenciavel em s e em s+ t. Sejam u e v duas solucoes, como na Proposicao
2.5, tais que y = u(s + h) e x = u(s).

Entao,
[u(s+t+h)—uls+t)[[<|y—al = uls+h)—uls)|.

Dividindo por h e fazendo h — 0 e lembrando que u é diferencidvel

em t+ s e em s, obtemos
d d
| Suts +0) [ < | Suls) |

Portanto, a aplicacao

¢ nao-crescente. [ |
Passaremos agora a questao de existéncia de solugao do p.v.i. (P).

Comecemos com o seguinte lema:

Lema 2.4 Seja {x,} uma seqiéncia em H e seja {\,} uma seqiéncia de

numeros reais positivos tal que
(Tp, — Ty AnTry — Ap@in) < 0.
Entao:

(i) Se A\, T (cresce monotonicamente), entao || z,, || | (decresce monotoni-

camente) e lim x, existe.

n—oo

(i) Se N, | (decresce monotonicamente), entdio || x, || T (cresce monotoni-

camente) e se também || x,, || € limitada, entao lim z, existe.

n—oo
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Demonstracao: Note que
2<$n — T, Anxn - )\mxm> -

(An + ) | 20 — 7 ||2 +(An = An) (|| 2 ||2 — || zm ||2)

Como, por hipdtese
(Tr, — Ty AnTyy — ApZin) < 0
segue que
M+ ) 2 = @ 12+ = X)) (| 2 1P = [ 2 7)) <0
o que implica que
M= Xa) (2 1P = [l 2w 1) < 0.

(i) Seja m > n, e suponha que A\, T, entao \,, > A, e entdo || z,, || <
| ©, ||, portanto, || x, || |. Note que neste caso || z, || <| 1 ||. Logo,
nlgrolo || , || existe, pois toda seqiiéncia mondtona limitada em IR converge.

(17) Seja m > n e suponha que A, |, entdo A, < A\, e portanto
| Zm ||>]| @n || Logo, || z, || T. Como || , || é limitada, por hipétese, temos
que || z, || converge.

Agora, note que

Am — A
It = 1< [SZ22] I = 12— 0
quando n,m — o0, pois, || x, || converge e ’ﬁ < 1. Logo {z,} forma

uma seqiiéncia de Cauchy em H, mas H ¢ Hilbert, logo completo e portanto
{x,} converge. u
Finalmente, enunciaremos e demonstraremos nosso principal resul-

tado.
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Teorema 2.2 Seja A um operador maximal mondtono. Dado T > 0, para

cada x € D(A) o p.v.i.
du
(P){ dt
u(0) ==

+Au>30

tem uma solugdo em [0,T].

Demonstracao: Sejam T > 0, A > 0 e A, a aproximacao de Yosida de A.

Pelo Lema 2.3, o problema

dox
(P dt
u(0) ==z

= Jyvy — vy

tem uma unica solucao, pois o resolvente Jy : H — H ¢é nao-expansivo e como
A é maximal mondtono D(Jy) = H. Seja vy € C*([0,T]; H) a solugao de (P').

Considere agora o seguinte problema:

d

ﬂ + A)\U)\ =0
(Py) dt

ux(0) =z

t
Defina wuy(t) = vy <X>’ e observe que u, é uma solu¢ao de (P).

Além disso a aplicagao

d
t — t
| ) |
é nao-crescente.
Logo,
| Axua(t) [| < [l Axua(0) || = || Axze || < || A% || .

A partir de agora demonstraremos o teorema em trés passos.
Passo 1: Neste passo mostraremos que no espaco C([0,7]; H), {u,} forma uma
seqiiéncia de Cauchy. Sejam A, > 0 e seja t € [0,7T]. Entao,

duy, du
E‘FA)\U)\:O e d—;—i‘A“UH:O
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e portanto,

IN

IN

IN

IN

Logo,

5 ua(t) = wu(t) [P= —(Axua(t) — Ay (t), ua(t) — u,(t))-

Integrando de 0 a t e lembrando que u)(0) = u,(0) = = obtemos:

1 2
5 o) —w.(t) |

/Ot —{Axun(s) = Apup(s), ur(s) — wp(s))ds

/Ot —(Axur(s) — Ayuy(s), ur(s) — Jyua(s)

Iun(s) = Juun(s) + Juup(s) — uu(s))ds

[0~ A5 M)~ i
;H&w@—@w@mumw@_wmmgws
AMAWMW+HM%@WQH&W@WWH&W@mﬁ

t
/0 (I A% || + 1| A% A A% ||+ || A% [))ds

2| A% |12 (A + pt.

| un(t) —u,(t) | < 2] A% || (A+ p)3T2

Tomando o sup em t € [0,77], temos:

N
!
]

Ly =y | < 2| A% || (A + )2 T

quando A, u — 0.
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Portanto, {uy} forma uma seqiiéncia de Cauchy em C([0,T7]; H), com
ux(0) = x, para todo A > 0. Como C([0,T]; H) é um espago métrico completo
temos que existe u € C([0,7]; H) tal que uy — u com relagdo a norma em
C([0,T); H) e u(0) = =.

Por outro lado, como u, ¢é solugao de (Py) entao uy é Lipschitz continua

em [0,7], e com constante de Lipschitz igual a || A% ||. De fato, para todo

s,t €10,
td
[ux(®) —ux(s) | = H/S (|
t
< [ 1w
t
< [ 1A dr =) A=)
Logo, uy ¢ Lipschitz continua em [0,7] com constante || A% ||. E

tomando o limite quando A — 0, temos que u é Lipschitz continua em [0, T,
com constante de Lipschitz igual a || A% ||.
Passo 2: Mostraremos que para cada t € [0,7], u(t) € D(A).
Note que
ux(t) = Jyur(t) + NAyua(t)
para todo t € [0,7].

Portanto,
| ua(t) — Jua(®) || =1l AMyua(t) [| < A || A% [|— 0

quando A — 0.

Como uy — u segue que Jyuy(t) — u(t) uniformemente em ¢ quando

Além disso, sendo || Ayux(t) || <|| A%z ||, entao para cada t fixo, existe
uma seqiiéncia {\,} de nimeros reais positivos e v(t) € H tal que A\, — 0 e

A)\nU)\n (t) — U(t)
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Por outro lado temos que
(Jx, un, (1), Ay, uy, (t) € A
para cada \,, e como
Iy, un, (t) — u(t) e Ay, uy, (1) — v(t)
segue-se que

(Ax,ux, (1) = n, Ia,un, (1) = &) — (v(t) —n,u(t) — &)

para todo (£,1) € A. Logo,

() =n,u(t) =€) =0

para todo (£,7n) € A. Como A é maximal mondtono, entao (u(t),v(t)) € A.
Portanto, u(t) € D(A) e v(t) € Au(t) para cada t € [0,T].
Passo 3: Neste passo mostraremos que u é solugdo de (P), ou seja, que u
satisfaz % + Au > 0 gtp em [0, 7.
Do Passo 1 segue que

3 100 =00 17 < = [ (Asuslo) = Ay (9) Msus(s) = i, ()

entao
T
/ (Ayu(s) — Apup(s), AMyun(s) — pAyu,(s))ds < 0.
0
Considere o espago de Hilbert H = L?(0,T; H). Mostremos que
{Ayuy} C H. De fato, é facil ver que

| Axux s < | A% || T2

Tome {)\,} uma seqiiéncia de nimeros reais positivos monotonica-
mente decrescente. Vimos no Passo 2, que para cada t fixo, existe uma sub-
seqliencia {A,, } C {A,} tal que A, — 0 e Ay, uy, (t) — v(t), para algum

v(t) € H.
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Agora note que

<A)\nk u>\nk - A>\nk/ u/\nk/ ) AnkAAnk u>\nk - A7'Lk/ A)\nk, u}\nk, >H

T
= /0 (Ax, Un,, (8) — A,\nk,u,\nk,(s), Ang Ax, Un,, (5)

/\”k/A)‘nk/ ’U,)\nk/ (S))HdS S 0.
Logo, pelo Lema 2.4, {Ay, uy, } converge em H = L*(0,T; H). Seja
w e H=L*0,T; H) o limite de Ay, uy, -

Entao existe uma subseqiiéncia {\;} C {\,, } tal que
Ayjun () — w(t)
gtp em [0, T], quando \; — 0, e ainda existe g € L*(0,T;IR) tal que
| Axux, (£) 1< g(t)

gtp em [0,77], veja Teorema 1.8.
Assim,
Axyuy, (t) — v(t)
qtp em [0, 7.
Sejat € [0,T) e h > 0 tal que t + h € [0,7]. Como uy ¢é Lipschitz
continua em [0, 7], entao uy ¢é derivavel ¢tp e uy é a integral de sua derivada.
Logo,

t+h d
uy; (t+h) —uy(t) = / d—u,\j(s)ds
t S

t+h
= / — Ay, uy, (s)ds
t

t+h
= —/ Ay uy, (s)ds
t

para todo t em [0, 7.
Observe que Ay,uy, € H para todo j e g € L*(0,T;IR). Logo,

Ay,uy, € L'(0,T; H) e além disso, g € L'(0,T;IR). E ainda,

I Axux; (@) | < g(t)
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para todo j e gtp em [0, T].
Entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada (Teorema 1.14), fa-

zendo A; | 0 temos

t+h
u(t+h) —u(t) = —/t v(s)ds,

para todo t em [0, TY; logo,

u(t + h) — u(t) 1 [t
. = —E/t v(s)ds — —uv(t),

quando h — 0.

Assim concluimos que,

qtp em [0, T].

Mas vimos no Passo 2 que v(t) € Au(t) gtp em [0,7T]. Assim,

iu(t) € —Au(t)

dt
qtp em [0, 7.
Portanto u satisfaz
du
— 4+ Au>0
dt
gtp em [0,T1], e isto completa a demonstragao do teorema. [ |

O préximo teorema traz algumas propriedades da solugao do p.v.i.

(P).

Teorema 2.3 Seja u a solugdo do p.v.i. (P)

d—u—i-AuBO
(P) dt
u(0) ==

Entao:
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(1) || A%u(t) || € nao-crescente em t;
(11) A%u(t) € continua a direita;

(111) u(t) é diferencidvel a direita em [0,T) e

d+
au(zﬁ) + A%(t) =0

para todo t € [0,T).

Demonstragao: (i) Sabemos que || Ayuy(t) || <|| A% ||, para todo t € [0, T].

Assim, existe alguma seqiiéncia {\,}, A, | 0 tal que
Ay, un, (1) = o(t)

para algum v(t) € H.

Como no Passo 2 da demonstragao anterior,
v(t) € Au(t)
para todo t € [0, 7], e entao

I A%u(t) | < [ o) || < minf || Ay, ua, () | < | A% |

e a desigualdade acima ocorre para qualquer z € D(A), e em particular ocorre
para x = u(s).
Logo,

I A%u(t + ) || < || Aus) ||

para todo t,5s > 0 e t + s € [0,T]. Portanto, || A%u(t) || é nao-crescente em ¢.
(1) Queremos mostrar que A%u(t) é continua a direita.
Seja t € [0,T) e seja {t,} uma seqiiéncia de nimeros reais positivos

tal que t < t, <Tet, —t. ComoueC([0,T]; H) entao

u(t,) — u(t).
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Do item (i) segue que
I A%u(t,) | < Il Au(t) [ < || A% ]

Assim, {A%(t,)} é uma seqiiéncia limitada em H e existe uma sub-

seqiiéncia {t;} C {t,}, t; | t tal que
Au(t;) = w

para algum w € H.

Como A é fortemente fracamente fechado, w € Au(t). Logo, || w || >
I A%uft) |-

Mas w é limite fraco de A%u(t;). Assim,
|l '< liminf || A%(t;) || < || A%(®) || -
i
Portanto,
Fw [ =[] A%u(t) || -

E como o elemento de norma minima em Au(t) é unico, segue-se que
w= A%l(t) e

A%u(t,) — Au(t).
Assim,

| A%u(e) | < lminf | A%u(ta) | < limsup || Au(t,) |

tnlt
< dmoup | A%(1) | =A%) |
Portanto,
I Au(tn) (=] A%u(t) || -
Logo,

Au(t,) — A%u(t)
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quando t,, | t. Portanto, A%u(t) é continua & direita.
(73) Mostremos que u(t) é diferenciavel a direita em [0,7") e

d+
au(t) + A%(t) =0

para todo t € [0,7).

Do Passo 3 da demonstracao anterior segue que existe uma seqiiéncia
{);} de ntimeros reais positivos tal que A; | 0 e Ay uy,(t) — v(t) gtp em [0, 7]
para algum v(t) € Au(t).

Como

| Axyux, (8) [ <[] A ||
para todo t € [0,7] entao
Fo(t) | < || A% |

para todo t € [0,77.

Também do Passo 3 segue que

u(h) —x 1 h
= _E/o v(s)ds.

Assim, sendo ov(t) limitada, podemos encontrar uma seqiiéncia de
nimeros reais positivos {¢,} tal que ¢, — 0, e v(t,) — w para algum w € H.
Como u(t,) — x quando t, | 0 e v(t,) € Au(t,), e A é fortemente

fracamente fechado vem que w € Az, e portanto
lwll>] A% .
Mas w é limite fraco de v(t,). Logo,

|| wl < liminf || v(t,) || < liminf || A’x =l A’z I
tn 10 tn 10

n n
e portanto,

lw =1l A% .
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Assim podemos concluir que w é o elemento de norma minima em Az, e
v(t,) — Az
Além disso,

| A% || < liminf || v(ta) | < lmsup | v(ta) | < | A% ||
n tn

Portanto,

lim || v(t,) | = || A% ||

tn 10

Logo, como v(t,) — A%z, quando t, — 0, temos:

_ 1 tn+h
u(tn + 1) — ultn) = ——/ v(s)ds 20 v(ty,) nld f0,
tn

h h
para todo z € D(A).
Em particular, para x = u(t) temos:

dt 0
Eu(t) = —A"u(t)

para todo t € [0,7"), o que mostra que u(t) é diferenciavel a direita em [0,7") e

d (t) + A%(t) =0
pr u(t) =

para todo t € [0,7). u

~ . . . du N
Observacao 2.2 F interessante notar que a inclusao 7 + Au > 0 € satis-
d+

feita apenas qtp em [0,T). Porém, quando passamos para a equagao Eu(t) +

Au(t) = 0, temos que ela ¢ satisfeita para todo t € [0,T).
2.4.2 O Semigrupo gerado por um conjunto maximal
monétono em um espaco de Hilbert

Definicao 2.3 Seja C' um subconjunto fechado de H. Um semigrupo de con-

tragoes em C' € uma fungao S : [0,00) x C'— C' a qual satisfaz:
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(i) S(t+ s)x = S(t)S(s)z, para todo x € C e para todo t,s > 0;

(i1) S(0)x =z, para todo x € C;

(111) Para todo x € C, S(t)x é continua em t > 0;

(i) || S(t)x —St)y || < || = —y |, para todo t > 0 e para todo x,y € C.

Seja A maximal mondétono e x € D(A). Pelo Teorema 2.2 existe uma

solugao u € C([0,T]; H) para o p.v.i.

d—u—i-AuBO
(P) dt
u(0) ==z

Podemos definir uma familia de aplicagoes em D(A) da seguinte forma:

para todo t > 0 onde u(t) é solugao do p.v.i. (P).
A unicidade da solugao do p.v.i. (P) garante a propriedade de semi-
grupo. De fato, se u é a solugao que comecou em ug e u é a solugao que

comegou em u(s), entdo pela unicidade de solucao temos

ult + s) = (t)

pois

[ut +s) —a(t) [| <[l u(s) —a(0) [|= 0

ou seja,

u(t+ s, x,ug) = ult,x,u) = u(t,z,u(s)) = u(t, z,u(s,z,up))

e em notagao de semigrupo:

S(t+ s)ug = S(t)S(s)uo.
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A continuidade do semigrupo segue diretamente de u pertencer a

C([0,T); H). Além disso temos que o semigrupo é de contragoes. Com efeito,

IS@z =Sy || = ut) —v@) [[ <[z -y

onde u e v sao solucoes de

du dv

1A 0 — +Av >0
dt+ u > . dt+ v
u(0) == v(0) =y

respectivamente.
Logo {S(t);t > 0} forma um semigrupo de contragoes em D(A). Va-
mos estender o semigrupo por continuidade a todo o fecho do dominio de A,

D(A).
Assim, se x € D(A)\D(A), entao existe uma seqiiéncia {z, } de ele-

mentos em D(A) tal que z, o

Definimos,

S(t)r = lim S(t)x,.

n—oo
Este limite certamente existe, desde que {S(t)x,} forma uma seqiién-
cia de Cauchy:

IS@xn = SOzm || <[l 20 = 2 |

que é de Cauchy, pois x,, converge.

Note que quando estendido a D(A), o semigrupo é ainda continuo em

t, e é ainda um semigrupo de contracoes. De fato, se z,, — = e y, — y, entao
1 S@)zn = SOy I < |l 20— yn |l

o que implica em

IS@z =SOy I <llz—yll

e portanto é contragao.
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Agora, observe que x, — x implica em S(t)x, — S(t)z uniforme-
mente, pois

IS@zn = SO || <[l wn —2[|=0

quando n — 0.

Logo dado x € D(A)\D(A), x, — z, to > 0 fixo e € > 0, sejam m € IN

tal que

IStz = S(t)am || <

Wl m

em algum intervalo de tempo [0, 7] suficientemente grande e t € [0, 7] tal que

IS@)xm = S(to)em || <

Wl ™

entao
| St)z = Sto)z || < [ St)z = St)zm ||

+ 1 S@@m = Sto)zm || + (| S(to)zm — S(to)z ||

< €+€+€_
= 373737 ¢

Portanto o semigrupo estendido & D(A) é continuo em t.

Concluimos assim que para todo conjunto maximal mondtono A, em
um espaco de Hilbert H, existe um semigrupo {S(t);t > 0} de contragoes
definido em D(A).

Dizemos que o semigrupo {S(t);t > 0} é gerado por A. E interessante

lembrar que D(A) é um convexo fechado em H.

2.4.3 Semigrupos Compactos

Uma classe especial de semigrupos que aparece frequentemente em a-

plicacoes ¢ a de semigrupos compactos, isto é, a classe de todos os semigrupos
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{S(t); S(t) : C — C,t > 0} contendo apenas operadores compactos nao ex-
pansivos para cada t > 0, e onde C' é um subconjunto nao vazio em um espago

de Banach real X.

Definicao 2.4 Um operador T : C C X — X ¢é compacto se ele € continuo
e leva subconjuntos limitados de C' em subconjuntos relativamente compactos

em X.

Lema 2.5 Se {T;};c; € uma seqiiéncia generalizada de operadores de C C X
em X, que levam subconjuntos limitados de C' em subconjuntos relativamente
compactos em X, e se imT; = T uniformemente em subconjuntos limitados

em C' e além disso T ¢ continuo, entaol' : C' C X — X € compacto.

Demonstracao: Note que para mostrarmos que 7' é compacto basta mos-
trarmos que T leva subconjuntos limitados de C' em subconjuntos relativa-
mente compactos em X.

Como um subconjunto em um espaco de Banach real é relativamente
compacto se e somente se ele é precompacto, entao devemos mostrar que T'(M)
¢é precompacto em X sempre que M ¢ limitado em C'.

Sejam M um subconjunto limitado em C, e € > 0 arbitrario. Escolha
i(e, M) € I tal que

| Tiw — Tz ||<

DN ™

para cada i € I, i > i(e, M) e uniformemente para x € M.
Fixe i > i(e, M), e observe que T;(M) é precompacto em X pois T;
leva limitados em relativamente compactos e M é limitado.

Logo existe uma familia finita {21, 22, ..., Ty} em X tal que

S

T.(M) © Q B (xkg)

n(i,e
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Agora, seja x € M arbitrario. Em virtude da inclusao acima, existe

ke{l,2,..,n(ie)} tal que
€
I Tz — @y < 5
Como

€

€
1Tz =z S| Te = Tiw | + | Tz —an S 5+ 5 =€

[\]

e x foi tomado arbitrariamente em M, entao

n(i,e)

T,(M) c | Blax,e).
k=1

Mas n(i, €) depende apenas de € e M, e assim, para cada e > 0, T'(M)
pode ser coberto por uma uniao finita de bolas fechadas com raio e.
Consequentemente T'(M) é precompacto em X e portanto 7' é com-

pacto. ]

Definicao 2.5 Um semigrupo {S(t);S(t) : C' — C,t > 0} de aplica¢des nao
expansivas em C C X é compacto se para cada t > 0, S(t) € um operador

compacto.

Observagao 2.3 Note que se S(t) € compacto para t > 0, entdo visto que

S(0) € a identidade em C, seque que C' estd compactamente imerso em X.

Definicao 2.6 Um semigrupo de aplicagées nao expansivas {S(t); S(t) : C' —
C,t >0} em C C X € equicontinuo se para cada subconjunto limitado M em

C, a familia de fun¢oes {S(-)x;x € M} € equicontinua em cada t > 0.

d
2.4.4 Resolugao da inclusao d—? + Au 3 f, u(0) = uy

Definigao 2.7 Seja A um operador de H e f € LY(0,T;H). Chamamos

d
de solucao forte da inclusdo d—qz + Au > f a toda fungio u € C([0,T); H)
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absolutamente continua sobre todo compacto de (0,T) tal que u(t) € D(A) e
d

() + Au(t) 3 f(t) qtp em (0.7),

d
Definigao 2.8 Dizemos que u € C([0,T]; H) € solu¢ao fraca da inclusao d_;t +
Au > f se existem seqiéncias f, € L'(0,T; H) e u, € C([0,T]; H) tais que u,

€ solucao forte da inclusdao

e fo— f em LY0,T; H) e u, — u uniformemente em [0, T].

Teorema 2.4 Seja A um operador mazximal mondtono em H. Para toda f €

LY0,T; H) e todo uy € D(A), existe uma solugdo fraca tinica, u, da inclusdo
du

7 + Au > f tal que u(0) = up.

Demonstragao: Unicidade: Sejam f,g € L'(0,T; H) e sejam u, v solugoes

du dv
fracas das inclusoes " +Au > fe a + Av > g, respectivamente. Entao

existem sequéncias f, — f e g, — g em L'(0,T; H) e as solugoes fortes u,, v,

du v
das inclusoes d_tn + Au, 3 f, e — + Av, O g, convergem para u,v € H,

dt

uniformemente em [0, 7).

du,, dv,, .
Assim, f, — % € Au, e g, — % € Awv, e pela monotonicidade de A

du,, duy,

(50~ 2200 = gu(6)+ S0 10l0) ~ (0)) 2 0

logo,

du,

A,y don
dt

(t) = —

(fa(t) = gn(t), un(t) — vn(t)) — < (£), un(t) = vn(t)> >0

e isto implica em

|
<
3
—~
~
S~—
1
3
—~
~
N—
[\
IA

(fn(t) = gn(t), un(t) — vn(t))
< N Fa(®) = ga(8) 1l wn() = on(®) ] -
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Integrando de s a t, 0 < s < t, obtemos

1 9 1 2
5 () o) I° < 5 [ uals) —vals) |

t
1A = 9 [ 1al7) = ) |
Usando Gronwall, temos

[ un(t) = on(t) | < [ un(s) = vn(s) |l +/t I fo(7) = gn(7) || dr

e agora tomando o limite quando n — oo, obtemos

lu(t) —o@) | <[ u(s) —v(s) | +/ I f(r) = g(7) || dr.

No caso particular em que s = 0, u(0) = up = v(0) e f = g, obtemos

para todo t. Portanto, u = v, ou seja, se a solucao fraca existe, ela é tnica.
Existéncia: Suponhamos primeiramente que ug € D(A) e que f é uma

funcao escada definida em uma particao
O=ap<ayy<as<..<a,=T

por f =y; em |a;_1,a;), e onde y; é um elemento de H.
Denotamos por S;(t) o semigrupo gerado pelo operador maximal mo-
nétono, A — y; dado por (A — y;)r = Ax — y;, com x € D(A). Definimos u(t)

por

sete0,a1], e
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se t € [a1, as], e procedendo assim temos que para t € [a;_1, a4,
u(t) = Sz(t - ai_l)u(ai_l)

Entao u é solucao forte da inclusao Z—QZ + Au > f.

Faremos agora um resultado de existéncia para o caso mais geral em
que f € L'(0,T; H) e ug € D(A). Entao existe uma seqiiéncia { f,,} de funcoes
escada em [0,7] tal que f, — f em L'(0,T; H), e existe uy, € D(A) tal que

Up, — Up em H.

Seja u,, solucao forte da inclusao

du

“ 1A " -
7 + Au, 3 f,
Un(O) = uon

Como na unicidade , obtemos

[ () = um (t) | < || w0, — uo,, || +/O | (7)) = fu(7) || d7

para t € [0, 7.
Portanto, u,, converge uniformemente para uma fungao continua u tal

que u(0) = uy a qual é uma solugao fraca da inclusao

du
—+ A .
dt+ u> f

Corolario 2.2 Seja A um operador maximal mondtono em H e u e v as

solugoes em [0,T] de

du dv
i +Au> f . a +Av >y
U/(O) = Up U(O) = Vo

respectivamente. Entao:

[u(t) = o@) || <[ uls) = v(s) | +/ I f(m) —g(7) [l dr

para todo 0 < s <t <T.
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A proposicao a seguir é extremamente importante na demonstracao

do nosso principal resultado.

Proposicao 2.6 Sejam A um operador mazimal mondtono, u € C([0,T]; H)
d
e f € LY0,T;H). Entio u € solugao fraca da equagio d—? +Au > f see

somente se u verifica

1 t
S ut) =2 |P< 5 lhuls) —= H2+/ (f(T) =y, u(r) — x)dr
para todo x € D(A) ey € Az e para todo 0 < s <t <T.

(Proposigao 3.6, p. 70, [6]).

2.5 O Operador p-Laplaciano

Segundo Browder [8] e Minty [15] se V' é um espago de Banach reflexivo
e V' é o seudual, e H é um espaco de Hilbert, com V' C H C V' com imersoes
continuas e densas, A : V — V' é um operador monétono, univoco, definido
em todo V', hemicontinuo e coercivo, entao o operador Ay, restricao de A a

H, definido por

¢ maximal mondétono em H.

Nosso objetivo é usar este resultado para mostrar que, quando mul-
tiplicado por (—1), o operador p-Laplaciano, A,, é maximal mondtono em
L?(2), onde © é um dominio limitado com fronteira regular e p > 2.

Consideremos entao €2 C IR" aberto, conexo, limitado, com fronteira

suave, e sejam H = L*(Q) e V. = W,P(Q), p > 2. Entdo V é um espaco
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de Banach reflexivo, de dual V' = W~14(Q), onde p e ¢ satisfazem a relagao

1 1
-+-=1
p q 5
Observe que sendo p > 2 entao p > % Logo, como €2 ¢ limitado
n
temos que

Wy (Q) C L*(Q) ¢ WH9(Q)

com imersoes continuas e densas.
Passemos agora a definicao do operador p-Laplaciano.
. . 1
Considere o operador A definido em Wy"(Q2) que a cada elemento

u € WyP(Q) associa o elemento de W~14(Q) dado por
Au = —Aju = —div(|| Vu ||~ Vu).
Para cada u € W,”(Q) defina
Au: WyP(Q) — R

por Au(v) = / Au.vdz.
Q

Au estéd bem definido, pois para cada v € W, (Q) temos
Au(v) = /QAu.vdx = /Q —div(|| Vu [P~ Vu).vdx
= /Q(H Vu |72 Vu).Vudr
< ‘/Q(H Vu ||P~2 Vu).Vvdx‘
< [ Ivulr 2 el vo ) ds
= [19ulr o do

(/QUI Vu Hm)q); (/Q o ”p);

= [ Vu [z Vol,.

IN
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Assim, para todo v € V,
Auv) < || Vu 571 Vo [l < oo

pois || Vu ||, || Vv ||€ LP(Q2). Portanto, Au estd bem definido.

Mostremos agora, que se u € WyP(Q), entdo Au € W1(Q). De
fato, como Au estd bem definido, para cada wu, entdo resta mostrar que Au é
linear e limitado. A linearidade segue diretamente da definicao de Au e das

propriedades da integral. Provemos entao que Awu é limitado. Com efeito,

| Aullw-1a@) =  sup | (Au,v) |
vEW)P(Q)
flv]|<1

= sup | Au(v)]
vEWP(Q)
llv]l<1

IN

sup || Vu [P Vo,
vEW,P(Q)
o]l <1

= Nl ® oy
< Nl

Portanto, Au é limitado.
Nosso préximo passo sera mostrar que A é monoétono. De fato, usando

a desigualdade de Tartar temos que para todo u,v € Wy (€):
(Au— Av,u—v) = ((—dw || Vu |72 Vu)
— (=div || Vv ||P72 Vv),u —v)
- /Q (| Vu P2 V|| Vo P2 Vo)(Vu — Vo)de

- / Nl Vi P2 u— || Vo |72 Vo, Vi — Vo)da
(9]

Vv

70/ | Vu— Vo [P dz =~ | Vu— Vo[> 0.
Q
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Portanto A é mondtono.

Au,u
O operador A também é coercivo, isto é, lim <—’> =
ully 1oy =2 || @ [lwtr )

De fato, tem-se:
(Au,u)y = / —div || Vu [P~ Vu.udz
Q

_ / (| Ve |2 Vo) Vudz
Q

= [ vulp de = Tuy.
Q
Pela Desigualdade de Poincaré, temos que existe uma constante ¢ > 0

tal que

| Vully> el o -

Assim,
(Au, u)

1m - o
full—o0 || w || lul—oo || ||

T ul—oe |l u ]

= lim & | ulf'= 0.
flull—o0
Logo, A é coercivo.

Agora observe que o operador p-Laplaciano pode ser representado da

seguinte forma:

Au=—-Aju=— Z 0;a;(Vu)

=1

onde

a;(§) =l € "7 &, §eR" i=12..,n

Com efeito, basta notar que para cada x, Vu(x) € R".
Nosso préximo e 1ltimo passo sera mostrar que o operador A é hemi-

continuo, isto é, que para todo x,y € Wol’p(Q), A((1 —t)x +ty) — Az quando
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t — 0. De fato,
A((L=t)e —ty) = = > dias(|| V(1 = t)z +ty) |)).
i=1
E claro que

V((l—-tr+ty) =(1—-t)Ve+tVy — Vz

quando ¢t — 0. Entao basta observarmos que

- Z diai (&) — Z diai(§)

o que de fato acontece uma vez que 0;a;(§) é continua.

Com isto pode-se concluir que o operador —A, ¢ maximal monétono
em L?(9).

Além disso, é possivel mostrar que o operador —A, é do tipo subd-
iferencial. Considere

Y L*(Q) — R U {+o0}

definido por

1/ | Vu ||P d, u e Wy(Q)
Y(u): ¢ PJo
—+00

, caso contrario.

Pode-se mostrar que 9 é maximal mondtono em L?(2), uma vez que
1 é uma aplicacao convexa, propria e semicontinua inferiormente.

De fato, a convexidade de ¢ segue da convexidade de || Vu [|P, por
isso basta mostrarmos que || Vu ||P é convexa. Com efeito, como a aplicagao

AP ¢ convexa desde que A > 0 e o gradiente ¢ um operador linear temos

| V(tu+ (1 —t)v) [P = || tVu+ (1 —t)Vo |]P

IA

| V|| +(1 =) | Vo [[)7

< t||Vul|P+(1—=1t)| Vo .
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Por outro lado, como a integral preserva desigualdades, temos

wmwﬂ—ww——%éuvw+u—amwm

1
—{5/‘HVqudx+(1—tx/‘HVvad4
p 9) Q

= W(u) + (1 =1)¥(v)

IA

o que mostra a convexidade de 1.

Observe que se u ou v, ou u e v nao estao em W, ?(Q) entdo o resultado
segue trivialmente.

E facil ver que 1) # 400, pois se u € Wy?(Q) entdo | Vu ||€ LP(Q).
Logo

1 1
ww) = 5 [ Vulpde = > Vulp < +x.
PJa p

Portanto v é prépria.

Resta mostrar que ¢ é semicontinua inferiormente em L?(), isto é,
que ¥ (u) < liminf(u,) sempre que u, — u em L*(Q).

Seja u, — u em L*(). Se liminf(u,) = +oo o resultado segue.
Se liminf ¢)(u,) = @ < oo, entdo existe uma subseqiiéncia {u,, } satisfazendo

1
lim ) (up,) = a, isto é, im ~ || uy, = a.
p

[
Wy P (Q)
Logo || un, HWOI,p(Q) ¢ uma seqiiéncia limitada e portanto existe uma
subseqiiéncia {u,, } que converge fracamente para algum v em Wy (). Como
p > 2, v deve ser igual a u, pois Wol’p(Q) C L?(Q) continuamente, e entao segue

da unicidade do limite que v = wu.

Portanto,
| u llwoipie) < liminf [ u, ||W01’P(Q)

e pela definicao de v,

(u) < liminf (uy)
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o que implica que 1 é semicontinua inferiormente.

Portanto 9y ¢ maximal monétono em L?((2).

Nosso objetivo neste momento é mostrar que —A,u = dyYu. Como
ambos sao maximais mondtonos basta mostrarmos apenas uma das inclusoes.
Mostraremos entao que —A,u C dyu.

Seja u € D(—A, |g) e v = —Ayu, entdo
<U7£ - u> = <_Apu7£ - u>
= /—dz’v(” Vu [[P7? Vu) (€ — u)da
Q

= [0 Vulp Tuve - Vua

= /(H Vu |[P72 Vu)Vda —/ | Vu ||P dz
Q Q

o que implica

A=+ [IValPds = [ (1 Vel Vo) veds

1 1
vl dss o [ Ve P d.
q.Jq P Ja

IA

Logo,

A —ap o [ Vapde < o [ Ve as
logo,
(v, —u) +¥(u) < P(E)
para todo & € W, ().
Agora note que se & € L2(Q)\W,7(Q) entdo ¢(£) = oo e o resultado
segue.
Logo,
(v, § = u) +P(u) <P(E)
para todo £ € L*(Q), e portanto v € 9y (u).

Como —A, e 0y sao maximais mondétonos segue que —A, = 0.
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2.6 Compacidade do semigrupo gerado pelo

p-Laplaciano em L))

Os semigrupos gerados por certas classes de operadores maximais
mondétonos tem um efeito regularizante sobre os dados iniciais, isto é, S(t)ug €

D(A) para todo uy € D(A) e todo t > 0. Examinaremos o caso onde A ¢é a

subdiferencial de uma funcao convexa.

Teorema 2.5 Seja ¢ uma fungdo convexa, propria, semicontinua inferior-

mente em H, sejam A = Op e S(t) o semigrupo gerado por A em D(A).

Entdao S(t)up € D(A) para todo ug € D(A) e todo t > 0; além disso temos

1
I A°S@uo [ <1 A% || += o — v |

para todo ug € D(A), para todo v € D(A) e todo t > 0. Dito de outra

forma, para todo ug € D(A), existe uma tnica fungio v € C([0,00); H) tal

que u(0) = uyg,
e u(t) € D(A) para todo t > 0;

o u(t)é lipschitziana em [§,00) para todo 6 > 0, com

d 1
| 2 lemoein <Il A% ||+ [ uo—v |

para todo v € D(A) e para todo § > 0;

o u admite em todo t > 0 uma derivada a direita e

d-‘r
d—t“(t) + A%(t) = 0

para todo t > 0.
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Além disso, a fungdo t — @(u(t)) € convexa , decrescente e lipschitziana sobre

todo intervalo [0,00), § >0 e

ottty =1 Sl P

para todo t > 0.

Este Teorema, bem como sua demonstracao encontram-se em [6], p.

o7.

Teorema 2.6 Sejam A um operador mazimal mondtono, f € L'(0,T;H) e
d

u € C([0,T]; H) uma solugao fraca da equagdo d_ltL + Au > f. Sejaty € [0,7T)

um ponto de Lebesque a direita de f (respectivamente to € (0,7) um ponto

1 t+h
de Lebesque de f); seja f(to + 0) = 1}%1E/ f(s)ds. Entao as sequintes
to

propriedades sao equivalentes:
(1) u(to) € D(A);

| : |
(i1) 1}111%1 mfﬁ | u(to + h) — u(ty) ||< oo (respectivamente, 1}111%1 mfﬁ | u(to +

h#£0
h) = u(to) ||< o0);

(111) u € derivdvel a direita em t.
+

Neste caso d—tu(to) = (f(to+0) — Au(ty))’ = f(to +0) — Projau) f(to +0).

(Teorema 3.5, p. 66, [6])

Lema 2.6 Sejam A um operador mazimal mondtono, f € L'(0,T; H) e u €

d
d—?—l—Au > f. Sejat, uma seqiiéncia
1

tn) — u(t n
de [0,T] tal que t,, — to, t, # to, M — a, / f(s)ds — g
tTL - tO t’I’L - to to

tn
! / | f(s) || ds seja limitado. Entao u(ty) € D(A) e f—a € Au(ty).

€
tn - tO to

C([0,T]; H) uma solugao fraca da equagao
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(Lema 3.2, p. 66, [6])

Nosso objetivo agora é mostrar que —A,, gera um semigrupo compacto.
O lema a seguir é uma adaptagao da Observacao 2.1.1, p. 47, [18].

Estes resultados valem também para operadores maximais mondtonos
multivocos, porém como estamos trabalhando com o operador —A,, iremos

demonstrar apenas para operadores univocos.

Lema 2.7 Seja ¢ : (—00,+00] — H wuma fun¢ao convera, prdpria e semi-
continua inferiormente e sejam S(t) o semigrupo gerado por dp, e Ji o re-

solvente de Op, entio || o —x || < 2 || S(t)xr — x ||, para todo t > 0 e

x € D(0yp).

Demonstragao: Seja S(t) o semigrupo gerado em H por A = dp. Observe
d+ d+

que au(t) +0¢u(t) = 0 para todo t e como Jy é univoco —au(t) = 0¢"u(t)

para todo t.

Da definicao de subdiferencial

o(y) — p(S(s)x) = (9pS(s)x,y — S(s)z)

para todo y € H, e em particular para y € D(p).
Logo, multiplicando por (-1)

+ 1dt

A(5(9) — ol0) < = (G SIS = vy =3 5 I SG)e v

Como t — @(S(t)x) é nao crescente, sempre que s € (0,1),

(S(t)r) — p(y) < @(S(s)r) —p(y) < —%% | S(s)z—y |l

portanto integrando de 0 a t em s

[ tetswm) st < [~ 51 5690 -y I as
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to(S(t)2) — toly) < 5 | —y Iy —5 Il S(t)x —y [y
Se y = Jx,
k(S (1)) — te(ia) < 3 o= Jar Iy —5 I SO~ I (20

Agora, como
1
;(m — Jix) = Ayx = 0p(Jyx)

entao da definicao de subdiferencial:

(x — Jpx, S(t)x — Jyx)

S

p(S(t)r) = p(Jiw) =

ou seja,

(x — Jyx, S(t)x — Jyz) < tp(S(t)x) —te(Jix)
(2.7)

1 1
3 |z — Jux || 5 | S(t)e — Jx |3 -

IA

Além disso,
1
(v =D, S(t)z = i) 2 5[l e =z iy = || S(O)x = 3] (2.8)
De 2.7 e 2.8 vem que
1 2 1 2 _ 1 2 1 2
o T — 2 By =5 I S =2 3= 5 o= J By — 1| 5@ — T [y

Logo,
IStz = Jx || < | S(H)x — ||

e portanto,

|z —Jiw|| <[lz—SHz ||+ Stz —Juwl < 2| Stz —z].
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Primeiro observemos que o operador —A,, gera um semigrupo equicon-
tinuo em L?(2) e além disso para cada t > 0, J; ¢ um operador compacto, onde
Jy € o resolvente de —A,,.

Mostremos que J; é um operador compacto. A continuidade segue do
fato de J; ser uma contracao. Resta mostrar que este operador leva limitados

em relativamente compactos. Sabemos que —A, = Jy onde

1
1
— | || Vu||P dz, u € Wyt (Q)
pu): § P
0, caso contrario.
e ¢ é uma funcao convexa, prépria e semicontinua inferiormente. Além disso,

a funcao

yeH

) 1
pi(x) = min {z_t ly—a|? +90(y)}
atinge seu minimo em J;x.

Logo,
1 2 1 2
o i =2 P +o(Tia) < 5y = | +(y)

para todo y € W, *(Q), isto é,

1

_ 2 - P _ 2 - P
3 12 =2 I i W 3 0= I 10
Em particular, temos para y = 0
1 2 P
5t 1= ey 5 L e < 57 12 [

Consequentemente
1 1
o e e < o 12 e -

Seja B C L*(Q2) limitado e x¢ € B, entao existe k > 0 tal que

1
o | zo ||%2(Q) < k, para todo zy € B.
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Logo,

1
HEL Ay
para todo xg € B, entao o conjunto
B = {J,x0; 20 € B}

é limitado em W, ?(Q).

Como WgP() estd compactamente imerso em L2() entdo B ¢é rel-
ativamente compacto em L?(Q). Assim, J; leva limitados em relativamente
compactos. Portanto, o resolvente de —A,, é um operador compacto.

Mostremos agora que o semigrupo gerado por —A, em L*(Q) é equi-
continuo. De fato, temos que para cada subconjunto limitado M em L?(),

caddaxe M, t>0eh >0,
1
HS@+MI—S@xHShHCﬁ%WS@xHS2hOH—Aw%H+;Hx—yH>

onde y é arbitrdrio, mas fixo em W,”(Q).
Como M é limitado, esta desigualdade mostra que o semigrupo gerado

por —A, é equicontinuo.
Teorema 2.7 O semigrupo gerado por —A, em L*(Q) é compacto.

Demonstracao: Seja S(t) o semigrupo gerado por —A, e J; o resolvente de

—A,. Como do Lema 2.7
| Jew—z || < 2] St)r—z|
paratodot >0ex € m entao em particular
| (S(s)z) = S(s)z | < 2| S(t+ s)z — S(s)z ||

para s,t > 0 e x € Wy (Q).
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Mas por hipdtese o semigrupo é equicontinuo, logo dado M limitado
em Wy (Q) existe

CL:IR+—>]R+

tal que a(h) — 0 quando h — 0 e tal que
|S(t+s)x—S(s)z || < als)
para cada s > 0 e x € M. Portanto,
| Jn(S(t)x) =Stz || < 2| S{t+s)z—St)z || < a(s) — 0

quando s — 0.

Assim Jj,S(t) converge uniformemente para S(t) em subconjuntos lim-
itados de VVO1 (). Mas Jj, é um operador compacto e S(t) é ndo expansivo,
logo J,S(t) é continuo.

Além disso, J,S(t) leva limitados em relativamente compactos. De

fato, seja B C Wy (Q) limitado. Entdo para cada z € B, S(t)z é a tnica

d
solucao de d_QtL — Ayu =0, com u(0) = z. Assim, fazendo o produto interno de
d
d_?; — A,u =0 com u e integrando de 0 a ¢ temos

[u®) | <[z <k

pois x € B e B ¢ limitado. Portanto S(¢)B ¢é limitado e como J;, é compacto,

para todo h > 0, entdo J,S(t) B é relativamente compacto em L*((2).
Portanto, J,S(t) é um operador compacto para cada h > 0. E como

’lbiir%) JnS(t) = S(t) uniformemente em subconjuntos limitados em L?((2), entao

S(t) é também um operador compacto, para todo t > 0.

Portanto, o semigrupo gerado por —A, em L?(Q2) é compacto. [ |



Capitulo 3

Existéncia de solucoes para um

sistema de inclusoes diferenciais

3.1 O Teorema de Baras

Nosso objetivo nesta secao é enunciar e demonstrar um resultado de
compacidade devido a Baras o qual sera essencial para a obtengao do principal
resultado deste trabalho.

O Teorema de Baras refere-se as propriedades de compacidade do con-
junto de solugoes de uma familia de equacoes diferenciais. Naturalmente, assim
como outros importantes resultados de compacidade existentes na literatura,
este também se apdia no classico Teorema de Ascoli-Arzela.

Considere (Py) o seguinte problema de valor inicial:

f
At s
(Pp)g dt
u! (0) = ug

onde A é maximal mon6tono em um espago de Hilbert H, f € L'(0,T;H) e

up € D(A). Fazendo f variar em um conjunto K C L'(0,T; H) obtemos uma
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familia de problemas e portanto uma familia de solugoes.
Estamos interessados em estabelecer condicoes para que o conjunto

{u/; f € K} possua alguma propriedade de compacidade.

Definigao 3.1 Um subconjunto K em L'([a,b]; X) € uniformemente integrd-

vel se, dado € > 0, existe § > 0 tal que

/E | £ Il dt < e

para cada subconjunto mensurdvel E em |a, b] cuja medida de Lebesque é menor

que 6(€), e uniformemente para f € K.

Observagao 3.1 Como [a,b] é compacto, seque facilmente que cada subcon-

Junto uniformemente integrdvel em L'([a,b]; X) € limitado na norma de

L'([a, b]; X).

Teorema 3.1 Seja A:D(A) C H — P(H) um operador mazimal mondtono,

seja ug um elemento firo em D(A), e seja K um subconjunto uniformemente
integravel em LY([0,T]; H). Sejam u/ solu¢io de (Pf) em [0,T] e M(K) =
{u/;f € K}. Se para cada t € [0,T], o conjunto M(K)(t) = {u/(t);u/ €
M(K)} € relativamente compacto em H, entao o conjunto M(K) é relativa-

mente compacto em C([0,T]; H).

Demonstracao: Nosso primeiro passo serd mostrar que M (K) é equiconti-

nuo em cada t € [0, T.

Seja {S(t); S(t) : D(A) — D(A),t > 0} o semigrupo gerado por A em

D(A), e diremos que S(t)ug = u’(t) para cada t € [0,7]. Logo u® é a tinica

solucao do problema

du®
— 4+ AW’ >0
dt+ u >

u?(0) = ug
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em [0, T]. Como u/ ¢ a tinica solugio fraca do p.v.i. (Pf) temos pelo Coroldrio

2.2

Y

luf () —uo I = || ul(t) = S(t)uo + S(t)uo — uo ||

< [ (t) = Sthuo || + || S(t)uo — uo |

t
< S —ul+ [ 1)1 ds
para cada f € K et € [0,T].

Como S(-)up ¢ continua na origem, e K ¢é uniformemente integravel,
a desigualdade acima mostra que M (K) é equicontinua em ¢ = 0.

De fato, seja V' uma vizinhanca da origem em H. Entao existe ¢ > 0
tal que w € V se || w [|[< e. Como S(-)up é continua na origem entdao para
este € existe d;(€) > 0 tal que || S(t)up — ug [|< g sempre que | ¢ [< dq(e).
Além disso, como K é uniformemente integravel, entao existe do(€) > 0 tal que
/Ot | f(s) ]| ds < g sempre que | t |< da(€), uniformemente para f € K.

Seja 6(V) = min{d;(€),d2(€)}. Entao para cada t € [0,7], tal que

| t|< (V) temos

luf(t) —uf(O) | = ||u/(t)—uol
§H5®%—WH+AHf@H®
< §+§:€

o que implica que u/(t) — u/(0) € V uniformemente para u/ € M(K). Por-
tanto, M (K') é equicontinua em t = 0.
Agora, seja t € (0,7) e € > 0 arbitrario, e escolha A > 0 tal que

t—X€e[0,T], e, em adigao

€
ds < — 3.1
JAECICES: (3)
para cada subconjunto mensuravel E em [0, 7| cuja medida de Lebesgue m(E)

¢ menor do que ou igual a 2\ e uniformemente para f € K.
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Como t—\ € [0,T], entao M (K)(t—\) é relativamente compacto em H
e portanto M (K)(t— ) é precompacto em H (veja Teorema 1.9). Assim, para
cada € > 0 existe uma familia finita { f1, f2, ..., fu} em K com a propriedade

que, dado f € K, existe i € {1,2,...,n(e)} tal que

| uf (t —N) —ufi(t —N) ||< ~. (3.2)

R

A famflia {u”t, uf2, ..., u/»©} é equicontinua em t porque ela é finita.
Além disso, segue da continuidade de u/t que existe 0 < §(€) € (0, \)

tal que
€

luh(t+h) = /(1) [I< 5

(3.3)

para cada i € {1,2,...,n(e)} e h € R com | h [<d(e), et +h € [0,T].
Por outro lado, para todo f € K e h € IR com t + h € [0,T] temos,

pelo Corolério 2.2:
[w/(t+h) =W (1) || < [w/(t+h)—ui(t+h)]|
+ [ ufi(t+h) —ui(t) |

+ luf () —uh(@) | < 2wt =X) —ul(t=N) |

t+h

ek m =) [+ [ ) = ) | ds

+ [ W)= 1) N as

Logo se 0 < h < d(e) et + h € [0,T] temos por 3.1, 3.2 e 3.3 que

€ € t+A
HMU+M—UWHIS21+Z+ZAWf@H+HM$W%

t
t—A

s [ 61+ 1 A s <

Portanto, || u/(t + h) — u/(t) ||< € uniformemente para f € K, o que

mostra que M (K) é equicontinua em (0,7).
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No caso t = T basta tomar h < 0 e tudo segue de forma andloga ao
caso t € (0,T). Consequentemente M (K') é equicontinua em [0, 7).

Como para cada t € [0,T], o conjunto
M(K)(t) = {u! (t);u! € M(K)}

é relativamente compacto em H, entao pelo Teorema de Ascoli-Arzela, o con-
junto M(K) é relativamente sequencialmente compacto e portanto M (K) é

relativamente compacto em C([0,T]; H). u

Lema 3.1 Seja A : D(A) C H — P(H) um operador mazimal mondtono,

seja {S(t); S(t) : D(A) — D(A),t > 0 o semigrupo gerado por A em D(A),
e sejam f € LY[0,T); H), up € D(A) e u a tnica solu¢io de (Py) em [0,T]
correspondente a f e a ug. Entdo para cadat € (0,T], s € [0,T) e h >0 com
t—hel0,T], s+hel0,T], temos
¢
IS(h)u(t —h) —u(t) || < / . I f(s) II ds

t—

s+h
I'S(h)u(s) —u(s +h) || < / I f(s) | ds.

Demonstragao: Provaremos apenas a primeira desigualdade, pois a segunda
segue de forma analoga.
Defina

" [t —h,t] — D(A)

por v"(7) = S(r — (t — h))u(t — h), para todo 7 € [t — h,t].

Observe que v" é a tinica solucao do problema
dv" b
?(7)—1—141)(7')90 t—h<71<t

vt —h) =u(t—h)
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Como A é maximal monétono e u(t — h) € D(A) o problema acima
tem uma tnica solucao que chamaremos v". Por outro lado como u é a tinica

solucdo de (Py) em [0,7] e em particular em [t — h, t], temos

| o (r) — ulm) || < || o (m) — ulm) || + / S fe) | ar

T1
Em particular,
, t
[0 -t < [ 15 N ar
t—h
e isto implica que
t
I'S(h)u(t —h) —u(t) || < / . | f(7) || dr
t_
o que prova a primeira desigualdade. [ |
A seguir enunciaremos e demonstraremos o principal Teorema desta

Secao.

Teorema 3.2 (Baras) Se A: D(A) C H — P(H) é um operador mazimal
mondtono, A gera um semigrupo compacto, ug € um elemento fizo em D(A),

e K ¢ um subconjunto uniformemente integrdvel em L'([0,T]; H), entdo o

conjunto M(K) = {u/; f € K} € relativamente compacto em C([0,T); H).
Demonstragao: Devemos mostrar que para cada t € [0,7] o conjunto
M(E)(t) = {u! (t);u’ € M(K)}

é relativamente compacto em H, e logo apds usar o Teorema 3.1.
Seja t € (0,T] arbitrario, e tome h > 0 tal que t — h € [0,T]; observe

que pelo Lema 3.1

I S(h)u! (t = h) — ! (1) || < / ) I () || dr

t—
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para cada f € K.

Defina o operador
Ty : M(K)(t) — H

por

Tyu! (t) = S(h)u! (t — h)

para cada u/(t) € M(K)(t).
Como A gera um semigrupo compacto, segue-se que S(h) é um oper-
ador compacto. Além disso, M (K)(t — h) é limitado em H, pois se u/ (t —h) €

M(K)(t — h) entao

luf (t = n) |<]| w/ (0) | +/O I f(s) [l ds < e

onde ¢ é uma constante. Logo S(h)(M(K)(t — h)) é relativamente compacto
em H, e isso mostra que os operadores T}, levam limitados em relativamente
compactos.

Por outro lado, como K é uniformemente integravel, a desigualdade
acima mostra que }lllil’(l) T}, = I uniformemente em M (K)(t).

Portanto, pelo Lema 2.5, o operador identidade
I:M(K)(t) — M(K)(t)

é um operador compacto.
Como M (K)(t) é limitado, segue que M(K)(t) é relativamente com-
pacto. Logo, pelo Teorema 3.1 M (K) é relativamente compacto em C([0, T;

H). [
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3.2 Operadores Multivocos

Seja X um espaco de Banach real, e seja M um subconjunto Lebesgue
mensuravel em IR?, onde ¢ > 1.

Consideraremos apenas dois casos especificos, quando M é um inter-
valo nao vazio em IR, ou M = I x (), onde I é um intervalo nao vazio em IR
e Q é um subconjunto Lebesgue mensurdvel, limitado e néo vazio em RR7!,

q=>2.

Definicao 3.2 A aplicagio G : M — P(X) é chamada mensurdvel se para

cada subconjunto fechado C' em X o conjunto
GTHC) = {y € M;G(y) N C # 0}
¢ Lebesgue mensurdvel.

Se GG é univoco a definicao acima é equivalente a definicao usual de

funcao mensuravel.

Definicao 3.3 Uma funcdo g : M — X € uma selecao da aplicagao multivoca

G: M —P(X), se gly) € G(y), paray € M, gqtp. Denotamos por
SelG ={f;f: M — X, fé selecio mensurdvel de G}.

Teorema 3.3 Se X € separdvel e G : M — P(X) € uma aplica¢do mensurdvel
com valores nao vazios e fechados, entao G tem pelo menos uma sele¢ao men-

suravel.

Demonstragao: Construiremos uma seqiiéncia {g,} de fun¢oes mensuraveis
de M em X, e mostraremos que {g,} é uniformemente convergente sobre M

para uma selecao g de G.
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A idéia é definir {g, } por recorréncia, de modo que para cada n € IN

ey € M, as seguintes desigualdades valham:

1
dgn(y), G(y)) < 5 (3.4)

1
Il 941 (y) = 9u(y) 1< 5o

Com esta intencao, observemos que, como X é separavel, existe um

subconjunto enumeravel denso {z;;¢ € IN} C X. Definimos:
go: M — X
por go(y) = xx, onde k é o menor inteiro satisfazendo:
G(y) N B(x1,2°) # 0.

Note que um tal nimero sempre existe porque G(y) é nao vazio e
{z;;1 € IN} é denso em X.

Como G é mensuravel, e
90 ({ze}) = G7H(B(24,2°)) = Uk G~ (B(2n, 2))

segue que gp ¢ mensuravel. De fato, da igualdade acima segue que imagem
inversa de pontos por gy ¢ sempre um conjunto mensuravel. Logo, como cada
subconjunto fechado pode ser escrito como unido de seus pontos, e g; ' (Uz) =
Ugy '(x) e a imagem de gy é um conjunto enumerével segue que para todo
subconjunto fechado C' em X, gy *(C) é Lebesgue mensuravel.

Observe que gq foi definida de forma que, d(go(y), G(y)) < 2—10, paray €
M. Para verificar esta desigualdade basta notar que, como G(y) N m #*
(), existe x € mtal que x € G(y) e entao zeigfy) d(xy, 2) < d(zp, 7) < 2°.

Agora, para cada n € IN, defina o conjunto M, = g;'({z,}). Observe
que M, é mensuravel, pois gy ' ({x,}) é mensuravel. Além disso, M, N M,, = ()

paran # p e UM, = M.
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Para y € M, defina ¢;(y) = x onde k é o menor inteiro satisfazendo

G(y) N B(x,,2°) N B(xy, 271) # 0.

E evidente que ¢g; é uma aplicacao mensuravel de M em X e as justi-

ficativas sao andlogas as dadas para gy. Além disso, é facil ver que

e | 91 (y) — g0(w) || < 2.

DN | —

d(g:1(y), G(y)) <

Logo, {90, 91} satisfazem (3.4).

Neste ponto, assumimos que ja temos construido o conjunto {go, g1, ...,
gn} de fungoes mensurdveis de M em X satisfazendo (3.4).

Como na construgao de g;, considere o conjunto M, = g, ({z,}) e
para cada y € M,, defina

In+1 (y> = Tk

onde k£ é o menor inteiro satisfazendo

G(y) N B(xp,27") N B(xg, 2= (1) £ (.

Certamente, g,1 ¢ mensuravel de M em X e, da relagao acima, segue

que

d(gnt1(y),G(y)) < 27 e | Gns1(y) — guly) || < 27"

Assim, {g,} é uma seqiiéncia de Cauchy (uniformemente em M), e
portanto é uniformemente convergente em M para alguma funcao g, que é
mensuravel, uma vez que limite de fungoes mensuraveis ¢ funcao mensuravel.

Agora, observe que

d(g(y),G(y)) = lim d(g,(y),G(y)) < lim — =0.

n—oo n—oo 2N

E como G(y) é fechado, por hipétese, temos que g(y) € G(y) para todo y € M.
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Logo, g é uma selecao de G. E portanto, G tem pelo menos uma
selecao mensuravel. [ |

No que segue U denota um espago topoldgico.

Definicao 3.4 Uma aplicagio G : U — P(X) € semicontinua superiormente

(fracamente semicontinua superiormente) em u € U, se
(i) G(u)é nao vazio, limitado, fechado e convexo.

(ii) Para cada subconjunto D aberto (fracamente aberto) em X satisfazendo
G(u) C D, existe uma vizinhanga V' de u, tal que G(v) C D, para cada

veV.

Se G € semicontinua superiormente (fracamente semicontinua superiormente)
em cada u € U, entdo ela é semicontinua superiormente (fracamente semi-

continua superiormente) em U.

Observacao 3.2 F evidente que cada aplicacao semicontinua superiormente
G : U — P(X) € fracamente semicontinua superiormente , uma vez que cada
aberto da topologia fraca é aberto na topologia forte. Porém, o contrdrio nao

¢ verdade, a menos que X seja de dimensao finita.

Observacao 3.3 Se G ¢ univoca, entao ela € semicontinua Superiormente
(fracamente semicontinua superiormente) em u se e somente se ela € continua
(fracamente continua) em u no sentido usual. Por este motivo alguns autores

preferem chamar estas aplicacoes apenas de continuas.

Lema 3.2 Considere a aplicagio G : U — P(X) e suponha que para cada
u € U, G(u) € nao vazio, limitado, fechado e convexo. As sequintes condigoes

sao equivalentes:
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(1) G:U — P(X) € semicontinua superiormente (fracamente semicontinua

superiormente) em U ;

(i1) Para cada aberto (fracamente aberto) D em X, o conjunto

G YD) ={veU;Gl) c D}
€ aberto em U;

(i1i) Para cada fechado (fracamente fechado) C' em X, o conjunto
G HCO)={ueU;Glu)nC # 0}
¢ fechado em U.
Demonstragao: Mostraremos primeiro que (izi) implica (7). Seja D C X
aberto (fracamente aberto). Entao D é fechado (fracamente fechado) em X

logo,

GH(DY) = {u € U;G(u) N D # 0}.
Mas,
G YD) = U\{u € U;G(u) c D} = U\G1(D) = [G"1(D)|°.

Logo, [G=1(D)]¢ ¢ fechado em U e portanto G1(D) é aberto em U.

Portanto, para cada aberto (fracamente aberto) D em X, o conjunto
G '={veU;Gw) c D}

é aberto em U, o que mostra que (7i1) = (it).
Mostremos, agora, que (i) = (i). Suponha que (iz) valha. Basta
mostrarmos que o segundo item da definicao de aplicacao semicontinua supe-

riormente vale, pois o primeiro item ja é satisfeito por hipdtese. Seja D C X
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um conjunto aberto (fracamente aberto) satisfazendo G(u) C D, entao por
(é4)
G YD) = {ueU;Gu) c D}

¢ aberto em U.

Logo é‘l(D) ¢ uma vizinhanca de u tal que para todo v € é‘l(D)7
G(v) C D. Portanto o segundo item da defini¢ao ¢ satisfeito.

Finalmente, provemos que (i) = (i77). Suponha que G é semicontinua
superiormene (fracamente semicontinua superiormente) em U.

Seja C' C X fechado (fracamente fechado). Queremos mostrar que o

conjunto

GHC) = {u e U;G(u) N C # 0}

é fechado em U. Para isto basta mostrar que [G~1(C)]¢ é aberto em U.
Tome u € [G71(C)]°, entdo G(u) C C° e CY é aberto (fracamente
aberto) em X, logo existe uma vizinhanga V' de u tal que G(v) C C%, para
todo v € V o que implica que V C [G~(C)]°.
Portanto u é ponto interior de [G~1(C)]¢. Como u foi tomado arbi-
trariamente em [G~1(C)]%, segue que [G~1(C)] é aberto em U.

Portanto G~!(C') é fechado em U. E isto completa a prova. |

Lema 3.3 Sejam X e Y dois espacos de Banach reais, seja g : M —'Y uma
fun¢do mensurdvel e G 'Y — P(X) uma aplicagao semicontinua superior-

mente. Entao

Gog: M — P(X)

é mensurdvel.

Demonstragao: De fato, seja C' um subconjunto fechado em X. Queremos
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mostrar que o conjunto

(Gog) ™ (C)={y e M;(Gog)(y)NnC # 0}

¢ Lebesgue mensuravel.

Temos que

(Gog)™(C) = {y € M;(Gog)(y) N C # 0} = g7 (G71(C)).

Como G é continua, para todo fechado C' C X, G7'(C') é fechado em

Por outro lado, como g é mensurével entao g~ (G~!(C)) é Lebesgue
mensuravel. Logo para todo fechado C' C X, (G o g)~!(C) é Lebesgue men-
suravel.

Portanto, Gog: M — P(X) é mensuravel. u

Teorema 3.4 Seja M um subconjunto nao vazio, limitado e Lebesque men-
surdvel em IRP, p > 1, U um espaco topoldgico, e X um espaco de Banach real.
Se E : U — P(X) € fracamente semicontinua superiormente, u, : M — U, e

fn € SelE(u,) para n € IN, sdo seqiiéncias satisfazendo

fon— f em LY M;X)

un(y) — uly)  qtp em M,

entao f € SelE(u).

Demonstragao: Seja {f,} uma seqiiéncia que converge fracamente para al-
guma f em L'(M;X). Entao, pelo Coroldrio 1.3 existe uma seqiiéncia {g, }

cujos termos sao combinagoes convexas de { fi; k > n}, isto é,

n)

9n(y) = > ar(n)fi(y)

n

=

o
II
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p(n)

com ag(n) € [0,1] para k =n,n+1,...,p(n), Zak(n) =1, para cada n € IN,
k=n

e tal que {g,} converge fortemente para f em L'(M; X).

Logo, podemos extrair uma subseqiiéncia {g,, } tal que

In(y) — f(y)

qtp em M.

Denote por M, o conjunto de todos os y € M tais que:

I (y) — fy),

un(y) — u(y)

faly) € E(un(y))

para cada n € IN.

Certamente M\ M, tem medida nula. Agora, seja y € My, e seja A
um semi-espago aberto em X contendo E(u(y)).

E facil ver que A é fracamente aberto. De fato, como A é um semi-
espaco aberto, existe um funcional linear continuo h € X’, e a € IR tal que
A={z € X;h(x) > a}. Como (o, +00) é aberto em IR e como h é continuo
segue que h'((a, +00)) = {x € X;h(z) > a} = A é aberto em X. Logo,
A% ={x € X;h(x) < a} é fechado em X. Como A® é convexo, temos que A
é fracamente fechado em X. Consequentemente A é fracamente aberto em X.

Como F : U — P(X) é fracamente continua em u(y), e {u,(y)}

converge para u(y), existe n(A) € IN tal que
E(un(y)) C A

para n € IN, n > n(A).
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Com efeito, suponha que um tal n(A) ndo exista. Entdo para cada

k € IN, existe ny > k tal que
E(uy, (y)) N AY #0.

Note que sendo A fracamente aberto em X, entdo A é fracamente fechado

em X, e como F é fracamente semicontinua superiormente , entao o conjunto
E~1(A9) é fechado em U. Ora, {u,, } C E7Y(A%) e u,, (y) — u(y), e como

E~1(A°) ¢ fechado em U entdo u(y) € E~1(A%), ou seja,
E(u(y)) N A #0
o que é um absurdo pois tomamos A de forma que
E(u(y)) C A.

Portanto existe n(A) € IN tal que para todo n > n(A), E(u,(y)) C A.
Desta relacao e considerando que f,(y) € Sel E(u,(y)) para cada n €

IN e para y € M qtp, é facil concluir que

Gny, (y) C Conv(unzn(A)E(un (¥)))

para todo k € IN com ny, > n(A). Com efeito, como y € My, fn(y) € E(u,(y)),

para todo n € IN. Assim, para todo i =n,n+1,...,p(n), temos

fily) € E(ui(y)) C UE(ui(y))

o que implica que

p(ng)

I () = Y ai(ni) fily) C Uiz E(ui(y))

=n

logo,

Ini(y) C conv(Uizn(a) E(ui(y))).
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Agora, tomando o limite quando & — 0o na relacao acima temos

f(y) € conv(Uizn(a) E(ui(y))).

Mas observe que E(u,)(y) C A, para todo n € IN tal que n > n(A),

implica Upsna)E(un(y)) C A e consequentemente conv(Upsna)E(un(y))) C

A, pois A é convexo. Logo conv(Uysn(a)E(un(y))) C A. E portanto,

fly) € A.

Mas A é um semi-espago aberto contendo E(u(y)) arbitrério. Assim,
podemos concluir que f(y) € B, onde B é qualquer semi-espaco fechado que
contém E(u(y)). Logo,

fly) enB

(interseccao de todos os semi-espagos fechados que contém E(u(y))).
Mas segue do Corolario 1.2 que a interseccao de todos os semi-espagos

fechados que contém E(u(y)) é igual a convE(u(y)). Logo,

f(y) € convE(u(y)).

Agora observe que sendo E fracamente semicontinua superiormente

em u(y), entao E(u(y)) é fechado e convexo. Assim,

E(u(y)) = E(u(y)) = convE(u(y)) > f(y)-

Logo, podemos concluir que

f(y) € E(u(y))

para cada y € M.
Portanto,

f € SelE(u).
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Observacao 3.4 Como cada aplicacao semicontinua superiormente é fraca-
mente semicontinua superiormente, a conclusao do Teorema permanece inal-

terada se assumirmos que E € semicontinua superiormente.

Na demonstracao do teorema de existéncia nds usaremos o seguinte
Teorema do Ponto Fixo, o qual é uma variacao de um Teorema devido a Arino,

Gauthier e Penot, [2], [11], [18].

Teorema 3.5 (Teorema do Ponto Fixo) Seja K um subconjunto nao vazio
fracamente compacto em um espaco de Banach real X e seja E : K — P(K)
tal que para cada uw € K, E(u) € fechado e convero. Se o grdfico de E €
fracamente X fracamente sequencialmente fechado, entao E tem pelo menos

um ponto fizo, isto €, existe pelo menos um elemento u € K tal que u € E(u).

3.3 Sistemas de inclusoes diferenciais

Considere o seguinte problema:

(d
d—? — Ayu € F(u,v)
dv
(P) = Agv € G(u,v)
u(t,z) =v(t,z) =0 em 02
L U(OVI) = uo(x),v(O,m) = ’Uo(l')

onde €2 é um subconjunto aberto, conexo e limitado de IR", n > 1, com

fronteira suave OS2, p,q > 2, F e (G sao operadores possivelmente multivocos

em L*(Q) x L*(Q) e ug, vg € L*(Q).
Definigao 3.5 Uma solugao fraca de (P) é um par (u,v) satisfazendo:

u,v € C([0,T]; L*(Q))
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para o qual existem f,g € L'(0,T; L*(Q)),
f(t) € F(u(t),v(t))

g(t) € G(u(t),v(t))
qtp em [0,T], e tal que (u,v) € uma solugdo fraca no sentido da Defini¢ao 2.8

em [0,T] para o sistema (Py) abaizo:

( du
g—t — APU = f
v
— —Av=
()¢ dt =9
u(t,z) =v(t,z) =0 em OS2
[ 0(0,2) = u(2), v(0,2) = vy(a)

Para demonstrar o resultado de existéncia global usaremos a seguinte

definicao:

Definigao 3.6 Sejam F,G : R x IR — P(IR) (conjunto das partes de IR)
duas aplicagoes possivelmente multivocas que levam limitados de IR X IR em
limitados de R. O par (F,G) € positivamente sublinear se existem a > 0,
b>0,c>0emy>0 tais que para cada (u,v) € R x IR com | u |> mg ou
| v |[> mg para os quais eziste fo € F(u,v) comufy > 0 ou existe gy € G(u,v)

com vgy > 0, tem-se simultaneamente:

[ flI<alul+blo]+e

lgl<alul+blv]+e
para cada f € F(u,v) e cada g € G(u,v).
Diremos que um par (F,G) de operadores F,G : L*(Q) x L*(Q) —
P(L*(Q)) € positivamente sublinear se F' e G forem operadores de Nemitski

associados a F e G respectivamente, onde (F,G) sao operadores positivamente

sublineares em IR x R.
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A condicao acima definida, que chamaremos de sublinearidade posi-
tiva, pode ser melhor explicada da seguinte forma:

Se (u,v) e RxRe
|u| < mg e | v | < mg (3.5)

nao exigimos nada de F(u,v) e G(u,v), uma vez que F, G levam limitados em
limitados e portanto os produtos fu e gv sao limitados quaisquer que sejam
f € Flu,v) e g € G(u,v). Se (3.5) nao vale para um determinado par (u,v),
entdo | u |> mg ou | v |> my. Neste caso, também nao ha necessidade de

impor nada a F(u,v) e G(u,v) se

uf <0 e gv <0, para todo f € F(u,v) e g€ Gu,v). (3.6

No entanto, se ambos (3.5) e (3.6) nao sao satisfeitas, isto é, se | u |>
mo ou | v [>mgeufy > 0ouwvgy > 0 para algum fy € F(u,v) ou algum
go € G(u,v) entdo impomos a condi¢ao de que | f | < a|u|+b|v ]| +ce
lg| < a|ul|+b|v|+cparacada f € F(u,v) e cada g € G(u,v).

Assim, consideremos primeiramente a equagao nao linear

)
du
E — Apu = f
u(t,z) =0 em OS2
u(0,x) = ug(x)

\

onde f € L'(0,T;L*(Q)) e uy € L*(Q).
Sabemos pelo Teorema 2.4 que para cada ug € L*(Q) e f € L*(0,T;
L*(2)) o problema acima tem uma tnica solugao fraca, u. Além disso, esta

solucao satisfaz:

t
| w(®) |22y < || uo [|z2(e) +/ | £(s) llz2) ds.
0

De fato, se u é solugio fraca, entao existem sequéncias f,, € L'(0, T}

L*(Q)), u, € C([0,T); L*(Q)) e uo, € D(—A,) tais que u, é solugao forte da
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duy,
equagao % — Apuy, = fr, com u,(0) = ug,, fn — f em L'(0,T;L*(Q)),
u, — u uniformemente em [0, 7] e ug, — ug em L*(Q).
duy,
Como u,, é solucao forte, entao % — Apu, = f, qtp em [0, 7.

Fazendo o produto interno com u,(t) temos

(20000 + (= Byta0)00) = (0,0 (0)
logo,
52 ) By + 1l n(®) 10,
= (a0 un(®) < 1 Fal0) iz n(0) 2o -
Integrando de 0 a ¢ temos

1 1 K
3 10 ®) [y < 5 o, Iy + [ 1 a(o) ool (s) 1200 ds
0

para todo t € [0,T].

Por Gronwall segue que

t
| un(t) 2 < | wo, 220 +/0 | fn(s) llz2) ds

para todo t € [0,T].

Tomando o limite quando n — oo temos

t
I u(t) lzzn < I o Nz + / | £5) ey ds
0

para todo t € [0,7].

Agora enunciaremos e demonstraremos nosso principal resultado. A
idéia é mostrar que uma aplicacao multivoca definida adequadamente tem pelo
menos um ponto fixo cuja existéncia é equivalente a existéncia de pelo menos

uma solucao fraca local de (P).
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Teorema 3.6 Sejam F,G : L*(Q) x L*(Q) — P(L*(Q)) semicontinuas supe-

riormente (Defini¢io 3.4), e tais que: se By, By C L*(Q) sdo limitados, entdo

F(B.,B,)= |J F(uwv)eGBi,B)= |J Glu,v) sio limitados
(u,v)631 X Bo (u,U)EBl X Bo

em L*(Q). Dado T > 0, para cada par ug,vy € L*(Q) existe Ty € (0,T) tal que

o sistema (P) tem pelo menos uma solugao fraca (u,v) definida em [0, Tp].

Se, em adigdo, o par (F,G) € positivamente sublinear, a mesma con-

clusao vale com Ty =T.

Demonstracao: Dividiremos nossa demonstragao em duas partes, a primei-
ra estd relacionada com a prova de existéncia local, e a segunda com a ex-
isténcia global.

Sejam g, vy € L*(€) e escolha m > 0 tal que
[ uo [[r20) +1 < m e | vo |2y +1 < m.

Assim, segue por hipdtese que se wi,ws € L*(Q) e || wy |12 < m e

| w2 [[22(@) £ m entao existe r > 0 tal que

| 2 [[r2(< 7, para toda z € F(wy,ws)

| Z ||l 2@ < 7, para toda Z € G(wq, ws).

Seja 0 < Ty < min{1,T} tal que

To’l"z < 1.

Defina o conjunto K = {(f, 9); f, g € L*(0,To; L*(Q)), | f 2201022
<l g lle2omicz@) < 7}
E f4cil ver que K é nao vazio, basta notar que (0,0) € K, onde 0 é a

funcao nula.



126
O conjunto K é fracamente compacto em
L*(0, Ty; L*(Q)) x L*(0, Ty; L*(Q)).

De fato, seja {(fn,gn)} uma seqiiéncia em K. Queremos mostrar que

existe uma subseqiiéncia que converge fracamente em
L*(0, To; L*()) x L*(0, To; L*(92))

para algum elemento de K.
Analisaremos { f,,}, porém o mesmo raciocinio vale para {g,}.
Como {f,} é uma seqiiéncia limitada em L?(0,Ty; L*(2)), logo pode-

mos extrair uma subseqiiéncia { f,,, } C {f.} tal que

Jow = w
em L%(0,Ty; L*(2)) para algum w € L?(0, Ty; L*(2)).
Assim,
| w [ L20.10;22(0) < Hminf || o, [[L20070:020)) < 7

Como o mesmo raciocinio pode ser aplicado & {g,}, entdo podemos
concluir que existe uma subseqiiéncia {(fn,,gn.)} C {(fu,9n)} ¢ (w,w) € K

tal que
(frg i) = (w,10)
em L2(0,Ty; L2(Q)) x L*(0,Ty; L*()).

Portanto K é fracamente compacto em
L*(0, To; L* () x L*(0, To; L*(92)).
Nosso proximo passo sera definir o operador

P: K — C([0,To]; L*(9)) x C([0, To]; L*())
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por P(f,g) = (u,v), onde (u,v) é a tinica solugao fraca em [0, 7] do sistema

( du

D= qtp em (0, Tp]
dv
(Pl) % — AqU =g qtp em (07 TO]
u(t,z) =v(t,x) =0 em 02
| u(0,2) = uo(z),v(0,z) = vo(z)

Note que pelo Teorema 2.4 este operador estd bem definido, uma vez

que as solugoes u e v sempre existem e sao Unicas, pois os operadores —A,, e

—A, sdo maximais mondtonos em L*(Q), f e g € L*(0,Ty; L*(92)), (e portanto

fege LY0,Ty; LA(R2))), e ug e vy € L*(Q) = Wol’p(Q) = WOI’Q(Q).

Mostremos que

[ u() [z <m e [ o@) 2@ < m

para todo t € [0, Tp).

Com efeito, sabemos que
t
| w(®) [[r2@) < || wo [|r2(0) +/ | f(s) 220 ds
0

para todo t € [0, Tp).
Logo, usando a desigualdade de Holder e lembrando que Tyr? < 1

segue que

To
[ w(®) 2 < [l wo llz2@) +/ | f(s) [lr2(0) ds
0

NI

< m—1+(TyrH)2 < m

para todo t € [0, Tp).

Uma vez que o procedimento é andlogo para v temos que
| u(®) [[2@) < m e | v(t) L2 < m

para todo t € [0, Tp).
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Agora com a intencao de usarmos o Teorema do Ponto Fixo, definire-
mos o operador

p: K — P(K)

por o(f,g9) = (SelF(u,v),SelG(u,v)) (veja Definigdo 3.3), onde (u,v) =
P(f,9).

O operador ¢ esta bem definido, no sentido que sua imagem nunca é
vazia. Com efeito, sejam (f,g) € K e (u,v) = P(f,g).

Note que v € C([0,Tp); L*(Q2)), logo para todo aberto A C L3(f2),
u~'(A) é aberto em [0, Tp] e portanto u~'(A) é Lebesgue mensurdvel, o que
mostra que u é mensuravel. O mesmo vale para v.

Por outro lado F' e G sao semicontinuas superiormente, e entao pelo
Lema 3.3,

F(u,v) : [0,Tp] — P(L*())

G(u,v) : [0,Tpy) — P(L*(Q))

Sa0 mensuraveis.

Como L*(Q) é separavel, segue do Teorema 3.3 que SelF(u,v) # 0 e
SelG(u,v) # (. Portanto, o operador ¢ estd bem definido.

Verifiquemos agora que ¢ realmente leva elementos de K em subcon-
juntos de K. Tome (f,g) € K, e seja (u,v) = P(f,g). Logo, || u(t) ||r2< m,
e || v(t) |le2< m, para todo t € [0,7p]. Assim, para todo t € [0, T,
| z L2y < re || Z [|r2@)< 7, sempre que z € F(u(t),v(t)) e Z € G(u(t),v(t)),

Em particular, para todo fe SelF(u,v) e para todo g € SelG(u,v),

| f@) [[2ey<re || 9(t) lL2< r, ¥Vt em [0,T5]. Logo,

Ty
Hﬂ L2(0,To;L2(Q)) B (/0

2

f(t)

3
dt) < (rPTy)z < r.
2
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E de modo andlogo mostra-se que ||g| 12 7,.12(q)) < T

Portanto, (f, g) € K. Ou seja,
o(f,g) = (SelF(u,v), SelG(u,v)) € P(K).

Nosso préximo passo sera mostrar que ¢ tem valores convexos e fecha-
dos, ou seja, que para cada (f,g) € K, ¢(f,g9) = (SelF(u,v), SelG(u,v)) é
fechado e convexo em L?(0,T; L*(2)) x L*(0,T; L*(Q2)).

Sejam, f1, fo € SelF(u,v) e @ € (0,1). Entao afi + (1 —a)fs é
mensuravel, pois f e fo 0 sdo. Além disso, afi(t)+ (1 —a) fo(t) € F(u(t),v(t))
qtp em [0, Ty], pois F' é semicontinua superiormente (veja Defini¢ao 3.4), logo
F(u(t),v(t)) é convexo. Como o mesmo procedimento se aplica a G temos que
SelF(u,v) e SelG(u,v) sdo convexos.

Considere agora a seqiiéncia {f,} C SelF(u,v) com f, — f em

L%(0,Tp; L*(Q)). Claramente f é mensuravel. Além disso, existe uma sub-

seqiiéncia { f,, } C {f.} tal que

qtp em [0,Ty]. Logo f(t) € F(u(t),v(t)) gtp em [0,Tp]. Mas F(u(t),v(t)) =
F(u(t),v(t)) pois F' é semicontinua superiormente (veja Definigao 3.4). Assim,

f(t) € Fu(t), v(t))

qtp em [0,Tp]. Portanto, SelF(u,v) é fechado. Como o mesmo raciocinio vale
para GG, podemos concluir que ¢ assume valores convexos e fechados.

Resta mostrar que o grafico de ¢ é fracamente x fracamente sequen-
cialmente fechado em K.

Identificando o operador ¢ com seu grafico podemos escrever

o ={((f.9).(f.9);(f.9) € K e (f,9) € ¢(f.9)}.
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Seja {((fusga): (1 9,))} uma seqiiéncia em @ tal que

(fusgn) — (f,9)

em L2(0, Ty; L2(Q)) x L2(0, Ty; L2(Q)) e

em L2(0,Ty; L2(Q2)) x L2(0, Ty; L*(2)).

Queremos mostrar que ((f,g), (f,7)) € .

Claramente (f,g) € K, ja que K ¢ fracamente compacto e portanto
fracamente fechado, désde que a topologia fraca é separada. Logo existe um

unico elemento
(u,v) € C([0, To]; L*(€)) x C([0, Tol; L*(€2))

tal que (u,v) = P(f,g).

Nosso objetivo agora é mostrar que (f,g) € ¢(f,g), ou seja, queremos
mostrar que (f,g) € (SelF(u,v), SelG(u,v)), onde (u,v) = P(f, g).

Note que como ((fu, gn), (f,.3,)) € @, entdo para cada n € IN existe
(un,va) € C([0,To]; L*()) x C([0, To); L2(2)) tal que (up,vn) = P(fa, gn)s €
além disso, (f,,,7,) € (SelF(un,vy), SelG(uy,,v,)). Assim apelando para o
Teorema 3.4, basta mostrarmos, passando a uma subseqiiéncia se necessario,

que (up,v,) — (u,v) = P(f,g) qtp em [0, Tp], para garantirmos que

(f,9) € (SelF(u,v), SelG(u,v)).

du, B

dt

Como u,, é solugao fraca de Ayu, = fp, entao pela Proposicao

2.6 u,, verifica

1

3 () =2 1P 5 ua(s) = 2+ [ ((7) =0, () = a)tr
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para todo x € D(—A,) e y = —A,x e para todo 0 < s <t < Tj.
Mostraremos agora que {u,} contém ao menos uma subseqiiéncia que
converge para u, em C([0, Tp]; L?(2)), porém o mesmo procedimento pode ser
usado para mostrar que existe {v,, } C {v,} com v,, — v em C([0, Tp]; L*(Q2)).
Como o conjunto { f,,; n € IN} é uniformemente integravel (veja Defini-
cao 3.1), pois || fu |l200,1;02(2)) < 7, entdo pelo Teorema de Baras o conjunto

das solugoes {u,;n € IN} de

du

— Ay = fa qtp em (0, Tp]

77 " (3.7)
u(0,x) = up(x) em )

quando f, percorre o conjunto {f,;n € IN} é relativamente compacto em
C([0, To): L*(92)).
Logo existe © € C([0,Ty]; L*(R?)) e uma subseqiiéncia {u,, } C {u,}
tal que u,, converge para u em C([0,Ty]; L*(£2)).
Agora observe que como
fo—=f em  L*0,Tp; L*(2))

e up, — u em C([0, Ty]; L*(Q)) e consequentemente

U,, —u em L*(0,Ty; L*(Q))

entao
(for = Yy tny — ) p20,10:02(00) — (f — ¥, U — T) 12(0,10:22(92))
para todo z € D(—A,) e y = —A,(x).
Mas cada u, com n € IN e em particular cada u,, verifica

t
2ty (8) = 2 [ < ||, (5) — 2 1 +2/ (fru(7) = 4, un, (7) = @) 12(0)dT

logo tomando o limite quando n; — oo temos

l7(t) — = * <[ a(s) — = || +2/ (f(1) =y, ulr) — 2} 2 (@ydr
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para todo z € D(—A4,) e y = —A,(z), e novamente pela Proposicao 2.6 @ é
uma solucao fraca de % — Ayu = f, com u(0,z) = up(x).

De modo andlogo existe v € C([0, Tp); L*(£2)) tal que v é solugao fraca
de % — AU =g, com 7(0, z) = vy(x).

Logo pela unicidade da solugao fraca (@, v) = (u,v), e portanto existe
uma subseqiiéncia {(u,,, vn, )} C {(un, v)} tal que {(un,,v,, )} converge para
(u,v), e onde (u,v) = P(f,g).

Como (f,,7,) — (f,9) em L?(0,Ty; L*(2)) x L2(0,Ty; L*(2)) e con-
sequentemente (f,,7,) — (f,g) em L'(0,Ty; L*(Q)) x L'(0,Ty; L*(Q)), apli-
cando o Teorema 3.4, podemos concluir que (f,3) € ¢(f,g), e portanto ¢ é
fracamente x fracamente sequencialmente fechado.

Entao pelo Teorema do Ponto Fixo (3.5), existe (f,g) € K tal que
(f,9) € v(f,g). Consequentemente, (u,v) = P(f,g) é uma solucao fraca do
sistema (P), e isto completa a prova da parte de existéncia local.

Passemos agora a demonstracao da existéncia global.

Primeiro observamos que, sob as hipdteses do teorema, pode-se mos-
trar através do Lema de Zorn que cada solucao fraca local ou é nao continuavel
ou pode ser estendida a uma solugao (u*,v*) ndo continuével, definida ou
em [0,7,,] ou em [0,7,,) para algum 7,, < T. Para completar a prova é
suficiente mostrar que a ultima situagao nao pode ocorrer. Com esta finalidade,
assumimos por contradi¢ao que (u*,v*) é uma solucao nao continuével de (P)

definida em [0, 7},), onde T, < T.

Fazendo o produto interno em ambos os lados da equacao

du*
dt

— At =
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com u* e integrando de 0 a t, t < T}, obtemos

1, 1 . \
5 1w @) 20y < 5 1o 72y +/ /Qf (s, 2)u" (s, z)dxds.
0

Agora, por hipdtese, o par (F,G) é positivamente sublinear e f* €
F(u*,v*). Assim, seja mg > 0 como na Definigao 3.6 e seja D um subconjunto

de [0,T,,) x © definido da seguinte forma: (s,z) € D se e somente se
| u*(s,x) | < myg e | v*(s,2) | < my

ou

u*(s,z)z <0 e v*(s,2)2 <0

quaisquer que sejam z € F(u*(s,z),v*(s,z)) e Z € G(u*(s, x),v*(s, x)).
Defina D = DN ((0,t) x Q) e D = DN ((0,2) x Q).
Como F' é o operador de Nemitski associado a F, e F leva limitados

de IR x IR em limitados de IR, claramente existe My > 0 tal que

/[“*(57$)f*(s,x)dxds < M().
D

Da sublinearidade positiva de (F,G) temos que em D

u(s,2)f*(s,2) <[a | u(s,2) [ +b | v*(s,2) | +c] [u"(s, ) |

com a,b,c > 0.
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Logo,

10O B < o Iy +2 [ [ (ssau(s.pdods
U

IA

| uo ||%2(Q) +2//ﬁf*(8,x)u*(s,x)dxds

+ 2//Bf*(s,x>u*(s,x)dxds

IN

|| o ||%2(Q) —I—Q//L;)f*(s,:x)u*(s,:z:)da:ds

+ 2//E)[a | u*(s,2) | +b | v*(s,x) | +c] | u*(s,z) | dzds

IA

| uo ||%2(Q) +2My + 261//5 | u*(s,2) |* dods

+ Qb//: | v*(s,2) || u*(s,z) | deds
D

+ 20//:|u*(s,$)|d:vds
D

t
I o (12 +2M0+2a/ / (s, ) 2 duds
0 Q

IA

t
+ 2b/ / 0" (s,2) || w*(s, 2) | dads
0 Q

¢
+ 20/ / | u*(s,x) | dxds
0 Jo

t
It 1220y +2Mo + 20 / | u*(s,) 22y ds
0

IN

t
2 [ (s0) oyl 0 (5,) o ds
0

t
+ 2c[m(Q)]1/2/0 | u*(s, @) ||120) ds.

Assim, existem constantes positivas o, 3, v e C
t
10O o < €242 [ a0 o

+ B llvr(s) 2@ +9) ' (s) N2 ds.
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Usando a Desigualdade de Gronwall obtemos
| w(®) Iz < C+~4T
¢
+ /0 [a || w*(5) [[2(0) +8 | v*(5) |lL2o]ds.

Ou seja, existe M independente de ¢ tal que

t
|t (6) i< M + / o 1l 0 () Loy +6 1| 0°(s) lozy)ds.

Analogamente existe M independente de t tal que

. t
[0 (@) 2@ < M+/0 [0 w*(s) [z +a [l 07(s) llr2o)ds.

Somando estas duas desigualdades e denotando por K = M + M e

p = o+ [ temos
t
(@) 2@ + [ v* (1) 2@ < K+P/ [ w™(s) [lz2@) + 1| 07 (s) llz2(o)lds
0
e da desigualdade de Gronwall vem que
| w*(#) l2) + | 0*(t) (2@ < Ket

para todo t € [0,75,).

Como F e G levam limitados de L*(2) x L*(€) em limitados de L?((2)

existe L > 0 tal que
[zl< L e IZl< L

sempre que z € F(u*(t),v*(t)) e Z € G(u*(t),v*(t)), qualquer que seja t €
[0,T,).
Assim, sejam (f*,g%), f*(t) € F(u"(t),v*(t)) e g*(t) € G(u*(t), v (1))
qtp em [0, T,,), tais que u* e v* sao solugoes de
du*
dt
v

dt

AV

— A" =g"
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respectivamente em [0, T,,). Em vista das observagoes acima, tanto f* quanto

g* pertencem a L'([0,T;,], L*(2)). Logo, Teorema 2.4, o problema

( dw
L =T
dUJQ
22 _Aw, =g
(pyd At Y
wy(t, ) = wo(t,z) =0 em 02
| wi1(0,2) = ug(z), wa(0, z) = vo(z)

tem uma tinica solucao (wy, ws) : [0, T,,] — L*(Q)x L*(2), a qual deve coincidir

com (u*,v*) em [0,7,,), e portanto,

tlir%}n u*(t) = tli%n wi(t) = w(T).

Analogamente

lim v*(t) = lm ws(t) = we(Ty).

t—Tm t—Tm
Como wy(T,,) e wy(T,,) pertencem a L?(Q2) podemos concluir que as
solucoes u* e v* podem ser continuadas a direita de T,,, contrariando a maxi-

malidade de u* e v*. [ ]
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