2

O Conceito de Conjunto

Neste capitulo, apresentamos os conceitos de conjuntos, subconjuntos, e operacoes entre
conjuntos (unido, intersecdo, e complementacdo), juntamente com as regras fundamen-
tais dessas operagdes. Estas sdo desenvolvidas em paralelo com o Capitulo 1 sobre logica.
Familias indexadas de conjuntos sdo discutidas. O Capitulo termina com o Paradoxo de
Russel e uma nota histdrica.

2.1 Conjuntos e subconjuntos

“O que é um conjunto” é uma questdo muito dificil de se responder.! Neste tratado
elementar, nao entraremos em nenhuma abordagem axiomatica complicada da Teoria dos
Conjuntos, e conter-nos-emos em aceitar o seguinte: um conjunto é qualquer colec3o,
dentro de um todo de objetos definidos e distinguiveis, chamados elementos, de nossa
intuicdo ou pensamento. Esta definicdo intuitiva de um conjunto foi dada primeiramente
por Georg Cantor (1845-1918), que criou a teoria dos conjuntos em 1895. Exemplos:

(a) O conjunto de todas as cadeiras na sala de aula de Teoria dos Conjuntos.
(b) O conjunto de todos os estudantes desta universidade.

(c) O conjunto das letras a, b, c e d.

(d) O conjunto das regras de uso do laboratério de informética.

(e) O conjunto de todos os nimeros racionais cujo quadrado é 2.

(f) O conjunto de todos os nimeros naturais.
(g) O conjunto de todos os niimeros reais entre 0 e 1.

Um conjunto que contém apenas um ndmero finito de elementos é chamado um
conjunto finito; um conjunto infinito é um conjunto que n&o é finito. Exemplos de (a) a
(e) acima s3o todos de conjuntos finitos, e Exemplos (f) e (g) sdo de conjuntos infinitos.

Conjuntos sdo freqiientemente designados fechando-se entre chaves os simbolos
que representam seus elementos, quando for possivel fazé-lo. Assim, o conjunto no Ex-
emplo (c) é {a,b, c,d} e o conjunto no Exemplo (f) pode ser denotado por {1,2,3,...}.

10 estudante tomara ciéncia da dificuldade quando chegarmos as secdes 2.7 e 2.8.
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O conjunto do Exemplo (e) ndo tem elementos; um tal conjunto é chamado o conjunto
vazio, sendo denotado pelo simbolo @.

Usaremos letras maildsculas para denotar conjuntos, e letras minusculas para de-
notar elementos. Se a é um elemento de um conjunto A, escrevemos a € A (leia-se: “a
é um elemento de A" ou “a pertence a A"), enquanto que a ¢ A significa que a ndo é

elemento de A.

Definicao 2.1 Dois conjuntos A e B sdo iguais ou idénticos quando contém os mesmos
elementos. Isto é, A = B significa (Vx)[(x € A) < (x € B)].

A ordem em que aparecem os elementos num conjunto nao tem importancia. As-
sim, o conjunto {a, b, c} é o mesmo que {b, ¢, a}, etc. Além disso, como os elementos de
um conjuntos sdo distintos, {a, a, b}, por exemplo, ndo é uma nota¢do apropriada de um
conjunto, e deveria ser substituida por {a,b}. Se a é um elemento de um conjunto, a e
{a} sdo considerados diferentes, isto é, a # {a}. Pois {a} denota o conjunto consistindo
do elemento a somente, enquanto que a é apenas o elemento do conjunto {a}.

Definicao 2.2 Sejam A e B conjuntos. Se todo elemento de A € elemento de B,
entdo A é chamado um subconjunto de B, em simbolos: A C B ou B D A. Se A é
subconjunto de B, entdo B é chamado um superconjunto de A.

Assim, escrevendo logicamente,

AC B=Vr)[(x € A) — (z € B)]

Obviamente, todo conjunto é um subconjunto (e um superconjunto) de si mesmo.
Quando A C B e A # B, escrevemos A & B, ou B D A, e dizemos que A é um
subconjunto proprio de B, ou que B é um superconjunto proprio de A. Em outras
palavras, A é um subconjunto préprio de B quando todo elemento de A é um elemento
de B, mas existe um elemento de B que n3o é elemento de A. Se A n3o é subconjunto
de B, escrevemos A ¢ B.

Teorema 2.1 O conjunto @ é um subconjunto de qualquer conjunto.

Demonstracdo. Seja A um conjunto qualquer. Provaremos que a proposicao condicional
(x€Q)— (x €A

é verdadeira para todo . Como o conjunto @ n3o tem nenhum elemento, a afirmacio
“r € @" é falsa, enquanto que “z € A" pode ser verdadeira ou falsa. Em qualquer dos

casos, a afirmagdo condicional “(x € @) — (x € A)" é verdadeira, conforme a tabela
verdade para a condicional (casos 3 e 4 da Tabela 1.5, Capitulo 1).

Assim, @ C A, para qualquer conjunto A.
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Teorema 2.2 Se ACc BeB CC entio AcCC.

Demonstracdo. Demonstraremos que (v € A) = (v € C):

(re A) = (xe€B), porque ACB
= (xeC), porque BCC

Portanto, pela Lei Transitiva (Teorema 1.4(c) do Capitulo 1), temos
(xeA)=(xel)

Consequentemente, demonstramos que A C C.

2.1.1 Exercicios

1. Demonstre que o conjunto de letras da palavra “catarata” e o conjunto de letras da
palavra “catraca” sao iguais.
2. Decida, dentre os seguintes conjuntos, quais sao subconjuntos de quais:

(a) A = {todos os niimeros reais satisfazendo z? — 8z + 12 = 0}

(b) B = {2.4,6)
(c) C' ={2,4,6,8,...}
(d) D = {6}

3. Liste todos os subconjuntos do conjunto {—1,0, 1}.
4. Demonstre que [(A C B) A (B C A)] & (A = B) [Nota: Freglientemente, em
matemdtica, o melhor meio de demonstrar que A = B é mostrar que A C Be B C A]
5. Demonstre que (A C @) = (A = 0).
6. Demonstre que

(@) [[AE B)AN(BC )= (A& C)

(b) [(ACB)AN(BGCO)] = (A& C)
7. Dé um exemplo de um conjunto cujos elementos sao também conjuntos.
8. Em cada um dos seguintes itens, determine se a afirmacdo é verdadeira ou falsa.
Se for verdadeira, demonstre-a. Se for falsa, mostre-o através de um exemplo (um tal
exemplo, mostrando que uma proposicdo é falsa, é chamado um contra-exemplo).

(a) Sex € Ae Ac Bentdox € B.
b) Se AC Be Be Centdo AcC.
)Se AZ Be BC Centio A¢g C.
)Se AZ Be B¢ Centio A¢ C.
)Sex e Ae A¢ Bentdox ¢ B.
)Se AC Bex ¢ Bentiox ¢ A.
9. Dado um conjunto com n elementos, demonstre que existem exatemente C'(n,r)
subconjuntos com r elementos.

(

(c
(d
(e
(f



30 O CoONCEITO DE CONJUNTO
2.2 Especificacao de conjuntos

Um modo de construir um novo conjunto, a partir de um conjunto dado, é especificar
aqueles elementos, do conjunto dado, que satisfazem uma propriedade particular. Por
exemplo, seja A o conjunto de todos os estudantes desta universidade. A proposicao “x
é paulista” é verdadeira para alguns elementos = de A e falsa para outros. Empregaremos
a notacao
{r € A|x é paulista}

para especificar o conjunto de todas os estudantes paulistas desta universidade. Similar-
mente,

{z € A|x ndo é paulista}
especifica o conjunto de estudantes ndo paulistas desta universidade.

Como regra, a todo conjunto A e a toda proposicdo p(x) sobre x € A, existe um
conjunto {x € A|p(z)}, cujos elementos sdo precisamente aqueles elementos © € A
para os quais a afirmagao p(x) € verdadeira. Numa abordagem axiomatica da teoria dos
conjuntos, esta regra é habitualmente postulada como um axioma, chamado o Axioma
da Especificacdo. O simbolo {x € A|p(z)} é lido: o conjunto de todos os = em A tais
que p(x) é verdadeira. A notagdo da forma {z € A|p(x)}, que descreve um conjunto é
chamada a notacdo de construgcdo do conjunto.

Exemplo 2.1 Seja R o conjunto dos nimeros reais. Entido
(a) {r € R|z =z + 1} € o conjunto vazio.

(b) {x € R|22* — 5z — 3 =0} € o conjunto {—1/2,3}.
(c) {x € R|2*+ 1 =0} é o conjunto vazio.

Por causa de freqliente aparecimento, através do restante deste e dos demais
capitulos, e em outros tépicos de matematica, os seguintes simbolos especiais serao
reservados para os conjuntos descritos:

[ON

R = {z|x é um ndmero real}

Q = {x|x é um ndmero racional}
Z = {x|x é um ndmero inteiro}
N = {z |z é um ndmero natural}
I={zeR|0<z<1}

Ri={z eR|z >0}

[ON

Noteque NCZCQCReNCR; CR.

E bem possivel que elementos de um conjunto possam ser também conjuntos. Por
exemplo, o conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto dado A tem conjuntos
como seus elementos. Este conjunto é chamado conjunto das partes® de A, e é denotado

2Na teoria dos conjuntos, a existéncia do conjunto das partes n3o é tida como ébvia. Como a
existéncia de um conjunto das partes ndo é conseqiiéncia do axioma da especificagdo, um novo axioma
é necessario; este axioma é habitualmente chamado o Axioma do Conjunto das Partes e pode ser assim
enunciado: Para cada conjunto, existe um conjunto de conjuntos que consiste de todos os subconjuntos
do conjunto dado.
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por p(A).

Exemplo 2.2 o({a}) = {0,{a}}, p(?) = {0}, e p({a,b}) =
{9, {a},{b},{a,b}}.

Teorema 2.3 Se A consiste de n elementos, entdo seu conjunto das partes p(A) contém
exatamente 2" elementos.

Demonstracdo. O teorema é claramente verdadeiro para A = . Para um conjunto n3o
vazio A, seja A = {ay,as,as, ... ,a,}. Dado um elemento a; de A, para cada subcon-
junto de A temos duas possibilidades: ou ele contém a; ou n3o o contém. Portanto,
o problema de encontrar o nimero de subconjuntos de A pode ser considerado como o
problema de preencher uma lista de n espacos em branco O O O - - - O, aleatoriamente,
com os ntimeros 0 e 1, um nimero em cada espaco. Cada preenchimento dos n espacos
determina um subconjunto X de A da seguinte maneira: a; € X se e somente se 1
aparece no k-ésimo espago (para cada k € {1,2,... ,n}). Como existem exatamente
2™ preenchimentos distintos, existem 2™ subconjuntos de A.

E também interessante a seguinte demonstracao alternativa do Teorema 2.3:

Demonstracéo alternativa. Primeiramente, o conjunto vazio () pertence a p(A). Em
seguida, cada elemento x € A forma um subconjunto {z} pertencente a p(A). Observe
que o nimero desse conjuntos unitarios € C'(n,1). Continuando, existem exatamente
C(n,2) subconjuntos de A contendo exatemente 2 elementos de A.> Finalmente, existe
exatamente C'(n,n) = 1 subconjunto de A contendo n elementos de A, que é o préprio
A. Contando o conjunto vazio, o nimero total de subconjuntos de A é igual a C'(n,0) +
C(n,1) +---+ C(n,n). Entdo, usando a expansdo binomial para (1 + 1)", temos

(1+1)"=C(n,0)+C(n,1)+---+C(n,n)

Assim, o ndmero de elementos de p(A) é (1 +1)" = 2.

2.2.1 Exercicios

1. Exiba entre chaves os elementos de cada um dos seguintes conjuntos.
A={reN|z <5}
B={z€Z|xz* <25}
C={reQ|102>+3z—1=0}
D={zeR|2*+1=0}
E={reRy|42® — 4z — 1 =0}
2. Denote cada um dos seguintes conjuntos pela notacdo de construcdo do conjunto.
A=1{1,23}
B = {_17 _27 _%7 O}

3Veja problema 9, Exercicios 2.1.1
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C={1,3,5709,...}

D={1-+31++/3}
3. Quais sdo os elementos do conjunto das partes do conjunto {z,{y,z}}? Quantos
elementos tem esse conjunto das partes?
4. Seja B um subconjunto de A, e seja p(A: B) ={X € p(A)| X D B}.

(a) Seja B = {a,b} e A = {a,b,c,d,e}. Liste os membros do conjunto p(A: B);
quantos sao eles?

(b) Demonstre que p(A: @) = p(A).
5. Sejam A um conjunto com n elementos e B um subconjunto com m elementos,
n>m.

(a) Encontre o niimero de elementos do conjunto p(A: B).

(b) Deduza o Teorema 2.3 a partir de (a), fazendo B = Q.

2.3 Unioes e intersecoes

Na aritmética, podemos somar, multiplicar, ou subtrair dois nimeros quaisquer. Na teoria
dos conjuntos, ha trés operagdes— unido, intersecao, e complementacao— respectiva-
mente andlogas as operacdes adicdao, multiplicacdo, e subtracdo de niumeros.

Definicao 2.3 A uniao de dois conjuntos quaisquer A e B, denotada por AU B, € o
conjunto dos elementos x tais que x pertence a pelo menos um dos dois conjuntos A e
B. Ouseja, x € AU B se e somentesex € AV zx € B.

Definicao 2.4 A intersecao de dois conjuntos quaisquer A e B, denotada por AN B,
€ o conjunto dos elementos x tais que x pertence a ambos os conjuntos A e B. Em
simbolos, AN B = {z|(x € A)AN(x € B)}, ou{x € Alz € B}. Se ANB =0,
dizemos que A e B sdo conjuntos disjuntos.

Por exemplo, se A = {1,2,3,4} e B = {3,4,5}, entdo AU B = {1,2,3,4,5} e
AN B = {3,4}; se Im denota o conjunto de niimeros imagindrios, entdo os conjuntos
Im e R sao disjuntos.

Exemplo 2.3 No que segue, os conjuntos I,N,Z, ... sdo definidos como na ultima
secao.
(a)INZ ={0,1} e NNI = {1}.

(b)) ZUuQ=QeZNQ="7Z.
(c)Tul=TelNI=1L.
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Teorema 2.4 Sejam X um conjunto e A, B e C subconjuntos de X. Entdo temos:
(a) Os elementos neutros:

AU =A
ANX=A

(b) As leis de idempoténcia:

AUA=A
ANA=A

(c) As leis comutativas:

(d) As leis associativas:

(e) As leis distributivas:

AN(BUC)=(ANB)U((ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Demonstracdo. Deixaremos as demonstragcdes das partes (a), (b) e (c) para o leitor,
como exercicios.

(d) De acordo com a Defini¢do 2.3,
re AUBUC)s xe€e AV (r € BUC)

reBUC&zxzeBvzel

Assim,
re AU(BUC)<s e AV(zreBVvzel)

Pela Lei Associativa (para a disjun¢do), (z € A) V (x € BV x € () é equivalente a
(x € AVa e B)V (x € C). A dltima afirmagdo, pela Definicdo 2.3, é equivalente a
(x€ AUB)V (z € (), e portanto x € (AU B)UC.

Assim, temos
re AUBUC)< 2ze (AUB)UC

Pela definicdo 2.1, AU(BUC) =(AUB)UC.

A demonstracao acima pode ser condensada em uma exposicao limpa de passos
|6gicos essenciais, com a justificativa de cada passo escrita a direita para facil referéncia:
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re AUBUC) < (ze€A) V(e BUC) Def. de U
S (reA)V(reB)V(xel) Def. de U
S lxeA)V(reB)|V(rel) Assoc. para V
& (re AUB)V (xeC) Def. de U
<sre(AUB)U Def. de U

Portanto, pela Defini¢do 2.1, acabamos de provar que AU(BUC) = (AUB)UC.

O estudante deveria tentar apreciar este tipo de demonstracdo, ordenada precisa-
mente pela légica.

Deixaremos a demonstragdo de AN (BN C) = (AN B)NC ao leitor, como
exercicio.

(e) Novamente, apenas a primeira parte do item (e) serd demonstrada, sendo a segunda
parte deixada como exercicio.

re AN(BUC) < (r€ A AN(xe BUC) Def. de N
S (reA)AN[(xreB)V(xel) Def deu
Sl(zeA)AN(xeB)]V[xeAA(xel)

Lei Dist. da l6gica (Cap. 1)
S (reAnNB)V(re ANC) Def. de N
sre(ANB)UANC) Def. de U

Portanto, pela Defini¢do 2.1, AN (BUC) = (ANB)U(ANC).

2.3.1 Exercicios

Demonstre que A C B< AUB = B.

Demonstre que AC B ANB = A.

Demonstre as partes (a), (b), e (c) do Teorema 2.4.
Demonstre a segunda metade do Teorema 2.4(d).
Demonstre a segunda metade do Teorema 2.4(e).
Demonstre que

(a) AcCeBCCimplica AUBCC.

(b)) AcBeAC CimplicaAC BNC.

[Sugestdo: Use o Teorema 1.5, do Capitulo 1, se desejar.]

7. Demonstre que (AN B)UC =AN(BUC) & C C A.

8. Demonstre que se A C B entdo p(A) C p(B).

9. Demonstre que AUB=ANB < A=B.

10. Demonstre que se A C B, entio AUC C BUC e ANC C BNC, para qualquer
conjunto C'.

11. Demonstre quese AC C e BC Dentaio AUB C CUD.

ok~ wNn =
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2.4 Complementos

Existe, na teoria dos conjuntos, uma operacao conhecida como complementacao, que é
similar a operacao de subtracao na aritmética.

Definicao 2.5 Se A e B sdo conjuntos, o complemento relativo de B em A é o conjunto
A — B, definido por
A—B={re Alx ¢ B}

Nesta definicdo, ndo é assumido que B C A.

Exemplo 2.4 Sejam
A={a,b,c,d} e B={c,d,e, [}

Encontre A— B e A— (AN B).

Solucdo.
A—B=/{ab,c,d} —{c,d,e, f} ={a,b}

A—(ANB)={a,b,c,d} —{c,d} = {a,b}

Embora o conjunto universal no sentido absoluto, o conjunto de todos os conjuntos,
ndo exista (veja o Paradoxo de Russel na secdo 2.7), ndo ha problema em assumirmos
temporariamente que todos os conjuntos mencionados, no restante deste e dos demais
capitulos, sdo subconjuntos de um conjunto fixado U, que pode ser considerado (tem-
porariamente) como um conjunto universal no sentido restrito. De modo a enunciar as
regras basicas a respeito de complementagdes, do modo mais simples possivel, assumire-
mos, a menos que seja dito em contrario, que todos os complementos sao formados
relativamente a este conjunto U. Escreveremos entdo A’ como sendo U — A.

Exemplo 2.5 Demonstre que A— B=ANPHB'.

Solugdo.
reANB =(xe€ A)N(xreU—B) Def. de N, Def. de’
=xecAN[(xecU)N(xgB) Def 25
=(xe ANU)A (z & B)] Assoc. de A\, Def. de N
=(xe€A)AN(x¢B) ANU=A
s re(A-B) Def. 2.5

Portanto, pela Definicdo 2.1, ANB' = A — B.
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Teorema 2.5 Sejam A e B conjuntos. Entdo
(a) (A) = A.
(b) ' =U eU' = 0.
(c) ANA =@ e AUA =U.
(d) A C B se e somente se B' C A’

Demonstracdo. As demonstracdes das partes (a), (b), e (c) usam apenas defini¢des e
sdo deixadas ao leitor, como exercicio. Daremos uma demonstragdo da parte (d):

ACB=|[(xr€A) — (xreB) Def. de C
=[(x ¢ B)— (x &€ A)]* Contrap.
=[(xeB)— (xeA) Def. de '
=B cA Def. de C

Portanto, acabamos de demonstrar que (A C B) = (B’ C A').

Na demonstragdo acima, novamente simbolos e leis da I6gica (do Capitulo 1) s3o
usados, o que nos permite exibir cada passo da demonstracao de maneira simples e
elegante, com justificativas ao lado direito. O leitor é encorajado a fazer uso total do
Capitulo 1, nas demonstracGes, sempre que possivel.

A propriedade mais util de complementos é o seguinte Teorema de De Morgan.
Compare-o com as Leis de De Morgan no Capitulo 1.

Teorema 2.6 (Teorema de De Morgan) Para quaisquer dois conjuntos A e B,

(a) (AUB) =ANDpB
(b) (ANB)Y =A"UB'.

Demonstracd de (a):

r€(AUB) =~z € AUB] Def. de’
~[(x € A)V (z € B)] Def. de U
~(re AN~ (zeB) DeM.daldgica
(xe AYN(zeB) Def. de’

re(ANB) Def. de N

Portanto, pela Defini¢do 2.1, (AUB) = A'N B’

A demonstrac3o de (b) é deixada ao leitor.

4Lembremo-nos que a negagdo de x € B, ~ (v € B), é denotada por = ¢ B.
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Exemplo 2.6 Sejam A, B, e C trés conjuntos quaisquer. Decida se o conjunto
AN(B—C) éomesmo que (ANB)— (ANC).

Solucdo.

(ANB)—(ANnC)=(AnB)Nn(AnC) Exemplo 2.5
=(AnB)n(A'uc’) Teor. de De M. (Teor. 2.6)
=(ANBNA)YU(ANBNC") Dist.
=(ANnANB)UAnBNC") Com.
=QU[AN(BNC)] Teor. 2.5(c): ANA" =0
=AN(B-C) Teor. 2.4(a), Exemplo 2.5

Portanto, demonstramos que AN (B —C)=(ANB)—-(ANC).

2.4.1 Exercicios

Sejam A e B conjuntos. Demonstre que A— B =A— (AN B).
Demonstre as partes (a), (b), e (c) do Teorema 2.5.
Sejam A e B conjuntos. Demonstre que B C A’ se e somente se AN B = Q.
Sejam A e B conjuntos. Demonstre que (A — B) U B = A se e somente se B C A.
Demonstre o Teorema 2.6(b).
Sejam A, B, e C' trés conjuntos quaisquer. Demonstre que
(a) (A—C)u(B-C)=(AUB)-C,
(b)) ( A—C)N(B-C)=(ANnB)-_C.
7. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Demonstre que A e B — A sdo disjuntos, e
que AUB = AU (B — A). (Isto mostra como representar a unido A U B como uma
unido disjunta.)
8. Sejam A, B, e C trés conjuntos quaisquer. Demonstre que

(a) (AnBNnC)Y=AUB UC

(b) (AUBUC)Y =A'NnB' NnC".
Generalize estes resultados a proposicoes envolvendo n conjuntos

SR~ =

A17A27A37 s 7An'

9. Para conjuntos quaisquer A e B demonstre ou refute que

(a) p(A) N p(B) = p(AN B)

(b) p(A) Up(B) = p(AU B).
10. Demonstre quese ACC, BCC,AUB=C,e ANB =0, entio A=C — B.
11. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Demonstre que

(A-B)U(B—A)=(AUB)—-(ANB).
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2.5 Diagramas de Venn

Como auxilio na vizualizacdo de operagdes de conjuntos, introduziremos diagramas,
chamados diagramas de Venn, que representam conjuntos geometricamente. Repre-
sentaremos o conjunto universal relativo U por um retangulo, e os subconjuntos de U
por circulos desenhados dentro do retangulo. Por exemplo, na Figura 1, representamos
dois conjuntos A e B como dois circulos sombreados; a parte duplamente hachurada é
a intersecdo AN B, e a 4rea sombreada total é a unido AU B.

Figura 1.

A Figura 2 mostra dois conjuntos A e B que sao disjuntos. A drea sombreada na
Figura 3 representa o complemento A’ do conjunto A. O conjunto A— B, o complemento
relativo de B em A, é representado pela parte sombreada na Figura 4.

Figura 3.
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2)
(N

Figura 6.

Um diagrama de Venn tipico de trés conjuntos A, B, e C' pode ser desenhado
como na Figura 5. Esses trés conjuntos dividem o conjunto universal U em 8 partes, tal
como indicado na figura 6.

Usando os diagramas acima, podemos dar argumentos heuristicos simples para
a validade de, por exemplo, a lei distributiva AN (BUC) = (AN B)U(ANC),
como segue: Da Figura 6, AN (B U (') consiste das areas 2, 3 e 7. Por outro lado,
(ANB)U(ANC) é representada pela unido das areas 2 e 7, e dreas 3 e 7. Portanto, a
igualdade AN(BUC) = (ANB)U(ANC') parece plausivel. Entretanto, em matematica,
um argumento heuristico ndo pode ser aceito como uma demonstragao.
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2.5.1 Exercicios

1. Desenhe um diagrama de Venn para A C B.
2. Desenhe diagramas de Venn para AN B, ANBe ANDPB.
3. Desenhe diagramas de Venn para AUB', AuUuBe AUB.

Nos problemas de 4 a 10, desenhe diagramas de Venn e dé argumentos heuristicos
de que cada uma das afirmacdes é plausivel.

4 AN(BNC)=(AnB)NnC.

5. AU(BUC)=(AUuB)UC.

6. AUBNC)=(AUB)N(AUCQC).

7. (AuB)=AnND0B.

8. (AnB) =AUB.

9. AN(B-—A)=0eAU(B—A)=AUB.
10. (AUB)—(ANB)=(A-B)U(B—A).

2.6 Familias indexadas de conjuntos

Recordemos que um conjunto é uma colecdo de elementos que sdo todos distintos.
Grosseiramente falando, uma familia é uma colecdo de objetos, nao necessariamente
distintos, chamados membros. Por exemplo, {a,a,a} é uma familia com trés membros,
a, a e a. Mas a mesma familia {a,a,a}, considerada como um conjunto é apenas o
conjunto unitario {a} com um dnico elemento, a.

Seja I' um conjunto e suponhamos que para cada elemento v de I', existe um
conjunto associado A,. A familia de todos esses conjuntos A, é chamada uma familia
indexada de conjuntos, indexada pelo conjunto I', e é denotada por

{Ay v el

Por exemplo, a familia de conjuntos, {1,2},{2,4},{3,6},...,{n,2n},..., pode
ser considerada como uma familia indexada de conjuntos, indexada pelo conjunto N dos
ndmeros naturais, sendo A,, = {n,2n} para cada n € N. Esta familia de conjuntos pode
ser denotada por {{n,2n}|n € N}.

Uma familia arbitraria de conjuntos pode parecer ndo ser indexada, mas na maioria
dos casos podemos facilmente encontrar um conjunto I" que pode ser usado para indexar
a familia de conjuntos dada.

Exemplo 2.7 Indexe a familia F de conjuntos ¢, N,7Z,Q, R, R.

Solugdo. Como esta familia contém exatamente seis membros (embora dois deles sejam
o mesmo), escolhemos I' = {1,2,3,4,5,6} e fazemos A; = @, Ay = N, A3 = Z,
Ay =Q, As =R e Ag = R. A familia de conjuntos estd entdo indexada.

Virtualmente todos os simbolos e notagdes usados para conjuntos aplicam-se a
familias também. Por exemplo, ® € F e R, ¢ JF indicam, respectivamente, que @
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é um membro da familia ¥ e R, ndao é membro de F. Podemos também escrever
F={0,N,Z,Q,R,R}.

Estendamos agora os conceitos de unidao U e intersecao M, das Definicoes 1.3 e
1.4, a uma familia arbitraria de conjuntos.

Definicao 2.6 Seja F uma familia arbitraria de conjuntos. A unido dos conjuntos em
F, denotada por UAeyA ou|JF, € o conjunto de todos os elementos que estdo em A
para algum A € F. Ou seja,

UA:{er]xeAparaalgumAe?}
AcF

Se a familia F é indexada pelo conjunto I', a seguinte notac3o alternativa pode ser usada:

UA,YZ{Z'EU‘QJEAV para algum v € I'}
yel’

Se o conjunto I de indices é finito, I' = {1,2,3,... ,n} para algum niimero natural
n, notacdes mais intuitivas, tais como

UAi ou AJUAU---UA,

i=1

sdo usadas freqiientemente para (J . A4,.

Exemplo 2.8 Encontre a unido da familia de conjuntos
{1},{2,3},{3,4,5},... ,{n,n+1,... ,2n—1}.

Solucdo. Esta familia de conjuntos pode ser considerada como indexada por I' =
{1,2,3,...,n}, sendo A; = {i,i+ 1,...,2i — 1}, para cadai € I'. O problema
se reduz a encontrar | J;_{i,i + 1,...,2i — 1}. Observe que cada inteiro entre 1 e
2n — 1 pertence a algum A; na familia, e nenhum outro elemento pertence a qualquer
desses A;. Portanto,

ii+1,.. 20 -1} ={1,2,3,... .2n— 1}
=1

Definicao 2.7 Seja F uma familia arbitraria de conjuntos. A intersecdo de conjuntos
em 3, denotada por () 4.4 ou (T, € o conjunto de todos os elementos que estdo em A
para todo A € F. Ou seja,

ﬂ ={x e Ulx € A para todo A € F}
AcF
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Aqui, a afirmacdo “x € A para todo A € 3" pode ser expressada alternativamente
como “A € F — x € A. Esta ultima expressdo é melhor na demonstracdo de teoremas,
como veremos no Teorema 2.7 adiante.

Se a familia F é indexada pelo conjunto I', a seguinte notacao alternativa pode ser

usada:
ﬂA,y:{l'EU‘xEAV para todo v € I'}
yel’
Se o conjunto de indices I" for finito, I' = {1,2,... ,n} para algum inteiro positivo

n, entao como no caso da unido, escrevemos habitualmente

ﬂAz ou AlmAgﬂAn

i=1
em vez de () A,

Sejam a e b dois ndmeros reais quaisquer. Por intervalo aberto |a, b| entendemos
o subconjunto {z € R|a < z < b} de R. Segue que se a > b entdo Ja,b[=

Exemplo 2.9 Encontre a intersecdo da familia de intervalos abertos

10,1[,]0,5[,]0, 5[, . ..

Solugdo. Devemos encontrar o conjunto (), |0, %[ Falando intuitivamente, a familia
dada é uma seqiiéncia de intervalos “decrescentes” |0,1/n|, em que o intervalo ]0,1/n|
se “aproxima” do conjunto vazio () quando n torna-se grande. Portanto, podemos
conjeturar que a intersecdo (), .y |0, 1/n[ deve ser o conjunto vazio. Demonstraremos
que nossa conjetura € verdadeira. Suponha em contrario, que existe algum nidmero real
a € ey 10, 1/n]. Entdo teriamos 0 < a < 1/n para todo n € N. Isto contradiz o fato
de que para um numero real fixado a > 0, sempre existe um n € N, suficientemente
grande, tal que 1/n < a. A contradicdo mostra que (), .y ]0,1/n[= 0.

Teorema 2.7 Seja {A, |y € I'} uma familia vazia de conjuntos; isto é I' = (0. Entdo

(3) U, A4 = 0.
(b) o5 Ay = U.

Demonstracdo. (a) Para mostrar U'yG@ A, = (@, mostramos equivalentemente que = ¢
U'yG@ A, para todo x (em U):

g JA =~ |ze U 4, Notacdo
ved e
~ (x € A, para algum v € @) Def. 2.6
(x ¢ A, para todo v € Q) N.Q. (Cap. 1)
Ve —xdA,)
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A (ltima afirmacdo é, pelo Teorema 1.7 do Capitulo 1, verdadeira para todo = € U,
pois v € @ é uma contradicdo. Isto completa a demonstracdo da parte (a).

(b) Demonstraremos que = € ﬂ%@ A, para todo x em U. Observe que

re A = (xed, Vye?) Def. 2.7
ve®

(vyed—xzeA)

A dltima asser¢do €, como explicamos na demonstracdo da parte (a), uma afir-
macao verdadeira para todo x € U. A demonstracao esta terminada.

Muitos teoremas, a respeito de operacoes de um nimero finito de conjuntos, podem
ser generalizados a teoremas a respeito de operacdes de uma familia arbitraria de con-
juntos. Por exemplo, o seguinte teorema generaliza o Teorema de De Morgan. Compare
este teorema com o Teorema 2.6.

Teorema 2.8 (Teorema de De Morgan Generalizado) Seja {A, |y €'} uma
familia arbitraria de conjuntos. Ent3o

(@) (Uyer 4) = Nyer 4,
) (Myer 4) = Uper 4,

Demonstracdo. Demonstraremos apenas a parte (a), e deixaremos a parte (b) ao estu-
dante.

!/
re|l UA | =~|ze U A4, Def. de’
~er yel

=~ (Iyel)(xeA,) Def. 2.6
=(Wyel)(z€A,) N.Q. (Cap. 1)
=(Vyel)(zeA) Def. de’
=z €A Def. 2.7

/
Portanto, pela Definicdo 2.1, (U'yGF AV) = ﬂwer Alv‘

O seguinte teorema é uma generalizagdo do Teorema 2.4(e).

Teorema 2.9 (Leis Distributivas Generalizadas) Seja A um conjunto e seja F =
{B, |~ € I'} uma familia arbitraria de conjuntos. Entdo

() AN (User By ) = U er(AN By).
(b) AU (m'yeF B’Y) - m'yeF(A U B,).



44 O CoONCEITO DE CONJUNTO

yel’
ex € U'yEF B,, o que, de acordo com a Defini¢do 2.6, € equivalente a

Demonstragcao. Um elemento x estd no conjunto AN (U ) se e somentese v € A

r€A e x€B, paraalgum el
Esta dltima assercao pode ser expressa, pela Definicao 2.4, como
re ANB, paraalgum ~yeT

o que, pela Defini¢do 2.6, é precisamente x €
AN <U7€F B’Y> = U'yEF(A N B’Y)

A demonstragdo da parte (b) é um exercicio.

er(ANB,). Assim, pela Defini¢do 2.1,

2.6.1 Exercicios

1. Sejam I' = {1,2,3,4}, e Ay = {a,b,¢,d}, Ay = {b,c,d}, A3 = {a,b,c}, Ay =
{a, b}. Encontre o seguinte.

( )Uz IA

( )mz lA

2. Para dois niimeros reais quaisquer a e b, por intervalo fechado |a,b] entendemos o
conjunto {z € R|a <z <b}. Sea >0, [a,b] = @. Encontre os seguintes conjuntos.
(a) Mpenl0, 1/7]
(b) U,en(0,1/n]
() Mo [0, 1/n]
3. Demonstre o Teorema 2.8(b): (ﬂvel“ AW) U, er A5

4. Demonstre o Teorema 2.9(b): AU (ﬂwer Bv) =

5. Expanda
(a) (A1 U Ay) N (B U By U Bs) em uma unido de intersegdes, e
(b) (A; N Ay) U (B N By N By) em uma interse¢do de unides. [Sugestdo: Use o
Teorema 2.9 varias vezes.]
6. Expanda
(a) (U, A)n (U B;) em uma unido de intersecGes, e
(b) (NiZ, A) U (ﬂ B;) em uma intersecdo de unides. [Veja Problema 5.]
7. Sejam {A, |y € F} {Bg |6 € A} duas familias de conjuntos. Expanda
(@) (U,er Ay) N (Usen Bs) em uma unido de intersegdes, e
(b) (M,er A7) U (Nsea Bs) em uma intersecdo de unides. [Veja Problemas 5 e 6.]

(AU B,).

yel

2.7 O paradoxo de Russel

Neste momento muitos de nds achamos que entendemos o significado de conjunto — pelo
menos intuitivamente. A maioria de nds, fazendo um curso de teoria dos conjuntos pela
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primeira vez, nao perceberia o que ha de errado em considerar “o conjunto de todos os
conjuntos” ou o assim chamado “conjunto universal” no sentido absoluto. Na verdade,
por um periodo de tempo (pelo menos de 1895, quando Georg Cantor pioneiramente
criou uma teoria dos conjuntos, até 1902, quando o Paradoxo de Russel apareceu),
a existéncia de um tal conjunto universal era considerada como certa. Foi o famoso
filésofo inglés Bertrand Russel (1872-1970)° que chocou a comunidade matemdtica em
1902, declarando que a admissao de um conjunto de todos os conjuntos levaria a uma
contradicao. Este é o famoso Paradoxo de Russel. Apresentaremos este paradoxo na
forma de dois lemas aparentemente contraditérios, dos quais um teorema é conseqtiéncia.

Lema 2.1 Suponhamos que existe um conjunto U de todos os conjuntos. Seja R =
{SeU|S¢S}S Entio R ¢ R.

Demonstracdo. Suponhamos, ao contrdrio, que R € R. Entdo, pela especificacdo
do conjunto R, devemos ter R ¢ R, o que contradiz a hipétese de que R € R. A
contradicao prova que R ¢ R.

Lema 2.2 Suponhamos que existe um conjunto U de todos os conjuntos. Seja R o
conjunto {S € U|S ¢ S}. Entdo R € R.

Demonstracdo. Suponha o contrario, que R ¢ R. Entao, como R € U, temos R € R
pela definicdo de R. Isto é uma contradicdo. Assim, R € R.

Teorema 2.10 Nio existe um conjunto de todos os conjuntos.

Demonstragcdo. Em vista dos Lemas 2.1 e 2.2, o conjunto de todos os conjuntos nao
pode existir. Pois, se existisse, levaria a contradicio “R ¢ Re R € R".

Paul R. Halmos coloca-o do seguinte modo: “Nada contém tudo.””

5Bertrand Russel nasceu em 18 de maio de 1872, em Trelleck, Wales, Inglaterra. Antes que comple-
tasse quatro anos, seus pais faleceram. Foi sempre um garoto quieto e timido, até ingressar no Trinity
College, na Universidade de Cambridge, em 1890. Apds trés anos de Matemdtica, concluiu que o que
Ihe estava sendo ensinado estava cheio de erros. Vendeu seus livros de matemdtica e mudou-se para
a filosofia. No seu Principia Mathematica (1910-1913), um trabalho monumental em trés volumes,
em co-autoria com Alfred North Whitehead (1861-1947), tentou remodelar a teoria dos conjuntos, de
modo a evitar paradoxos. Em 1918 escreveu "“Quero posicionar-me a borda do mundo e perscrutar a
escuriddo além, e ver um pouco mais do que outros viram. ... Quero trazer de volta ao mundo dos
homens um pouquinho de sabedoria”. Ele seguramente o fez, mais do que “um pouquinho”. No mesmo
ano, foi preso por um comentdrio desfavoravel sobre o exército americano. Em 1950 recebeu a Ordem
do Mérito do rei da Inglaterra e o Prémio Nobel de Literatura. Em seus dltimos anos, liderou varias
manifestacGes contra os armamentos nucleares.

6Conforme a regra da especificacio, R é um conjunto fregiientemente chamado “o conjunto de
Russel”.

"Paul R. Halmos, Naive Set Theory (Teoria Ingénua dos Conjuntos), D. Van Nostrand Company,
Inc., New York, 1960, p.6.
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2.8 Um comentario histérico

A teoria moderna dos conjuntos é geralmente considerada ter sido criada em 1859 pelo
matemadtico famoso Georg Cantor® (1845-1918), que notou a necessidade de uma tal
teoria quando estudava séries trigonométricas. Cantor escreveu: “Por um ‘conjunto’
entenderemos qualquer colecdo dentro de um todo de objetos distintos definidos, de
nossa intuicdo ou pensamento”. Esta definicdo ndo proibe ninguém de considerar o
“conjunto” de todos os conjuntos, como o fez Bertrand Russel. A dificuldade real na
definicdo de Cantor de um conjunto é a palavra “colecdo”. O que é uma colecdo? E
claro que podemos procura-la em um dicionario e encontrar algo como estas defini¢Ges:

“colecdo: um grupo de objetos coletados.”
“grupo: um agregado ou colecdo.”
“agregado: uma colecdo.”

Estas dificilmente nos ajudardo. Quando um matematico dd uma definicdo, nao
€ para que seja um mero sinbnimo, tal como o sao “colecao” e “conjunto”, ou uma
definicdo circular como encontrariamos em um dicionario. Aparentemente, Cantor nao
estava consciente de que o termo “conjunto” era realmente indefinivel.

Para evitar qualquer dificuldade, tal como o Paradoxo de Russel na teoria dos
conjuntos, devemos aceitar os termos “conjunto” e “elemento” como termos indefinidos,
ou primitivos, e guiar estes conceitos primitivos por um nimero de axiomas, incluindo o
Axioma da Especificacdo e o Axioma do Conjunto das Partes, que foram apresentados
na secao 2.2. Outros axiomas, tais como “A = B" se e somente se A e B contém os
mesmos elementos” (Axioma da Extensdo), “® é um conjunto” (Axioma do Conjunto
Vazio), “Se A e B s3o conjuntos, entdo também o é {A, B}" (Axioma do Emparelha-

mento), e “Se F é um conjunto de conjuntos entdo F é um conjunto” (Axioma das
Unides) sdo freqlientemente dados em tratamentos axiomaticos da teoria dos conjuntos.

O Paradoxo de Russel ndo foi o (nico a aparecer na teoria dos conjuntos. Logo
depois do seu aparecimento, muitos paradoxos foram construidos por varios matematicos
e légicos. Como uma conseqiiéncia de todos esses paradoxos, muitos matematicos e
l6gicos contribuiram a varias formulagcdes da “teoria axiomdtica dos conjuntos”’, cada
uma projetada de modo a evitar esses paradoxos e, a0 mesmo tempo, a preservar o
corpo principal da teoria dos conjuntos de Cantor. Entretanto, até o momento da escrita
destas notas”, ninguém apareceu com um sistema axiomatico completamente satisfatério
para a teoria dos conjuntos.

Apesar das dificuldades supracitadas, a teoria dos conjuntos de Cantor ja penetrou
em todos os ramos da matemadtica moderna, e provou ser de importancia particular
nos fundamentos da analise moderna e da topologia. Na verdade, mesmo os mais

8Georg Cantor nasceu em S3o Petersburgo, Rissia, em 1845, mudou-se para a Alemanha em 1856,
estudou matemdtica na Universidade de Berlim (1863-1869), e ensinou na Universidade de Halle (1969-
1905). Um dos interesses de Cantor eram as séries trigonométricas, que o levaram a investigar os
fundamentos da andlise. Como resultado, ele criou o trabalho revoluciondrio sobre a teoria dos conjuntos
e uma aritmética dos nimeros transfinitos.

91974
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simples e bem construidos sistemas axiomaticos da teoria dos conjuntos sao inteiramente

adequados para a construcdo de virtualmente toda a matemdtica classica (e.g., a teoria
dos ndmeros reais e complexos, dlgebra, topologia, etc.).
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RELACOES E FUNCOES



