3

Relacoes e Funcoes

O capitulo inicia-se com uma discussao sobre pares ordenados e o produto cartesiano
de dois conjuntos. O conceito de relacdo € entdo definido como sendo um conjunto
de pares ordenados. A conexao intima entre particoes e relacoes de equivaléncia, num
conjunto, € cuidadosamente examinada. Como preparacdo para os leitores que pretendem
seguir estudando mais matematica moderna, propriedades importantes de fun¢des sao
estudadas. Uma grande quantidade de exemplos € construida.

3.1 Produto cartesiano de conjuntos

Dados dois objetos quaisquer a e b, podemos formar um novo objeto (a, b), chamado par
ordenado a,b.! 2 O adjetivo “ordenado” enfatiza aqui que a ordem pela qual os objetos
a e b aparecem entre parénteses é essencial. Note que o par ordenado (a,b) ndo é o
mesmo que o conjunto {a,b}. Ha um modo satisfatério, embora complicado, de definir
o par ordenado (a, b) como sendo o conjunto {{a}, {a,b}}, de onde segue a propriedade
“(a,b) = (¢,d) & a=ceb=d" (Veja Problema 11, Exercicios 1.3.1).

Dois pares ordenados (a,b) e (c,d) sdo considerados iguais (=) se e somente se

a=ceb=d. Por exemplo, (z,y) = (7,8) se e somentese t =7 e y = 8.

Em geometria analitica, o plano cartesiano pode ser considerado como o conjunto
de todos os pares ordenados de nimeros reais. Enunciaremos formalmente este conceito
do seguinte modo:

Definicao 3.1 Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. O conjunto de todos os pares
ordenados (x,y), comx € A ey € B, é chamado o produto cartesiano de A e B, e é

!Infelizmente, a notacdo (a,b) para um par ordenado é a mesma para um intervalo aberto quando a
e b sdo ndmeros reais. Entretanto, o leitor atento deverd ser sempre capaz de fazer a distin¢3o a partir
do contexto.

2Desde o Capitulo 2, ja fizemos a op¢do por denotar o intervalo aberto de extremos a e b por ]a, b[.
(N.do T.)
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denotado por A x B. Simbolicamente,

AxB={(x,y)|lr € ANyec B}

Para o par ordenado (a,b), a é chamado a primeira coordenada e b é a segunda
coordenada.

Exemplo 3.1 Sejam A = {a,b,c} e B = {1,2}. Encontre os produtos cartesianos
Ax BeBxA.

Solucdo. Pela Definicdo 3.1 acima, temos

Ax B={(a,1),(a,2),(b1),(52),(c.1), (c,2)}

Bx A={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,0).(2,¢)}

Notamos que A x B # B x A. Podemos representar geometricamente o produto
cartesiano A x B como o conjunto de pontos destacados na seguinte figura.

e

e
[ | |

l

| l
a c b A

—

Figura 7.

Exemplo 3.2 Seja A um conjunto qualquer. Encontre A x @ e @ x A.

Solu¢do. Como A x (@) € o conjunto de todos os pares ordenados (a,b), tais que a € A
eb € @, e como o conjunto vazio @ ndo contém nenhum elemento, ndo ha nenhum b
em (; portanto A x @ = @. Analogamente, @ x A = (.

Teorema 3.1 Sejam A, B e C trés conjuntos quaisquer. Entdo
(a) Ax (BNC)=(Ax B)Nn(Ax(C).
(b) Ax (BUC)=(Ax B)U(AxC).
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Demonstracao.

(a) (a,x)e Ax (BNC)

SaeA)N(xeBNCO) Def. 3.1
S (aeA)N(reBAxel) Def. de N
SacA)N(acAN(xeB)ANxel)

Idemp., Assoc. (Cap. 1)
S [(ae A)N(x e B)|AN[(a€ A)A(xe )

Com., Assoc. (Cap. 1)
& [(a,x) € Ax BJAN[(a,x) € Ax C] Def. 3.1
& (a,2) € (Ax B)N(Ax C) Def. de N

Portanto, pela Definicdo 2.1, do Capitulo 2, acabamos de demonstrar que
Ax (BNC)=(AxB)Nn(AxC(C)

Informalmente, esta igualdade pode ser enunciada: O produto cartesiano distribui
sobre a intersegao.

Deixaremos a demonstragdo da parte (b) ao leitor, como exercicio.

Teorema 3.2 Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Entio

Ax(B-C)=(AxB)—(AxC)
Ou seja, o produto cartesiano distribui sobre a complementacdo.
Demonstracao.

(a,x)e Ax (B—C)

S (aceAN(xeB-0C) Def. 3.1
S(aceA)N(reBAxgl) Def. 2.5 (Cap. 2)
SacAN(acAN(xeB)N(xgC)

Idemp., Assoc. (Cap. 1)
Sllac A)N(zxeB)|AN[(ae€ A)A(x &)

Com., Assoc. (Cap. 1)
& [(a,z) € Ax Bl AN(a,x) € Ax C| Def. 3.1
& (a,2) € (Ax B)—(AxC) Def. 2.5 (Cap. 2)

Assim, acabamos de demonstrar que

Ax(B-C)=(AxB)—(AxC)
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3.1.1 Exercicios

1. Descreva cada um dos seguintes conjuntos, geometricamente, esbocando um grafico
no plano cartesiano.
(a) {(z,y) e RxR|z =y}
(b) {(z,y) e R xR|z >y}
(b) {(z,y) e Rx R[]z +y| <1}
2. Sob quais condicdes nos conjuntos A e B sera verdade que A x B = B x A?
3. Demonstre o Teorema 3.1(b): A x (BUC) =(Ax B)U (A x C).
4. Demonstreque AX B=0 & A=0 V B=0.
5. Demonstre que, se A, B e C' sdo conjuntose A C B, entdo Ax C C B x C.
6. Se o conjunto A tem m elementos e o conjunto B tem n elementos, quantos elementos
(pares ordenados) tem A x B?
7. O produto cartesiano A x A tem 9 elementos, dentre os quais sdo encontrados (—1,0)
e (0,1). Encontre os elementos restantes e o conjunto A.
8. Demonstre ou refute (dando um contra-exemplo) cada uma das seguintes afirmag¢des.
(a) Ax BCC xDseesomentese ACCeBCD.
(b) O conjunto das partes p(A x B) de A x B é o produto cartesiano p(A) X p(B)
dos conjuntos das partes p(A) e p(B).
(c)(AxB)U(CxD)=(AUC)x (BUD).
9. Demonstre que, se A, B, C' e D sdo quatro conjuntos quaisquer, entdo

(Ax C)N (B xD)=(ANB) x (CND).

10. Sejam Aq, As, ..., A, conjuntos quaisquer. Pode vocé generalizar a Definicdo 3.1
ao produto cartesiano A; x Ay x As de trés conjuntos? Pode vocé generalizar isto ao
produto cartesiano A; X Ay x --- x A,, de n conjuntos?

11. Defina o par ordenado (z,y) como sendo o conjunto {{z},{x,y}}. Use esta
definicdo para demonstrar que (a,b) = (¢, d) se e somente se a = ce b =d.

3.2 Relacoes

Dados dois conjuntos A e B, ndo necessariamente distintos, quando dizemos que um
elemento a de A esta relacionado a outro elemento b de B,por uma relacao R, estamos
fazendo uma afirmacdo sobre o par ordenado (a,b) no produto cartesiano A x B. Por-
tanto, uma definicao matematica de uma relacao pode ser dada precisamente em termos
de pares ordenados no produto cartesiano de conjuntos.

Definicdo 3.2 Uma relagdo R de A para B (ou de A em B) é um subconjunto do
produto cartesiano A x B. E costume denotar (a,b) € R por aRb. O simbolo aRb é
lido “a esta R-relacionado a b".

Frequentemente A e B s3o um mesmo conjunto, digamos X. Nesse caso, diremos
que R é uma relacdo em X em vez de “de X para X". Por exemplo, em uma comunidade
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X, dizer que a (para Alberto) é o marido de b (para Beatriz), é considerar Alberto e
Beatriz como um par (ordenado) (a,b) na relagdo M (de ser o marido de ... ). O
simbolo a M b ou (a,b) € M pode ser lido “a é marido de b".

N3&o é necessario colocar Beatriz depois de Alberto no par ordenado (a, b). Podemos
dizer que Beatriz é a esposa de Alberto, ou que o par ordenado (b, a) esta na relagdo &
(de ser a esposa de ... ). O simbolo b€ a ou (b,a) € € pode ser lido: “b é a esposa de
a". Neste exemplo, a relacdo € é chamada a relagdo inversa de M.

Definicao 3.3 Sejam A e B dois conjuntos, ndo necessariamente distintos, e seja R
uma relacio de A para B. Entdo a relacdo inversa R~! da relacGo R é a relacdo de B
para A tal que bR~ a se e somente se aRb. Ou seja,

Rt ={(b,a)]|(a,b) € R}

Exemplo 3.3 (a) Sejam A = {a
R ={(a,x),(b,y)}. Entdio R~ =

(b) Seja

b}, B = {x,y,z}, e seja R C A x B dada por
{(z,a),(y,0)} € B x A.
R ={(z,y) € Nx N|z divide y}
Entao
R ={(y,z) € N x N|y é miltiplo de x}

Seja R uma relagdo de A para B. O dominio da relagdo R, denotado por Dom(R),
é o conjunto de todos aqueles a € A tais que aRb para algum b € B; e a imagem de
R, denotada por Im(XR), € o conjunto de todos aqueles b € B, tais que a R b para algum
a € A. Simbolicamente,

Dom(R) = {a € A|(a,b) € R para algum b € B}

Im(R) = {b e B|(a,b) € R para algum a € A}

No exemplo das relagdes M (ser o marido de ... ) e € (ser a esposa de ... )
na comunidade X, o dominio de M é o conjunto de todos os homens em X que sdo
casados, enquanto que o dominio de € é o conjunto das esposas em X, e a imagem de
€ é o conjunto de todos os maridos em X, Isto é,

Dom(&) = Im(M)

Im(&) = Dom(M)

Pode vocé tirar uma conclusdo geral? (Veja Problema 3 ao final desta se¢do).

3Aqui, X é o conjunto de todos os membros da comunidade.
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Exemplo 3.4 No Exemplo 3.3(a), Dom(R) = {a,b} e Im(R) = {x,y}. No Exemplo
3.3(b), Dom(R) = N = Im(R).

Definicao 3.4 Seja R uma relacdo em um conjunto X. Entdo dizemos que

(a) R € reflexiva se e somente se Vx € X,z Rx.

(b) R € simétrica se e somente se t Ry = yRx.

(c) R € transitiva se e somente se t Ry ANyRz = xR z.

(d) R € uma relagdo de equivaléncia se e somente se R € reflexiva, simétrica e
transitiva.

A relacdo de igualdade, =, no conjunto R de nimeros reais é claramente uma
relacdo de equivaléncia. Seja X um conjunto de bolas coloridas e sejam duas bolas a e
b relacionadas por R se e somente se a € b tem a mesma cor. Entdo a relacdo R é uma
relacao de equivaléncia.

RelacGes de equivaléncia sao particularmente importantes na matematica moderna.
Por exemplo, grupos quocientes na algebra, espacos quocientes na topologia, e sistemas
numéricos modulares na teoria dos niimeros, todos envolvem certos tipos de relacoes de
equivaléncia.

Dado um conjunto nao vazio X, existem sempre pelo menos duas relacdes de
equivaléncia em X; uma destas é a relacdo diagonal Ax (também chamada relacdo
identidade) definida por

Ax ={(z,2) |z € X}

que relaciona cada elemento com ele mesmo. Geometricamente, se X é representado
como um intervalo linear, entdo X x X é um quadrado e Ax é a diagonal “principal”
do quadrado.

X

Figura 8.

H4, no outro extremo, sempre outra relacio de equivaléncia R = X x X em X. A
relacio Ax é a menor de todas as relacoes de equivaléncia em X, enquanto que X x X
€ a maior.

Exemplo 3.5 Seja m um inteiro positivo qualquer fixado. A relacdo de congruéncia
= mddulo m, no conjunto 7 dos niimeros inteiro € definida por x = y (mod m) se e
somente se v — y = km para algum k € 7Z. A relagcdo de congruéncia é uma relagcdo de
equivaléncia em 7.
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Demonstracao.

(a) Para cada x em Z, como x — x = 0 - m, temos x = = (mod m). Portanto, a
relacdo € reflexiva.

(b) Se x =y (mod m), entdo x—y = km para algum k € Z. Conseqiientemente,
y—x=(—k)me—k€Z, ouy=x (mod m). Portanto, a relagdo é simétrica.

(c) Sex =y (mod m) ey =z (mod m), entdox —y = kym ey —z = kom para
alguns ky e ko em Z. Portanto, v —z = (x —y)+ (y — 2) = (k1 + k2)m e ky + ks € Z,
o que mostra que v = z (mod m). Portanto, a relagdo € transitiva.

Portanto, acabamos de demonstrar que a relacdo de congruéncia (médulo m) é
uma relacdo de equivaléncia em 7.

Como um caso expecial para o Exemplo 3.5, seja m = 2. Entdo, x = y (mod 2)
se e somente se x —y é um inteiro par. Conseqiientemente, z = y (mod 2) se e somente
se x e y sao ambos pares ou ambos impares.

3.2.1 Exercicios

1. Seja R uma relagdo de A para B. Demonstre que (R71)~! = R.
2. Seja A = {a,b,c} e seja R = {(a,c),(c,b),(a,b)}. Encontre o dominio de R e a
imagem de R.
3. Seja R uma relacdo de A para B. Demonstre que
(a) Dom(R™1) = Im(R)
(b) Im(R~') = Dom(R)
4. Seja A ={a,b,c} e seja

R = {(ava)v (bv b)? (Cv C)v (av b)v (bva)v (Cv a)? (CL,C)}

Demonstre que R é reflexiva e transitiva, mas n3o é simétrica.
5. Dé um exemplo de uma relacdo que é reflexiva e transitiva, mas nao é simétrica.
6. Dé um exemplo de uma relacdo que é simétrica e transitiva, mas nao é reflexiva.
7. Seja R uma relacao em um conjunto X. Demonstre que
(a) R é reflexiva se e somente se R D Axy;
(b) R é simétrica se e somente se R = R~1;
(c) R é reflexiva se e somente se R é reflexiva;
(d) R é simétriva se e somente se R~ é simétrica;
(e) R é transitiva se e somente se R™! é transitiva;
(f) R é uma relacio de equivaléncia se e somente se R~! é uma relacdo de equivaléncia.
8. Seja X =Z x (Z —{0}). Defina uma relagdo ~ em X declarando que (a, b) ~ (¢, d)
se e somente se ad = bc. Demonstre que a relacdo ~ é uma relacdo de equivaléncia.
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3.3 Particoes e relacoes de equivaléncia

Definicao 3.5 Seja X um conjunto ndo vazio. Por uma particio P de X queremos
dizer um conjunto de subconjuntos ndo vazios de X, tal que

(a) Se AABePeA+# B, entio ANB = Q.

(b) Uper C = X.

Intuitivamente, uma particio de X é uma subdivisao de X em “pedacos’ nao
vazios e mutuamente disjuntos.

Exemplo 3.6 Seja m um inteiro positivo qualquer. Para cada inteiro j, 0 < j < m,
seja Z; = {x € Z|x — j = km para algum k € Z}. Entdo o conjunto

{207 Z17 Z27 s 7Zm71}

forma uma particdo de 7. Em particular, seja m = 2. Entdo o conjunto de conjuntos
{207Z1}r ém que
Zo={x€Z|x € par}

Z,={x €Z|x éimpar}
forma uma particdo de Z.. (Veja também Problema 4, Exercicios 3.3.1.)
Existe uma conexao intima entre particoes de um conjunto nao vazio e relacoes de

equivaléncia nesse conjunto. Para compreender essa conexao, precisaremos da seguinte
definicao.

Definicao 3.6 Seja & uma relacido de equivaléncia em um conjunto nio vazio X. Para
cada x € X, definimos o conjunto

/€ ={yeY|y&x}

que é chamado a classe de equivaléncia determinada pelo elemento x. O conjunto de
todas essas classes de equivaléncia em X é denotado por X/E; ou seja, X/& = {x/& |
v € X} O simbolo X/€ é lido “X mddulo £”, ou simplesmente “X mod &".5

Teorema 3.3 Seja & uma relacido de equivaléncia em um conjunto ndo vazio X. Entdo

(a) Cada x/E é um subconjunto ndo vazio de X .
(b) z/ENy/E # @ se e somente se x € y.
(c) x Ey se e somente se x/E = y/E.

4X /€ é chamado conjunto quociente de X pela relagio de equivaléncia €. (N. do T.)
®Analogamente, x/€ é lido “z médulo € (N. do T.)
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Demonstracao.

(a) Como & é reflexiva, para cada = € X, temos z€x. Pela Defini¢do 3.6, © € z/&
e portanto x/€ é um subconjunto ndo vazio de X.

(b) Como € é uma relagdo de equivaléncia e X # @, temos

r/ENY/E#D < (F2)(z€x/E N 2z€y/E)

S (zE8x)N(28y) Def. 3.6
S (xEz)N(2Ey) & é simétrica
Szly € é transitiva

(c) De (a) e (b) acima, segue imediatamente que /€ = y/E = x € y. Precisamos
agora provar que z &y = x/E = y/E. Suponhamos z €y. Entdo

zex/E=zEx Def. 3.6
(zEx)N(x €1 (2E8y) € é transitiva
=ze€y/E Def. 3.6

Como z é qualquer, segue que /& C y/E. Um argumento similar deduz y/€ C
x/&; portanto z/E = y/E.

Teorema 3.4 Seja € uma relacdo de equivaléncia em um conjunto ndo vazio X. Entdo
X/E € uma particdo de X.

Demonstracdo. Pelo Teorema 3.3(a) e pela Defini¢do 3.6, X/ = {z/€ | v € X} é
uma familia de subconjuntos ndo vazios de X. Mostraremos entdo que

/€ #y/E = (x/E)N(y/E) =

mostrando sua contrapositiva: (z/€)N(y/€) # @ = x/E = y/E. A dltima afirmacdo é
uma conseqiiéncia direta do Teorema 3.3(b) e (c). Finalmente, temos que mostrar que
U,ex /€ = X. Isto também ¢ trivial, pois cada x € X pertence a /€. Isto completa
a demonstracao do teorema.

Acabamos de ver, no Teorema 3.4, que uma relacdo de equivaléncia no conjunto
nao vazio X da origem a uma particio em X. Mostraremos a seguir que a reciproca
do Teorema 3.4 é verdadeira; isto é, cada particao de X da origem a uma relagido de
equivaléncia em X.

Definicao 3.7 Seja P uma particdo de um conjunto ndo vazio X. Definimos uma
relagdo X/P em X, por x(X/P)y se e somente se existe um conjunto A € P tal que
reEAeye A
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Cautela! O leitor deveria ler e comparar cuidadosamente as definicdes 3.6 e 3.7, de modo
a compreender as delicadas diferencas entre estas nota¢des similares: /&, X/E, e X/P.

Teorema 3.5 Seja P uma particdo de um conjunto ndo vazio X. Entdo a relagdo X /P é
uma relacao de equivaléncia em X, e as classes de equivaléncia definidas pela relacdo de
equivaléncia X /P sdo precisamente os conjuntos em P. Simbolicamente, X /(X /P) = P.

Demonstracdo. Como todo elemento de X estd contido em algum A € P, 2(X/P)z;
isto é, X/P é reflexiva. A simetria de X/P é uma clara conseqiiéncia da Definicdo
3.7. Para mostrar que a relacdo X /P é transitiva, sejam z, y, e z trés elementos de X
satisfazendo
x(X/P)y e y(X/P)z

Entdo, pela Definicdo 3.7, existem A e B em P tais que, x,y € A e y,z € B. Conse-
quentemente, y € AN B # (. Segue entdo, pela definicio de particdo, que A = B.
Portanto, x,z € A e assim x(X/P)z. Logo, X/P é uma relagdo de equivaléncia em X.

Para demonstrar o resto do teorema, seja z um elemento qualquer de X. Existe
um e somente um conjunto A em P tal que = € A. (Porqué?)

Conseqlientemente, pela Definicdo 3.7, temos
z/(X/P)=A

Acabamos de provar que cada classe de equivaléncia, médulo X /P, é um conjunto
da familia P. Reciprocamente, seja A um conjunto qualquer na particio . Como
A # @, existe um elemento x em X que pertence a A. Pelo nosso argumento prévio,
x/(X/P) = A. Isto demonstra que X/(X/P) = P. A demonstracdo do teorema esta
completa.

Toda relagdo de equivaléncia € em um conjunto X da origem a uma parti¢do X/&
(de X) (Teorema 3.4); esta particdo, por sua vez, determina uma relacdo de equivaléncia
X/(X/€E) (Teorema 3.5). O fato crucial é que X/(X/E) = & (veja Problema 6).
Isto, juntamente com X/(X/P) = P, estabelece a conexdo intima entre relagdes de
equivaléncia e partigoes.

llustremos o Teorema 3.5 por um exemplo concreto. Sejam Zg e Z; o conjunto de
inteiros pares e o conjunto de inteiros impares, respectivamente. Entdo P = {Zy,Z,}
forma uma parti¢do do conjunto Z dos inteiros. Pela definicdo da relacdo Z/P, temos
a(Z/P)b se e somente se ambos a,b € Zg ou a,b € Z;. Isto é, a(Z/P)b se e somente se
ambos a e b sao pares ou ambos sdo impares. E facil verificar que esta relagdo Z /P é de
fato uma relagdo de equivaléncia. Na verdade, a(Z/P)b se e somente se a = b (mod 2).
Portanto, a relagdo Z/P € a relagdo familiar = (mod 2). [Veja Exemplo 3.5.]

Reciprocamente, dado o conjunto Z, juntamente com a relacao € tal que x €y se
e somente se z =y (mod 2), temos
Zy sea é par

a/é ={r€Z|r=a (m0d2)}:{ Z, sea éimpar
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Portanto, Z /& = {Zy,Z1}, que é claramente uma parti¢do de Z.

3.3.1 Exercicios

1. Seja P uma particdo do conjunto nao vazio X. Demonstre que a relagiao de equiva-
léncia X/P, como conjunto de pares ordenados, € igual a UAG?A X A.
2. No problema 1, seja X um conjunto finito e seja

P={A1, Ay, ... A}

com o conjunto A; contendo n; elementos, para j = 1,2,... k. Demonstre que o
ndmero de pares ordenados da relacio de equivaléncia X/P é exatamente n? + n3 +

3. Seja X = {a,b,c,d, e} e seja P = {{a,b},{c},{d, e}}.

(a) Mostre que P é uma parti¢do de X.

(b) Encontre a relacdo de equivaléncia X /P em X, explicitamente como um conjunto
de pares ordenados.

(c) Denote €& = X /P e encontre a/E, b/E, ¢/E, d/E e e/E explicitamente.
4. Verifique o Exemplo 3.6 para m = 3.
5. Seja X o conjunto Z dos inteiros e seja £ uma relacdo em X definida por t £y se e
semente se x — y = 5k para algum inteiro k.

(a) Demonstre que a relagdo £ é uma relagdo de equivaléncia em X.

(b) Encontre a particdo X/E de X.

(c) Verifique que a relagdo de equivaléncia X/(X/€) é de fato a relagdo de equiva-
léncia €.

6. Seja & uma relacdo de equivaléncia no conjunto ndo vazio X. Demonstre que
X/(X/€)=¢&.

3.4 Funcoes

Inquestionavelmente, o conceito de fun¢do é uma das idéias mais bdsicas em todos os
ramos da Matematica. O leitor pode ter ja aprendido a seguinte definicdo: uma func¢ao
€ uma regra de correspondéncia que associa a cada elemento x de um certo conjunto
(chamado o dominio da fun¢do) um e apenas um elemento y de um outro conjunto
(chamado o contra-dominio da fung3o). Esta definicdo é nebulosa. O que se quer dizer
precisamente por uma “regra”? De modo a evitar ambigiiidades, matematicos criaram
uma definicao precisa de funcdo, usando a linguagem de conjuntos.
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Definicao 3.8 Sejam X eY conjuntos. Uma fun¢do de X em Y € um terno (f, X,Y),
sendo f uma relacdo de X para Y satisfazendo

(a) Dom(f) = X.

(b) Se (z,y) € f e(x,z) € f entdoy = z.

Seja (f, X,Y) uma funcdo de X em Y. No que segue, adotaremos o costume de
escrever f: X — Y em lugar de (f,X,Y), ey = f(z) em vez de (x,y) € f. A razdo
pela qual "y = f(z)" é um substituto inteligivel para (x,y) € f é que

Todo elemento x € X tem um elemento y € Y, determinado de forma tnica, tal que
(z,y) € f.

Para ver que esta assercdo é verdadeira, seja © € X. Ent3o, pela condi¢do (a)
da Definicdo 3.8, existe um elemento y € Y tal que (z,y) € f; se exister um outro

elemento z € Y com (x,z) € f, entdo de acordo com a condigdo (b), z = y. lIsto
mostra que y é determinado de forma tnica por .

Seja f: X — Y uma funcdo. Se y = f(x), dizemos que y é a imagem de = sob
f e que x é pré-imagem (ou imagem inversa) de y sob f. O leitor pode interpretar isto
geometricamente, conforme ilustrado nas Figuras 9 e 10.

X Xe
Figura 9.
Figura 10.

Chamaremos o conjunto Y, em f: X — Y, de contra-dominio da fungcdo. Note
o leitor que o contra-dominio de uma fun¢ao n3o precisa coincidir com a imagem da
funcdo® (veja Exemplo 3.7, abaixo). Chamamos a atencdo do leitor para o fato de que
alguns autores usam o termo ‘“contra-dominio” como sinénimo de “imagem”, mas por
uma razao técnica, que sera aparente na Secdo 3.6, faremos distincdo entre “imagem”
e “contra-dominio” de uma func¢do. De um modo geral, a imagem de uma fung¢ao é um
subconjunto do contra-dominio dessa fungao.

SA imagem da fungio f: X — Y é a imagem Im(f), da relacio f. Conseqiientemente, Im(f) =

{f(z) [z e X}.
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Exemplo 3.7 Seja f: R — R definida por f(x) = [x] para todo © € R, em que [z]
denota o maior inteiro < x, e.g., [\/5] =1, [—%] = —1.7 Aqui, o contra-dominio de f
é R, enquanto que a imagem de f é 7Z, um subconjunto préprio de R.

E possivel alterar o contra-dominio de uma funcao sem alterar outros aspectos da
funcao. Por exemplo, para a mesma relacdo f do Exemplo 3.7 acima, f: R — Q e
f: R — 7Z sao funcgdes, porque a Definicao 3.8 é satisfeita. De um modo geral, temos
0 seguinte teorema.

Teorema 3.6 Seja f: X — Y uma fungdo e seja W um conjunto contendo a imagem
de f. Entao f: X — W é uma funcao.

Demonstracdo. Demonstraremos primeiramente que f é uma relacao de X para W:

(x,y) € f=2€ X A yelm(f) Def. de Im
=zeX ANyeW Im(f) cW
= (r,y) e X xW Def. 3.1

Isto demonstra que f C X x W; em outras palavras, f é uma relacdo de X em
W. Como f: X — Y é uma fun¢do, Dom(f) = X e a condi¢do (b) da Definicdo 3.8
estd satisfeita. Portanto, f: X — W é uma funcao.

Teorema 3.7 Sejam f: X — Y eg: X — Y fungbes. Entdo f = g se e somente se
flx) =g(x), Vo € X.

Demonstracao.

(1) Suponha que f = g e que x é um elemento qualquer de X . Ent3o,

y=flr)e (zv,y) e f Notacdo
& (1Y) €9 f=g
S g(r)=y Notacao

Portanto, f(x) = g(x).
(2) Suponha que f(z) = g(x),Vx € X. Entdo

(z,y) € f&y= f() Notagdo
cy=g(x)  fl)=g)
& (ry) ey Notagdo

"Para cada x € R, define-se [z] =n quando x =n+a, comn€Zea € R, com0<a < 1. (N.
do T.)
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Isto demonstra que f = g.

Se o dominio e o contra-dominio de uma fung¢do s3o subconjuntos do conjunto
dos nimeros reais, entdao, como na geometria analitica, o grafico da funcdo pode ser
esbocado no plano cartesiano.® Por exemplo, a funcdo do Exemplo 3.7 tem o seguinte
grafico.

A eixoy
3k —0
2+ —0
1+ —0
eixo x
1 1 | 1 1 I .
-3 -2 -1 1 2 3 4
—_— -1
—0 -2
— -3
Figura 10.

Exemplo 3.8 Seja A um subconjunto de um conjunto ndo vazio X. Entdo a relagcdo
{(z,y) e X x{0,1} |[ly=1sex € A ey=0 se x & A}

dd origem a uma fungdo de X em {0,1}, conhecidada como fun¢do caracteristica de A
em X. Esta fungdo é habitualmente denotada pela letra grega qui, com um indice A,
xa- Ou seja,

xa: X —{0,1}
€ definida por

yalz) = 1 sexecA
XATZ00 sexex—A

Embora a fungdo seja, por definicdo, escrita (f, X,Y) ou f: X — Y, é freqlien-
temente um incémodo ter que escrever explicitamente o dominio e o contra-dominio de
uma func3do, quando eles s3o implicitamente claros a partir do contexto. Portanto, deno-
taremos uma funcdo por f quando o dominio e o contra-dominio de f forem claramente
compreendidos, sem dar explicitamente o dominio e o contra-dominio de f.

8Pressupondo-se que a funcdo seja “bem comportada”.
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Exemplo 3.9 Seja X um conjunto. A relacdo diagonal Ax em X, definida na pagina
54, é uma funcdo de X em X. Quando queremos enfatizar que a relacdo Ax € uma
fungdo, usamos a notacdo alternativa 1x: X — X, em que 1x(x) = x para todo x em
X. A fungcdo 1x é chamada funcdo identidade em X.

Exemplo 3.10 Sejam X e Y dois conjuntos ndo vazios e seja b um elemento fixado de
Y. A relacio
Cy=A{(z,b) |z € X}

dé origem a uma fungdo Cy: X — Y, dada por Cy(x) = b para todo x em X. A funcdo
Cy € chamada funcdo constante.

No calculo, vemos freqiientemente uma func3o definida por duas (ou mais) regras
de correspondéncia: por exemplo, h: R — R, definida por

1—2x, sex <0
h(z) = ’ =
() {x2+1,sex20

Esta fungdo pode ser considerada como a unido das seguintes duas funcdes:

(1) f:] —00,0] — R, definida por f(x) =1— 2z, Vo €] — 00, 0]
(2) g: [0, 00[— R, definida por g(z) = 2% + 1, Va € [0, 00|

O leitor devera notar que aqui Dom(f) N Dom(g) = {0} e que f(0) = ¢(0).

Os ultimos exemplos motivam o seguinte teorema geral.

Teorema 3.8 Sejam f: A — C eg: B — D duas fungdes tais que f(x) = g(x),Vx €
AN B. Ent3o a unido de f e g define uma fungcao

h=fUg: AUB— CUD

em que

[ flx), sex e A
W) = { g(z), sex € B

Demonstracao.

Como f e g sao relagdes, f C Ax C egC B x D, e temos

h=fUgC(AxC)U(BxD)
C(AUB) x (CUD)

porque ambos A x C' e B x D sdo subconjuntos de (AU B) x (C'U D). Assim, h é
uma relacdo de AU B para C'U D. Deixaremos ao leitor verificar que

Dom(h) = Dom(f) U Dom(g)
=AUB
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Isto mostra que a relacdo h satisfaz a Definicdo 3.8(a).

Para cada elemento x € AU B, podemos considerar os seguintes trés casos:
(1) ze A—-B,2QQze B-—A e(3)ze€ AnB. Como f: A—-Ceg:B— D
satisfazem a Definicdo 3.8(b), e f(z) = g(z), Vo € AN B, temos que h(x) é definido
de modo tinico em cada um dos trés casos. Logo, a relagdo h satisfaz a Definicdo 3.8(b)
também. Portanto, h: AUB — C'U D é de fato uma funcao.

3.4.1 Exercicios

1. Teste se cada um dos seguintes diagramas define ou ndo uma funcdo de X = {z, vy, z}
em Y = {u,v,w}.

(a)

=

/’

2. Seja f: R — R a fungdo dada por

fz) =

5 se x é racional
-3 se x € irracional

Encontre f(1/3), f(7), e f(1,323232...).
3. Seja a fung¢do f: R — R dada por

4z + 3 sex >H
flx)=1< 2> -2 se —6< <5
4 —bx sex < —6

Encontre f(—7), f(3) e f(6).
4. Seja f: X — Y a funcao definida pelo diagrama
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Qual é a imagem desta funcao?
5. Seja a funcdo f: X — R definida por X = {-2,-1,0,1,2} e f(x) = 2* — 3 para
todo z € X. Encontre a imagem da funcdo f.
6. Cada uma das seguintes expressoes define uma funcdo de R em R. Encontre a
imagem de cada funcao.

(a) f(x) =222 +5

(b) g(x) = cosx

(c) h(z) =23 -1
7. Seja X C Y e f={(r,z)| x € X}. Demonstre que f: X — Y é uma funcio.
[Nota. Esta fun¢do é chamada uma fung¢do inclusdo, e pode ser denotada por f: X C Y]
8. Sejam X = {x,y,z} e Y = {1,2,3}. Quais das seguintes é uma fun¢do de X em
Y'? Justifique.

(a) /= {(:L’,l), (yv 2)? (2,3)}
(b) 9= {(*%2)7 (y73), (Z72)}
(c) h=A{(z,2),(y,1)}

(d) i = {(,1), (2,2), (5, 1), (=,3)}
9. Se X = {x,y,2} e Y = {1,2}, quantas fun¢des de X em Y existem? De modo
geral, se o conjunto X tem m elementos e se Y tem n elementos, quantas funcoes de
X e Y existem?
10. Quantas funcdes do problema 9 s3o constantes?
11. Seja f: X — Y uma funcdo. Demonstre que todo subconjunto g de f da origem a
uma funcao.
12. Seja f: X — X uma funcdo de X em X, que também é uma relacdo reflexiva em
X. Demonstre que f tem que ser a funcado identidade 1x: X — X.
13. Seja X o intervalo unitario [0,1]. Encontre uma fungdo f: X — X que é uma
relacao simétrica em X.
14. Sejam f: X — Y e g: X — Y duas fungdes com o mesmo dominio e o mesmo
contra-dominio. Demonstre que se f C g entdo f = g.

3.5 Imagens e imagens inversas de conjuntos

Recordemos que se f: X — Y é uma funcao e se x e y sdo elementos de X e Y,
respectivamente, tais que y = f(x), entdo y é a imagem de x, e x é uma pré-imagem ou
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uma imagem inversa de y. Este conceito pode ser estendido naturalmente de elementos
a subconjuntos, como segue:

Definicao 3.9 Seja f: X — Y uma fungio, e sejam A e B subconjuntos de X e Y,
respectivamente.

(a) A imagem de A sob [, que denotamos por f(A), € o conjunto de todas as imagens
f(z) tais que x € A.

(b) A imagem inversa de B sob f, que denotamos por f~(B), é o conjunto de todas
as pré-imagens dos elementos y € B.

Sob a notacdo de construcdao de um conjunto, temos as seguintes expressoes:

f(A) = {f(z) | v € A}
fH(B)=A{z| f(x) € B}

Teorema 3.9 Seja f: X — Y uma funcdo. Entdo
(a) (0) = 0.

(b) f{x}) = {f(2)}.

(c) Se AC B C X, entdo f(A) C f(B).

(d) SeC Cc D CY, entdo f1(C)cC f (D).

O Teorema 3.9 segue facilmente da Definicdo 3.9; portanto, a demonstracdo é
deixada para o leitor.

Teorema 3.10 Seja f: X — Y uma funcdo e seja {A, | v € I'} uma familia de
subconjuntos de X . Entéo

(a) f(Uyer Ay) = User f(45).
() f(Mher Ay) € Myer £(A5).

Demontrag3o.

(a) Por uso repetido da Definigdo 3.9 e da Definicdo 2.6 do Capitulo 2, temos

yef <U AW> sy = f(z) para algum z € LJA7

~er vel
sy = f(z) para algum z € A,, paraalgumyeT
s ye f(A,) paraalgum~y el
<Y cE U f(A5)

vyel’
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Portanto, f(U’yEF A’Y) = U'yel—‘ f(AW)

(b) Como - C A,, para todo v € I', pelo Teorema 3.9(c), temos f([(, - A,)
C f(A,), para todo v € I'. Segue entdo, da Definicdo 2.7, do Capitulo 2, que
F(Myer Ay) € Myer f(A5)-

Pode ndo ser possivel trocar o simbolo de inclusdo C, no Teorema 3.10(b), por um
sinal de igualdade, como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 3.11 Sejam X = {a,b}, Y = {c}, I' = {1,2}, A; = {a}, Ay = {b}, e seja
f: X — Y a fungdo constante f(a) = f(b) = c. Entdo f(A1 N Az) = f(0) = 0,
enquanto que f(Ay) N f(Az2) = {c}. Isto mostre que nem sempre f(( pA,) =
Myer f(A5).

Teorema 3.11 Seja f: X — Y uma funcdo e seja {B, | v € I'} uma familia de
subconjuntos de Y. Entao

(a) [ Uyer By) = Uyer /7H(By)
(b) 7 (Myer By) = Myer f7H(BY)

Demonstracao.

(a) Aplicando-se repetidamente a Definicdo 3.9 e a Defini¢cdo 2.6 do Capitulo 2,
temos

ve ft (UB‘Y> & f(x) € UBW

yel’ yel’
& f(z) € By, para algum v € I’
sxe f1(B,), para algum v € T
esxel)ri(s)
yel

Assim, acabamos de demonstrar que (U, r B;) = U, ep /71(B,).

(b) Trocando-se | por (] e a frase “para algum” por “para todo”, na demonstragdo
da parte (a), temos uma demonstragdo da parte (b). O estudante deverd realizar as
mudancas sugeridas, passo a passo, até estar claramente convencido.

Teorema 3.12 Seja f: X — Y uma fungio e sejam B e C' subconjuntos quaisquer de
Y. Entdo

fHB-0)=f(B)- f(C)
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Demonstracao.

Examinemos as seguintes equivaléncias:

refY(B-C)& f(x)e B-C Def. 3.9
& f(r) e BA f(x)¢C Def. 2.5 (Cap. 2)
srecfY(B)AzgfCO) Def. 3.9
sre[fH(B) - f10) Def. 2.5 (Cap. 2)

Isto demonstra que f~1(B — C) = f~4B) — f~1(C).

3.5.1 Exercicios

1. roblema 2, Exercicios 3.4.1, encontre

P

f({ 1,0, 1}) ({x/i,ﬂ}),e f({2,10g 2})

b) f~ ({0 1D, f7H{=3,3}), 71 ({4,5}), e f71({-3,4,5}).
Problema 3, Exercicios 3.4.1, encontre

¢{736D f{=8.2,7}), e f({-9.1.8})

P

'({0,11), fTH{=3,30), e fT({1,2,3)).
roblema 4, Exercicios 3.4.1, encontre f({v w}), [1{c}), e f1({a,b}).

4. Seja f: X — Y uma funcdoesejam AC X, BCY. Demonstre que
() Ac /- H(f(4))
(b) f(f71(B)) C B.

5. Seja f: X — Y uma funcio e sejam A C X, B C Y. Encontre exemplos que
mostrem que as seguintes afirmacdes sao falsas.

(a) Se B # Q, entdo f(B) # O

(b) f1(f(A)) = A

(&) f(f1(B) = B

(d) f(X)=Y
6. Mostre que a afirmagdo do Problema 5(c) é verdadeira quando f(X) =Y.
7. Seja f: X — Y uma funcgdo tal que f(X) =Y, e sejam B e C subconjuntos de
Y. Demonstre que B = C se f~}(B) = f~!(C). D& um exemplo mostrando que esta
afirmacgdo ¢é falsa se f(X) # Y.
8. Sejam X e Y dois conjuntos, e sejam px: X XY — X epy: X xY — Y duas
funcdes, dadas respectivamente por px(z,y) = = e py(z,y) = y, para todo (z,y) €
X x Y (px e py sdo chamadas projecdo em X e projecdo em Y, respectivamente).
Demonstre que se R é uma relacdo de X para Y, isto é, se R C X x Y, entdo
px(R) = Dom(R) e py(R) = Im(R).
9. Seja f: X — Y uma fungdo, e sejam A C X, B C Y. Demonstre que

(3) F(ANF1(B)) = f(A)N B

(b) F(f~1(B)) = (X) N B.
10. Seja f: X — Y uma fungao, e seja B C Y. Demonstre que

[ =B)=X-[(B)



RELACOES E FUNCOES 69

11. Seja f: X — Y uma fungdo, e sejam A e B subconjuntos de X. D& um exemplo
que mostra que, em geral, ndo é verdadeiro afirmar que

f(A=B) = f(A) - f(B)

12. Demonstre o Teorema 3.9.

3.6 Funcoes injetoras, sobrejetoras e bijetoras

No estudo das funcdes, é conveniente dar nomes a trés tipos importantes de funcoes.

Definicdao 3.10 Uma funcio f: X — Y € injetora ou um-a-um® quando satisfaz: se
r1,29 € X e f(x1) = f(x2) entdo xy = x9. Uma funcdo injetora é também chamada
uma injegao.

Pela Lei Contrapositiva da légica, podemos dizer equivalentemente que a funcao
f: X — Y é uma injecdo se e somente se: x1, 22 € X, com x1 # 3, implica f(x1) #
f(z2). Por exemplo, a fun¢do inclusdo do Problema 7, Exercicios 3.4.1, é uma injec3o.

Definicao 3.11 Uma funcdo f: X — Y € dita ser sobrejetora se satisfaz: se y € Y,
entdo existe ao menos um x € X tal que f(x) =y. Uma funcdo sobrejetora é chamada

uma sobrejecdo. Em outras palavras, f: X — Y €é uma sobrejecdo se e somente se
fX)=Y.

A funcdo do Exemplo 3.7, Secdo 3.4, por exemplo, ndo é sobrejetora.

Exemplo 3.12 A funcdoseno f: R — [—1,1], dada por f(x) = sen x é uma sobrejecdo;
mas se o contra-dominio [—1,1] for trocado por R, entdo f: R — R ndo € sobrejetora.

Definicao 3.12 Uma funcdo f: X — Y é chamada uma bijecdo ou € dita ser bi-
jetora se € simultaneamente injetora e sobrejetora. Uma bijecao é também chamada
correspondéncia um-a-um.!®

Por exemplo, a fun¢do identidade no Exemplo 3.9, Secdo 3.4, é uma bijecdo. As
definicdes 10, 11, e 12 so ilustradas nos trés diagramas abaixo (Figuras 12, 13 e 14).
Os conjuntos X e Y sdo representados como conjuntos de pontos dentro de circulos.
Em cada ilustragdo, cada ponto em X é emparelhado com algum ponto em Y, por
uma flecha desenhada entre ambos. O conjunto de pares assim obtido d4 origem a uma
funcao f: X — Y.

Para fungdes injetoras, o resultado do Teorema 3.10(b) pode ser melhorado.

9sto é denotado por f é 1-1. (N. do T.)
90u correspondéncia biunivoca (N. do T.)
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Teorema 3.13 Seja f: X — Y uma injecdo e seja {A, | v € '} uma familia de
subconjuntos de X . Entéo

f(ﬂA0=ﬁjﬂ&)

yer yel

Demonstracdo. Pela Definicdao 3.9, e pela Definicao 2.7 do Capitulo 2, temos

yEﬂf(Ay)ﬁyEf(Ay),V”yér

el
& (o, € A, tal que y= f(z,)) Vy el

Como f: X — Y ¢ injetora, todos esses x.,'s sdo o mesmo; denotaremos este
elemento por xy. Entao temos

Y€ mf(Aw) & drg € A, tal que y = f(xg),Vy el

yel

& dag € ﬂ A, tal que y = f(zo)
yel’

@yéf(ﬂAO

yel

Portanto, f(myel“ A’Y) = myer f(AW)

Figura 12. f: X — Y é injetora.
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Figura 14. f: X — Y é bijetora.

Recordemos que se R é uma relacdo de X para Y, entdo a inversa

R ={(y.2) | (z.y) € R}

é uma relacdo de Y para X. Como uma funcdo f: X — Y é um tipo particular de
relacio de X para Y, f~! é ao menos uma relacdo de Y para X. E natural querer saber
quando f~! torna-se uma funcio. Esta questdo é considerada no seguinte teorema.

Teorema 3.14 Seja f: X — Y uma bijecdo. Entdo f~1: Y — X € uma bijecio.

Demonstracio. Demonstraremos primeiramente que a relacio f~!, de Y para X, forma
uma fungdo. Como f: X — Y é sobrejetora, pelo Problema 3(a), Exercicios 3.2.1,
temos Dom(f~!) = Im(f) =Y. Assim, a condi¢cdo (a) da Definicdo 3.8 esta satisfeita.
Para mostrar que f~! satisfaz a outra condicdo, sejam (y,x1) € f~' e (y,x22) € f7L.
Entdo temos (z1,y) € f e (x2,y) € f. Conseqientemente, f(z1) =y = f(x2). Agora,
como f: X — Y é injetora, a ultima igualdade implica 1 = x5. Portanto, acabamos
de estabelecer que f~!: Y — X é uma funcio.

Para mostrar que a funcio f~!: Y — X ¢é injetora, sejam y;,4» € Y, com
Y1) = fHy2) = z (digamos). Entdo temos f(z) = y; e f(x) = yo, e portanto
Y1 = Y. Isto mostra que f~! é injetora.

Finalmente, resta ser mostrado que f~': Y — X é sobrejetora. Pelo Problema
3(b) dos Exercicios 3.2.1, temos Im(f~!) = Dom(f) = X, o que demonstra que f~! é
sobrejetora. Assim, a demonstracao esta completa.

Se f: X — Y é uma bijecdo, a funcio f~': Y — X é chamada a funcio inversa
de f (veja também Problema 14, Exercicios 3.6.1).

Em virtude do Teorema 3.14, se f: X — Y é uma bije¢do (= correspondéncia
um-a-um), diremos que f é uma correspondéncia um-a-um entre os conjuntos X e Y.
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3.6.1 Exercicios

1. Quais das funcdes nos Problemas 2, 3 e 4, dos Exercicios 3.4.1 s3o injetoras? Sobre-
jetoras?
2. Quais das funcdes nos Problemas 5 e 6, dos Exercicios 3.4.1 s3o injetoras? Bijetoras?
3. Seja f: R — R a fungdo definida por f(x) = 3z — 2, para todo = € R,

(a) Demonstre que a fun¢do f é uma bijec3o.

(b) Encontre a inversa f~! de f.
4. Seja g: ] — w/2,7/2[— R a fungdo dada por g(z) = tgx, para todo z tal que
—7/2 < x < 7/2. Esta fungdo é bijetora? Em caso afirmativo, descreva sua fungdo
inversa.
5. Demonstre que a fungdo caracteristica xy4: X — {0,1}, do Exemplo 3.8, Secdo 3.4,
é sobrejetora se e somente se @ # A ¢ X. Quando é que x4: X — {0,1} torna-se
uma injecao?
6. Demonstre que a funcdo constante C: X — Y é sobrejetora se e somente se
Y = {b}. Quando é que C}: X — Y torna-se uma injegdo?
7. Demonstre que a projecao em X, px: X xY — X, e a projecio em Y,
py: X XY — Y, do Problema 8, Exercicios 3.5.1, sdo sobrejetoras. Quando é que
a projecao em X é uma injecao?
8. Demonstre que existe uma correspondéncia um-a-um entre o conjunto N dos nimeros
naturais e o conjunto de todos os nlimeros naturais pares.
9. Demonstre que existe uma correspondéncia um-a-um entre o conjunto Z dos niimeros
inteiros e o conjuntos de todos os inteiros impares.
10. Sejam X uma conjunto finito com m elementos e Y um conjunto finito com n
elementos. Demonstre que

(a) Se m > n, entdo ndo pode haver nenhuma inje¢do f: X — Y.

(b) Se m < n, entdo existem exatamente n!/(n — m)! injecdes de X em Y.
[Veja também o Problema 9, Exercicios 3.5.1.]
11. Seja X um conjunto finito com m elementos. Quantas bijecdes de X em X existem?
[Nota: Uma bije¢do de um conjunto finito em si mesmo é chamada uma permutacgo.|
12. Seja f: X — Y uma funcdo, e sejam A C X, B C Y. Demonstre que

(a) Se f é injetora, entdo f!(f(A)) = A.

(b) Se f é sobrejetora, entdo f(f~1(B)) = B.
13. Seja f: X — Y uma injecdo, e sejam A e B subconjuntos de X. Demonstre que
f(A—=B) = f(A) — f(B). [Compare isto com o Problema 11, Exercicios 3.5.1.]
14. Demonstre a seguinte reciproca do Teorema 3.14: Seja f: X — Y uma funcio tal
que f~! é uma funcio de Y para X. Entdo f: X — Y & bijetora.

3.7 Composicao de funcoes

A um leitor atento, uma funcao f: X — Y pode ser considerada como uma mdquina
que toma um objeto arbitrdrio x do conjunto X, opera sobre ele de um certo modo, e
transforma-o em um novo objeto f(x), um produto da maquina. Esta idéia é ilustrada
na Figura 15.
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entrada

> f(x)

saida

Figura 15.

Sejam f: X — Y e g: Y — Z duas fungoes, sendo o dominio da segunda igual
ao contra-dominio da primeira. Imagine estas duas funcées como duas maquinas, tais
quais uma lavadora e uma secadora. Nao temos que ser inventores para imaginar a
possibilidade de combinar estas duas maquinas em uma nova maquina; o resultado seria
uma combinacao lavadora-secadora, que pega uma uma roupa suja x, lava-a de modo a
torna-la uma roupa limpa porém Umida f(z), e entdo seca-a. O resultado é uma roupa
limpa e seca g(f(z)). A idéia é ilustrada na Figura 16.

X Bl
entrada f
> f(x) >
g
™ 9(fx)
saida
h
Figura 16.

A “combinacdo” das mdaquinas f: X — Y e g: Y — Z resulta em uma nova
maquina, denotada por h: X — Z, que toma um objeto arbitrario x em X, e transforma-
o no objeto h(z) = g(f(x)) em Z. A notagdo tradicional para h é go f, e (go f)(x) =
g(f(x)); o nome tradicional para o termo “combinagdo” é “composicdo”.

Estamos agora prontos para a seguinte definicao.

Definicao 3.13 Sejam f: X — Y eg: Y — Z duas funcbes. A composicio'! destas
duas fungbes é a funcdo go f: X — Z, sendo (g o f)(x) = g(f(x)), para todo x em
X. Em outra notacio

gof={(x,2) e X xZ|IyeY tal que (v,y) € [ A (y,2) € g}

Exemplo 3.13 Sejam f: R — R eg: R — R duas funcbes, dadas respectivamente por
f(z) =2+ 1, e g(x) = 22, para todo v em R. Encontre as composicdes (g o f)(x) e

(fog)(x).

1

You funcdo composta de g e f. (N. do T.)
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Solucdo. Usando a Definicdo 3.13, temos

(go f)(x) =g(f())
=g(z+1)
= (z+1)°
=22+ 2r+1
(fog)(x) = f(g(x))
= f(z?)
=224+1

O resultado do Exemplo 3.13 nos mostra que, em geral, go f # f o g;'? portanto,
a composicao funcional ndo é comutativa.

Teorema 3.15 A composicdo funcional € associativa. Ou seja, tendo-se f: X — Y, e
g:Y = Z, eh: Z — W, entao

(hog)of=ho(golf)

Demonstracdo. Notemos primeiramente que ambas, ho(go f) e (hog)o f, sdo fungdes
de X em W. Portanto, para mostrar que ho (go f) = (hog)o f, pelo Teorema 3.7 da
Se¢do 3.4, precisamos apenas mostrar que [h o (go f)|(x) = [(hog) o f|(x), para todo
x em X. Usamos a Definicdo 3.13 para obter o seguinte:

[ho (g o Nl(x) =h((go f)(x)) =hg(f(z)))

[(hog)o fl(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)))

para todo 2 em X. Isto mostra que [ho (go f)](z) =[(hog)o f|(x), para todo = em
X. A demonstracao estd agora completa.

Teorema 3.16 Seja f: X — Y uma funcdo. Entdo

(a) Se existe uma funcdo g: Y — X tal que go f = 1x (sendo 1x: X — X a
fungdo identidade, definida no Exemplo 3.9, Secdo 3.4), entdo f: X — Y € injetora.

s

(b) Se existe uma fungdo h: X — Y tal que foh = 1y, entdo f: X — Y €
sobrejetora.

Demonstracao.

(a) Suponha que existe uma fun¢do ¢g: Y — X tal que go f = 1x. Ent3o para
quaisquer x1 € xo em X, com f(x1) = f(z3), temos

xy = (go f)(w1) = g(f(x1)) = g(f(22)) = (g0 f)(x2) = 72

12Muitas vezes, define-se f o g mas nio se define go f (N. do T.)
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Isto demonstra que f: X — Y € injetora.
(b) Suponha que existe uma funcdo h: Y — X tal que f o h = 1y. Ent3o, para
cada y € Y, existe um elemento
r=n"h(y) e X
tal que
f@)=f(hy) = (foh)y)=1y(y) =y
Pela Definicao 3.11, f: X — Y é sobrejetora.

3.7.1 Exercicios

1. Sejam f: R — R e g: R — R duas fungdes definidas por f(z) = 223 + 1 e
g(x) = cosz, respectivamente, para todo = € R.

(a) Encontre a composicdo g o f.

(b) Encontre a composi¢do f o g.
2. Sejam f: R, — R e g: R — R, duas fungdes definidas por f(z) = log,,x, para
todo z € R, e g(z) = 10" para todo = € R.

(a) Encontre a composi¢do go f: Ry — Ry

(b) Encontre a composigdo fog: R — R.
3. Sejam f, g e h as fung¢des dadas no Problema 6, Exercicios 3.4.1.

(a) Encontre a composicdo g o f.

(b) Encontre a composi¢do h o g.

(c) Encontre a composicdo ho (g o f).

(d) Encontre a composi¢do (hog)o f.

(e) Compare suas respostas para ho (go f) e (hog)o f; sdo a mesma?
4. Seja f: X — Y uma fung¢do. Demonstre que foly = f =1y o f.
5. Seja f: X — Y uma bijecio e seja f~1: Y — X a funcio inversa de f. Demonstre
que flof=1xeque fofl=1y.
6. Seja f: X — Y uma funcdo. Se existem fungbes g: Y — X e h: Y — X, tais que
gof=1xe foh=1y, demonstre que f: X — Y é bijetorae que g = h = f L.
7. Sejam f: X — Y e g: Y — Z fungdes. Demonstre que

(a) Se f: X =Y eg: Y — Z sdo injetoras, entdo tambémo é go f: X — Z.

(b) Se f: X —Y e g: Y — Z sdo sobrejetoras, entdo também o é go f: X — Z.
8. Seja R uma relacdo de X para Y e seja 8 uma relacdo de Y para Z. Podemos, como
na composicao de funcdes, definir a composicdo destas relacbes por

SoR={(z,z) e X xZ|(FyeY)|[(zx,y) e RA (y,2) € 8]}

que é uma relacdo de X para Z. Demonstre que

(@) (SoR)T=R"1o8

(b) Se T é uma relagdo de Z para W, entdo To (SoR) = (To§)oR.
9. Sejam f: X — Y e g: Y — Z duas bijecbes. Demonstre que go f: X — Z ¢
uma bijec3o, e que a fungio inversa (go f)~!': Z — X, é o mesmo que a composi¢cdo
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X das funcdes inversas g'7: Z — Y e f71: Y — X. Ou seja,

flogtiZ —
:fﬁlogfl_

(go f)!
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