4

Conjuntos Enumeraveis e Conjuntos
Nao Enumeraveis

A definicdo de Dedekind, de conjunto infinito, é usada ma discussdo de propriedades
de conjuntos infinitos e de conjuntos finitos. E demonstrado, dentre outras coisas,
que conjuntos enumeraveis sdo os menores, em tamanho, dentre os conjuntos infinitos.
Propriedades e exemplos, de conjuntos enumeraveis e de conjuntos ndo enumeraveis, sao
dadas.

4.1 Conjuntos finitos e infinitos

Na Secdo 2.1, Capitulo 1, mencionamos informalmente que um conjunto finito é um
conjunto que contém apenas uma quantidade finita de elementos; embora este conceito
possa ser transformado em uma definicio matematica mais precisa, daremos preferéncia
a uma defini¢do alternativa (Defini¢do 4.1), formulada por Dedekind.

Foi enfatizado, na Secdo 2.1, do Capitulo 2, que o conjunto N, dos nimeros
naturais, é um conjunto infinito. Seja N, = {2,4,6, ...} o conjunto de todos os niimeros
naturais pares. Como foi mostrado ao leitor, no Problema 8, Exercicios 3.6.1, existe uma
correspondéncia um-a-um entre o conjunto N e seu subconjunto préprio N,,.

Em outras palavras,
Uma parte é t3o numerosa quanto o todo.!

Esta propriedade estranha (de um conjunto infinito) incomodou muitos matema-
ticos, inclusive Georg Cantor. Foi Richard Dedekind (1831-1916)? que tornou esta

Uma diferenca notavel em relacio ao axioma de Euclides: “O todo é maior que qualquer de suas
partes.” (325 a.C.).

2Richard Dedekind, um dos maiores matematicos, nasceu em 6 de outubro de 1831, em Brunswick,
Alemanha. De inicio, os interesses de Dedekind estavam na Fisica e na Quimica; ele considerava a
Matemdtica meramente como uma serva das ciéncias. Mas isto ndo durou muito; aos dezessete anos,
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propriedade a caracteristica definidora de um conjunto infinito. A seguinte definicao foi
dada por Dedekind em 1888.

Definicao 4.1 Um conjunto X € infinito quando possui um subconjunto préprio Y, tal
que existe uma correspondéncia um-a-um entre X e Y. Um conjunto € finito se ndo for
infinito.

Em outras palavras, um conjunto X ¢ infinito se e somente se existe uma injecao
f: X — X tal que f(X) é um subconjunto préprio de X. Logo, o conjunto N de
numeros naturais € um conjunto infinito.

Exemplo 4.1 O conjunto @ e os conjuntos unitdrios® sdo finitos.

Solu¢do. (a) Como o conjunto vazio ndo possui nenhum subconjunto préprio, o conjunto
vazio € finito. (b) Seja {a} um conjunto unitario qualquer. Como o tnico subconjunto
proprio de {a} € o conjunto vazio, e ndo hda nenhuma correspondéncia biunivoca entre
{a} e @, {a} € necessariamente finito.

Teorema 4.1
(a) Todo superconjunto, de um conjunto infinito, é infinito.
(b) Todo subconjunto, de um conjunto finito, € finito.

Demonstracao.

(a) Seja X um conjunto infinito é e seja Y um superconjunto de X, i.e., X C Y.
Ent3o, pela Definigdo 4.1, existe uma injecdo f: X — X tal que f(X) # X.

Defina uma fungao ¢g: Y — Y por

_J fly) seyeX
g(y){y seycyY — X

Deixamos ao leitor verificar que a fungdo g: Y — Y € injetora e que g(Y) # Y.
Segue entdo, pela Definicdo 4.1, que Y € infinito.

(b) Seja Y um conjunto finito e seja X um subconjunto de Y, i.e.,, X C Y. Para
demonstrar que X é finito, supomos o contrério, que X ¢ infinito. Ent3o, por (a), o
conjunto Y deve ser infinito. Isto é uma contradicao. Portanto, o conjunto X é finito.

ele havia se mudado, da Fisica e da Quimica, para a Matematica, cuja légica achava mais satisfatéria.
Aos dezenove anos, matriculou-se na Universidade de Gottingen para estudar Matematica, e recebeu seu
grau de doutor trés anos depois, sob a orientacdo de Gauss. Sua contribuicdo fundamental a Matematica
inclui o famoso “corte de Dedekind”, um conceito importante no estudo de nimeros irracionais, que o
leitor podera ter a oportunidade de estudar em um curso de analise real.

3Um conjunto unitario € um conjunto que consiste de um tinico elemento.
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Teorema 4.2 Seja g: X — Y uma correspondéncia um-a-um. Se o conjunto X é
infinito, entdo Y € infinito.

Demonstracdo. Como X é infinito, pela Definicdo 4.1, existe uma injecdo f: X — X
tal que f(X) # X. Como g: X — Y é uma correspondéncia um-a-um, também o é
g ':Y — X (Teorema 3.14, Capitulo 3). Temos agora o seguinte diagrama de injecdes:

Y Y
ol e
X — X

f

Conseqlientemente, a composicido h = go fog 1Y — Y de injecoes é uma
injecdo [Problema 7, Exercicios 3.7.1]. Finalmente, temos

hY)= (g0 fog ) Y)=1(gof)lg '(Y))
= (go /)(X) = g(f(X))

e g(f(X)) #Y, porque f(X) # X.

Logo, h(Y") é um subconjunto préprio de Y, e portanto Y ¢é infinito.

Corolario 4.1 Seja g: X — Y uma correspondéncia um-a-um. Se o conjunto X é
finito, entdo Y € finito.

Demonstracdo. Exercicio.

Teorema 4.3 Seja X um conjunto infinito e seja xo € X. Entdo X — {xo} € infinito.

Demonstracdo. Pela Definicdo 4.1, existe uma injecdo f: X — X tal que f(X) & X.
Ha dois casos a serem considerados: (1) o € f(X), ou (2) 29 € X — f(X). Em cada
caso, devemos construir uma injecdo g X — {zo}: — X —{z0}, tal que g(X — {xo}) #
X — {xo}

Caso 1. xp € f(X).

Existe um elemento x; em X tal que f(x1) = zp. Uma fungéo
g: X —{xo} = X — {0}

pode agora ser definida por

o= { 1) =t

To ser=x1 € X — {x0}
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em que x5 é um elemento do conjunto ndo vazio X — f(X), arbitrariamente fixado. Segue
que gX —{xo}: — X —{xo} éinjetora e que g(X —{xo}) = f(X —{wo,21})U{xa} #
X — {xzo}. Portanto, X — {xo} é infinito neste caso.

Caso 2. zp € X — f(X).

Defina uma fun¢do ¢g: X — {zo} — X — {xo} por g(z) = f(x) para todo x €
X — {zo}. Como f: X — X é injetora, também o é g: X — {zo} — X — {0}
Finalmente,

9(X —{xo}) = f(X) = {f(xo)} # X — {0}

Portanto, em qualquer caso, X — {zq} é infinito.

No que segue, denotaremos por Ni, k£ € N, o conjunto de todos os nimeros
naturais de 1 até k; isto é, N, = {1,2,... /k}. Como uma aplicacdo do Teorema 4.3,
mostramos no seguinte exemplo que cada N, é finito.

Exemplo 4.2 Para cada k € N, o conjunto N, € finito.

Demonstracao. Demonstraremos isto pelo principio de inducdo matematica. Pelo Exem-
plo 4.1, a afirmagao € verdadeira para k = 1. Agora, suponha que o conjunto N, € finito
para algum ndmero natural k. Considere o conjunto Ny = N, U{k+ 1}. Se Ny, for
infinito, entdo, pelo Teorema 4.3, Ny, — {k+ 1} = Ny serd um conjunto infinito, o que
contradiz a hipdtese de inducido. Logo, se Ny € finito, entdo N1 € finito. Portanto,
pelo principio de inducdo matematica, o conjunto Ny € finito para cada k € N.

Na verdade, existe uma conexdo intima entre um conjunto finito nao vazio e um
conjunto Nj.

Teorema 4.4 Um conjunto X é€ finito se e somente se X = () ou X estd em corres-
pondéncia um-a-um com algum Nj,.

Demonstracdo. Se X é vazio ou estd em correspondéncia um-a-um com algum N,
entdo, pelo Coroldrio do Teorema 4.2, e Exemplos 4.1 e 4.2, o conjunto X ¢ finito.

Para mostrar a reciproca, mostramos, equivalentemente, sua contrapositiva: Se
X # @ e X ndo esta em correspondéncia um-a-um com nenhum Ny, entdo X é infinito.

Podemos tomar um elemento z; de X, e ter novamente X — {x;} ndo vazio; pois,
caso contrdrio, terifamos X = {x1} em correspondéncia com Ny, uma contradicdo com
a hipotese sobre X.

Continuando desta maneira, suponhamos que escolhemos elementos x1, o, ...,

x), de X. Entdo X — {x1,2s,... , 24} é ndo vazio; caso contrério, teremos X = {1, xs,
., T} em correspondéncia um-a-um com N, uma contradicdo com nossa hipdtese
sobre X. Logo, podemos sempre escolher um elemento 5,1 de X — {xy, 2o, ..., 2%}

Entdo, por inducao matemdtica, para todo numero natural n, existe um subconjunto
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préprio {1, 2s,...,7,} de X. Denotemos o conjunto dos x,'s escolhidos por Y .4
Entdo a fun¢do f: Y — Y — {u1}, definida por f(xy) = wxj41 para todo k € N,
estabelece uma correspondéncia um-a-um entre Y e seu subconjunto préprio Y — {1 }.
Portanto, pela Definicao 4.1, Y € infinito e portanto, pelo Teorema 4.1, X é infinito.

Mencionaremos aqui que o Teorema 4.4 sugere uma definicdo alternativa de con-
juntos finitos e infinitos. Podemos definir um conjunto como sendo finito se e somente
se ele é vazio ou esta em correspondéncia um-a-um com algum N, e sendo infinito se
e somente se ndo € finito. Desta definicdo alternativa, nossa Definicdo 4.1 pode ser
demonstrada como um teorema. Entretanto, isto requeriria mais ou menos o mesmo
montante de trabalho requerido pela nossa presente abordagem.

4.1.1 Exercicios

1. Complete a demonstracdo do Teorema 1.

2. Seja g: X — Y uma correspondéncia um-a-um. Demonstre que se X é finito, entdo
Y é finito.

3. Demonstre que os conjuntos Z, Q e R s3o infinitos.

4. Demonstre que se A é um conjunto infinito, entao A x A também o é.

5. Demonstre que se A e B sdo conjuntos infinitos, entdo AU B é um conjunto infinito.
6. Demonstre que a reunido de um nimero finito de conjuntos finitos é um conjunto
finito.

7. Sejam A e B dois conjuntos tais que AU B € infinito. Demonstre que ao menos um
dos dois conjuntos A e B € infinito.

8. Demonstre a seguinte generalizagdo do Teorema 4.3: Se Y é um subconjunto finito
de um conjunto infinito X, entdo X — Y é infinito.

4.2 Equipoténcia de conjuntos

Dois conjuntos finitos X tem o mesmo niimero de elementos se e somente se existe uma
correspondéncia um-a-um f: X — Y. Embora a frase “mesmo nimero de elementos”
nao se aplique aqui se X e Y sdo infinitos, parece natural pensar que dois conjunto infini-
tos, que estejam em correspondéncia um-a-um, tem o mesmo tamanho. Formalizaremos
esta intuicao como segue:

Definicao 4.2 Dois conjuntos X eY dizem-se equipotentes, fato denotado por X ~ Y,
quando existe uma correspondéncia um-a-um f: X — Y.

4Aqui os autores usaram implicitamente o “axioma da escolha”, um axioma importante a ser discutido
no Capitulo 6. Uma forma do axioma da escolha pode ser enunciada como: “Seja P um conjunto ndo
vazio, de subconjuntos ndo vazios de um conjunto dado X. Ent3o existe um conjunto R C X tal que
para todo C' € P, C'N R é um conjunto unitdrio”. Este axioma serd usado em todas as partes deste
livro, sem ser explicitamente mencionado.
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Obviamente, todo conjunto é equipotente a si mesmo. Como a inversa de uma
correspondéncia um-a-um é uma correspondéncia um-a-um (Teorema 3.14), X ~ Y
se e somente se Y ~ X. Convencionaremos que o simbolo f: X ~ Y significara
“f: X — Y é uma correspondéncia um-a-um e portanto X ~ Y". Usando esta notacao
conveniente, a primeira metade do Problema 9, Exercicios 3.7.1 pode ser re-enunciado
como: Se f: X ~Yeg:Y ~ Z entdogo f: X ~ Z. Acabamos de demonstrar entdo
0 seguinte teorema.

Teorema 4.5 Seja J um conjunto de conjuntos e seja R uma relacdo em J dada por:
XRY se e somente se X eY sdo membros deJ e X ~ Y. Entdo R é uma relacdo de
equivaléncia em J.

No seguinte exemplo, os simbolos |0, 1] e |— 1, 1] denotam intervalos de nimeros
reais.

Exemplo 4.3

(a) 10,1[~]—-1,1[.
(b) |- 1,1[~ R, e R ~]0,1[.

Solugdo. (a) A funcdo f: 10,1 —|— 1,1], dada por f(x) = 2z — 1, é uma correspon-
déncia um-a-um. Portanto, |0,1[~]—1,1].

(b) A funcdo trigonométrica g: |— 1,1[— R, dada por g(x) = tg(mwx/2), é uma
correspondéncia um-a-um; portanto |— 1, 1]~ R. O leitor deveria verificar esta assercio
esbocando um grafico de g(x) = tg(wx/2). Uma demonstracdo rigorosa pode ser obtida
verificando-se as seguintes duas observagoes:

(1) g: |—1,1[— R € continua, e ilimitada, tanto superiormente como inferiormente.
(2) ¢'(x) = (7/2) sec’*(wx/2) > 0, Vx, = g € estritamente crescente.

Como a ‘relagdo” de equipoténcia € transitiva,® 10,1[~]— 1,1 e ]—1,1[~ R
implicam 10, 1] ~ R.

Teorema 4.6 Sejam X, Y, Z e W conjuntos com X N Z = @ =Y NW, e sejam
[ X~Yeg:Z~W. Entio fUg: (XUZ)~(YUW).

Demonstracdo. Como f: X — Y e g: Z — W sdo funcdes com X N Z = @, pelo
Teorema 3.8, do Capitulo 3, fUg: X UZ — Y UW ¢é uma fungcdo. Deixaremos ao
leitor a demonstracdo de que esta dltima funcdo € uma correspondéncia um-a-um.

“w_oon

5Falando estritamente, “~" n3o é uma relacdo de equivaléncia, porque seu dominio n3o é um
conjunto (veja Teorema 2.10 do Capitulo 2). Mas podemos chamé-la uma relagdo se considerarmo-la
definida em qualquer conjunto de conjuntos J (Teorema 4.5).
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Teorema 4.7 Sejam X, Y, Z e W conjuntos tais que X ~ Y e Z ~ W. Entdo
XxZ~Y xW.

Demonstracdo. Sejam f: X ~Y e g: Z ~ W. Definamos a fungdo f x g: X x Z —
Y x W, por (f x g)(x,2) = (f(x),9(2)) para todo (z,z) € X x Z. Pedimos ao leitor
demonstrar que esta dltima funcdo é uma correspondéncia um-a-um.

Examinando os varios conjuntos finitos N, = {1,2,3,... ,k}, conforme k cresce,
e notando que os conjuntos infinitos Z, Q, e R (veja Problema 3, Exercicios 4.1.1) sdo
superconjuntos de N, parece que o “menor” conjunto infinito é o conjunto N de todos
os numeros naturais, ou qualquer conjunto que seja equipotente a N. Aprenderemos em
breve, na Secdo 4.4, que nem todos os conjuntos infinitos sdo equipotentes a N.

Definicao 4.3 Um conjunto X € dito ser enumeravel quando X ~ N. Um conjunto
contavel é um conjunto finito ou enumeravel.

Seja X um conjunto enumeravel. Entdo existe uma correspondéncia biunivoca
f: X ~ N. Se denotamos

JU) = 21, f(2) = 22, f(3) = 20, J(R) = ..

entdo X pode ser denotado alternativamente por {x1, x2, 3, ... , T, ... }; as reticéncias
(... ) sdo usadas para indicar que os elementos sdo etiquetados em uma ordem definida,
conforme indicado pelos indices. Uma explicacdo para o termo “contdvel” estd agora
em pauta. Para um conjunto finito, é teoricamente possivel contar seus elementos e o
termo é adequado. Muito embora a contagem de fato de todos os elementos de um
conjunto enumerdvel X = {x1, x5, x3,...,} seja impossivel, o conjunto X estd em
correspondéncia biunivoca com os niimeros de contagem, os nimeros naturais.

Teorema 4.8 Todo subconjunto infinito, de um conjunto enumeravel, € enumeravel.

Demonstracdo. Seja Y um subconjunto infinito de um conjunto enumeravel X = {z,
Tg, T3, ...}. Seja ny o menor indice para o qual z,, € Y, e seja ny 0 menor indice
para o qual z,, € Y — x,,. Tendo definido x,, ,, seja n; o menor indice tal que
Tp, €Y —{xn,, Tny, .. ,Tn,_, }. Um tal ny sempre existe pois Y é infinito, o que
garante que Y — {x,,,, Tp,, ... ,Tn,_, } # O para cada k € N. Deste modo, construimos
uma correspondéncia um-a-um f: Y ~ N, sendo f(k) = x,, paracada k € N. Portanto,
Y é enumerdvel.

Uma demonstracao mais curta, porém menos intuitiva, do Teorema 4.8, é indicada
no Problema 10 ao final desta secdo. O seguinte corolario é uma conseqiiéncia imediata
da Definicao 4.3 e do Teorema 4.8.
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Corolario 4.2 Todo subconjunto de um conjunto contavel € contavel.

Mais exemplos e propriedades de conjuntos enumerdveis sao dados na préxima
secao.

4.2.1 Exercicios

. Complete a demonstracdo do Teorema 6.

. Complete a demonstracdo do Teorema 7.

. Demonstre que se X e Y s3o dois conjuntos, entdao X XY ~Y x X.

. Demonstre que se (X —Y) ~ (Y — X) entdo X ~ Y.

Demonstre a seguinte generalizagdo do Teorema 4.6: Seja {X, | v € I'} e {Y |
v € T'} duas familias de conjuntos disjuntos, tal que X, ~ Y., para cada v € I'. Entdo
U'yEF Xy~ U’yEF Y.

6. Demonstre que se X é um conjunto enumeravel e Y é um subconjunto finito de X,
entdo X — Y é enumerdvel. [Compare com o Problema 8, Exercicios 4.1.1.]

7. Demonstre que se X é um conjunto enumerdvel e Y é um conjunto finito, entao
X UY é enumerdvel.

8. Demonstre que o conjunto N,,, de todos os nlimeros naturais pares, e o conjunto N;,
de todos os nimeros naturais impares, s3o0 enumeraveis.

9. Seja A um conjunto n3o vazio, e seja 2 o conjunto das fun¢des de A no conjunto
{0,1}. Demonstre que p(A) ~ 24.

10. Sejam X um conjunto enumeravel e Y um subconjunto infinito de X. Seja g: X ~
N, eseja h: Y — N a funcdo definida por

Gl kW=

h(y) = nimero de elementos em {1,2,3,... ,g(y)} Ng(Y)

Demonstre que h é uma correspondéncia um-a-um e que portanto Y é enumeravel.

4.3 Exemplos e propriedades de conjuntos enumera-
veis

O conjunto N,, de todos os niimeros naturais pares e o conjunto N; de todos os nlimeros
naturais impares sdo enumeraveis (Problema 8, Exercicios 4.2.1). Como a reunido N, U
N;(= N) destes dois conjuntos enumeraveis é enumerdvel, o préximo teorema deveria
ser previsivel.

Teorema 4.9 A unido de dois conjuntos enumerdveis é enumeravel.

Demonstracdo. Sejam A e B dois conjuntos enumerdveis. Mostraremos que AU B é
enumeravel nos dois casos seguintes:
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Casol. ANB=0Q.
Como A~ NeN~ N, temos A ~ N,. De modo semelhante, temos B ~ N;.

Conseqiientemente, pelo Teorema 4.6, temos (AU B) ~ (N, UN;) = N, o que
demonstra que AU B é enumeravel.

Caso 2. ANB # Q.
SejaC =B —A. Entio AUC =AUBe ANC = @; o conjunto C C B é ou
finito ou enumerdvel [Corolario 4.2 do Teorema 4.8]. Se C' é finito, pelo Problema
7 dos Exercicios 4.2.1, AU C é enumeravel, e se C' é enumeravel, entdo AU C é
enumeravel, pelo caso 1 acima.

Portanto, o conjunto AU B é enumerdvel.

Coroldrio 4.3 Sejam Ay, A,, ..., A, conjuntos enumerdveis. Entdo | J;_, Ay € enu-
meravel.

Demonstracdo. A demonstracdo é deixada ao leitor, como um exercicio.

Pedimos ao leitor verificar o préximo exemplo.

Exemplo 4.4 O conjunto 7 de todos os inteiros é enumeravel.

Teorema 4.10 O conjunto N x N é enumeravel.

Demonstracdo. Considere a funcao f: N x N — N dada por
fl, k) = 23"
para todo (j, k) € N x N. Esta fung¢do é injetora, de modo que
Nx N~ f(NxN)CN.

Como N x N € infinito, f(NxN) também o é. Pelo Teorema 4.8, f(N x N) é enumeravel
e portanto N x N é enumeravel.

Corolario 4.4 Para cada k € N, seja A, um conjunto enumeravel satisfazendo A; N
Ay, = O para todo j # k. Entdo |J, .y Ar € enumerdvel.®

Demonstracdo. Para cada k € N, seja fi.: N — N x {k} uma fun¢do dada por fi(j) =
(j, k) para todo j € N. Claramente, cada f;: N — N x {k} é uma correspondéncia
um-a-um. Ou seja, N ~ N x {k}. Como Ay, ~ Ne N ~ N x {k} para cada k € N,
temos Ay ~ N x {k} para cada k € N. Segue entdo, do Problema 5 dos Exercicios
4.2.1, que Uyeny Ak ~ Ugen N x {k}. Mas o conjunto J, .y N x {k} é igual ao conjunto
enumeravel N x N. Portanto, UkeN A é enumeravel.

OEste resultado ¢ verdadeiro sem a hipétese “A, N A; = () para todo j # k.” Veja Problema 7.
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Exemplo 4.5 O conjunto Q de todos os niimeros racionais € enumeravel.

Demonstracdo. Representaremos cada nimero racional de maneira tnica como p/q,
sendo p € 7Z, ¢ € N e o maximo divisor comum de p e q igual a 1. Seja Q. o conjunto
de tais elementos com p/q > 0, e seja Q_ = {-p/q | p/q € Q.}. Entio Q =
Qru{0}uQ-_. E evidente que Q4 ~ Q_. Portanto, para mostrar que Q é enumeravel,
é suficiente mostrar que Q. € enumeravel. Para este propdsito, consideramos a fungdo
f: Qs — N x N, dada por f(p/q) = (p,q). Como esta funcdo € injetora, temos
Qs ~ f(Qy) C Nx N. Como Q,, como um superconjunto de N, € infinito, f(Q,) é
um subconjunto infinito do conjunto enumeravel N x N. Portanto, f(Q.) é enumerdvel

e conseqiientemente Q. € enumerdvel. A demonstracdo esta agora completa.

O préximo teorema indica que os conjunto enumeraveis sao, em um certo sentido,
os menores em ‘“tamanho” dentre os conjuntos infinitos.

Teorema 4.11 Todo conjunto infinito contém um subconjunto enumeravel.

Demonstracdo. Seja X um conjunto infinito qualquer. Entdo X # @, de modo que
podemos escolher um elemento, digamos x1, no conjunto X. A seguir, seja x5 um
elemento em X — {x;}. De modo semelhante, escolha um elemento 3 do conjunto
ndo vazio X — {x1,22}. Tendo assim definido z;_1, escolhemos um elemento ) no
conjunto X — {x1, 29, ... , x5 1}. Tal 2 existe para cada k € N, porque X é infinito, o
que garante que X —{x1,xs,... ,x_1} # @ para todo k € N. O conjunto {x} | k € N}
€ um subconjunto enumeravel de X, e a demonstracao estd completa.

4.3.1 Exercicios

1. Demonstre a assercdao do Exemplo 4.3: O conjunto Z de todos os inteiros é enu-
merdvel.

2. Demonstre o Corolario 4.3 do Teorema 4.9.

3. Demonstre que a unido de um nidmero finito de conjuntos contdveis é contdvel.

4. Demonstre que se A e B s3o conjuntos enumeraveis, entao também o é A x B. Em
particular, Z x N, Z x Z, e Q x QQ sdo enumeraveis.

5. Encontre uma fungdo injetora f: Q — Z x N e dé uma demonstracao alternativa
para o Exemplo 4.5.

6. Demonstre que o conjunto dos circulos no plano cartesiano, tendo raios racionais e
centros em pontos com ambas as coordenadas racionais, é enumeravel.

7. Demonstre que se para cada k € N, B, é um conjunto enumeravel, entdo | J, . Bx
€ enumerdvel.

4.4 Conjuntos nao enumeraveis

Todos os conjuntos infinitos que vimos até o momento sdo enumerdaveis. Isto pode
levar o leitor a indagar se todos os conjuntos infinitos sdao enumeraveis. E comumente
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pensado que Georg Cantor tentou demonstrar que todo conjunto infinito é enumeravel,
quando iniciou seu desenvolvimento da teoria dos conjuntos. Entretanto, éle surprendeu-
se demonstrando que existem conjuntos nao enumeraveis.

Teorema 4.12 O intervalo aberto |0, 1| de niimeros reais € um conjunto ndo enumerdavel.

Demonstragcdo. Expressemos primeiramente cada ndmero z, * < 0 < 1, como
uma expansdo decimal na forma 0,zyzo23..., com z, € {0,1,2,...,9} para ca-
da n. Por exemplo, 1/3 = 0,333..., \/5/2 = 0,707106.... De modo a ter uma
nica expressdo, para aqueles niumeros com uma expansao decimal finita, tais como
1/4 = 0,25, concordaremos em subtrair 1 do dltimo digito e acrescentar 9's, de modo
que 1/4 =0,24999 ..., e ndo 0,25000. ... Sob este acordo, dois nimeros no intervalo
10, 1] sdo iguais se e somente se os digitos correspondentes, de suas expansdes decimais,
sao idénticos. Assim, se dois tais nimeros, v = 0, x12223... € y = 0,y192y3 ... tem
uma casa decimal, digamos a k-ésima casa decimal, tal que x; # yi, entdo x # y. Este
€ um ponto crucial sobre o qual nossa demonstracao se apoia.

Agora, suponha que o conjunto |0, 1[ é enumerdvel. Entdo existe uma correspon-
déncia um-a-um f: N ~]0, 1[. Entdo podemos listar todos os elementos de ]0, 1] como
segue:

f(l) =0,a11a12a013 - - .
f(2) = 0,a21a920a93 . . .

(*) f(?)) = O, a31a32as33 - . .
: N

f(k) = 07 Ar10E20K3 - . .

em que cada aj; € {0,1,2,...,9}.

Construiremos um ndmero z € ]0, 1], que ndo pode ser encontrado na lista acima de
f(k)'s. Esta contradigdo implicara que nossa suposi¢do prévia de que |0, 1] é enumeravel
estava errada, e que portanto |0, 1] é ndo enumerdvel. Seja z = 0, 212923 . .. definido por
2z =05,seap, D, ez, =1sea, =5, paracada k € N. O nimero z =0, 212923 . ..
claramente satisfaz 0 < z < 1; mas z # f(1) pois z1 # a1, z # f(2) pois 2o # ag, . .. ,
e de modo geral z # f(k) pois z; # ay, para todo k € N. Portanto, z ¢ f(N) =]0, 1].
Temos entdo a contradicao prometida, e a demonstracao estd completa.

Corolario 4.5 O conjunto R dos niimeros reais ndo € enumeravel.

Demonstracdo. Fizemos a demonstra¢do, no Exemplo 4.3(b), de que R ~]0, 1[. Agora,
10, 1] € ndo enumeravel; portanto seu conjunto equipotente R também é ndo enumerdvel
(veja Problema 1).
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Exemplo 4.6 O conjunto de todos os nimeros irracionais € ndo enumeravel.

Demonstracao. Demonstramos, no Exemplo 4.5, que o conjunto QQ dos nimeros racio-
nais é enumeravel. O conjunto dos niimeros irracionais €, por definicdo, o conjunto
R — Q. E ficil ver que R — Q € um conjunto infinito. Para mostrar que R — QQ € ndo
enumerdavel, supomos o contrario, que R — Q é enumerdvel. Segue entdo que a unido
(R —Q)UQ =R é enumeravel (Teorema 4.9). Isto contradiz o coroldrio do Teorema
12. Portanto o conjunto R — QQ dos niimeros irracionais € ndo enumeravel.

Notas. (1) O método de demonstragdo usado no Teorema 4.12 é chamado método
diagonal de Cantor, porque foi criado por Cantor e a construcdo do nimero chave
2z =0, 212923..., na demonstracao, é baseada nos digitos a1, ass, ass,... na diagonal
principal da tabela (x) de digitos. Esta demonstragdo, embora possa néo ser apreciada
pelo iniciante, revela a engenhosidade de Cantor.

(2) A existéncia de conjuntos ndo enumeraveis mostra que existem classes de
conjunto infinitos. Na verdade, como o leitor verd no préximo capitulo, existe uma
abundancia de ‘“classes de equipoténcia” de conjunto infinitos.

4.4.1 Exercicios

1. Sejam A e B dois conjuntos equipotentes. Demonstre que se A é n3o enumeravel,
entdo B é nao enumeravel.

2. Demonstre que todo superconjunto de um conjunto nao enumeravel é nao enumerdvel.
3. Usando o resultado do Problema 2, acima, dé uma demonstracdo alternativa do
corolario do Teorema 4.12.

4. Demonstre que o conjunto dos nimeros irracionais entre 0 e 1 é ndo enumeravel.



