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Apresentacao

Hd um caminho fdcil para a Geometria ?*

Sobre este texto

Este texto foi inicialmente escrito como uma tentativa de orientacdo para
os estudos de Geometria a serem realizados na disciplina Geometria - Te-
oria e Experimentacdo do Programa de p6s-graduacao em Ciéncias Exa-
tas (PPGECE) da UFSCar. Foi aplicado para as turmas de 2010, 2011 e
2012. Estamos agora fazendo ampliacdes e incluindo mais detalhes com
o objetivo de preparar um texto para ser usado também em cursos de
formacao e atualiza¢do de professores do ensino bdsico.

Nossa concepc¢ao fundamental

A interagdo entre o ensinar e o aprender no campo das formas, em
todos os reinos da natureza, gera a Geometria como forca criativa.

Agradecimentos

Agradeco aos colegas professores do PPGECE e demais colegas do Departamento de Matemad-
tica da UFSCar que tém contribuido com esse texto. Agradeco principalmente aos estudantes de
mestrado do PPGECE das turmas de 2010, 2011 e 2012, e aos estudantes do curso de licenciatura
em Matematica da UFSCar.

Tudo que estd escrito aqui (bem, quase tudo) aprendi com meus professores ou em livros e
outros textos, a todos minha gratiddo. Esforcei-me em fazer as referéncias corretas na Bibliogra-
fia. Uma observacao especial: inimeras informacdes e imagens que aqui utilizei eu as obtive na
Wikipedia, um belo projeto coletivo.

Sao Carlos, 23 de abril de 2015.

Prof. Roberto Ribeiro Paterlini.

Sobre a 22 edicdo

Para facilitar as atualizacdes assim como o uso docente e discente, repartimos o texto da 12
edicao em Tomos. Realizamos correcoes e completamos partes faltantes.

Sao Carlos, 31 de outubro de 2026.

Prof. Roberto Ribeiro Paterlini.

'Pergunta que teria sido feita a Euclides pelo Rei do Egito Ptolomeu I.
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Apresentacao do Tomo II: Geometria Euclidiana Plana

A antiga civilizac¢do grega, particularmente a do Periodo Arcaico (776 a 323 a.C.), é considerada
a origem da atual civilizacdo ocidental. Desenvolveu os ideais filoséficos, cientificos, politicos,
sociais e artisticos que tiveram influéncia decisiva no mundo ocidental.

A Matematica, vista como ciéncia dedutiva, comecou a ser desenvolvida nesse periodo. Antes
dos gregos os estudiosos egipcios, sumérios, hindus e persas investigavam os niumeros e as for-
mas geométricas através de um senso préatico e estético. Os matemadticos gregos transformaram
completamente esse estudo, criando uma ciéncia dedutiva. Confira [81], pagina XI.

Distinguiram-se, dentre muitos estudiosos, os discipulos das Escolas Pitagoérica e Platonica,
que se dedicaram ao estudo das figuras e nimeros usando métodos de analise e deducao. Sobre
Pitagoras de Samos afirma Proclus Diadochus, fil6sofo e historiador da Matematica, que ele trans-
formou o estudo da geometria em uma arte livre, examinando os principios dessa ciéncia desde
sua génese. Os resultados matemadticos obtidos nesse periodo foram organizados na famosa cole-
¢ao de livros Os Elementos, escrita por Euclides em Alexandria por volta de 300 a.C. Nessa colecao
a Geometria é apresentada em uma forma sistematizada do ponto de vista dedutivo, com defini-
¢oOes, axiomas e teoremas.

Essaforma de organizacao da Geometria, denominada “método axiomadtico”, se mostrou muito
produtiva. O exame detalhado dos principios da Geometria permitiu distinguir caminhos alterna-
tivos em certos pontos da teoria. Essas acepc¢odes, que, num primeiro momento, pareciam des-
mentir o entendimento comum do mundo fisico, deram origem a um conhecimento mais geral
da Geometria.

Neste Tomo II de nosso texto nos propomos a estudar a Geometria Plana sob o ponto de vista
do método axiomadtico. Apds inimeros contatos com professores do ensino bésico, sempre soli-
citando deles uma posicao, vimos que é importante para o professor estudar a Geometria de um
ponto de vista que lhe confira seguranca no fazer diddtico cotidiano. Esperamos prover essa de-
manda com o material exposto nos capitulos seguintes.
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Capitulo 8

A Geometria como Ciéncia

8.1 Introducao

Explicamos, neste Capitulo, como a Geometria se transformou em uma ciéncia do campo da
Matematica. Esclarecemos como o método dedutivo foi escolhido para a construcdo dessa ci-
éncia e tem fundamental importancia na validacao de seus resultados. Por outro lado, apenas o
uso do método dedutivo ndo € suficiente. Os resultados das dreas fundamentais da Matemadtica
sdo organizados em sistemas axiomadticos, que fornecem um substrato de apoio ao estudo e as
investigacgoes. E isso ocorre, em particular, com a Geometria.

8.2 Como é construida a Matematica

O homem, sabendo da falibilidade do pensamento e da observacao, procura erigir principios
de conduta que possam nortear a construcao de uma ciéncia da natureza. Surge o chamado mé-
todo cientifico, que nos dias de hoje segue alguns passos que listamos resumidamente: observagao
sistematica de um fendmeno natural, constru¢do de uma hipétese explicativa, predicao de feno-
menos a partir dessa hipétese, e verificacao dessas predicoes através de experimentos e novas
observacoes. Com isso a hip6tese é confirmada ou se vé que precisa ser reformulada. Uma hi-
potese explicativa, quando confirmada, pode ganhar a denominacgdo de lei. Um conjunto de leis
relacionadas entre si pode dar origem a uma teoria cientifica.

Assim procedem os cientistas que procuram compreender a natureza e constroem as chama-
das ciéncias naturais, como a Fisica, a Quimica e a Biologia. Nessas ciéncias, denominadas expe-
rimentais, existe uma regra universalmente aceita: toda hip6tese deve ser confirmada com expe-
rimentos que podem ser repetidos com éxito por diferentes cientistas. Temos visto um exemplo
disso nos noticidrios recentes. Os fisicos construiram um equipamento carissimo, o Large Hadron
Collider, para testar a hipotese da existéncia de uma particula subatémica, o béson de Higgs. De-
pois de confirmada sua existéncia, os experimentos foram repetidos nas mais diversas situacoes.

A Matemitica é uma ciéncia que optou por um procedimento diferente. Tinha que ser, pois
o objeto de estudo da Matemadtica ndo sdo, diretamente, os fendmenos naturais. A Matemadtica
trabalha com as abstracoes mentais provindas de nosso contato com a Natureza nos campos da
quantidade e da forma. Para fazer esse estudo os matemadticos optaram, desde tempos antigos,
pelo uso da deducdo como forma de validar suas conclusdes. A deducdo consiste em consta-
tar a veracidade de uma afirmacdo partindo de outra tida como verdadeira (possivelmente mais
simples) e usando implicacdes l6gicas. Assim se tem a esperanca de construir um conhecimento
duradouro, que nao necessite ser refeito. Suas conclusoes perduram desde os tempos antigos.

3
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Vejamos um exemplo. Os matematicos gregos do tempo de Euclides (300 a.C.) chamavam de
perfeito a todo nimero natural igual a soma de seus divisores positivos exceto ele mesmo. Assim
6 é um nuimero perfeito, pois seus divisores positivos sdo 1, 2,3 e 6, € 6 = 1 + 2 + 3. Aqueles mate-
maticos constataram que nao é ficil encontrar nameros perfeitos. Percebe-se logo que sdo raros.
Mas descobriram uma férmula que resolve em parte esse problema. Tal férmula, devido a sua
importancia, merece destaque como um Teorema.

Teorema 8.1. Seja j =2 um niimero inteiro. Se 2/ — 1 é primo, entdo 21 (2/ — 1) é perfeito.
Os livros de Historia da Matematica ndo contam como foi descoberta essa férmula, mas deve

ter sido simples. Basta examinar alguns exemplos. A decomposicdo candnica em primos dos trés
primeiros nimeros perfeitos é:

6 = 2-3;
28 = 2%.7;
496 = 2%.31.

Vemos que esses numeros consistem de uma poténcia de 2 seguida de um ntmero primo,
sendo ele o antecessor de uma poténcia de 2. Mais exatamente,

6 = 21.2%2-1);
28 = 22.23-1;
496 = 2%.(2°-1).

Essa lista sugere a férmula 2/71(2/ - 1), com 2/ — 1 primo. Essa tltima condicio deve ser im-
portante, pois a lista acima nao contém o nimero 23(2*=1),com2*—-1=15, que nao é primo.

Observamos essa féormula para niimeros perfeitos usando um processo denominado inducdo.
Consiste em fazer uma afirmacao com base em um certo nimero de casos observados. Os mate-
madticos chamam de conjectura a uma afirmacao obtida dessa maneira. As conjecturas sao impor-
tantes nas investigacoes, mas nao podem fazer parte da teoria enquanto nao forem confirmadas
por um processo dedutivo.

Essa férmula para nameros perfeitos foi observada por Euclides no Livro IX de Os Elementos.
Mas Euclides s6 a considerou vélida por que tinha uma demonstracao.

Demonstragdo. Como 2/ — 1 é primo, os divisores de 2/71(2/ — 1), exceto ele mesmo, sao

1, 2, 22 .. 2i2 il

12/-1), 2/-1), 2%@/-1, ... 2/7%@i-1.

Usando a férmula da soma dos termos de uma progressao geométrica, vemos que a soma
desses niimeros resulta 2/~!(2/ 1), provando que esse niimero é a soma de todos os seus divisores
positivos exceto ele mesmo. Isso termina a demonstracao. O

Temos assim um resultado com mais de 2300 anos de existéncia e que continua valido até
hoje. Houve apenas uma moderniza¢do na notacao. A durabilidade desse resultado se deve a que
Euclides usou corretamente o método da deducao para verifica-lo.

Convém nesse ponto interrompermos nosso discurso e observar que a metodologia cientifica
utilizada pelos matemadticos ndo é de aprendizado facil e imediato. Assim, se a escola achar por
bem ter esse objetivo, o de que os estudantes aprendam esse método, deve construir um caminho



A Geometria como Ciéncia 5

de modo que eles possam percorré-lo ao mesmo tempo em que amadurece o seu aparato pen-
sante. Antes que o estudante adentre o método de Euclides, se é o que deve fazer, é bom que ele
aprenda Geometria através de experimentos e faca suas argumentacoes usando métodos constru-
tivos, como dobradura de papel, disseccoes, desenhos, constru¢cdes mecanicas, etc.

Consideremos um exemplo mais concreto. Vimos no Capitulo 5 do Tomo I [62], como se pode
constatar, usando dobraduras de papel, que a soma dos angulos de um triangulo é 180°. Esse
método nao é considerado dedutivo, e a Matematica nao poderia agregar essa propriedade ao
seu corpo tedrico se existisse apenas essa justificativa. Mas podemos usar esse método na escola,
desde que fique claro que se trata de uma argumentacao que tem seu raio de alcance relacionado
com o ambito de validade do método. Para certos usos ela € suficiente. Por exemplo, um serra-
lheiro, ao construir objetos planos, pode usar esse resultado com a certeza de que ele é correto,
pois aprendeu uma justificativa valida para o seu campo de acao.

Chegamos assim a crucial questao: o que o professor deve saber sobre o assunto? Em nossa
visao o professor do ensino bésico deve saber aplicar métodos construtivos, deve ter clareza sobre
o alcance desses métodos, e precisa conhecer o método dedutivo para praticar com seguranca seu
fazer pedagogico diério.

8.3 Examinar desde os principios

Acredita-se que Tales de Mileto foi o primeiro estudioso que se ocupou em demonstrar teore-
mas da Geometria com o método dedutivo. Trabalhou com resultados simples e conhecidos em
seu tempo, e fez para eles demonstracoes usando raciocinio légico. Dentre esses resultados cita-
mos, a titulo de ilustragdo, que “os angulos da base de um tridngulo isésceles sdo congruentes”’, e
“todo angulo inscrito numa semicircunferéncia é reto”.

O caminho apontado por Tales foi seguido por muitos. Distinguiram-se, naquela época, os
matematicos ligados a Escola Pitagorica. Diz-se que o resultado légico de maior relevancia conse-
guido por essa escola foi a demonstracdo de que v/2 ndo é racional. Mas parece que Pitdgoras nio
estava propondo apenas demonstrar teoremas. Como filésofo ele encaminhou a recomendacao
de que o estudo da Geometria deveria ser uma arte livre, e os estudiosos precisariam examinar os
principios dessa ciéncia desde sua génese.

De fato o método dedutivo, por si mesmo, ndo é suficiente para a constru¢do de uma ciéncia
precisa. A Logica, falando de forma bem simples, permite realizar a seguinte acdo: se P e Q sdo
afirmacdes, pode-se, se for o caso, provar que

P = Q.

Assim, se P é verdade, a Logica garante que Q é verdade. Mas como saber se P é verdade?
Pode-se ter uma afirmacdo falsa P, ser verdade que P = Q e Q ser falsa. Portanto é necessario
examinar a veracidade de P. Para isso precisamos encontrar uma afirmac¢do P; que implique P,
outra afirmacao P, que implique P;, e assim sucessivamente:

P, > P > P = Q.

Estéa claro que nao podemos recuar indefinidamente nessa cadeia de implicacoes. Ela precisa
ter um comeco. Para lidar com esse problema os matematicos utilizam o método axiomatico.
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8.4 O que é um sistema axiomatico

Cientes de que uma teoria dedutiva requer um inicio, os matemaéticos utilizam o método axio-
mdtico, que descrevemos brevemente em trés passos.

1. conceitos primitivos. Estabelece-se qual é a cole¢do de nocdes que serdo estudadas. Sao os
objetos da teoria que vai ser construida. Na Geometria Euclidiana esses objetos sdo: o ponto, a
reta, o plano e o espaco, sendo os trés tltimos conjuntos de pontos.

2. axiomas. Estabelece-se qual é a colecao das primeiras afirmacoes, isto €, aquelas que nao serao
demonstradas mas sdo consideradas verdadeiras. Na Geometria Euclidiana temos, dentre outras,
“dados dois pontos diferentes existe exatamente uma reta que os contém’, e “se dois pontos de
uma reta estdo em um plano entdo a reta estd contida nesse plano”. Essas duas afirmacoes, e
outras, sao admitidas como verdadeiras na Geometria Euclidiana e nao sao demonstradas. Essas
“primeiras afirmacoes” sdo denominadas axiomas ou postulados.

3. deducdo dos resultados. Os resultados da teoria sdo obtidos usando o recurso da deducgao. Eles
descrevem propriedades dos objetos da teoria. Por exemplo, a partir dos axiomas da Geometria
Euclidiana podemos, usando uma sequéncia adequada de implica¢des logicas, concluir que “em
qualquer triangulo as medianas se encontram em um tinico ponto”.

Um sistema axiomatico pode versar sobre qualquer coisa. E possivel inventar conceitos e axi-
omas e construir uma teoria sobre eles. Veja, por exemplo, o Problema 8.9.9. Mas naturalmente
a Matemadtica interessa construir sistemas axiomaticos sobre os seus objetos de estudo, que sdo a
quantidade e a forma. Assim, os sistemas axiomdticos mais importantes da Matematica sao a Teo-
ria dos Numeros e a Geometria. A Teoria dos Conjuntos serve de base para essas teorias e fornece
uma linguagem técnica comum. Outras teorias importantes sao a Topologia, os Espagos Métricos,
a Teoria dos Anéis e dos Grupos, os Espacos Vetoriais, etc.

Na Geometria Elementar os sistemas axiomdticos mais importantes sdao: a Geometria Euclidi-
ana, a Geometria Hiperbdlica e a Geometria Eliptica. O que diferencia um sistema de outro é a
escolha dos axiomas.

Na Geometria Euclidiana a cole¢dao de axiomas sempre inclui uma especifica afirmacao sobre
retas paralelas (ou afirmacdo equivalente): dados uma reta e um ponto fora dela em um plano
qualquer, existe nesse plano exatamente uma reta que contém o ponto dado e é paralela a reta dada.
Uma afirmacgdo equivalente a essa é que a soma das medidas dos angulos de qualquer triangulo é
igual a 180°. Confira ilustragdo na Figura 8.1.

a+b+c=180°

Figura 8.1. Duas condi¢des equivalentes do axioma euclidiano das paralelas.

As geometrias ndo euclidianas sao aquelas que negam a afirmacao sobre retas paralelas men-
cionada acima. Em particular, nessas geometrias, a soma dos angulos de um triangulo € diferente
de 180°. Um exemplo é a denominada Geometria da Superficie Esférica. Nela o espaco é a superfi-
cie de uma esfera, e as retas sao os seus circulos maximos (confira desenho da esquerda da Figura
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8.2). Vemos que ndo existem retas paralelas nessa geometria, e € facil desenhar triangulos para
os quais a soma dos angulos é > 180° (confira o desenho da direita da Figura 8.2). Notemos tam-
bém que na Geometria da Superficie Esférica nem sempre vale o seguinte axioma da Geometria
Euclidiana: “dados dois pontos diferentes, existe exatamente uma reta que os contém”. De fato, se
os dois pontos dados forem antipodas, existem infinitos circulos maximos que os contém. Vemos
assim um exemplo de uma afirmac¢do que é considerada verdadeira em um contexto mas nao em
outro.

Figura 8.2. Geometria da Superficie Esférica: a esquerda, duas retas (circulos méximos) mostrando
os dois pontos comuns; a direita, tridngulo com trés angulos retos. Confira no Apéndice B os
créditos das figuras.

8.5 Pequena Histéria da Geometria Euclidiana

Conforme ja comentamos, o sistema axiomético que determina a Geometria Euclidiana foi
proposto pelo matematico grego Euclides de Alexandria em sua obra Os Elementos, escrita por
volta de 300 a.C.

Euclides trabalhava na famosa Biblioteca de Alexandria, situada no norte do Egito, no litoral
do Mar Mediterraneo.

Registram os livros de Historia que, passando o inverno de 332-331 a.C. na regido do delta do
Nilo, Alexandre, o Grande, ordenou que fosse ali implantada a nova capital do Egito, com a inten-
¢do de servir de base naval e de ser o centro da cultura grega naquela regido. Junto ao pequeno
vilarejo denominado Rhakotis, em frente a ilha de Pharos, foi fundada a nova cidade, que recebeu
inicialmente o nome de Nedpolis. A construcao da cidade foi deixada a cargo do vice-rei Cleo-
menes e do arquiteto rodhiano Deindcrates. Poucos meses depois Alexandre deixou o Egito, e
nunca conheceu em vida a cidade que, em sua homenagem, veio a ser denominada Alexandria.
Alexandre morreu em 323 a.C. com a idade de 33 anos, e seu corpo foi levado a Alexandria para ser
sepultado.

Com a morte de Alexandre, o Grande, o império foi repartido entre seus generais, cabendo o
Egito a Ptolomeu, parente de Alexandre. Ptolomeu se tornou fara6 do Egito e expandiu seu impé-
rio, iniciando a idade de ouro de Alexandria. Diz a Historia que Demétrio de Phaleron incentivou
Ptolomeu a fundar em Alexandria uma academia similar a de Platdo. Foram trazidos livros da ci-
dade de Atenas, dando inicio a antiga biblioteca. Ela se distinguiu por ser um centro universal,
aberto ao saber e a pesquisa sem fronteiras. A ideia de uma cultura universal, cosmopolita, culti-
vada na Grécia, foi assim trazida para o Egito.
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Era nesse meio de efervescéncia cultural que trabalhavam na Biblioteca muitos cientistas, in-
clusive varios matematicos. A biblioteca funcionava como uma Universidade. Os professores mais
conhecidos eram Euclides, posteriormente chamado Euclides de Alexandria, e Eratéstenes de Ci-
rene, que chegou a ser chefe da biblioteca por muitos anos. Esses matematicos certamente tinham
a sua disposicao muitos livros contendo todo o conhecimento sobre Matemaética desenvolvido até
aquela época. Com isso escreveram um tratado, denominado Os Elementos. Nessa obra procura-
ram colocar o conhecimento matematico disponivel de forma organizada, seguindo um sistema
l6gico, que hoje chamamos de sistema axiomético. Euclides nao foi o primeiro a fazer isso, houve
tentativas anteriores. Mas foi o mais bem sucedido nesse intento, e seu tratado serviu, por muito
tempo, de referéncia para o estudo da Geometria.

No Século XIX o tratado de Euclides ndo era mais considerado suficientemente rigoroso. A
Matemadtica passou por um reexame de seus fundamentos, e foram encontradas nos Elementos
muitas definicoes imprecisas e propriedades nao demonstradas e usadas tacitamente. No final do
Século XIX e inicio do Século XX, depois de muitos estudos, surgiram propostas logicamente satis-
fatérias para a Geometria. Uma das mais conhecidas € o sistema axiomético proposto por David
Hilbert. Esse sistema passou, ele mesmo, por modificacdes, mas é muito utilizado. Surgiram tam-
bém sistemas mais simples para uso no ensino, como o que foi proposto por George D. Birkhoff,
que adaptamos para nossa apresentacao da Geometria Euclidiana.

Figura 8.3. Digitalizacdo da capa da primeira edi¢ao de
Sir Henry Billingsley, em lingua inglesa, de Os Elementos de
Euclides de Alexandria, datada de 1570. Euclides escreveu
esse tratado de Matematica por volta de 300 a.C. Contém
seu famoso sistema axiomatico da Geometria, com cinco
volumes sobre Geometria Plana e trés sobre Geometria Es-
pacial. Seu axioma mais famoso é o da existéncia e uni-
cidade da reta paralela. Outros volumes de Os Elementos
abordam assuntos como Teoria dos Numeros e Teoria das
Proporcoes de Eudoxo.

8.6 Aspectos elementares de Conjuntos

Um conjunto é uma colec¢do de objetos, chamados elementos do conjunto. Indicamos os con-
juntos por letras como «, %, €, etc, e seus elementos por letras como a, b, c, etc. Se a é um
elemento do conjunto ¢, dizemos que a estd em </, ou que a pertence a &« . Sinteticamente pode-
mos indicar isso por a € o/ (lemos “a pertence a «/”). O simbolo € significa pertence, e sua negacao
é ¢ (ndo pertence). Por exemplo, seja &/ o conjunto dos niimeros inteiros positivos pares. Temos
2ede3d¢ed.

Os conjuntos também podem ser anotados nomeando-se todos os seus elementos entre pa-
réntesis. Por exemplo, o conjunto 28 dos niimeros primos menores do que 20 pode ser indicado
por 8 =1{2,3,5,7,11,13,17,19}. O conjunto «f dos ntmeros inteiros positivos pares também pode
ser indicado por

& ={atal que a é inteiro positivo e par}.

E conveniente alocarmos um simbolo para o conjunto vazio, isto é, 0 conjunto que nio tem
elementos. Esse simbolo é @. Esse conjunto aparece quando ocorre uma contradicao. Por exem-
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plo, seja &/ o conjunto dos niimeros pares maiores do que trés e que sdao primos. Como nao exis-
tem tais numeros, esse fato pode ser indicado por &/ = @.

Um conjunto «f se diz subconjunto de um conjunto %8 quando todos os elementos de </ tam-
bém pertencem a 98. Nesse caso anotamos sinteticamente «f < %.

A unido de dois ou mais conjuntos é o conjunto formado pelos elementos que pertencem a
pelo menos um desses conjuntos. Se «f e 98 sdo conjuntos, sua unido é indicada por &« U 2.

A interse¢do de dois ou mais conjuntos é o conjunto formado pelos elementos que sdo comuns
a todos esses conjuntos. Se & e 98 sdo conjuntos, sua intersecao € indicada por « N %8. Quando
o N9B =@ dizemos que «f e ZB sdo disjuntos.

A diferenca dos conjuntos «f e 98 serd indicada por « — 98, e é o conjunto formado pelos ele-
mentos de &/ que ndo pertencem a %.

Alinguagem dos conjuntos é muito utilizada na Matemadtica, servindo de base unificadora en-
tre seus diversos ramos. Por isso, no ensino superior, o estudo da Matematica estd muito conec-
tado com essa linguagem. No ensino fundamental pode-se usar a ideia de conjunto, pois se trata
de uma noc¢do espontanea. Mas entendemos que o uso de notacao sintética deve, a principio, ser
evitado.

8.7 Um pouco de Légica

A Matematica se propoe usar a Logica para obter conclusdes. Vejamos alguns aspectos bdsicos.

Uma proposicdo é uma afirmacao na forma de uma frase. Por exemplo, “o nimero inteiro a é
par”. Outro exemplo: “a? é par”. Uma proposicéo condicional ou implicativa é uma frase do tipo
“se ... entdo ...”. Por exemplo, “se o ntimero inteiro a é par, entdo a® é par”.

Se denominarmos a afirmacéo “o niimero inteiro a é par” de P e a afirmacéo “a® é par” de Q, a
proposicao implicativa pode ser indicada por “se P, entdo Q” ou, mais abreviadamente ainda, por
P = Q (lé-se P implica Q). Nesse formato P chama-se hipdtese e Q, tese.

Dada uma proposicdo implicativa P = Q, existem outras trés formas a ela associadas. Temos
a forma reciproca correspondente, que é Q = P. Outro formato importante relacionadoa P = Q é
a denominada contrapositiva, que vem a ser “ndo Q = ndo P”. Por outro lado, a implicacao “ndo
P = nao Q” denomina-se contrdria correspondente a P = Q.

Dada uma proposi¢do implicativa, sua veracidade ou falsidade independe de ser ou nao ver-
dadeira sua reciproca. Por outro lado, uma proposicao afirmativa é verdadeira ou falsa quando
sua contrapositiva correspondente é verdadeira ou falsa, respectivamente.

A Matematica lida, a principio, com proposi¢oes condicionais que sdo supostas serem ou ver-
dadeiras ou falsas, ndo existindo outra opcao. Dada uma proposi¢do condicional, procura-se, atra-
vés de métodos dedutivos, mostrar que ela é verdadeira ou constatar sua falsidade.

Chamamos de demonstragdo a uma sequéncia de argumentos légicos que permitem verificar
que P = Q. Os métodos basicos de demonstracao incluem o direto, por contraposicao e por redu-
¢do ao absurdo. Vejamos alguns exemplos.

Consideremos a afirmacao: “Os tinicos nimeros reais que sao iguais ao seu préoprio quadrado
sao0el”.

Para lidar melhor com essa afirmacao podemos escrevé-la em forma sintética: “Seja a um
ndimero real. Se a= a®? entioa=0oua=1".

Uma demonstracdo direta consiste em comecarmos com a hipétese “a = a” e, usando pro-
priedades dos ntimeros reais, concluir a tese “a = 0 ou a = 1”. Podemos assim proceder: a = a*> =
a-a’*=0=>a(l-a)=0=>a=00oul-a=0= a=0oua= 1. Ficademonstrada a afirmacio.
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Por outro lado, a demonstragdo por contraposi¢do consiste em considerar a afirmacao contra-
positiva, que é: “Seja @ um ntimero real. Se ndo [a = 0 ou a = 1] entdo ndo [a = a®]”. Em outros
termos, “Seja @ um ntimero real. Se a #0 e a # 1 entdo a # a’”. Para a demonstracdao podemos
argumentar da seguinte forma: a#0ea#1=>a#0ea-1#0=>a(a-1)#0=>a’-a#0>
a # a?, e terminamos.

Demonstrar uma implicagdo P = Q por redugdo ao absurdo consiste em admitir que P vale
e que Q nao vale, e, usando argumentacoes légicas, concluir uma outra afirmacdo sabidamente
falsa. Com isso se reconhece que se P é verdadeira entdo Q também € verdadeira.

O resultado mais famoso da Matemadtica que utiliza a demonstracao por reducao ao absurdo
é a afirmacdo de que “v/2 ndo é racional”. Em sua demonstracdo usamos a implica¢do “Seja a um
ndimero natural. Se a® é par entdo a é par”. O argumento é devido ao fil6sofo Aristoteles.

Teorema 8.2 (Aristoteles). /2 ndo é racional.

Demonstragdo. Procedemos por reducdo ao absurdo. Suponhamos que /2 seja racional. Entdo
a a
existem inteiros a e b # 0 tais que V2 = 3 Simplificando a fracao > por 2 quantas vezes for

necessario, podemos supor que a e b ndo sao ambos pares.
2

a a
Elevando v2 = 5 ao quadrado temos 2 = 2 ou 2b? = a®. Vemos que a? é par, o que implica
que a é par. Escrevemos a = 2q. Introduzindo essa informacdo em 2b? = a? temos 2b* = (2¢)?, ou
2b? = 4¢?. Simplificando temos b? = 2. Portanto b também é par, e chegamos a uma contradi-
¢do. Concluimos que v/2 ndo é racional. O

Para provar que uma determinada proposicao implicativa € falsa, frequentemente basta apre-
sentar um exemplo de um objeto que faz parte do contexto da afirmacao mas para o qual ela ndo
é verdadeira. Denominamos tal tipo de exemplo de contraexemplo. Consideremos a afirmacao
“Seja a um ntimero real. Se a = 0 entdo a® > a.” Para constatar que essa afirmacao é falsa basta
considerar a = 1/2 e ver que a® = 1/4 < 1/2 = a. Nesse contexto se diz que a = 1/2 é um contrae-
xemplo, e fica estabelecido que a afirmacao é falsa.

8.8 Construcao de uma sequéncia dedutiva

A titulo de exemplo vamos construir uma pequena sequéncia dedutiva. Escolhemos fazer isso
no ambito da Aritmética por serem seus resultados de mais facil entendimento.

Comecamos com uma pequena investigacao. Consideremos os quadrados dos nameros natu-
rais com o objetivo de eventualmente obter alguma propriedade interessante:

0°=0, 1°=1, 2°=4, 3°=9, 4°=16, 5°=25 6°=36, 7°=49,
82=64, 9°=81, 10°=100, 11°2=121, 12°=144, 13>=169.

Como (—a)? = a?, podemos considerar quadrados de inteiros negativos e obter os mesmos
resultados. Observando detidamente essa tabela notamos varias propriedades. Por exemplo, do
ponto de vista da paridade, parece ocorrer que o quadrado de qualquer niimero par € par e o qua-
drado de qualquer impar é impar. Fazemos essas afirmacdes com base em uma quantidade finita
de exemplos. Conforme ja observamos, esse processo chama-se inducdo. Para que essas afir-
macoes sejam consideradas validas na Matemaética é necessario demonstrd-las com um processo
dedutivo, que leve em conta que os numeros inteiros sdo infinitos. Apelamos para a linguagem
algébrica, e procedemos da seguinte forma:
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Proposicao O quadrado de qualquer nimero par € par e o quadrado de qualquer impar é impar.

Demonstragdo. Se n é par podemos escrever n = 2q para algum ntimero inteiro g. Entdo n? =

29)? = 4qg* = 2(2g*) =21, sendo [ = 2¢* um nimero inteiro. Em consequéncia se n é par entdo n?
é par.

Suponhamos agora que 7 seja impar. Escrevemos n =2q + 1. Entdo n = 2q +1)? =4g* +4q +
1=2(2g*>+2g)+1=2I+1, sendo [ = 2g® + 2¢g um ntimero inteiro. Portanto, se n é impar entao n?
é impar. O

Encerramos a demonstracdo com o simbolo O para indicar seu término. Notemos que fize-
mos uma demonstracdo valida para todos os niimeros pares e todos os impares, considerando
que sao infinitos. Justificamos as afirmacoes da Proposicdo usando légica dedutiva, de modo que
essas afirmacoes podem fazer parte da Teoria dos Ntimeros.

Mas nossa investigacao deve considerar detalhes que talvez passem despercebidos num pri-
meiro momento. Fizemos afirmacoes sobre nlimeros inteiros pares e impares, mas existem nime-
ros inteiros de outro tipo? Se existirem, como € o seu quadrado? Outra pergunta: sdo verdadeiras
as afirmacoes reciprocas?

Vejamos. Para dividir um ntimero natural n > 0 por 2 podemos agrupar duas a duas suas unida-
des. Apenas um dos dois casos seguintes pode ocorrer: 1°) todas as unidades de n sdo agrupadas
duas a duas; 29) todas as unidades menos uma sdao agrupadas duas a duas. Por exemplo,

§=1+D+A+D+A+D+(1A+1) e 9=001+D+A+D+A+D+(1+1)+1.

Resumindo,8=2-4+0e9=2-4+1.

Assim, dado um numero natural n > 0 qualquer, temos n =2g+0 ou n = 2¢q + 1 para algum
numero natural g. O nimero natural g é a quantidade de grupos de duas unidades, e é chamado
quociente. Se n =2q + 0, dizemos que 0 € o resto da divisao de n por2,ese n=2q+1, oresto é 1.
No caso em que n =0, temos n = 2-0, portanto 0 é da forma 0 =2g +0, e o resto da divisao de 0 por
2 é 0. Por outro lado, se n é inteiro negativo, temos —n>0,e —-n=2g+00ou—-n=2g+1, e assim
n=2(-q)+0oun=2(-qg-1)+1, para algum inteiro q.

Em sintese temos o

Teorema Todo ntimero inteiro n se escreve em uma e apenas uma das formas
n=2q ou n=2q+1,
sendo g um numero inteiro.

Se n = 2q dizemos que n é par, e se n = 2q + 1, que é impar. Assim o Teorema acima diz que
todo nimero natural ou é par ou é impar.

Essas observac¢des poderiam, a principio, encerrar nossas investigacoes sobre a paridade dos
nameros naturais e seus quadrados. Mas, num exame mais detalhado, vemos que o Teorema
nao foi demonstrado com rigor. As afirmagdes “Para dividir um niimero natural n por 2 podemos
agrupar duas a duas suas unidades. Apenas um dos dois casos seguintes pode ocorrer: 1°) todas as
unidades de n sdao agrupadas duas a duas; 2°) todas as unidades menos uma sdo agrupadas duas
a duas” podem convencer mas sao apenas uma repeticao mais explicativa do que se quer provar.
Uma demonstragdo mais rigorosa, adaptada de [56], pagina 125, é:

Seja n um numero inteiro. Consideremos o conjunto
Sp=1{n—-2qtaisque n—2q =0 e g é namero inteiro}.

Notemos que S, é ndo vazio. De fato, se n = 0, basta tomar g = 0, e temos n—2q € S;,. Se
n <0, basta tomar g = —n e temos n—2qg = —n € S,,. Por outro lado, S, é limitado inferiormente
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por 0. Entdo, pelo Principio do Menor Numero Inteiro, S,, possui um menor elemento r, de modo
que r =0 e r = n—2qg para algum ntimero natural g. Se fosse r =2 o nimero s=n-2(g+1) =
n—2q—-2=r-2=0 seria um elemento de S,, com s < r, contrariando a propriedade de r ser
minimo. Logo r <2, de modo que r =0 ou r = 1. Portanto n =2qoun=2q+1.

Para completar observemos que um ntimero inteiro nao pode ser par e impar ao mesmo tempo.
Se isso ocorresse para algum ntmero 7, poderiamos escrever n = 2qg e n = 2p + 1 para nimeros
inteiros p e g. Igualando viria2g =2p + 1, ou 2(g — p) = 1. Nao podemos ter p = ¢q pois isso impli-
caria0 = 1. Mas g # p implicariag—p=1loug—-p=<-1,logo2(q—p)=2ou2(qg—p)<-2,0queé
uma contradicdo com 2(q — p) = 1. Portanto nao é possivel para qualquer nimero natural ser par
e impar ao mesmo tempo.

Esse raciocinio demonstra que todo ntimero inteiro »n se escreve em uma e apenas uma das
formas n=2q ou n=2q+1, sendo g um nimero inteiro, constatando a validade do Teorema.

Notemos que na demonstracdo acima usamos que todo conjunto ndo vazio de nimeros intei-
ros e limitado inferiormente tem um menor elemento. Essa propriedade é aqui considerada um
postulado, que usamos como afirmacao inicial em nossa pequena sequéncia dedutiva.

Desses estudos construimos a seguinte sequéncia dedutiva:

Axioma Todo conjunto ndo vazio e limitado inferiormente de nlimeros inteiros tem um menor
elemento.

Tomamos essa afirma¢do como um ponto de partida, e a consideramos verdadeira mesmo sem
demonstragao.

Teorema Todo nimero inteiro 7 se escreve em uma e apenas uma das formas
n=2qg ou n=2q-+1,

sendo g um ntmero inteiro.

A demonstracdo do Teorema esta feita acima.

Proposi¢do Seja 7 um niimero inteiro qualquer. Entdo n e n? t¢ém a mesma paridade.

Demonstragdo. Se n é par, podemos escrever n = 2¢q para algum nimero inteiro g. Entao n? =
(29)? = 4q* = 2(2g®) = 21, para | = 2¢*. Em consequéncia se n é par entdo n? é par.

Suponhamos agora que 7 seja impar. Escrevemos n =2q + 1. Entdo n? = 2q +1)?> = 4q* +4q +
1=2(2¢%*+2q)+1=2Il+1, sendo [ = 2¢* + 2q um ntimero inteiro. Portanto se n é impar entdo n?
¢é impar.

Reciprocamente, se n? é par, entdo n é par, pois, se n fosse impar, n? seria impar, pelo que
foi demonstrado acima. Mas n? ndo pode ser par e impar, logo n é par. Do mesmo modo se
demonstra que se n? é impar entdo n é impar. O

Para estudar uma sequéncia dedutiva completa para a Aritmética, incluindo construcao dos
numeros inteiros e as operacoes aritméticas, consulte [56] ou outros livros de Estruturas Algébri-
cas.

8.9 Problemas

Problema 8.9.1. Considere as sentencas S e T e a proposicao condicional P abaixo:
S: Todo brasileiro é carioca.
T: o inventor brasileiro Alberto Santos Dumont é carioca.
P: Simplica T
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Assinale a alternativa correta:

a) S é falsa, T é falsa e P é verdadeira.

b) S é falsa, T é falsa e P é falsa.

c) S éfalsa, T é verdadeira e P é falsa.

d) N3o existe a proposi¢ao P.

e) P é falsa, e Alberto Santos Dumont é um contraexemplo.

Informacgao: Alberto Santos Dumont nasceu na cidade de Palmira, Minas Gerais, em 20 de julho
de 1873. Essa cidade chama-se hoje Santos Dumont, em sua homenagem.

Problema 8.9.2. Na afirmacao do Teorema 8.1 distinga quais sao as hipoteses e qual € a tese. Com-
plete os detalhes da demonstracao desse Teorema calculando as somas dos termos das duas pro-
gressoes geométricas.

Problema 8.9.3. Um professor escreveu a seguinte afirmac¢do para seus estudantes: “Duas retas
que se intersectam, intersectam-se em exatamente um ponto”. Pediu depois aos estudantes que
transformassem essa afirmac¢do em outra equivalente mas na forma de proposi¢do condicional
“se ... entdo”. Um estudante escreveu: “Se P é um ponto, entdo as duas retas se intersectam exata-
mente em P”. Estd certo?

Problema 8.9.4. Consideremos a seguinte afirmacdo: “Sejam a e b nimeros naturais. Se ab =0
entdo a =0 ou b = 0". Escreva a afirmacdo contrapositiva correspondente. Explique por que é
mais facil demonstrar a afirmacao por contraposicao do que usando o método direto.

Problema 8.9.5. Coloque a afirmacéo “v/2 ndo é racional” do Teorema 8.2 no formato “Se P, entdo

Q"

Problema 8.9.6. Dé exemplos de proposicoes implicativas matematicas nas seguintes condicoes:
a) a afirmacao é verdadeira e sua reciproca também; b) a afirmacao é falsa e sua reciproca tam-
bém; c) a afirmacao é verdadeira e sua reciproca é falsa; d) a afirmacao é falsa e sua reciproca é
verdadeira.

Problema 8.9.7. No texto, na pagina 10, foi feito um comentdrio sobre a afirmacao “Seja a um nu-
mero real. Se a = 0 entdo a® = a.” Viu-se que ela é falsa e foi dado um contraexemplo. Examinando
detidamente esse contraexemplo, e possivelmente tentando outros, veja se existe uma forma de
ajustar a afirmacao para obter uma outra versao que seja verdadeira. Tente construir uma versao
0 mais completa possivel.

Problema 8.9.8. Considere as seguintes afirmac¢des sobre um niimero natural qualquer n:

Afirmagdo I: Se n é par, entdo n? é par.

2

Afirmacao 2: Se n é impar, entdo n° é impar.

Explicite as afirmacdes reciprocas de cada uma, assim como as contrapositivas. O que vocé
observa de interessante?

Problema 8.9.9. Considere o seguinte sistema axiomdtico. 1. conceitos primitivos: letras e pa-
lavras. 2. Axiomas: A;: toda palavra é um conjunto de letras;, Ay: existem exatamente quatro
palavras; As: duas palavras diferentes quaisquer tém exatamente uma letra em comum; A4: toda
letra pertence a exatamente duas palavras. Descubra teoremas nessa teoria.
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Problema 8.9.10. Foi pedido a um estudante que justificasse a seguinte proposi¢do condicional:
“Se os lados de um tridngulo medem 3, 4 e 5, entdo ele é retangulo”. O estudante argumentou da
seguinte forma: “O Teorema de Pitdgoras diz que dado um tridngulo retangulo de hipotenusa a
e catetos b e c, vale que a’ =b%>+c% Como52=25e33+42=9+16 =25, entdo o triangulo é

retangulo”. Esté correto?

Problema 8.9.11. Um estudante observou que n?+8 nio é primo para n = 1 e é para n = 3. Decidiu
investigar para quais ntimeros naturais 72 + 8 pode ser primo. Percebeu logo que n nio pode ser

par. Para obter mais informacdes construiu a seguinte tabela:

32+8 =17 é primo
52+8 =33=3-11ndo é primo
72 +8 =57 =3-19ndo0 é primo
9% +8 =89 éprimo
112+8 =129 =3-43 ndo é primo

132 +8 =177 =3-59 ndo é primo
152 +8 =233 é primo
172 +8 =297 = 11-27 ndo é primo
192 +8 =369 =9-41nio é primo
212 +8 =449 é primo

Examinando cuidadosamente esse dados, o estudante fez as seguintes conjecturas:

Conjectura 1: se n é par, entdo n + 8 ndo é primo (essa ele ja sabia).

Conjectura 2: se n é impar e ndo é multiplo de 3, entdo 1 + 8 ndo é primo.

Conjectura 3: se n é impar e é multiplo de 3, entdo n? + 8 é primo.

Complete a investigacao do estudante. Todas as conjecturas sdo verdadeiras? Alguma outra

conjectura? Justifique suas conclusoes.

Figura 8.4. Euclides de Alexandria foi um dos mais importantes ma-

tematicos da Antiga Grécia. Acredita-se que estudou na Academia de
Platdo. Viveu em Alexandria durante o reinado de Ptolomeu I Soter
(305a.C a 282 a.C), e foi professor da famosa biblioteca dessa cidade.
Compilou grande parte da Matemadtica de seu tempo em sua obra
Os Elementos, procurando apresentd-la de forma rigorosa. Em par-
ticular, em Geometria, desenvolveu um sistema axiomético, posteri-
ormente popularizado com o nome Geometria Euclidiana. Euclides
também escreveu livros sobre 6ptica, se¢des conicas, geometria es-

férica e astronomia.




Capitulo 9

Inicio da Geometria Euclidiana Plana

9.1 Introducao

Apresentamos, nos capitulos seguintes, um recorte da Geometria Euclidiana através de um sis-
tema de axiomas bem simples, o mais proximo possivel da forma com que a Geometria é estudada
no ensino bésico. Adaptamos as propostas de alguns autores, como [5], [16], [35], [53], [55] e [68].

A intencao é servir de guia para o estudo da Geometria Euclidiana através do método axio-
matico. Escolhemos um sistema de axiomas que acompanha de perto o trabalho cotidiano do
professor. Nao temos a intencdo de fazer uma apresentacao completa e nem de utilizar o melhor
sistema axiomatico disponivel na literatura. Nosso propdsito é o de prover ao professor a opor-
tunidade de reconstruir seu conhecimento de Geometria sob um ponto de vista que proporciona
maior precisdo no pensamento e permite uma organizacao dos resultados basicos da Geometria
Euclidiana em uma sequéncia dedutiva. Insistimos em dizer que ndo esperamos que o professor
aplique o método axiomaético no ensino bdsico, mas que, ao estuda-lo, se sinta mais seguro no
ensino da Geometria.

Embora apresentemos neste Capitulo e no préximo a maior parte dos axiomas da Geometria
Euclidiana, nos concentramos, inicialmente, nos resultados da Geometria Euclidiana Plana. A
Geometria Euclidiana Espacial é abordada no Tomo III.

9.2 Acepcoes iniciais

A Geometria Euclidiana pressupde a existéncia do espaco como o conjunto de todos os pon-
tos, e admite que nesse espaco existem subconjuntos especiais, denominados planos e retas, ca-
racterizados por certas propriedades que descrevemos através de uma colecao de regras. Essas
entidades, pontos, retas, planos e espaco, assim como as propriedades iniciais que as descrevem,
sdo assumidas como no¢des comuns. Provém do aprendizado espontaneo que ocorre através de
nosso contato biolégico e animico com o meio.

Neste texto as regras as quais nos referimos chamam-se axiomas e definigoes. Inspirados pelo
nosso conhecimento espontaneo iniciamos o estudo da Geometria fazendo investigacdes sobre
esses elementos bdsicos, o ponto, a reta e o plano, procurando determinar suas propriedades e
relacoes reciprocas. Analisando e aplicando o método dedutivo, extraimos dessas regras afirma-
¢Oes, as quais constituem os resultados de nossos estudos. Esses resultados sdo expressos em
frases que sao distinguidas no texto com alguns nomes especiais. As afirmag¢6es mais importantes
sdo denominadas teoremas, e as afirmacdes menos importantes ou auxiliares sio denominadas
proposigoes, lemas, coroldrios e escolios.

15
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Seguimos o costume de representar os objetos geométricos através de letras. Geralmente os
pontos sao referidos pelas letras maitisculas do alfabeto latino, como A, B, C, P, Q, as retas por
letras minudsculas, como r, se t, e os planos por letras do alfabeto grego, como a, 3, y. Essas regras
de representa¢do nao sao fixas, pois podem ocorrer variagdes. Observamos que, em geral, prefe-
rimos comunicar o conceito ou o raciocinio com palavras, evitando o uso excessivo de simbolos.
Pensamos que dessa forma nos aproximamos melhor do trabalho do professor que desenvolve
seu fazer pedagbgico no ensino bdsico.

O método axiomaético puro prescinde do uso de desenhos. Entretanto, essa concepc¢do esta
distante do cotidiano do professor, de modo que aqui usamos esse recurso para facilitar a comuni-
cacao de ideias e como auxilio ao raciocinio. Alertamos que um desenho nada demonstra, apenas
ilustra uma situacdo. Devemos ter o cuidado de ndo usar propriedades observadas em desenhos
como recurso de deducao. Esse procedimento pode ser adotado num contexto de “deducao in-
formal”, mas no método axiomaético a proposta é que todas as propriedades sejam deduzidas dos
axiomas ou de suas consequéncias.

A representacdo de objetos geométricos abstratos através de figuras depende de convencoes
que devem estar claras. Na Figura 9.1 vemos representagdes usuais de pontos, retas e planos con-
forme sdo aplicadas neste texto.

Be

A® s

Figura 9.1. Representacdes de pontos, retas e plano com nomes.

Exemplo 9.1. Ndo hd nada que impeca considerar geometrias finitas, constituidas por uma co-
lecao finita de elementos. Consideremos o espaco & = {A, B, C} formado por trés elementos, que
chamamos de pontos. Definimos nesse espaco trés retas, a saber: r; = {A,B}, r, = {A,C} e r3 =
{B,C}, e um plano, a = {A, B, C}, que é o proprio espaco. E uma Geometria bem simples, ndo tem
axiomas, s6 definicGes, e parece que tem apenas dois teoremas: Dois pontos diferentes determinam
uma e uma unica reta e Duas retas quaisquer se intersectam em um tinico ponto. Para demonstrar
esses teoremas basta examinar todos os casos possiveis e verificar que a afirmacao em foco é ver-
dadeira para cada um deles. Essa Geometria deve ser o sonho de muitos estudantes, pois para
fazer uma prova avaliativa ndo é necessario estudar muito. Mas, para que serve essa Geometria
além de algumas poucas aplica¢gdes? Ela ndo tem a capacidade de descrever o entorno em que
vivemos.

9.3 Problemas

Problema 9.3.1. Comente as representacdes de pontos retas e planos apresentadas na Figura 9.1.
Essas representacoes condizem com suas concepgoes pessoais sobre esses elementos geométri-
cos? Quais sao as limitacoes dessas representacoes? Vocé tem outras representacoes preferidas?
Descreva-as e, se prefere adotd-las, justifique por que.
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Problema 9.3.2. Demonstre os dois teoremas enunciados no Exemplo 9.1.

Problema 9.3.3. Construa uma Geometria com quatro pontos que seja a mais rica possivel. Des-
cubra teoremas nessa Geometria.

Problema 9.3.4. Na Geometria finita do Exemplo 9.1 as retas estdo definidas. Na Geometria Eu-
clidiana as retas ndo sao definidas, mas assumidas como nocao espontanea. Um estudante nao
se conformou com isso e prop0s a seguinte afirmacao como definicdo de reta: “reta é uma linha
continua que nao entorta e prossegue sempre tanto de um lado como de outro”. Analise essa pro-
posta.

Problema 9.3.5. Verifique se a seguinte afirmacao é uma definicdo de ponto: “ponto é a parte
indivisivel da matéria”.

Problema 9.3.6. Verifique se a seguinte descri¢do é adequada para uma definicao de plano: “um
plano € a figura que se obtém conduzindo-se uma reta perpendicularmente a outra reta que serve
de suporte’.

Problema 9.3.7. Descreva como é a sua nocao espontanea de ponto. Ela é comum a todos os seres
humanos? Se nao for, quais os problemas que isso acarreta a teoria da Geometria Euclidiana?

9.4 Axiomas de existéncia e posicao

Iniciamos a constru¢do de um modelo axiomético da Geometria Euclidiana. Consideramos
noc¢oes espontaneas o conceito de conjunto ou colecdo, assim como os termos usados em seu
campo conceitual, por exemplo, elemento de um conjunto, pertencer, conter, contido, reunidao
e intersecdo de conjuntos, etc. Nesse contexto costuma-se empregar expressoes de sabor mais
geométrico. Por exemplo, dizemos que dois conjuntos se intersectam ou incidem se sua interse-
¢do é ndo vazia. Dizemos que um ponto estd em um conjunto quando ele é um elemento desse
conjunto, e, caso contrdrio, dizemos que o ponto estd fora do conjunto.

Consideramos também como no¢ao espontanea o conceito de ponto, e chamamos de espaco a
colecao de todos os pontos. No espaco consideramos subconjuntos especiais, as retas e os planos,
determinados, conforme ja explicamos, por propriedades que descrevemos a seguir.

Nosso primeiro axioma estabelece que temos uma quantidade suficiente de pontos no espaco,
nos planos e nas retas para iniciarmos a construcao da Geometria Euclidiana.

Um conjunto de pontos se diz colinear se todos os seus pontos estiverem contidos numa
mesma reta, e se diz coplanar se todos os seus pontos estiverem contidos num mesmo plano.

Axioma l. (ndo trivialidade)
O espago contém pelo menos quatro pontos ndo coplanares.

O Axioma 1 nos diz que o espa¢o ndo se reduz a um plano. Observe que esse Axioma nao
afirma que existem planos. Isso sera estabelecido mais adiante. O Axioma 1 afirma que existem
pelo menos quatro pontos e ndo existe um plano que contenha todos eles.
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O axioma seguinte estabelece uma escolha a respeito da relagdo entre retas e pontos, e deter-
mina uma direcdao de percurso no sistema dedutivo.

Axioma 2. (da reta)
(a) Dados dois pontos diferentes, existe uma e uma tnica reta que os contém. (b) Toda reta
contém pelo menos dois pontos.

Dados dois pontos A e B, areta que eles determinam € indicada por AB. Dizemos que AB é a
reta determinada por A e B, ou que € a reta que passa por A e B. A Figura 9.2 ilustra essas ideias.

Figura 9.2. Representacoes usuais de reta determinada por dois pontos.

O Axioma 2 nos permite demonstrar nosso primeiro resultado. Duas retas (diferentes) que se
intersectam se dizem concorrentes.

Teorema 9.2. Se duas retas (diferentes) sdo concorrentes, entdo sua interse¢cdo contém um Unico
ponto.

Demonstragdo. Argumentamos por contradicao. Suponhamos que existam duas retas diferentes
que se intersectam em mais de um ponto. Entdo existem dois pontos diferentes determinando
duas retas diferentes, o que contraria o Axioma 2, parte (a). Portanto, se duas retas sdo concorren-
tes, a interse¢ao contém um unico ponto. O

Se dois pontos determinam uma reta, quantos pontos sao necessdrios para definir um plano?
Fica estabelecido que

Axioma 3. (incidéncia entre pontos e planos)

(a) Dados trés pontos quaisquer, existe um plano que os contém. (b) Dados trés pontos nao
colineares quaisquer, existe um tinico plano que os contém. (c) Todo plano contém pelo menos trés
pontos ndo colineares.

Precisamos de uma constatacdao mais exata sobre a relacao entre reta e plano: como sabemos
se uma reta estd contida em um plano? Para isso observamos o

Axioma 4. (incidéncia entre reta e plano)
Se dois pontos de uma reta estdo em um plano, entdo a reta estd contida nesse plano.

Confira ilustracao na Figura 9.3.
Nosso segundo resultado, assim como o primeiro, também estabelece uma propriedade de
unicidade.

Teorema 9.3. Se uma reta intersecta um plano que ndo a contém, a interse¢do contém um Unico
ponto.
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Figura 9.3. Ilustracdo do Axioma 4 da incidéncia entre reta e plano.

Demonstragdo. Argumentamos por contradicdo. Suponhamos que existam uma reta e um plano
que ndo a contém, e que sua intersecao contenha mais de um ponto. Entdo existem dois pontos
da reta no plano. Pelo Axioma 4 a reta deveria estar contida no plano, mas nao esta. Isso é uma
contradicdo. Portanto, se uma reta intersecta um plano que nao a contém, a interse¢dao contém
um Unico ponto. Essa ideia estd ilustrada na Figura 9.4. O

o
77

/

Figura 9.4. Ilustracdao do Teorema 9.3.

Seguem dois teoremas, cada um com duas afirmacdes, uma sobre existéncia e outra sobre
unicidade.

Teorema 9.4. Dados uma reta e um ponto fora da reta, existe um tinico plano que os contém.

Demonstragdo. Seja r umareta e P um ponto que nao esteja nela contido. Em virtude do Axioma
2, parte (b), r tem pelo menos dois pontos A e B.

Figura 9.5. Ilustracdao do Teorema 9.4.

Vejamos primeiro que existe um plano que contém r e P. Em virtude do Axioma 3, parte (a),
existe um plano @ que contém os pontos A, B e P. Pelo Axioma 4, r estd contida em «, pois essa
reta tem dois pontos em a. Portanto a contém r e P.

Vejamos agora que o plano que contém r e P é inico. De fato, qualquer plano nessas condicoes
contém os pontos ndo colineares A, B e P, e, portanto, sO existe um, pelo Axioma 3, parte (b). Essa
demonstracdo estd ilustrada na Figura 9.5. O

Teorema 9.5. Dadas duas retas (diferentes) que se intersectam, existe um unico plano que as con-
tém.
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Demonstragdo. Sejam r e s retas (diferentes) que se intersectam em um ponto P. Usando o Axi-
oma 2, parte (b), podemos escolher um ponto A em r diferente de P e um ponto B em s diferente
de P. Observemos que A # B, pois se fossem iguais as retas r e s teriam em comum dois pontos,
e seriam a mesma reta pelo Axioma 2, parte (a). Portanto A, B e P sdo trés pontos nao colineares.
Pelo Axioma 3, parte (a), existe um plano a que os contém. Como A e P estdo em «, o Axioma 4
afirma que r estd contido em a. Como B e P estdo em a, o Axioma 4 afirma que s estd contido em
a. Encontramos um plano que contém as duas retas.

Para ver que esse plano é tnico, basta observar que se dois planos contém r e s, entdo eles
contém os trés pontos nao colineares A, B e P, logo, pelo Axioma 3, parte (b), eles sdo o mesmo
plano. O

Terminamos essa lista inicial de Axiomas com um que estabelece uma propriedade fundamen-

tal da relacao entre planos:

Axioma 5. (incidéncia entre planos)
Se dois planos diferentes se intersectam, a intersecdo é uma reta.

Esse Axioma estd ilustrado na Figura 9.6, em que vemos os planos a e  se intersectando na
retar.

Figura 9.6. Ilustracdo do Axioma 5 da incidéncia entre planos.

Iniciamos dessa forma nosso estudo da Geometria Euclidiana, enunciando cinco principios
que estabelecem relagdes bdsicas entre pontos, retas e planos. Vocé se sentiu incomodado com
alguma das propriedades? Provavelmente néo, pois sao propriedades que sao percebidas natural-
mente pelos seres humanos. Ocorre apenas que estamos fazendo agora uma abordagem axiomé-
tica dessas no¢des com o intuito de construir uma organizacao da Geometria que parte de seus
elementos mais simples e, através da deducao, obtém resultados mais complexos.

Existem muitos outros resultados que podemos demonstrar usando os axiomas desta secao.
As vezes usamos essas propriedades sem muito questionamento, por nos parecerem 6bvias. Por
exemplo, o Teorema 9.2 diz que “Se duas retas (diferentes) sdo concorrentes, entdo a intersecao
contém um Unico ponto”. Mas, podemos perguntar, existem retas concorrentes? O enunciado
do teorema ndo depende dessa resposta, pois é possivel reler esse enunciado da seguinte forma:
“Se existirem duas retas (diferentes) concorrentes, entdo sua intersecao contém um tinico ponto”.
Para ver que realmente existem retas concorrentes, observemos que o espa¢o tem pelo menos
quatro pontos ndo coplanares. Isso significa que existem trés pontos nao colineares (por qué?).
Sejam entdo A, B e C trés pontos nao colineares. Seja r a reta determinada por A e B, e seja s a
reta determinada por B e C. Essas retas sao diferentes, pois os pontos A, B e C ndo sao colineares.
Entao r e s sdo retas concorrentes (concorrem no ponto B).
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Por outro lado, devemos ficar atentos, pois existem propriedades que nos parecem 6bvias mas
que ndo podemos provar com esses cinco primeiros axiomas apenas. Por exemplo, costumamos
aceitar que toda reta tem infinitos pontos. De fato, a Geometria Euclidiana contém essa afirmacao,
mas para estabelecé-la precisamos de mais axiomas.

Observamos que pode ndo ser ficil constatar que uma determinada propriedade nao pode ser
provada com um certo conjunto de axiomas. Mesmo se muitas pessoas tentarem uma demons-
tracdo e ndo conseguirem, ainda assim nao podemos afirmar que ndo € possivel encontrar a tdo
procurada justificativa. O caminho para isso, ja conhecido dos matemaéticos, consiste em cons-
truir um modelo de geometria para o qual sejam verdadeiros os axiomas considerados, mas nele
ndo seja verdade a afirmacdo investigada.

Assim, para constatar a afirmacao os cinco axiomas 1 a 5 ndo implicam que toda reta tem in-
finitos pontos, precisamos de um modelo de geometria que obedece a esses cinco axiomas mas
no qual existem retas com uma quantidade finita de pontos. O estudante pode ver que o modelo
apresentado no Problema 9.5.19 satisfaz a essas condicoes.

Apresentamos na lista de problemas a seguir vdrias propriedades, a maioria muito simples, de
modo que o estudante possa testar sua atencao.

9.5 Problemas

Para as demonstracoes dos problemas desta se¢dao, devem ser usados exclusivamente os axio-
mas e resultados da Secao 9.4.

Problema 9.5.1. Faca seus préprios desenhos ilustrando o Axioma 1 e os Teoremas 9.2 € 9.5.

Problema 9.5.2. Examine nossos desenhos da Secdo 9.4, utilizados para ilustrar algumas propri-
edades. Eles mostram todas as situagoes possiveis relativas a essas propriedades?

Problema 9.5.3. A partir de que ponto de nossa sequéncia dedutiva podemos afirmar que existe
pelo menos uma reta? E quanto a planos?

Problema 9.5.4. Podemos afirmar que, dados dois pontos, existe um plano que os contém? Por
qué?

Problema 9.5.5. Considere quatro pontos nas condi¢ées do Axioma 1. Demonstre que trés quais-
quer desses pontos ndo sao colineares. Explicite todos os axiomas que vocé usou.

Problema 9.5.6. a) Em uma Geometria Euclidiana sdao dados dois pontos A e B em uma reta r
e um ponto C fora de r. Explique por que A, B e C ndo sao colineares. b) Dé um exemplo para
mostrar que essa propriedade nao é vélida em geral em geometrias ndo euclidianas.

Solugdo de a). Se A, B e C fossem colineares existiria uma reta s contendo os trés pontos, e essa
reta s e areta r teriam dois pontos em comum, a saber, A e B. Em virtude do Axioma 2, parte a),
teriamos r = s. Mas entdo C pertenceria a r, e isso seria uma contradi¢do. Portanto A, B e C ndo
sdo colineares.

Solugdo de b). Consideremos a Geometria da Superficie Esférica (GSE), em que o espaco € a super-
ficie de uma esfera, e as retas sao os seus circulos médximos. Tomemos dois pontos antipodas A e
B e um outro ponto C. Existe um circulo méaximo r que contém A e B mas ndo contém C. Logo os
pontos A, B e C satisfazem as condi¢oes dadas. Mas existe outro circulo maximo s que contém A,
B e C, e assim esses trés pontos sao colineares. Portanto a afirmacao nao vale na GSE.
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Outro exemplo: considere o conjunto {A, B,C} no qual definimos as retas r = {A,B} e s =
{A, B,C}. Assim os pontos A, B e C satisfazem as condi¢cdes dadas mas sao colineares.

Essas duas geometrias nao sdo euclidianas, em particular por que ndo satisfazem o Axioma 2
parte (a).

Problema 9.5.7. Usando apenas os axiomas e teoremas da Secao 9.4, explique por que: a) dado
qualquer plano, sempre existe pelo menos um ponto fora dele; b) dada qualquer reta, sempre
existem pelo menos dois pontos fora dela.

Solugdo de a). Seja a um plano qualquer. Pelo Axioma 1 existem pelo menos quatro pontos nao
coplanares. Logo pelo menos um desses pontos esté fora do plano a.

Solugdo de b). Seja r uma reta qualquer. Pelo Axioma 1, existem pelo menos quatro pontos nao
coplanares A, B, C e D. Se nenhum ou apenas um desses pontos estiverem em r, terminamos.
Suponhamos que dois desses pontos estejam em r, digamos A e B. Suponhamos que C também
estd em r. Pelo Axioma 3, parte a), existe um plano que contém A, B e D. Pelo Axioma 4, esse
plano contém a reta r (pois contém dois pontos de r). Logo esse plano contém o ponto C, e assim
contém todos os quatro pontos, o que é uma contradicao. Portanto C ndo estd em r. Da mesma
forma se prova que D ndo estd em r. Provamos que pelo menos dois dos quatro pontos ndo estdao
emr.

Problema 9.5.8. Explique por que no espaco existem pelo menos trés retas que se intersectam no
mesmo ponto.

Problema 9.5.9. a) Explique por que em qualquer plano existem pelo menos trés retas que se
intersectam duas a duas em trés pontos diferentes. b) Justifique: se trés retas se intersectam duas a
duas em trés pontos diferentes, entao elas estdo no mesmo plano. c¢) Desenhe trés retas diferentes
que se intersectam duas a duas e ndo estdo no mesmo plano.

Problema 9.5.10. Usando apenas os axiomas e resultados da Secao 9.4, prove que: a) dado um
ponto, existem pelo menos trés retas que o contém; b) dada uma reta, existem pelo menos dois
planos que a contém; ¢) dado um ponto em um plano, existem pelo menos duas retas contidas no
plano e que contém o ponto; d) dado um ponto, existe pelo menos um plano que ndo o contém;
e) dada uma reta, existe pelo menos um plano que ndo a contém.

Solugdo de d). Seja A um ponto dado. Existem pelo menos mais trés pontos B, C e D de modo
que esses quatro pontos ndo sejam coplanares (a negacdo disso contrariaria o Axioma 1). Seja
a o plano que contém B, C e D (existe pelo Axioma 3). Esse plano ndo contém A, pois se isso
ocorresse, 0s quatro pontos seriam coplanares.

Problema 9.5.11. Veja se, usando apenas os axiomas e resultados da Secdo 9.4, é possivel provar
que: a) Dado um plano, existem duas retas, nele contidas, que nao se intersectam; b) existem uma
reta e um plano que nio se intersectam; c¢) existem dois planos que nao se intersectam.

Problema 9.5.12. Prove que dado um ponto fora de uma reta existe uma reta que o contém e que
nao intersecta a reta dada. Faca um desenho ilustrando essa situacao.

Problema 9.5.13. Verifique se, usando apenas os axiomas da Secao 9.4, da para provar que todo
plano tem infinitos pontos.

Problema 9.5.14. Uma mesa de quatro pernas pode oscilar as vezes, e uma mesa de trés pernas
estd sempre firme. Explique por que isso ocorre a luz dos axiomas da Secao 9.4.
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Problema 9.5.15. Dados quatro pontos do espaco, quantas retas eles determinam?

Problema 9.5.16. Dados n pontos do espaco tais que nao existem trés colineares, quantas retas
eles determinam?

Problema 9.5.17. Levando-se em conta apenas os axiomas da Secao 9.4, quantos planos ha no
espac¢o, no minimo?

Problema 9.5.18. Nosso sistema de axiomas ndo é o mais econdmico possivel. Por exemplo, o
Axioma 5 pode ser substituido pela seguinte afirmacdo: “Se dois planos diferentes se intersectam,
aintersecao contém pelo menos dois pontos”. Prove que isso implica que a intersecao é uma tinica
reta.

Problema 9.5.19. Considere a seguinte Geometria Finita: o espaco & = {A, B, C, D} é formado por
quatro elementos, que chamaremos de pontos. Os planos sdo todos os subconjuntos com trés
pontos, e as retas sao todos os subconjuntos com dois pontos. Mostre que essa geometria satisfaz
0os Axiomas 1 a 5.

Problema 9.5.20. Vemos na Figura 9.7 um esboco inicial de um mapa dedutivo da Secao 9.4. Ele
mostra que o Teorema 9.2 depende do Axioma 2 e o Teorema 9.3, do Axioma 4. Complete o mapa
assinalando de quais axiomas dependem os Teoremas 9.4 e 9.5. Localize no mapa as definicoes
desta Secdo. Inclua ainda alguns problemas da Secao 9.5, como 9.5.7 a) e 9.5.12.

| Axioma 1 | | Axioma 2 | | Axioma 3 | | Axioma 4 | | Axioma 5 |

| Teorema 9.2 | | Teorema 9.3 | | Teorema 9.4 | | Teorema 9.5 |

Figura 9.7. Esboco de mapa dedutivo da Sec¢ao 9.4.

9.6 Axiomas de medida

Os objetos geométricos podem ser comparados entre si quanto a sua extensdo. A extensao dos
objetos é expressa por nimeros, pelo que necessitamos de métodos para relacionar as formas com
os numeros. Os numeros também permitem determinar a localizacao de objetos relativamente a
outros objetos. No momento vamos nos ocupar apenas das medidas lineares, que dizem respeito
as distancias entre pontos. A técnica mais comum que utilizamos para medir distancias é o uso
de uma régua metrizada, ou outro instrumento similar. Observando atentamente essa técnica
e abstraindo suas propriedades, obtemos um conjunto de afirmagdes que organizamos em trés
axiomas, denominados “axiomas de medida”.

Antes de apresentd-los observamos que o sistema axiomatico que aqui adotamos, em busca
de simplicidade, lanca mao, o mais cedo possivel, do conjunto dos nimeros reais. Dessa forma
supomos que o estudante tem conhecimento desse conjunto e de suas propriedades bdsicas.

Iniciamos reconhecendo que, dados dois pontos quaisquer no espa¢o, podemos medir a dis-
tancia entre eles. Esse primeiro axioma afirma também que o método de medir estd estabelecido,
de modo que a distancia entre dois pontos é uma so.

Axioma 6. (da distancia)
A todo par de pontos diferentes corresponde um uinico nuimero real positivo.
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Definicao 9.6. A distdncia entre dois pontos é o numero dado pelo Axioma 6. Convém definir a
distancia de um ponto a ele mesmo como zero. Se A e B sdo dois pontos, a distancia entre eles
serd anotada por AB ou BA, ou ainda por d(A, B).

Continuamos com o

Axioma 7. (darégua)

Os pontos de qualquer reta podem ser postos em correspondéncia com os ntimeros reais de modo
que:
1) a cada ponto da reta corresponde um tinico niimero real;
2) a cada niimero real corresponde um tinico ponto da reta;
3) a distancia entre dois pontos quaisquer da reta é o valor absoluto da diferenca dos niimeros cor-
respondentes.

Definicao 9.7. Uma correspondéncia do tipo descrito pelo Axioma 7 é chamada sistema de coor-
denadas. Dado um ponto da reta, o nimero que lhe corresponde nesse sistema de coordenadas é
chamado coordenada desse ponto.

A B r
a b

Figura 9.8. Dois pontos em uma reta e suas coordenadas.

Vemos na Figura 9.8 ilustracdao de uma reta r com destaque de dois pontos A e B e suas res-
pectivas coordenadas a e b. Combinando a parte 3) do Axioma 7 e a Definicao acima temos
AB = |a— b|. Notemos que |a— b| = |b— al, o que condiz com o fato de que os nimeros AB e
B A sdo iguais, isto é, a distancia entre dois pontos ndo depende da ordem segundo a qual eles sdo
considerados. Notemos ainda que um sistema de coordenadas é uma funcao bijetiva o : r — R
que satisfaz a condicao 3) do Axioma 7.

Observamos que, dada uma reta, podemos associar a ela inumeros sistemas de coordenadas,
“deslocando” a régua na direcao da reta ou trocando o sentido de direcao. Para fixar um sistema
podemos usar o

Axioma 8. (da colocagdo da régua)
Dados dois pontos A e B em uma reta, o sistema de coordenadas pode ser escolhido de tal modo
que a coordenada de A seja zero e a de B seja positiva.

O Axioma 8 estd ilustrado na Figura 9.9. Dada uma reta r e dois pontos A e B dessa reta,
imaginamos que “encostamos” nela uma régua de forma conveniente para que a coordenada de
A seja zero e a de B seja positiva. Imaginamos uma régua infinita com todos os nimeros reais.

A B r
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-2 -1 0 1 2 3 4

Figura 9.9. Ilustracdo do Axioma da colocacdo da régua.

Segue aimportante definicao do conceito de “estar entre”. Ela prepara a definicao de segmento,
feita logo depois.
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Definicao 9.8. Dados trés pontos diferentes A, B e C em uma reta, dizemos que B estd entre Ae C
quando AB+ BC = AC. Se isso ocorrer anotamos A— B —C.

Observamos que a nocao de estd entre s6 existe para pontos de uma mesma reta. Assim, se
dissermos: “B estd entre A e C”, isso significa automaticamente que esses trés pontos estdao na
mesma reta. Notemos também que AB + BC = AC se e somente se CB+ BA = CA, portanto A —
B-Céomesmoque C—B—A.

Definicoes 9.9. Dados dois pontos diferentes A e B, o segmento de reta (ou, simplesmente, seg-
mento) AB € o conjunto dos pontos A e B e de todos os pontos C que estao entre A e B. Os pontos
A e B sdo chamados extremidades do segmento AB. Os pontos que estdo entre A e B formam o
interior de AB. Os pontos da reta AB que nao pertencem ao segmento AB constituem o exterior
do segmento na reta. O comprimento ou medida do segmento AB é o nimero AB definido pelo
Axioma 6. A reta AB pode ser chamada de reta suporte de AB.

Observe que, da definicdo de estar entre, AB e BA indicam o mesmo conjunto.

Os segmentos AB e CD podem ser diferentes como conjuntos de pontos. Entretanto, podem
ter a mesma medida. Nesse caso dizemos que eles sao congruentes, e anotamos AB = CD.

Dados pontos diferentes A e B, a semirreta ABéo conjunto dos pontos de AB e dos pontos C
tais que B estd entre A e C. O ponto A chama-se origem de AB. Se Aestd entre B e C entdo AB e
AC sdo chamadas semirretas opostas.

Dados trés pontos A, B e C nao colineares, o tridngulo ABC é o conjunto ABU BC U AC. Os
pontos A, B e C sao chamados vértices do triangulo, e os segmentos AB, BC e AC sdo seus lados.
Os comprimentos desses segmentos também sao chamados lados. A soma dos lados de um
triangulo € o seu perimetro, e a metade desse valor chama-se semiperimetro.

Se os trés lados de um tridngulo sdo diferentes dois a dois, ele se chama escaleno. Se dois lados
de um tridngulo sdo iguais, ele se chama isdsceles.

Confira, na Figura 9.10, desenhos de segmento, semirreta e triangulo.

A C
Figura 9.10. Desenhos de segmento, semirreta e triangulo.

Observamos que temos usado a mesma notacao AB para indicar segmento (que é um conjunto
de pontos) e seu comprimento (que € um ntimero). Em geral o contexto deixa claro do que se trata.
Quando houver possibilidade de confusao devemos antecipar esse simbolo com uma das palavras
“segmento” ou “comprimento” (ou “medida”).

Aproveitamos a oportunidade para definir mais uma importante figura da Geometria, a cir-
cunferéncia:

Definicoes 9.10. Dado um ponto O em um plano a e dado um ntimero real positivo p, a circun-
feréncia em a de centro O e raio p é o conjunto dos pontos de a cuja distanciaa O é igual a p. O
ponto O chama-se centro da circunferéncia, e o nimero p chama-se raio. Um segmento com uma
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extremidade no centro de uma circunferéncia e outra nela propria também se chama raio. Um
segmento cujas extremidades estdo em uma circunferéncia chama-se corda. Se a corda contém o
centro da circunferéncia, ela se chama didmetro.

Dada uma circunferéncia de raio p, todos os seus didmetros tém a mesma medida, igual a 2p.
Essa medida também é chamada de didmetro. Confira desenhos de circunferéncias na Figura9.11.

Figura 9.11. Desenhos de uma circunferéncia e seu centro, uma circunferéncia com um raio e uma
corda, e uma circunferéncia com um didmetro.

Na Secao 9.8 estudamos os axiomas de separacao. Esse conceito exige a compreensdo do que
é denominado conjunto convexo. Vamos adiantar agora sua definicdo de modo que o estudante
possa refletir sobre ela.

Definicao 9.11. Um subconjunto do espaco com dois pontos ou mais se diz convexo se, dados
dois pontos quaisquer desse conjunto, o segmento determinado por eles estd inteiramente nele
contido. O conjunto vazio e o conjunto unitdrio (isto é, que tem apenas um ponto) também sdo
ditos serem convexos.

Na colecao de problemas da Secao seguinte apresentamos varios pequenos desafios sobre con-
juntos convexos, e assim estaremos nos preparando para prosseguir nossos estudos. No momento
observamos apenas que é facil desenhar conjuntos convexos e nao convexos. A Figura 9.12 apre-

senta varios deles.
(@ (b) (© (d)

Figura 9.12. Figuras do plano convexas e ndo convexas.

Um exame visual da Figura 9.12 nos mostra que os conjuntos (a) e (b) sao convexos e (c) e (d)
ndo sdo. Lembramos, entretanto, que a proposta do método axiomadtico, que ora estamos estu-
dando, é que as afirmacgdes necessitam serem demonstradas dentro da sequéncia argumentativa
adotada. Vejamos, como exemplo, o conjunto (a) da Figura 9.12. Se nos for dito que ele representa
uma circunferéncia e seu interior, é necessdrio que antes tenha sido definido o que € o interior de
uma circunferéncia. Essa definicdo é solicitada do estudante no Problema 9.7.13. Em seguida é
preciso demonstrar que o conjunto formado por uma circunferéncia e seu interior satisfaz a con-
dicdo da Defini¢do 9.11. Tratamento semelhante deve ser dado ao conjunto (b) da Figura 9.12, que
representa um tridngulo e seu interior.
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Para provar que um conjunto é convexo € preciso considerar dois
quaisquer de seus pontos, e argumentar que todo o segmento por eles
determinado esta contido no conjunto. O argumento deve ser geral, e
servir para quaisquer pontos do conjunto. Confira a Figura 9.13.

Figura 9.13

Para provar que um conjunto nao é convexo € preciso mos- —

trar que ele nao satisfaz a definicao de convexidade. Assim, ,/ )
basta encontrar dois pontos convenientes A e B no con- \\

junto e argumentar que o segmento AB tem pontos fora T~ >
do conjunto. Confira a Figura 9.14. Figura 9.14

9.7 Problemas

Para as demonstracoes dos problemas desta se¢dao, devem ser usados exclusivamente os axio-
mas e resultados das Se¢oes 9.4, 9.5 e 9.6.

Problema 9.7.1. Explique por que todo tridngulo estd contido em um tinico plano, mas o mesmo
nao acontece com um segmento qualquer.

Problema 9.7.2. Considere uma reta r munida de um sistema de coordenadas. Mostre que existe
em r outro sistema de coordenadas de modo que se a é a coordenada de um ponto qualquer
A € r no primeiro sistema, no segundo sistema sua coordenada é —a. Ainda, a distancia entre dois
pontos de r é a mesma nos dois sistemas.

Problema 9.7.3. a) Sejam A, B e C trés pontos de uma reta com coodenadas a, b e c, respectiva-
mente. Prove que se a < b < ¢ entdo B estd entre A e C. b) Enuncie a reciproca dessa afirmacao,
e explique por que ela nao é verdadeira. ¢) Prove que se acrescentarmos a condicdo a < ¢ entao a
reciproca € verdadeira.

Solugdo de a). Temos AB+BC = |b—al+|c—b|=(b—a)+(c—b) =c—a=|c—al| = AC. Da Definicao
9.8 de “estar entre” podemos escrever A— B —C.

Problema 9.7.4. Seja A_B) uma semirreta e x um nimero positivo, isto é, x > 0. Entdo existe um e
um Unico ponto P de AB — {A} tal que AP = x.

Problema 9.7.5. Seja AB um segmento qualquer de uma reta r. Um ponto M de r se diz ponto
meédio de AB quando AM = M B. a) Demonstre que se M é ponto médio de AB, entdao A— M — B.
b) Sejam a e b as coordenadas de A e B, respectivamente, em um sistema de coordenadas de r.
Demonstre que o ponto M de r de coordenada %b é um ponto médio de AB. c¢) Demonstre que
todo segmento tem um tnico ponto médio.

Problema 9.7.6. Explique por que todo segmento tem infinitos pontos. Isso implica que toda reta
tem infinitos pontos.
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Problema 9.7.7. Prove que se A, B e C sdo trés pontos diferentes de uma reta, entdo exatamente
um deles estd entre os outros dois.

Problema 9.7.8. a) Sejam A, B e C trés pontos de uma reta tais que B estd entre A e C. Prove que
ABUBC = AC. b) Prove que se B— A—-C, entao EmA_é ={A}. c) Provequese A-B—-Ce A—-D-B,
entdo A— D — C. d) Prove que se P e Q sdo pontos de AB, entdo PQ c AB.

Enuncie e demonstre outras propriedades similares as anteriores.

Solugdo. Uma outra propriedade é: se B— A—C— D, entao BCn AD = AC.

Demonstragdo: Os pontos B, A, C e D estdo em uma mesma reta. Consideremos um sistema
de coordenadas nessa reta, e sejam b, a, c e d as coordenadas desses pontos, respectivamente.
Suponhamos b < d (caso contrdrio a demonstracdo é analoga). O Problema 9.7.3, parte c), implica
b<a<c<d.

Vamos provar primeiro que BCNnAD < AC. Seja X € BCNAD um ponto qualquer e indiquemos
por x sua coordenada. Como X € BC, o resultado do Problema 9.7.3, parte c), implica b < x < c.
Da mesma forma X € AD implica a < x < d. Combinando essas desigualdades temos a < x < c.
Do Problema 9.7.3, parte a), vem X € AC. Portanto BCn AD c AC.

Vamos provar agora que AC c BCn AD. Seja X € AC e seja x a coordenada de X. Do Problema
9.7.3,partec),vema<x<c.Logob<x<cea<x<d,oqueimplica X € BCe X € AD. Portanto
XeBCNAD,e ACc BCn AD. Concluimos que BCn AD = AC.

Problema 9.7.9. Demonstre que por um ponto dado em um plano dado, existem infinitas retas
nesse plano que contém o ponto.

Problema 9.7.10. Demonstre que por um ponto dado do espaco, existem infinitos planos que o
contém.

Solugdo. Seja A o ponto dado, e sejam B, C e D pontos tais que esses quatro pontos sao nao
coplanares (existem pelo Axioma 1). Em virtude do resultado do Problema 9.5.5 eles sdo trés a trés
ndo colineares . Assim a reta r determinada por B e C ndo contém nem A e nem D. Aplicando
0 Axioma 3 vemos que, dado um ponto X € r qualquer, existe um tnico plano ax determinado
por A, X e D. Observe que, se X e Y sdo pontos diferentes em r, entdo ax e ay sao diferentes (se
um plano contivesse A, X, Y e D conteria A, B, C e D, e teriamos uma contradi¢do). Como r tem
infinitos pontos, segue que existem infinitos planos que contém A.

Problema9.7.11. Prove que, dada uma reta, existem infinitos planos que a contém.

Problema 9.7.12. a) Demonstre que, se uma reta contém o centro de uma circunferéncia (e estao
no mesmo plano), entdo ela a intersecta em exatamente dois pontos. b) Explique por que todos os
diametros de uma circunferéncia tém a mesma medida, igual ao dobro do seu raio. ¢) Prove que
toda circunferéncia tem infinitos pontos e infinitos diametros.

Problema 9.7.13. Defina interior e exterior de uma circunferéncia. Explique por que cada um
desses conjuntos tem infinitos pontos.

Problema 9.7.14. Mostre que o desenho da direita da Figura 9.11 condiz com os resultados da
teoria vistos até agora. Isto é, se AB é um didmetro de uma circunferéncia entdo o interior do
segmento AB estd contido no interior da circunferéncia.

Problema 9.7.15. O desenho central da Figura 9.11 condiz com os resultados da teoria vistos até
agora?
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Problema 9.7.16. Em Definicoes 9.9 explicamos o que sao tridngulos is6sceles. Em Matematica,
quando damos nome a algum objeto, é importante nos certificarmos de que esse objeto realmente
existe (dentro da teoria que estamos construindo). Assim perguntamos: existem tridngulos is6s-
celes? No nivel da deduc¢ao informal ndo temos duvida sobre isso, pois construimos muitos tri-
angulos is6sceles com varetas e canudos, e desenhamos muitos deles. Mas podemos construir
triangulos is6sceles com as ferramentas tedricas que desenvolvemos até esse ponto de nosso sis-
tema axiomdtico? Examine esse problema.

Segue uma pequena colecao de problemas sobre convexidade.

Problema 9.7.17. a) Prove que toda reta é convexa. b) Mostre que todo segmento é convexo. c)
Explique por que qualquer circunferéncia nao é convexa. d) Demonstre que qualquer tridngulo
nao é convexo.

Problema 9.7.18. a) Todo plano é convexo? Por qué? b) De um plano retiramos um ponto. O
conjunto resultante é convexo? Por qué? ¢) De um plano retiramos uma reta. Explique por que o
conjunto resultante ndo é convexo. d) De um plano retiramos uma semirreta. O conjunto resul-
tante é convexo? Por qué?

Problema 9.7.19. O conjunto formado por uma reta menos um ponto (dessa reta) é convexo?

Solugdo. Nao. Seja r uma reta e A um ponto nela contido. Consideremos o conjunto . = r — A.
Mostremos que . ndo é convexo. Sejam P e Q pontos dessa reta, um de cada lado de A. Isto é, se
colocarmos em r um sistema de coordenadas no qual A tenha coordenada zero, entdo P e Q tém
coordenadas ndo nulas e de sinais opostos. Dessa forma P e Q sdo pontos de .¥. Mas PQ contém
A, logo PQ Q <. Portanto . nao é convexo.

P A Q r

O

Figura 9.15. Uma reta menos um ponto: ilustracdo do Problema 9.7.19.

Problema 9.7.20. a) Prove que o exterior de uma circunferéncia qualquer ndo é convexo. b) Veri-
fique se é possivel provar que o interior de uma circunferéncia é convexo com os axiomas vistos
até agora. Se nao for, identifique o que esté faltando.

Problema 9.7.21. a) Demonstre que a intersecao de conjuntos convexos é um conjunto convexo.
b) A reunido de conjuntos convexos quaisquer é um conjunto convexo?

9.8 Axiomas de separacao

O primeiro axioma desta Secao descreve a percepcao que temos quando imaginamos o que
ocorre se de um plano retiramos os pontos de uma reta nele contida. Entendemos que ficamos
com dois conjuntos “separados”. Um ponto pode se mover sem problemas em cada um deles.
Mas, para ir de um conjunto para o outro, tem que “atravessar” a reta, intersectando-a.

Axioma9. (da separagdo do plano)
Dados uma reta e um plano que a contém, os pontos do plano que ndo pertencem a reta formam
dois conjuntos ndo vazios tais que:
(i) cada um dos conjuntos é convexo; e
(ii) se A pertence a um dos conjuntos e B ao outro, entdo AB intersecta a reta.
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O segundo axioma da separacao descreve situacao similar no espaco, quando retiramos dele
os pontos de um plano.

Axioma 10. (da separacdo do espaco)
Dado um plano, os pontos do espago que ndo pertencem ao plano formam dois conjuntos néo
vazios tais que:
(i) cada um dos conjuntos é convexo; e
(ii) se A pertence a um dos conjuntos e B ao outro, entdo AB intersecta o plano.

Esses dois axiomas estdo ilustrados na Figura 9.16.

conjunto 1 conjunto 2 espago

B \Q
/ AT -__
\\‘
A B
/Q
conjunto 1 .
conjunto 2

P

plano r

Figura 9.16. A esquerda, separa¢do do plano por uma reta: ilustracdo do Axioma 9. A direita,
separacao do espaco por um plano: ilustracdao do Axioma 10.

Definicoes 9.12. Dados um plano a e uma reta r nele contida, os dois conjuntos descritos pelo
Axioma 9 chamam-se semiplanos ou lados de a determinados por r, e essa reta chama-se origem
de cada um. Se o ponto A estd em um semiplano e B no outro, dizemos que estdo em semiplanos
0postos.

Dado um plano «, os dois conjuntos descritos pelo Axioma 10 chamam-se semiespacos ou
lados do espacgo determinados por a, e esse plano chama-se origem de cada um. Se o ponto A esta
em um semiespaco e B no outro, dizemos que estdao em semiespacos opostos.

Observamos que toda reta é separada em dois conjuntos se retiramos dela um ponto que
lhe pertence. Entretanto ndo descrevemos essa propriedade como um axioma, pois podemos
demonstra-la facilmente, e preferimos colocd-la na forma de um teorema.

Teorema 9.13. [Teorema da separagao da reta] Dados uma reta r e um ponto O nela contido, os
pontos de r diferentes de O formam dois conjuntos ndo vazios tais que: (i) cada um dos conjuntos é
convexo; (ii) se A pertence a um dos conjuntos e B ao outro, entdo O pertence a AB.

Demonstragdo. Consideremos um sistema de coordenadas em r de modo que a coordenada de O
seja zero. Definimos &« como o conjunto dos pontos de r com coordenada positiva, e 98 como o
conjunto dos pontos de r com coordenada negativa. Como existem infinitos niimeros positivos
e infinitos niimeros negativos, e a eles correspondem diferentes pontos da reta, cada um desses
conjuntos tem infinitos elementos. Em particular, sdo nao vazios.

(i) Provemos que < é convexo. Sejam P e Q pontos quaisquer de <, e indiquemos por p e g suas
respectivas coordenadas. Temos p > 0 e g > 0. Suponhamos, sem perda de generalidade, que
p < q. Se X € PQ é um ponto qualquer, entdo a coordenada x de X satisfaz p < x < g, de modo
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que x >0, e X € /. Logo PQ c &/, e assim «f é convexo. De forma anéloga se prova que % é
convexo.

(ii) Sejam A € «f e B € 9. Entdo a coordenada a de A é positiva e a coordenada b de B é negativa.
Dessa forma b <0 < a, e temos B— O— A. Logo O € AB.

Terminamos. O

9.9 Problemas

Todas as justificativas deverdo ter como base os axiomas de 1 a 10 e as definicoes dadas até
agora. Ao resolver um determinado problema pode ser mais fécil, eventualmente, utilizar resulta-
dos de problemas anteriores a ele.

Problema 9.9.1. Explique por que, se duas retas se intersectam, entdao qualquer uma delas tem
pontos nos dois semiplanos determinados pela outra.

Problema 9.9.2. Se o ponto B estd entre os pontos A e C em uma reta, entdo A e B estio do mesmo
lado de qualquer outra reta que passa por C.

Problema 9.9.3. Se o ponto B estd entre os pontos A e C em uma reta, entdo A e C estdo em lados
diferentes de qualquer outra reta que passa por B.

Solugdo. Seja r a reta determinada pelos pontos A, B e C, e seja s outra reta qualquer que passa
pelo ponto B. Essas retas determinam um plano a. Sejam «/ e 98 os lados dareta s em a. Notemos
que B e AC e B € s, de modo que AC intersecta s. Assim A e C ndo estdo ambos em </, e também
ndo estdo ambos em 48, pois esses conjuntos sao convexos. Assim so resta o caso em os pontos A
e C estdo em lados diferentes de s.

Problema 9.9.4. Em um plano sdao dados uma reta e uma semirreta ndo contida nessa reta mas
com origem contida na reta. Mostre que os pontos da semirreta, exceto a origem, estio do mesmo
lado da reta dada.

Problema 9.9.5. Prove que é convexo o conjunto formado por um semiplano e a reta que € a sua
origem.

Problema 9.9.6. Sejam r e s retas em um plano. Suponha que r estd na reunido de s com um dos
semiplanos determinados por s. Prove que r =sourns=@.

Problema 9.9.7. Explique por que duas retas que se intersectam em um ponto separam o plano
que as contém em quatro conjuntos convexos ndo vazios, de modo que se um ponto estd em um
conjunto e outro ponto em outro, o segmento por eles determinado intersecta pelo menos uma
das duas retas. Faca um desenho elucidativo.

Problema 9.9.8. Verifique se, no Axioma 9, a condicao (ii) pode ser substituida por: “o plano me-
nos areta ndo é convexo’.

Problema 9.9.9. a) No Axioma 9 (da separacao do plano) é dispensavel enunciar que os dois se-
miplanos sdo ambos ndo vazios. Mostre que essa propriedade pode ser provada a partir das outras
propriedades enunciadas no Axioma 9 (e usando eventualmente propriedades anteriores). b) Ex-
plique por que, na verdade, cada um dos semiplanos tém infinitos pontos. c¢) Explique por que
afirmacoes anélogas valem para o Axioma 10.
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Problema 9.9.10. Verifique que, no Axioma 9, os lados que uma reta determina em um plano sdo
disjuntos. Afirmac¢do analoga vale para o Axioma 10.

Problema9.9.11. Dé outra demonstracdao do Teorema 9.13 (Teorema da separacao da reta) usando
0 Axioma 9.

Problema 9.9.12. Defina, a luz do Axioma 9, interior de um tridngulo. Isto é, as retas suportes dos
lados do tridangulo determinam semiplanos que, convenientemente escolhidos, definem o interior
do triangulo. Usando essa defini¢do prove que o interior de qualquer triangulo é convexo.

Problema 9.9.13. Demonstre que se um segmento tem extremos nos interiores de dois lados de
um triangulo, entdo o interior do segmento esta contido no interior do tridngulo, conforme defi-
nido no Problema 9.9.12. Confira ilustracdo na Figura 9.17, desenho da esquerda.

|

Figura 9.17. A esquerda, ilustracdo para o Problema 9.9.13. A direita, ilustracdo para o Problema
9.9.14.

Problema9.9.14. Demonstre o seguinte: dado um tridngulo ABC, se umareta r contém um ponto
D de AB diferente de A e de B, e também contém um ponto E de AC diferente de A e de C, entdo
areta r nao intersecta o segmento BC. Confira ilustra¢do na Figura 9.17, desenho da direita.

Solugao Consideramos as notagdes da Figura 9.17 ed do enunciado, e definimos que ¥ é o lado da
reta AB que contém o ponto C, 98 é o lado da reta AC que contém o ponto B e «f é o lado da reta
BC que contém o ponto A.

Notemos primeiro que, em virtude do resultado do Problema 9.9.4, D estd do mesmo lado que
A em relacao a reta B<—>C, logo D € «/. Da mesma forma E € «/. Como <« é convexo, segue que
DE c o/, e DE nao intersecta BC. Seja agora um ponto qualquer F de r tal que E — D — F. Temos
F # B,poisasretasr e ITB sdo diferentes. Ainda, F e C estdo em lados diferentes em relacdo a reta
:HB), de modo que F ¢ BC. Da mesma forma se prova que qualquer ponto G de r talque G- E—- D
nao estd em BC. Segue que r ndo intersecta BC.

Problema 9.9.15. Dois planos diferentes se intersectam em uma reta. Em quantas regides conve-
xas esses planos separam o espago? Por que sdo convexas essas regioes?

Problema 9.9.16. Dados quatro pontos ndo coplanares, o tetraedro determinado por eles é a reu-
nido de todos os segmentos que tém as duas extremidades em dois desses quatro pontos. Defina
interior de um tetraedro e prove que ele é convexo.
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Problema 9.9.17. Prove o denominado Teorema

de Pasch: em um plano, se uma reta r intersecta A
o lado AB do triangulo ABC em um ponto dife-

rente de A e de B e se r ndo contém C, entdo r

intersecta exatamente um dos outros dois lados

do triangulo. Confira ilustracdo na Figura 9.18. c

Figura 9.18. [Ilustracdo do Teorema de
Pasch.

9.10 Axiomas sobre angulos

O conceito de angulo tem papel importante na Geometria. Construido espontaneamente pelo
ser humano, pode ser abordado de varias maneiras. A forma que adotamos aqui é a mais comum
em textos didaticos que apresentam a Geometria sob o método axiomatico.

Definicao 9.14. Chamamos de dngulo a reunido de duas semirretas de mesma origem e nao coli-
neares. Confira a Figura 9.19.

Figura 9.19. Desenhos de dois angulos.

Portanto, dngulo é um determinado tipo de conjunto de pontos. As duas semirretas sao cha-
madas lados do angulo, e a origem comum das semirretas é chamada vértice. Se as semirretas
forem AB e AC entdo o angulo por elas determinado é anotado por ZBAC ou por ZCAB. Pode-se
também usar A se estiver claro de que angulo se trata. O interior do angulo ZBAC é constituido
pelos pontos D tais que D estd do mesmo lado que B em relacdo a reta AC e do mesmo lado que
C em relacao a reta AB. Seja a o plano que contém um angulo. O exterior do angulo é o conjunto
dos pontos de a que ndo estdo nem no angulo e nem em seu interior. Um simbolo colocado pro-
ximo do vértice no desenho de um angulo também pode ser usado para indicd-lo. Por exemplo,
na Figura 9.20, podemos chamar Z/BAC simplesmente de a ou a se estiver claro no contexto quais
sdo os seus lados.

Um tridngulo ABC determina os trés angulos Z/BAC, ZABC e ZACB, que sao chamados dn-
gulos internos do triangulo, ou simplesmente angulos do tridngulo. O dngulo ZBAC do triangulo
ABC também pode ser indicado por A se estiver claro de que angulo se trata. O angulo ZBAC
se diz oposto ao lado BC, e vice-versa. Os lados do tridngulo estdo contidos nos lados dos angu-
los, mas frequentemente, por simplicidade, dizemos que os lados do tridngulo sdo os lados dos
angulos.
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lado oD

vértice
lado o

Figura 9.20. Desenho de um angulo com seus elementos e anotagdes. O ponto D estd em seu
interior.

Nas aplicagdes praticas da Geometria medimos angulos usando um instrumento denominado
transferidor. Na Figura 9.21 vemos um transferidor que mede dngulos em graus. Observamos
atentamente as propriedades da relacao entre angulos e esse instrumento, e as sintetizamos em
quatro axiomas, que passamos a enunciar.

Figura 9.21. Transferidor com unidade de medida em graus.

Axioma 11. (da medida de angulos em graus)
A todo dngulo corresponde um tinico numero real entre 0 e 180.

No enunciado do Axioma 11, por “ntimero real entre 0 e 180” se entende um nimero x tal que
0 < x<180.

Definicao 9.15. Dado um angulo ZBAC, o nimero que lhe corresponde em virtude do Axioma
11 é chamado medida em graus, ou simplesmente medida de /B AC, e anotado por m(£BAC).
Anotamos x° para indicar que um angulo mede x graus, ou usamos simplesmente x se estiver
claro que se trata de graus. Se um angulo se chama a, sua medida pode ser indicada por m(a) ou
simplesmente por a.

Axioma 12. (da construgdo de dngulos)
Seja AB uma semirreta contida na origem de um semiplano . Para todo niimero real x tal
que0 < x < 180, existe uma tinica semirreta AC, com C em S, tal que m(£BAC) = x°.

O Axioma 12 estd ilustrado no desenho da esquerda da Figura 9.22. O Axioma 13, por sua vez,
enunciado a seguir, esté ilustrado no desenho da direita da mesma Figura.
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H ¢

3

A B A C

Figura 9.22. Ilustracado dos axiomas 12 e 13.

Axioma 13. (da adigdo de dngulos)
Se o ponto D estd no interior de /B AC, entdo m(£BAC) = m(£BAD) + m(£DAC).

Seguem as defini¢Oes de par linear e de angulos suplementares.

Definicoes 9.16. Os angulos /BAD e ZCAD for-

mam um par linear quando AB e AC sdo semir-
retas opostas e D ndo pertence a elas. Dois an-
gulos se dizem suplementares se a soma de suas
medidas for 180°. Nesse caso se diz que um é su-
plemento do outro. B

A C

Figura 9.23. Um par linear.

A Figura 9.23 ilustra essa definicdo. Nela vemos que os angulos ZBAD e ZCAD formam um
par linear.

Para encerrar nossa lista de axiomas sobre angulos precisamos estabelecer a soma de dois an-
gulos que formam um par linear. Assim temos o

Axioma 14. (do suplemento)
Dois dngulos quaisquer que formam um par linear sdo suplementares.

Assim, na Figura 9.23, temos m(£BAD) + m(£CAD) =180°.
Dentre todos os angulos, talvez o que mais se distingue é o angulo reto, devido as suas aplica-
¢Oes e, em particular, a importancia dos triangulos retangulos.

Definicoes 9.17. Um angulo de medida 90° chama-se dngulo reto. Se as se semirretas AB e AC for-
mam um angulo reto, elas se. dizem perpendiculares, e anotamos AB L AC. Nesse caso dizemos
também que as retas AB e AC sdo perpendiculares. Da mesma forma se definem segmentos per-
pendiculares, segmento perpendicular a uma reta, etc. Dois angulos chamam-se complementares
se a soma de suas medidas for igual a 90°. Um angulo se diz agudo se sua medida for menor do
que 90°, e obtuso se maior. Dois angulos Z/BAC e ZDEF de mesma medida se dizem congruentes,
e anotamos ZBAC = ZDEF. Dois angulos se dizem opostos pelo vértice se seus lados formam dois
pares de semirretas opostas. Se o ponto D estd no interior de Z/BAC e se m(£/BAD) = m(£/CAD),
a semirreta AD chama-se bissetriz de ZBAC. Se um triangulo tem um angulo reto ele se chama
triangulo retdangulo. Os lados do triangulo retangulo que estdao nos lados do angulo reto chamam-
se catetos, e o terceiro lado chama-se hipotenusa. Um triangulo se diz acutdngulo quando todos
os seus angulos sao agudos, e obtusdngulo quando tem um angulo obtuso.
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Seguem trés resultados bdsicos sobre angulos.
Proposicao 9.18. Angulos opostos pelo vértice sdo congruentes.

Demonstragdo. Acompanhando as anotacoes ilustradas na Figura 9.24, a esquerda, sejam A-O—-B
e C—0O-D. Os angulos ZAOD e ZBOC sao opostos pelo vértice. Como LAOD e ZBOD for-
mam um par linear, temos, do Axioma 14, m(£AOD) + m(ZBOD) = 180°. Da mesma forma vale
m(£BOC)+m(£BOD) = 180°. Igualando vem m(£AOD) = m(£BOC). Isso prova o resultado. [

Figura 9.24. A esquerda, angulos opostos pelo vértice. A direita, angulos retos formados por duas
retas.

Proposicao 9.19. Se duas retas que se intersectam formam um dngulo reto, estdo elas formam qua-
tro angulos retos.

Demonstragdo. Com as notacoes da Figura 9.24, a direita, temos A-O—-B e C—-0O-D, e su-
ponhamos que m(£AOD) = 90°. Como ZBOC é a ele oposto pelo vértice, em virtude da Pro-
posicdo 9.18 temos m(£ZBOC) = 90°. Ainda, ZAOD e ZBOD formam um par linear, e temos
m(£LAOD)+ m(£BOD) =180° = 90° + m(£BOD) = 180° = m(£BOD) =90°. De mesma forma se
vé que m(£AOC) =90°. O

E importante a seguinte propriedade, de facil demonstracio.

Teorema 9.20. Em um plano, por qualquer ponto de uma reta passa uma tinica reta perpendicular
areta dada.

Demonstragdo. A demonstracdo esta ilustrada
na Figura 9.25. Sejam r a reta e P o ponto da-
dos. Consideremos outro ponto dessa reta, diga- T
mos Q, e um dos semiplanos determinados por

r, digamos /. Como 90 é um nimero entre 0 e

180 existe, em virtude do Axioma 12, uma tnica r _
semirreta PT, com T em #, tal que m(£LQPT) = P @

90°. Portanto a reta P(_]: é perpendicular a r por Figura 9.25. Existéncia e unicidade da per-
P. Essa perpendicular é tnica em virtude do  pendicular.

mesmo axioma. O
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O Teorema 9.20 nos permite definir o importante conceito de mediatriz, muito ttil na Geome-
tria Plana:

Definicdao 9.21. Dado um plano e um segmento nele contido, a mediatriz do segmento nesse
plano € a reta desse plano que é perpendicular ao segmento e passa pelo seu ponto médio.

9.11 Problemas

Todas as justificativas deverdo ter como base os axiomas de 1 a 14 e as defini¢coes dadas até
agora. Use desenhos para esclarecer os enunciados e ajudar a antecipar as justificativas.

Problema9.11.1. Seja Z/BAC um angulo, e sejam D um ponto de ABe Eum ponto de fTé, ambos
diferentes de A. Explique por que ZBAC = ZDAE.

Problema 9.11.2. Desenhe, numa folha de papel, trés pontos nao colineares A, B e C. Desenhe os
angulos ZABC e ZBAC. Diga o que € (e justifique) ZABCn ZBAC.

Problema 9.11.3. Considere uma reta r em um plano a, e tome em r trés pontos A— B —C. Ex-
plique por que existem pontos D e E do mesmo lado de r tais que m(£CBD) = m(ZCAE). Quais
outras propriedades tém os elementos dessa configuracao?

Problema 9.11.4. Demonstre que se um segmento tem extremos cada um em um lado de um
angulo, e nenhum desses extremos é o vértice desse angulo, entdo seu interior estd contido no
interior do angulo.

Solugdo. Seja AB um segmento com extremos

nos lados de um angulo de vértice O, com A # O

e B # O. Seja C um ponto tal que A—C—B. Nosso A
intento € provar que C estd no interior do angulo.

Confira a Figura 9.26. Sejam £ o lado de OA em ¢
que se situa B e % o lado de OB em que se situa

A. Usando o resultado do Problema 9.9.2 vemos

que C estd nesses semiplanos. Logo C € Zn .. o I
Mas essa intersecao é justamente o interior do
angulo. Segue que o interior de AB estd contido
no interior do angulo.

Figura 9.26. Ilustracao do Problema 9.11.4.

Problema 9.11.5. Explique por que o interior de qualquer angulo é nao vazio e convexo.

Problema 9.11.6. Demonstre que o interior de qualquer tridngulo € a interse¢do dos interiores de
dois quaisquer de seus angulos. Igualmente é a intersecao dos interiores de seus trés angulos.

Problema 9.11.7. Explique por que, em um plano dado, todo segmento tem uma e uma tnica
mediatriz.

Problema9.11.8. Dada a soma das medidas de dois angulos, existe um angulo cuja medida é essa
soma?
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Problema 9.11.9. Um estudante, aficcionado do sistema de numeracdo decimal, pensou: “vou
inventar outra geometria”. Substituiu entdo o Axioma 11 pelo seguinte: A todo dngulo corresponde
um niimero real entre 0 e 200. O que realmente muda?

Problema 9.11.10. Sejam A— O—- B em uma reta r, e C e D pontos em semiplanos opostos em
relacdo a r tais que m(£LAOD) = m(£BOC). Prove que C, O e D sao colineares. Portanto existem
dois pares de angulos opostos pelo vértice. Confira ilustracdo na Figura 9.27.

]
)

Figura 9.27. llustracdo do Problema 9.11.10.

Solucdo. Seja x = m(£LAOD). Seja A/ o semiplano de r que contém D. Portanto C estd no semi-
plano oposto. Seja E um ponto tal que C— O - E. Como C e E estdo em semiplanos opostos, entdo
E e A. Temos m(£LAOE) = m(£BOC) = m(£AOD) = x. Logo no semiplano . existem dois pon-
tos E e D determinando dngulos ZAOE e ZAOD de mesma medida. Pelo Axioma 12 as semirretas

e B ——
OD e OE sao as mesmas de modo que C, O e D sdo colineares.

Problema 9.11.11. Essa afirmac¢do é conhecida como Teorema crossbar. Seja D um ponto do

—

interior do angulo ZBAC. Mostre que a semirreta AD intersecta BC. Confira ilustracdo na Figura
9.28.

A c

Figura 9.28. Figura referente ao Problema 9.11.11.

Problema 9.11.12. Demonstre que qualquer angulo tem uma bissetriz. A unicidade poderd ser
feita na proxima secao.

Problema 9.11.13. Mostre que, em um tridngulo qualquer, as bissetrizes de dois angulos quais-
quer se intersectam em um ponto do interior do tridngulo.

Problema 9.11.14. Prove que se dois angulos formam um par linear, suas bissetrizes sao perpen-
diculares.
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9.12 Congruéncia de tridangulos

A Geometria estuda as propriedades das figuras. Uma situacdo importante é a seguinte. Se
temos informacdes sobre as propriedades de uma determinada figura, entdo essas mesmas in-
formacoes sao vélidas para todas as figuras que, de certo modo, sdo cépias da primeira. Isso nos
traz grande economia de esfor¢co. Basta estudar uma figura de uma determinada classe e temos
informacgdes sobre todas as figuras dessa classe.

Mas como determinar quando duas figuras sao da mesma classe? Geralmente usamos as me-
didas de alguns de seus elementos, justamente aquelas de que necessitamos para fazer copias.
Assim, para que duas figuras estejam na mesma classe, essas medidas devem coincidir.

Um caso bem simples é o da circunferéncia. Dada uma circunferéncia, para fazer uma cépia
necessitamos apenas do seu raio. Na Figura 9.29 vemos duas circunferéncias de mesmo raio. Elas
sao diferentes, pois sdo conjuntos diferentes de pontos. Mas se tivermos uma propriedade da
primeira circunferéncia que s6 depende do valor do raio (por exemplo, o valor de sua area), entao
essa propriedade também é valida para a segunda circunferéncia, e ndo € vilida para uma terceira
circunferéncia que tem raio diferente.

Figura 9.29. Circunferéncias congruentes.

Isso nos leva a considerar que duas circunferéncias de mesmo raio estdo na mesma classe.
Em Geometria temos um nome para expressar o fato de que duas figuras coincidem em um con-
junto determinante de medidas: dizemos que sdo congruentes. Com isso estabelecemos que duas
circunferéncias sdo congruentes quando tém raios de mesma medida.

Um caso importante certamente € o do triangulo. Essa figura é uma peca chave para o estudo
das formas geométricas que sdo composicoes ou ajuntamentos de tridngulos.

Todo tridngulo tem seis medidas bdasicas: sao as medidas de seus trés lados e de seus trés an-
gulos. Para que dois tridngulos sejam considerados congruentes exigimos que essas seis medidas
coincidam.

Definicoes 9.22. Dados os triangulos ABC e DEF, indicamos por ABC — DEF a seguinte corres-
pondéncia entre os seus elementos:

AB < DE, A— D,
AC < DF, B~ E,
BC < EF, C—F.

Observamos que na nota¢do ABC — DEF a ordem dos pontos é importante, embora nao seja
unica. Note que ABC < DEF é o mesmo que BCA «— EFD e o mesmo que CAB — FDE, mas
diferente de BAC — DEF, etc.

Dizemos que os triangulos ABC e DEF sao congruentes, e escrevemos ABC = DEF, quando
todos os pares de elementos determinados pela correspondéncia ABC — DEF tém a mesma me-
dida (equivalentemente, sdo congruentes). Em outros termos,
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AB = DE, Az D,
AC = DF, BZE,
BC = EF, c=F.

Vemos, na Figura 9.30, um exemplo de congruéncia ABC = DEF. Essa figura traz sugestoes
de marcacoes para identificar os elementos congruentes dos dois tridngulos. Neste texto usamos
essas marcacoes quando isso contribuir para maior clareza.

B E

r

Figura 9.30. Triangulos congruentes com marcacoes.

Ao estudarmos congruéncia entre tridngulos nos deparamos com o fato de que para fazermos
uma copia de um triangulo usando régua e compasso, por exemplo, nao é necessario medir todos
os seus elementos. Vemos, na Figura 9.31, que para copiar PQR podemos construir XY = PQ,
XZ=PRe /ZYXZ = ZQPR. Depois disso desenhamos o lado Y Z. Nosso conhecimento espon-

taneo nos diz que obtemos PQR = XY Z. Na Figura 9.31 o simbolo ! indica os elementos que
resultam serem congruentes ap4s a construcao proposta.

X - —y
Figura 9.31. Reduzindo as exigéncias para congruéncia.

Portanto, para que dois tridngulos sejam declarados congruentes, parece ser suficiente que sai-
bamos que eles tém dois pares de lados congruentes e que também sejam congruentes os angulos
formados por esses lados. A percepc¢ao dessa propriedade pode ocorrer através de experimentos
realizados com desenhos ou com a manufatura de figuras com canudos ou varetas. Para medir
angulos e distancias podemos usar transferidor e régua. Aceitamos assim que para transferir um
triangulo de um lugar para outro usando régua e compasso basta transferir o angulo e as medidas
dos lados adjacentes. Consideramos essa informacao uma noc¢ao espontanea.

Outras combinacdes podem ser experimentadas. Por exemplo, se dois tridngulos tém trés pa-
res de lados congruentes, ndo ha como achar que nao sdo congruentes. Outra situacao similar é

o caso em que dois pares de angulos sdo congruentes, assim como o par de lados comuns desses
angulos.
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Ao fazer desenhos fica evidente que certas redu¢des nao resultam necessariamente em con-
gruéncia. Na Figura 9.32 vemos dois tridngulos claramente ndao congruentes, mas que tém dois
pares de lados congruentes e um par de dngulos congruentes: AC = DF, AB = DE e B = E. Obser-
vemos que o angulo congruente ndo é o determinado pelos pares de lados congruentes.

c B 3 B

A D

Figura 9.32. Correspondéncia que ndo resulta necessariamente em congruéncia.

Na Geometria utilizamos bastante o fato de que certas correspondéncias reduzidas resultam
em congruéncia. Para examind-las com mais facilidade precisamos sistematizar a notacao.

Definicoes 9.23. Uma correspondéncia ABC — DEF entre os triangulos ABC e DEF é chamada
LAL se estiverem satisfeitas as trés condicoes seguintes:

AB=DE e LABCZ= /ZDEF e BCZ EF.

Isto é, os triangulos ABC e DEF tém uma correspondéncia LAL se tiverem dois pares de lados
congruentes e se também forem congruentes os angulos formados por esses lados. A sigla LAL
significa: lado angulo lado. Observamos que a ordem em que sdo colocadas as letras L, Ae L é
importante. Assim, em LAL a letra A esta entre as letras L’s, indicando que o dngulo tomado é
aquele que é formado pelos lados considerados.

De modo andalogo definimos outras correspondéncias, como LLL, ALA, LAA, LL, etc.

Como exemplos, na Figura 9.31 temos uma correspondéncia LAL e na Figura 9.32 temos uma
correspondéncia LLA.

No desenvolvimento axiomético da Geometria Euclidiana é costume, usado por muitos auto-
res, admitir como noc¢do espontanea que a correspondéncia LAL é uma congruéncia, colocando
essa afirmacdo na forma de axioma. As outras correspondéncias reduzidas que sdo positivas para
congruéncia sao demonstradas na forma de teoremas. Neste texto adotamos esse método. Come-
¢amos com o

Axioma 15. (da congruéncia LAL)
Toda correspondéncia LAL é uma congruéncia.

Uma consequéncia imediata é o

Teorema 9.24. Toda correspondéncia ALA é uma congruéncia.

Demonstragdo. Precisamos imaginar um ¢ r

argumento que utilize o Axioma 15. Pri-

meiro vamos estabelecer a notagdo. Se-

jam ABC e DEF com uma correspondén-

ciaALAtalque AZ=D, AB=DEeB=E. A : 5 B : I\

Figura 9.33 ilustra essas condigoes. Figura 9.33. Estudo da correspondéncia ALA.
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Para mostrar que existe uma correspondéncia LAL entre os triangulos ABC e DEF, precisamos
concluir que AC = DF ou entdo que BC = EF. Escolhemos mostrar que BC = EF. Consideremos
na semirreta BC um ponto G tal que BG = EF. Entao ABG e DEF obedecem a uma correspondén-
cia tipo LAL, com AB = DE, m(£ABG) = m(£DEF) e BG = EF. Em virtude do Axioma 15 temos
ABG = DEF. Portanto os seis elementos correspondentes desses tridngulos sdo congruentes. Em
particular, m(£BAG) = m(£ZEDF). Como ja tinhamos inicialmente m(£BAC) = m(£LEDF), segue
que m(£BAC) = m(/BAG). Portanto, devido ao Axioma 12, as semirretas ;4_(3 e :4_>G coincidem.
Isso implica C = G. De ABG = DEF temos agora ABC = DEF, e terminamos a demonstracao. O
argumento estd ilustrado na Figura 9.34. O

Figura 9.34. llustracao do argumento da demonstra¢do do Teorema 9.24.

A demonstragdo do Teorema 9.24 expoe a principal estratégia desta Secdo. Para concluir que
ABG = DEF usamos trés informacoes sobre seus elementos correspondentes, que possibilitaram
aplicar a correspondéncia LAL. Disso resulta outras trés correspondéncias congruentes, que po-
dem ser usadas em seguida. Tomamos uma delas, a saber, ZBAG = ZEDF, e a aplicamos para
obter o resultado desejado.

Nosso objetivo seguinte é provar que toda correspondéncia LLL é uma congruéncia. Para isso
necessitamos de alguns resultados preliminares, que tém seu proprio valor.

Lembremo-nos de que um triangulo é denominado isésceles quando tem dois lados congru-
entes.

Definicoes 9.25. Os dois lados congruentes de um triangulo is6sceles chamam-se lados laterais
do triangulo, e o terceiro lado chama-se base. Os angulos formados por um lado lateral e a base
chamam-se dngulos da base.

Seja ABC um triangulo, e seja D um ponto da reta BC. Se D pertence ao interior de BC o seg-
mento AD chama-se cevianarelativa a A. O segmento AD chama-se medianarelativa ao lado BC
quando D for o ponto médio de BC. O segmento AD chama-se bissetriz interna relativa ao angulo
A se a semirreta AD for a bissetriz desse angulo. O segmento AD chama-se alturarelativa ao lado
BC, ou altura relativa ao vértice A, se AD for perpendicular a BC. Nesse caso o comprimento AD
também é chamado de altura.

Proposicao 9.26. Os dngulos da base de qualquer tridngulo isosceles sd@o congruentes.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo isésceles, sendo BC a base. Comparamos esse tridngulo
com ele mesmo, mas com os lados laterais trocados. A Figura 9.35 pode ilustrar essa ideia. Consi-
deramos assim a correspondéncia BAC — CAB, que é uma correspondéncia LAL, pois BA = CA,
A= Ae AC = AB. Do Axioma 15 sabemos que essa correspondéncia é uma congruéncia, e dela
resulta B = C. O
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B c I} B

Figura 9.35. Ilustracao do argumento da demonstragdo da Proposicado 9.26.

Proposicao 9.27. Se um tridngulo tem dois dngulos congruentes entdo ele é isosceles, e o lado co-
mum a eles é a sua base.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo tal que B = C. Vamos provar que AB = AC. Assim como na
Proposicdo 9.26 acima, comparamos esse tridngulo com ele mesmo, mas com os lados AB e AC
trocados. Consideramos assim a correspondéncia BAC — CAB, que agora é uma correspondéncia
ALA, pois B = C (dado), BC = CB (lado comum) e novamente C = B. Em virtude do Teorema 9.24
essa correspondéncia é uma congruéncia, e dela resulta que AB = AC. Logo ABC é isosceles com
base BC. O

Proposicao 9.28. Em todo tridngulo isésceles a mediana relativa a base é também bissetriz e altura.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo is6sceles com base BC. Sejam M o ponto médio da base e
AM a mediana relativa a base. Confira a Figura 9.36.

A

Figura 9.36. Ilustracao do argumento da demonstragdo da Proposicao 9.28.

Notemos que ABM = ACM pelo Axioma 15, pois essa é uma correspondéncia LAL (AB = AC
por hipétese, B = C pela Proposicio 9.26 e BM = CM pois M é ponto médio). Dessa congruéncia
segue que ZBAM = /CAM (logo AM é bissetriz) e /ZBM A= /ZCMA (logo AM é altura). O

Estamos agora preparados para examinar a correspondéncia LLL entre tridngulos.
Teorema 9.29. Toda correspondéncia LLL é uma congruéncia.

Demonstragdo. Vamos primeiro estabelecer a notacao. Sejam ABC e DEF com uma correspon-
déncia LLL tal que AB = DE, AC = DF e BC = EF. Confira a Figura 9.37.

Seja A o semiplano determinado pela reta AB e oposto ao semiplano em que estd C. Em
virtude do Axioma 12 existe nele uma semirreta AG tal que m(£BAG) = m(£LEDF), e o ponto G
pode ser escolhido de forma que AG = DF. Entdao ABG = DEF por LAL. Disso segue BG = EF, e,
como ja temos EF = BC, vem BG = BC. Notemos também que, por construcdo, AG = DF, e como
ja temos AC = DF, vem AC = AG.
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Figura 9.37. llustracdo do argumento da demonstracao do Teorema 9.29.

De AC = AG e de BG = BC vem que ACG e BCG sao triangulos is6sceles de base comum CG.
Portanto os angulos da base desses tridangulos sao congruentes, isto é, m(£ZACG) = m(£LAGC) e
m(£BCG) = m(£BGC). Somando membro a membro essas identidades e usando o Axioma 13
obtemos m(£ACB) = m(£AGB). Segue que os triangulos ABC e ABG tém uma correspondéncia
LAL. Em virtude do Axioma 15, temos ABC = ABG. Como jé verificamos que ABG = DEF segue
ABC = DEF. Isso termina a demonstracgao. O

As correspondéncias LAL, ALA e LLL sao frequentemente denominadas “casos de congruén-
cia”. Entretanto existem também o caso LAA, valido para quaisquer triangulos, e o caso LLA vélido
para tridngulos retangulos, esse ultimo também denominado caso hipotenusa-cateto. A corres-
pondéncia LLA nem sempre leva a congruéncia, conforme exemplo apresentado na Figura 9.32.
Completamos esse estudo mais adiante.

As congruéncias entre tridngulos tém intimeras aplicagdes. Uma das mais importantes estd
enunciada e demonstrada a seguir.

Teorema 9.30. Em um plano, dados uma reta e um ponto fora dela, existe uma e uma tnica reta
perpendicular a reta dada.

Demonstra¢do. Comecamos demonstrando a existéncia da reta perpendicular. Sejam r uma reta
e P um ponto fora dela. Sejam B — A— C pontos de r. Se m(£BAP) =90°, ja temos a perpendi-
cular. Suponhamos que isso ndo ocorra. Seja # o semiplano determinado pela reta r e oposto
ao semiplano em que estd P. Em virtude do Axioma 12 existe uma semirreta A_(j em # tal que
m(£BAQ) = m(£BAP), e o ponto Q pode ser escolhido de forma que AQ = AP. Na Figura 9.38, a
esquerda, estd ilustrada uma situacao possivel, e o estudante pode desenhar outros casos.

Notemos primeiro que P, A e Q nao sao colineares. Se o fossem, teriamos /BAP = ZCAQ,
pois esses angulos seriam opostos pelo vértice. Como ja temos ZBAQ = ZBAP, teriamos ZBAQ =
ZCAQ, e PQ seria perpendicular a r, o que nao é o caso.

Portanto PAQ é um triangulo e é isésceles. Seja R a intersecao de PQ com r (R existe pois P e
Q estdo em lados opostos em relacio a r). Entdo AR é bissetriz de A e, em virtude da Proposicio
9.28, é também sua altura. Logo PQ é perpendicular a r. Portanto existe uma perpendicular a r
por P.

Vamos provar agora que a perpendicular € inica. Suponhamos que existam duas perpendicu-
lares por P, digamos PA e PB, com A e B em r. Confira ilustracdo na Figura 9.38, a direita. Seja
Q o ponto da semirreta oposta a AP tal que AQ = AP. Temos PAB = QAB pelo caso LAL. Logo
ZQBA= ZPBA. Como ZPBA é reto, segue que ZQBA também é reto. Notemos que P, Be Q
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Figura 9.38. Existéncia e unicidade da perpendicular: Teorema 9.30.

ndo sao colineares, pois A # B. Mas entao existem duas retas perpendiculares a r por B, o que
contraria o Teorema 9.20, da pagina 36. O

Uma consequéncia do Teorema 9.30 é que, em todo tridngulo, qualquer vértice tem uma e uma
Unica altura a ele correspondente.

A seguinte definicao é bastante ttil:

Definicao 9.31. Dada uma reta e um ponto A fora dela, dizemos que o segmento AB liga o ponto
areta se B estd na reta. Se o segmento AB é perpendicular a reta, dizemos que ele é o segmento
perpendicular que liga o ponto a reta. Nesse caso o ponto B chama-se pé da perpendicular do
ponto a reta.

Definimos agora a projecao de um ponto e de um conjunto sobre uma reta em um plano dado.

Definicdao 9.32. Dada uma reta r e um ponto P fora dela, a projegdo de P sobre r é o pé da perpen-
dicular do ponto a reta. Se o ponto P estd na reta, ele mesmo é a sua projecao sobre a reta. Dados
uma reta r e um conjunto & em um plano, a proje¢do de & sobre r é o conjunto das projecoes de
seus pontos sobre r.

A Figura 9.39 ilustra essa definicdo, e o Problema 9.16.9 a complementa.

|

B

)

]

P’ Al B
Figura 9.39. Ilustracao da definicdo 9.32, em que o conjunto & é um segmento.

Vejamos agora o que € o simétrico de um ponto em relacao a uma reta.

Definicoes 9.33. Seja A um ponto e r uma reta que ndo o contém. O simétrico de A em relagdo ar
é o ponto A’ tal que: (i) A’ estd na perpendicular a r por A e no semiplano oposto a A em relacdo
areta; (ii) a distancia de A’ a r é igual a distanciade Aar.
Se o ponto A estd na reta r, dizemos que ele mesmo é seu simétrico em relacao areta r.
Dados umareta r e um conjunto & em um plano, o simétrico de & em relacao a r é o conjunto
dos simétricos dos seus pontos em relacao a reta.
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Confira ilustracdo na Figura 9.40 em que i
A’ é o simétrico de A em relacdo a reta ﬂ .
r e P é o pé da perpendicular de A a r. Py
Usando o Teorema 9.30 se vé que, dado *

um ponto A e uma reta r, existe e € inico
o simétrico de Aemrelacaoar.

o
Figura 9.40. Ilustracdo da definicao 9.33 de ponto si-
métrico.

Estivemos estudando o tridngulo, que é a figura geométrica mais importante do plano. Estd na
hora de iniciar o estudo de outra figura também importante, o quadrilatero.

Definicoes 9.34. Sejam A, B, C e D quatro pontos coplanares tais que trés quaisquer desses pon-
tos ndo sdo colineares e tais que os segmentos AB, BC, CD e DA se intersectam apenas em suas
extremidades. A reunido desses quatro segmentos chama-se quadrildtero plano, ou simplesmente
quaderildtero. Os quatro segmentos sdo chamados lados do quadrilatero, e os pontos A, B, C e D,
vértices. Os angulos /BAD, ZABC, ZBCD e ZCD A sao chamados dngulos do quadrildtero, e po-
dem ser anotados por A B,CeD, respectivamente, quando estiver claro de qual angulo se trata.
Dois vértices se dizem consecutivos quando sdo extremos de um mesmo lado. Dois lados se dizem
consecutivos quando tém um vértice em comum, e dois angulos se dizem consecutivos quando
tém lados que se intersectam em um mesmo lado. Dois vértices ou dois lados ou dois angulos ndo
consecutivos de um quadrildtero se dizem opostos. Os segmentos que ligam vértices ndao conse-
cutivos do quadrildtero chamam-se diagonais. Uma reta que contém um lado do quadrilatero se
diz ser uma reta suporte. Um quadrildtero se diz convexo quando, para cada um de seus lados, o
restante dele estd contido em um semiplano determinado pela reta suporte daquele lado. Caso
contrério, o quadriladtero se diz ndo convexo ou concavo.
O quadrildtero ABUBCUCDU DA é indicado por ABCD.

Na Figura 9.41 vemos: (a) um quadrildtero convexo; (b) um quadrildtero nao convexo.

B

D A
(@) (b)

Figura 9.41. Ilustracdo com dois tipos de quadrilateros.

Observamos que se indicamos um quadrildtero por ABCD, a ordem dos pontos nessa nota-
¢do é importante. Se mudamos a ordem ciclica, invertendo algumas letras, por exemplo BACD,
podemos ter outro quadrildtero, ou pode ocorrer que BACD nao seja quadrildtero. O estudante é
convidado a refletir sobre essas ideias no Problema 9.13.19.

Ao chamar de convexo algum quadrildtero, cometemos um abuso de linguagem. O fato de um
quadrildtero ser convexo ndo é o mesmo que ser convexo como conjunto de pontos no sentido da
Definicao 9.11. Seguimos a tradicdo, e esperamos que o contexto deixe claro de que definicao se
trata.
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Nesta se¢do definimos quadrilatero plano, mas existem também quadrilateros ndo contidos
em um plano. Confira o Problema 9.13.20.

Em geral, quando lidamos com quadrildteros na Geometria Euclidiana, usamos muito suas
propriedades conforme as percebemos através de desenhos. Por exemplo, fazendo varias tentati-
vas em desenhar quadrildteros, percebemos que essencialmente s6 existem os dois tipos da Figura
9.41. Vemos que no quadrilatero convexo cada vértice estd no interior do angulo do quadrildtero
formado pelos outros trés vértices. Vemos que no quadrilatero ndao convexo exatamente um vér-
tice estd no interior do angulo formado pelos outros trés vértices. Outra propriedade muito usada,
geralmente sem demonstragdo, € que, num quadrildtero convexo, as diagonais se intersectam, e,
em um quadrildtero ndo convexo, ocorre o contrario. Penso que o uso dessas propriedades, ob-
tidas por desenhos, é vdlido num contexto de ensino sem muita “burocracia”. Mas, para quem
quiser ser exato em suas conclusoes, essas propriedades podem ser formalizadas no sistema axi-
omatico que adotamos. Os Problemas 9.13.18 a 9.13.27 propdem ao estudante os detalhes.

Os ultimos problemas da lista apresentada a seguir consistem de um breve estudo do denomi-
nado quadrildtero de Saccheri. Vejamos agora sua definicao.

Definicao 9.35. O quadrildtero ABCD, ilustrado na Figura 9.42, chama-se quadrildtero de Saccheri
se AD = BCese A= B =90°. A medida de AD chama-se lado lateral, AB chama-se base, CD
chama-se cume, A e B chamam-se dngulos da base, e C e D chamam-se dngulos do cume.

cume

lado lado

lateral lateral

[ ] []

base

Figura 9.42. O quadrilatero de Saccheri.

Um desenho do quadrildtero de Sacheri estd na capa desse Tomo II de nosso texto de Geome-
tria. O desafio posto por ele é demonstrar que é um retangulo. Isso é possivel com os axiomas
e resultados obtidos até esse ponto do nosso desenvolvimento axiomdtico? Esse problema tem
grande importancia na histéria do desenvolvimento da Geometria Euclidiana axiomaética.

9.13 Problemas

Ao resolver os problemas desta lista, todas as justificativas devem ter como base os axiomas de

1 a 15 e as definicoes e resultados obtidos até agora.
R

Problema 9.13.1. Sabe-se, na Figura 9.49, que RST é
isdsceles de base ST e QS = PT. Demonstre que RQP
é isosceles de base QP.

Q +— 3 Pt H—r

Figura 9.43. Dois tridngulos isosceles.
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Problema 9.13.2. a) Escreva uma correspondéncia entre os vértices das figuras de 9.44 que seja
uma possivel congruéncia. Escreva as dez condicoes que definem essa possivel congruéncia. b)
Mostre que se essa correspondéncia for do tipo LALLLAL essa condicao € suficiente para afiancar
a congruéncia entre as figuras.

D'

A S

Figura 9.44. Duas figuras congruentes.

Problema 9.13.3. a) Imagine uma maneira de provar que qualquer angulo tem bissetriz usando
congruéncias. b) Com a mesma ideia mostre que a bissetriz de qualquer angulo é tnica.

Problema 9.13.4. Mostre que a correspondéncia LL entre tridngulos ndo implica necessariamente
na congruéncia entre eles. Em uma situacdo de deducao informal, isso pode ser visto com dese-
nhos ou com modelos feitos com varetas. Faca também uma deducao formal. Isto é, usando os
Axiomas e suas consequéncias, construa dois tridngulos ndo congruentes mas que tém uma cor-
respondéncia LL.

Solugdo. Tomando duas varetas de mesmo comprimento, as unimos em um vértice, de forma
que possamos movimenta-las como uma dobradica. Na Figura 9.45 essas varetas estao repre-
sentadas pelos segmentos AB e AC, e vemos duas posi¢des com angulos de medidas diferentes:
ABC e A'B'C'. Os dois triangulos ABC e A'B’C’ tém uma correspondéncia LL, pois AB = A'B’ e
AC = A’C'. Em um contexto de deducao informal vemos que esses tridngulos ndo sdo congruen-
tes pois, levando um sobre o outro em todas as posicoes possiveis, constatamos que ndo podemos
corresponder seus lados de modo que sejam congruentes aos pares.

e Q
L
-

A ' B o
Figura 9.45. Estudo 1 sobre a correspondéncia LL.

Num contexto de deducao formal esses triangulos precisam ser construidos através dos ins-
trumentos fornecidos pela teoria. Comecamos com um tridngulo is6sceles ABC com base BC
(triangulos is6sceles foram construidos no Problema 9.7.16). Logo AB = AC. Na semirreta BC to-
mamos o ponto D tal que B — C — D (confira ilustracdo na Figura 9.46). Os triangulos ABD e ACD
tém uma correspondéncia LL, pois AB = AC e AD = AD (lado comum). Mas esses triangulos ndo
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C

Figura 9.46. Estudo 2 sobre a correspondéncia LL.

sdo congruentes, pois, conforme esté verificado abaixo, todas as seis possiveis correspondéncias
nao conduzem a congruéncia alguma.

Correspondéncia 1: ABD — ACD se fosse congruéncia implicaria BD = CD, mas BD > CD.
Correspondéncia 2: ABD — ADC se fosse congruéncia implicaria BD = CD, mas BD > CD.

Correspondéncia 3: ABD — CAD se fosse congruéncia implicaria BD = ADe AD = CD, logo BD =
CD, mas BD > CD.

Correspondéncia 4: ABD — CD A se fosse congruéncia implicaria AB=CDe BD = ADe AD = AC.
Usando que AB = AC isso implicaria BD = CD, mas BD > CD.

Correspondéncia 5: ABD — D AC se fosse congruéncia implicaria AB= ADe BD=ACe AD =CD.
Usando que AB = AC isso implicaria BD = CD, mas BD > CD.

Correspondéncia 6: ABD — DC A se fosse congruéncia implicaria AB=CDe BD = ACe AD = AD.
Usando que AB = AC isso implicaria BD = CD, mas BD > CD.

Portanto ABD e ACD nao sao congruentes.

Problema 9.13.5. Na Figura 9.32 vimos desenhos de dois tridngulos que tém uma correspondén-
cia LLAmas que ndo sdo congruentes. Como foram construidos aqueles triangulos?

Problema 9.13.6. Dois triangulos obedecem a uma correspondéncia LLAL. Eles sdo congruentes?
Justifique.

Problema 9.13.7. Dois tridngulos obedecem a uma correspondéncia AAAL. Eles sdo congruentes?
Justifique.

Problema 9.13.8. Usando desenhos ou construc¢des com varetas ou canudos, estude a correspon-
déncia LAA entre triangulos.

Problema 9.13.9. Prove que, em um plano dado, a mediatriz de um segmento é o conjunto dos
pontos desse plano que sao equidistantes dos extremos do segmento.

Solugdo. Em um plano a, sejam PQ um segmento e r sua mediatriz. Seja ¢ o conjunto dos pontos
de a que equidistam de P e Q. Queremos provar que r = 6. Anotamos por M o ponto médio de
PQ. Sabemos que r é perpendicular a PQ por M.

Provamos primeiro que r ¢ 6. Seja X € r. Se X = M entdo X € €, pois M equidista de P e Q.
Suponhamos X # M. Temos PM X = QM X por correspondéncia LAL (PM = QM pois M é ponto
médio, /ZPMX = ZQMX pois sdo retos e MX é comum). Logo PX = QX do que segue X € 6.
Provamos que r c €. Confira ilustracao na Figura 9.47.
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. 1

Figura 9.47. Caracterizacao da mediatriz de um segmento.

Mostremos agora que € < r. Seja X € €. Se X = M entdo X € r. Suponhamos X # M. No-
vamente temos PM X = QM X mas agora por correspondéncia LLL (PM = QM pois M € ponto
médio, MX é comum e PX = QX por definicdo de €). Isso implica ZPMX = ZQMX e esses an-
gulos sdo retos. Segue que M X estd na mediatriz de PQ, isto é, X € r. Provamos que 6 < r, o que
termina a demonstracdo de que r =%6.

Problema9.13.10. Demonstre que, dados um segmento e uma reta em um plano, se essa reta tem
dois pontos equidistantes dos extremos do segmento, entdo a reta é a mediatriz do segmento.

Problema 9.13.11. E dada uma circunferéncia e uma corda que ndo é um diametro. Prove que se
um raio intersecta a corda, entao a intersecdao é o ponto médio da corda se e somente se o raio é
perpendicular a ela.

Problema 9.13.12. Explique por que nenhum triangulo tem dois angulos retos.

Problema9.13.13. Prove que os pontos médios dos lados de um tridngulo is6sceles formam outro
triangulo is6sceles com vértice na base do primeiro.

Problema 9.13.14. Verifique que as medianas relativas aos lados congruentes de um triangulo
isosceles sdo congruentes.

Problema 9.13.15. Demonstre que se a mediana relativa a um lado de um tridngulo é também
altura, entdo esse triangulo é isdsceles e aquele lado € a base.

Problema 9.13.16. Demonstre que se uma mediana de um tridngulo ndo é perpendicular ao lado
correspondente, entao os outros dois lados sao diferentes.

Problema 9.13.17. Seja ABC um triangulo isésceles tal que AC = BC. a) Explique por que as
bissetrizes dos angulos da base se encontram em um ponto D contido no interior do tridngulo. b)

Demonstre que CDé perpendicular a AB.

Solugdo de a). Confira ilustracdo na Figura 9.48. Seja ABC um tridngulo isosceles de base AB,
e sejam AE e BF as bissetrizes relativas as A e B, respectivamente, com E € BC e F € AC (esses
pontos existem pelo Teorema Crossbar, Problema 9.11.11). Vejamos por que existe a intersecao

D de AE e BF e D esta no interior do trlangulo De fato, todos os pontos de AB — {A} estdo em
um semiplano oposto aquele dos pontos de AC — {A} em relacdo a reta AE logo B e F estdao em
semiplanos opostos em relacdo a reta AE. Portanto existe D € BF n AE. Do mesmo modo se vé
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que existe D' € AEN BF. Mas existe no maximo um ponto de intersecao entre duas retas, e temos
D =D'. Assim D € AEn BF e, pelo Problema 9.11.4, D estéd no interior do tridngulo.

Solugdo de b). Pelo Teorema Crossbar, ja usado acima, temos que CD intersecta AB em um ponto
M interior a AB. Vamos provar que CM é altura.

C

Figura 9.48. Uma propriedade do tridngulo isésceles.

Comecamos observando que ACE = BCF pois esses tridngulos guardam uma correpondéncia
ALA. De fato, como ACB éisésceles de base AB, os agulos dabase Z/BAC e ZABC sdo congruentes,
logo suas “metades” ZCAE e ZCBF sdo congruentes. Ainda AC = BC (lados laterais de tridgulo
isésceles) e ZACE = ZBCF por ser o mesmo angulo. Assim vale ACE = BCF.

Da congruéncia ACE = BCF tiramos que AE = BF, CE = CFoqueimplica AF = BE,e ZAEC =
/BFC, o queimplica ZAFD = ZBED, por serem suplementares.

Observamos agora que AFD = BED pois esses tridngulos guardam uma correpondéncia ALA.
De fato ZFAD = ZEBD como ja foi observado, AF = BE, j4 obtido acima, e ZAFD = /BED,
também ja obtido acima. Assim vale que AFD = BED.

Da congruéncia AFD = BED tiramos que AD =BD e FD = ED.

Do que foi obtido acima vemos que FCD = ECD por LLL. Segue que ZFDC = ZEDC, o que
implica ZADM = ZBDM, por serem opostos pelo vértice.

Temos agora que ADM = BDM por LAL. Disso segue que ZAMD = Z/BMD, e, como Sao0 su-
plementares, sdo retos. Portanto C M é altura, e terminamos.

Segue uma lista de problemas sobre quadrildteros. Se o estudante quiser postergar as demons-
tracoes formais, pode fixar os resultados mediante o estudo de desenhos.

Problema 9.13.18. Explique por que existem quadrilateros convexos e nao convexos na Geome-
tria Euclidiana. Isto é, usando apenas os Axiomas e resultados vistos até esse ponto de nosso
sistema dedutivo, construa quadrildteros convexos € nao convexos.

Problema 9.13.19. a) Se ABCD é um quadrildtero plano, entdao ACBD pode ser um quadrilatero
ou ndo. Desenhe os dois casos. b) Dado um quadrildtero ABCD, é BCD A um quadrildtero? c)
Seja ABCD um quadrilatero. Estabeleca uma regra geral que permita garantir que um anagrama
de ABCD seja o mesmo quadrilatero.

Problema 9.13.20. Conforme ja observamos, nesta secao definimos quadrildtero plano, mas po-
demos ter também quadrilateros nao contidos em um plano. Construa alguns desses quadriléte-
ros com varetas ou canudos, e os desenhe. Explique por que quaisquer quatro pontos ndo copla-
nares geram, em qualquer ordem, um quadrilétero.

Problema 9.13.21. Prove que, dado um quadrilatero qualquer, pelo menos um de seus vértices
estd no interior do angulo formado pelos outros trés vértices.
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Problema 9.13.22. Prove que, em um quadrildtero convexo, qualquer vértice estd no interior do
angulo do quadrildtero formado pelos outros trés vértices.

Problema 9.13.23. Seja ABCD um quadrildtero e suponhamos que C esta no interior do angulo
/ZBAD. Entao o quadrilatero é convexo se, e somente se, A e C estdo em semiplanos opostos em
relacdo a BD.

Problema 9.13.24. Demonstre que um quadrildtero é ndao convexo se, e somente se, apenas um
de seus vértices estd no interior de algum angulo do quadrildtero. Esse vértice é denominado
reentrante, e os outros, salientes.

Problema 9.13.25. Um quadrilatero é convexo se, e somente se, para cada par de vértices opostos
eles estdo em semiplanos opostos em relacao a reta suporte da diagonal determinada pelo outro
par de vértices opostos.

Problema 9.13.26. Um quadrildtero é convexo se, e somente se, suas diagonais se intersectam.

Problema 9.13.27. Se a reta que contém uma diagonal de um quadrilétero é bissetriz dos angulos
determinados pelos seus extremos, entdo essa reta divide ao meio a outra diagonal.

9.14 Desigualdades geométricas

Prosseguimos nossas investigacoes sobre as propriedades dos triangulos. Na se¢do anterior
vimos como usar identidades ou congruéncias para obter resultados. Dessa vez vamos usar de-
sigualdades. A comparac¢do entre angulos através de suas medidas, e também de lados, pode ser
muito proveitosa. Iniciamos definindo o que sdo os angulos externos de um triangulo.

Definicoes 9.36. Dado o tridangulo ABC, se D é um

ponto tal que C estd entre A e D, entdo o angulo B
/ZBCD chama-se dngulo externo do triangulo. O an-

gulo ZBCA chama-se dngulo adjacentea Z/BCD, e os

outros dois angulos do tridangulo chamam-se dngulos /

nao adjacentes. Notemos que todo tridngulo tem seis 4 C D
angulos externos, constituidos por trés pares de angu-
los opostos pelo vértice.

Figura 9.49. a é um angulo externo.

Dados os segmentos AB e CD, escrevemos AB < CD quando a medida de AB for menor do
que a de CD. Dados os angulos A e B, escrevemos A < B quando m(A) < m(B), e dizemos que A é
menor do que B. Os simbolos > e < e > também podem ser usados com os significados costumei-
ros.

Examinando desenhos de triangulos podemos perceber a seguinte propriedade:

Teorema 9.37. [do Angulo Externo] Qualquer dngulo externo de um triangulo é maior do que qual-
quer um de seus dngulos internos ndo adjacentes.

Demonstragdo. O tnico jeito que temos no momento de provar que um angulo X de medida x é
maior do que um angulo y de medida y é arrumar um angulo 2 de medida z de modo que x = y+z.

Vejamos o caso ilustrado na Figura 9.50, provando que ZBCD > ZABC. Primeiro desenhamos
o segmento AF que intersecta BC no seu ponto médio E, de modo que E seja também o ponto
médio de AF. Pelo caso de congruéncia LAL temos ABE = FCE o que implica ZABE = ZFCE,
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ou ZABC = ZBCF. Por outro lado, em virtude do Problema 9.16.7, F é um ponto do interior
de ZBCD, de modo que, pelo Axioma 13, temos m(£BCD) = m(£BCF) + m(£ZFCD). Juntando
as informacoes obtidas até agora vem m(£BCD) = m(£LABC) + m(£LFCD). Segue que /BCD >
/ABC.

De modo andlogo se prova que Z/BCD > Z/BAC. O

Figura 9.50. Um caso do Teorema 9.37.

O Teorema do Angulo Externo tem muitas consequéncias. Comec¢amos com trés propriedades
que podem ser obtidas do Teorema de forma quase imediata. Denominamos esse tipo de afirma-
¢do de Coroldrio.

Corolario 9.38. Em todo tridngulo a soma das medidas de quaisquer dois dngulos internos é menor
do que 180°.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo, e consideremos dois quaisquer de seus angulos, digamos
B e C, e provemos que m(B) + m(C) < 180°. Consideremos o ponto médio E de BC. Pela demons-
tracdo do Teorema 9.37 e usando a Figura 9.50 vemos que ZABC = ZBCF, logo m(C) + m(B) =
m(/ACB) + m(/BCF) = m(/ACF) < 180°. O

Corolario 9.39. Qualquer triangulo tem pelo menos dois dngulos agudos.

Demonstragdo. Dado um tridngulo, se todos os seus angulos sdao agudos, terminamos. Suponha-
mos que esse triangulo tenha um angulo obtuso. Entdo seu suplementar é um angulo externo e é
agudo. Os dois angulos internos nao adjacentes sao menores do que ele, logo sdao agudos. O

Corolario 9.40. Se um tridangulo tem um dngulo reto, entdo os outros dois dngulos sdo agudos.

Demonstragdo. Se um angulo de um triangulo é reto, seu suplementar é também reto, é um angulo
externo e € maior do que os outros angulos internos, que assim sao agudos. O

Uma consequéncia importante do Teorema do Angulo Externo 9.37 é o chamado caso de con-
gruéncia LAA. Ja foi solicitado do estudante, no Problema 9.13.8, que investigue a correspondéncia
LAA entre triangulos usando desenhos ou construcdes com varetas ou canudos. O estudante deve
ter percebido que essa correspondéncia implica em congruéncia. Vejamos agora uma demonstra-
¢ao formal.

Teorema 9.41. Toda correspondéncia LAA entre triangulos é uma congruéncia.

Demonstragdo. Suponhamos que os tridngulos ABC e DEF tém uma correspondéncia LAA de
forma que AB = DE, B= E e C = F'. Confira a Figura 9.51.
Comparando os nimeros BC e EF, temos trés possibilidades:

(1)BC > EF; (2)BC < EF; (3)BC =EF.
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D E

Figura 9.51. Ilustracdo do argumento da demonstracao do Teorema 9.41.

Se ocorrer a possibilidade (3), segue que ABC = DEF pelo caso ALA. Vamos eliminar as possi-
bilidades (1) e (2).

Suponhamos que ocorra (1). Entdo existe no segmento BC um ponto G tal que BG = EF.
Agora, pelo caso LAL, temos ABG = DEF. Isso implica ZAGB = ZDFE. Como ja tinhamos
ZACB = ZDFE, segue ZACB = ZAGB. Mas isso contraria o Teorema do angulo externo, pois
no tridngulo ACG o angulo ZAGB é externo e o angulo ZACB é interno nao adjacente. Portanto
ndo ocorre (1). Da mesma forma mostramos que ndo ocorre (2). Entdo vale (3), e terminamos. [

Esse é o quarto e ultimo caso de congruéncia entre tridngulos quaisquer. Mas existe mais um
caso, que é especifico para triangulos retangulos, e é muito util.

Teorema 9.42. Se dois tridngulos retdngulos tém hipotenusas congruentes e se um cateto de um é
congruente a um cateto do outro, entdo eles sdo congruentes.

Esse é o denominado caso de congruéncia HC para tridngulos retangulos. Essa correspondén-
cia estd ilustrada na Figura 9.52, em que B e E sdo angulos retos, AC = DF e BC = EF.

C F
| [ [
B D E

Figura 9.52. Correspondéncia HC entre tridngulos retangulos.

Observemos que a correspondéncia HC é, na verdade, uma correspondéncia do tipo LLA, e
sabemos que, em geral, ela ndo implica em congruéncia. Mas, segundo esse teorema, vale para
triangulos retangulos.

—

Demonstragdo. Consideremos, na semirreta oposta a ED, um ponto G tal que EG = AB. Em vir-
tude do caso LAL temos ABC = GEF. Confira a Figura 9.53.

Dessa congruéncia resulta GF = AC. Como ja temos AC = DF, vem GF = DF. Logo DGF é
um triangulo is6sceles de base DG. Como FE é sua altura relativa ao vértice, E é ponto médio, e
DE = EG. Entdao AB = DE, e temos agora uma correspondéncia LAL entre ABC e DEF, que sdo
assim congruentes. O

Estivemos considerando desigualdades entre angulos de um triangulo, e vimos que esse es-
tudo nos trouxe importantes propriedades. A ideia agora é considerar desigualdades entre lados
de um triangulo.



Inicio da Geometria Euclidiana Plana 55

Figura 9.53. Ilustracdo do argumento da demonstracao do Teorema 9.42.

Alguma coisa ja sabemos. Vimos, na Proposicao 9.26, que “em todo triangulo isGsceles, os
angulos da base sdo congruentes”. E da Proposicdo 9.27 temos que “se um tridngulo tem dois
angulos congruentes, entdo ele é isGsceles”.

Podemos expressar essas afirmacgoes de outro modo: “se dois lados de um tridngulo nao sao
congruentes, entdo os angulos opostos nao sao congruentes, e vice-versa’.

Dado um triangulo com um lado maior que outro, o que se pode dizer dos angulos opostos
correspondentes? Fazendo alguns desenhos vemos que o angulo maior tem que estar oposto ao
lado maior.

Teorema 9.43. Se dois lados de um triangulo ndo sdo congruentes, entdo os dngulos opostos a eles
ndo sdo congruentes, e ao maior lado se opoe o maior angulo.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo qualquer e suponhamos que AB > AC. Precisamos provar
que ZACB > ZABC. Consideremos na semirreta ACo ponto D tal que AD = AB. Como AC < AB
temos AC < AD, portanto A— C— D e C é um ponto do interior de ZABD. Do Axioma 13 temos
m(£LABD) =m(£LABC)+m(£DBC). Logo ZABD > m(£ABC). Mas ABD é um tridngulo is6sceles
de base BD, de modo que ZABD = ZADB. Portanto ZADB > m(ZABC). Por outro lado ZACB
¢ angulo externo de BCD, e, pelo Teorema do Angulo Externo temos ZACB > ZADB. Segue que
ZACB > ZABC, como queriamos demonstrar. Confira ilustracdo na Figura 9.54. O

A B

Figura 9.54. Ilustracdo do argumento da demonstracao do Teorema 9.43.

De forma equivalente temos o

Teorema 9.44. Se dois dngulos de um triangulo ndo sdo congruentes, entdo os lados opostos a eles
ndo sao congruentes, e ao maior dngulo se opoe o maior lado.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo e suponhamos que A > B. Queremos provar que BC > AC.
Se isso nao ocorrer temos BC = AC ou BC < AC. Se BC = AC entdo o triangulo é is6sceles de base
AB, e os angulos da base A e B sdo congruentes, o que contraria a hipétese. Se BC < AC o Teorema
9.43 implica que A < B, o que também contraria a hipétese. Logo BC > AC, e terminamos. O
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Aproveitamos esses resultados para definir distancia entre um ponto e uma reta. Precisamos
primeiro do

Teorema 9.45. O menor segmento ligando um ponto a uma reta que ndo o contém é o segmento
perpendicular a reta.

Demonstragdo. Seja r uma reta e P um ponto fora P
dela. Seja PA o segmento perpendicular a r por P,
com A € r. Seja B outro ponto qualquer de r. Que-
remos provar que PB > PA. Ora, no triangulo PAB,
temos m(Z/PAB) = 90°, e, pelo Corolério 9.40, /PBA

é agudo. Logo Z/PBA < ZPAB. Usando agora o resul- B 4
tadO dO Teorema 9.44, temos PB > PA. Conﬁl‘a ilus- Figura 9.55. Ilustragﬁo do argumento da
tragao na Figura 9.55. U demonstracdo do Teorema 9.45.

Esse resultado nos permite definir distancia entre ponto e reta.

Definicao 9.46. A distancia entre uma reta e um ponto fora dela é o comprimento do segmento
perpendicular que liga o ponto a reta. Se o ponto estd na reta, essa distancia é definida como zero.

Finalmente, para encerrar esta secdo, observamos que o estudo das desigualdades de lados em
um tridngulo implicam na seguinte propriedade, uma forma da “desigualdade triangular”. Certa-
mente que o estudante ja vivenciou essa propriedade através de experimentos com varetas ou
desenhos. Apresentamos agora uma demonstracao formal.

Teorema9.47. [desigualdade triangular] Em todo tridngulo a soma de dois lados quaisquer é maior
do que o terceiro lado.

Demonstragdo. Dado um tridngulo ABC, marcamos na semirreta ABo ponto D tal que BD = BC.
Confira desenho na Figura 9.56.

B

Figura 9.56. Ilustracdo do argumento da demonstracao do Teorema 9.47.

O triangulo BCD é is6sceles de base CD, logo ZBCD = ZBDC. Portanto no tridngulo ACD
temos ZACD > ZADC. Em virtude do Teorema 9.44 temos AD > AC. Mas AD = AB+ BD =
AB+ BC. Portanto AB+ BC > AC.

Por simetria da argumentacdo temos as outras desigualdades: AB + AC > BC e AC + BC >
AB. O
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9.15 Problemas

Problema 9.15.1. Desenhe um tridangulo e nomeie os seus trés pares de angulos externos opostos
pelo vértice. Para cada um diga quem sao os angulos internos adjacentes e nao adjacentes.

Problema 9.15.2. Usando como referéncia a Figura 9.50, termine a demonstra¢do do Teorema
9.37, provando que Z/BCD > /BAC. Essas demonstracoes dependem do formato da figura, ou
servem para qualquer triangulo?

Problema 9.15.3. Existe um “teorema do angulo externo” para quadrilateros?

Problema 9.15.4. Explique por que, em qualquer tridngulo isésceles, os angulos da base sao agu-
dos.

Problema 9.15.5. Construa um tridangulo no qual a soma dos angulos internos é < 180,0001°. Use
apenas os axiomas e resultados vistos até agora.

Problema 9.15.6. Se D esta no interior de BAC, entao
/BDC > ZBAC. Confira Figura 9.57.

Figura 9.57.

Problema9.15.7. E dado um quadrilatero convexo ABCD. Dentre seus quatro lados, AB é o maior
e CD é o menor. Explique por que m(A) < m(C). O que ocorre se o quadrilatero nio for convexo?

Problema 9.15.8. Se no tridngulo ABC a altura relativa ao vértice A ndo tem pé no lado BC, qual
é o maior lado de ABC? Justifique.

Problema 9.15.9. Explique por que todo tridngulo tem pelo menos uma altura com pé no interior
do lado correspondente. Mais exatamente, prove que isso necessariamente ocorre com a altura
relativa ao vértice que se opde ao maior lado.

Solugdo. Seja ABC um triangulo. Dentre os niumeros AB, AC e BC existe um valor méximo. Sem
perda de generalidade suponhamos que BC = AB e BC = AC. Seja P o pé da perpendicular de A
a reta BC. Logo AP é a altura relativa ao lado BC. Provemos que P estd no interior do segmento
BC. Paraisso eliminamos os casos nao desejados.

Caso 1. P = B. Como m(B) = 90°, pelo Corolério 9.40 temos que Ae C sao agudos. Logo m(A) <
m(B). Pelo Teorema 9.44 temos BC < AC, o que é uma contradi¢ado, pois BC = AC. Portanto esse
caso nao € possivel.

Caso 2. P = C. Também nao é possivel, com a mesma demonstracao do caso 1 (usa que BC = AB).

Caso 3. B— C — P. Confira ilustracao na Figura 9.58, desenho da direita. Notemos que ZACB é
externo a APC, logo m(£LACB) > m(£APC) =90° (Teorema do Angulo Externo). Pelo Corolario
9.39 aplicado a ABC temos que A e B sio agudos. Logo m(A) < m(ZLACB). Pelo Teorema 9.44
temos BC < AB, o que é uma contradicao, pois BC = AB. Portanto esse caso ndo é possivel.

Caso 4. P— B — C. Também nado é possivel, com a mesma demonstracdo do caso 3 (usa que BC =
AC).

Portanto P pertence ao interior de BC.
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A

Figura 9.58. Ilustracao da solu¢do do Problema 9.15.9.

Problema 9.15.10. Demonstre que se AM ¢é a mediana do tridngulo ABC, entdo os segmentos
perpendiculares a AM por B e C sdo congruentes.

Problema9.15.11. Demonstre o chamado “Teorema da Dobradica”: Se dois lados de um tridngulo
sdo congruentes, respectivamente, a dois lados de um segundo tridngulo, e se o dngulo determi-
nado por eles no primeiro tridngulo é maior que o angulo correspondente no segundo, entdo o
terceiro lado do primeiro tridangulo é maior do que o terceiro lado do segundo.

Solugdo. Podemos acompanhar a demonstracdao com a Figura 9.59.

B y c E ' F
Figura 9.59. llustracao da solugdo do Problema 9.15.11.

Sejam ABC e DEF triangulos tais que AB = DE, BC = EF e B > E. Queremos provar que
AC > DF. Consideremos, no plano em que estd ABC, o ponto G tal que G e A estao do mesmo lado
de 373, BG=EDe ZCBG = ZFED. Logo, BA =BG e, por LAL, temos BCG = EFD o que implica
CG = DF. Ainda, como ZABC > E, temos que G é um ponto interior de ZABC. Se G € AC temos
AC > CG = DF, e terminamos. Suponhamos que G ¢ AC. Note que ZABG estd bem definido e
tem uma bissetriz que intersecta AC no ponto M. Os triangulos BAM e BGM estdao bem definidos
e sdo congruentes pelo caso LAL. Dessa congruéncia vem GM = AM. Aplicando a desigualdade
triangular em CGM temos CG < CM+GM = CM+AM = AC. Como CG = DF segue que DF < AC,
e terminamos.

Problema 9.15.12. Demonstre a reciproca do Teorema da Dobradica: Se dois lados de um trian-
gulo sdo congruentes, respectivamente, a dois lados de um segundo triangulo, e se o terceiro lado
do primeiro tridngulo é maior que o terceiro lado do segundo, entao o angulo determinado pelos

dois lados no primeiro triangulo é maior que o angulo determinado pelos lados correspondentes
no segundo.

Problema 9.15.13. a) Se duas retas diferentes sao perpendiculares a uma terceira, entdo elas ndo
se intersectam. b) Usando esse resultado, dé outra demonstra¢do da parte da unicidade do Teo-
rema 9.30.
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Problema 9.15.14. Suponha que na Figura 9.60 vale m(d) = m(b). Explique por que as retas m e n
nao se intersectam.

Figura 9.60. Figura dos Problemas 9.15.14 € 9.15.15.

Problema 9.15.15. Suponha que na Figura 9.60 vale m(b) + m(¢) = 180°. Explique por que as retas
m e n nao se intersectam.

Problema 9.15.16. E dado um quadrildtero ABCD em que os lados opostos sdo congruentes, isto
é, AB=CDeBC = DA. a) Prove que ABCD é convexo. b) Mostre que as retas suporte de quaisquer
dois lados opostos ndo se intersectam.

Problema 9.15.17. No Teorema 9.42 vimos que a correspondéncia HC (hipotenusa e um cateto)
entre dois tridngulos retangulos implica em congruéncia. Verifique que também sdo congruén-
cias as seguintes correspondéncias entre dois tridngulos retangulos: (i) CA, (um cateto e o angulo
oposto); (ii) HA (hipotenusa e um angulo agudo).

Problema9.15.18. Sejam ZBAC um angulo e AD sua bissetriz. Seja X € AD-A. Explique por que
o pé da perpendicular de X a AB estiem AB— A.

Solugdo. Seja P o pé da perpendlcular de X a AB. Precisamos provar que P € AB- A

Seja A olado de AB em que se encontram C e D. Seja r areta perpendicular a AB por A, e seja
Eerem /. Seja ¥ o lado de r em que se encontra B. Seja x = m(£BAC), portanto 0 < x < 180.
Logo m(£/BAX) = x/2 <90. Como m(£EAB) =90° segue que X € ¢4. Assim X e B estio do mesmo
lado de r. Confira a Figura 9.61.

Figura 9.61. Figura do Problema 9.15.18.

Observemos agora que XP L ABer L AB implicam que r e XP nido se intersectam (por causa
da unicidade da perpendicular). Assim P e B estdo do mesmo lado de r, o que implica que P €
AB - A.
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Problema 9.15.19. Prove que se num triangulo ABC as alturas BD e CE relativas respectivamente
aos lados AC e AB sao congruentes, entdo o triangulo € is6sceles de base BC. E reciprocamente,
num triangulo isésceles ABC de base BC, as alturas BD e CE relativas respectivamente aos lados
AC e AB sdo congruentes.

Problema 9.15.20. Dados uma reta e um ponto fora dela, prove que se dois segmentos sdo traca-
dos do ponto até a reta, entdo é maior o segmento cuja extremidade na reta estiver mais afastada
do pé da perpendicular do ponto a reta.

Problema 9.15.21. Complemente agora o Problema 9.7.15. Seja AB uma corda de uma circunfe-
réncia e seja s sua reta suporte. Prove que os pontos do interior do segmento AB estdo no interior
da circunferéncia, e os pontos de s no exterior de AB estdo no exterior da circunferéncia.

Problema 9.15.22. Complete agora o Problema 9.7.20, parte b), demonstrando que o interior de
qualquer circunferéncia é um conjunto convexo.

Solugdo. Seja € uma circunferéncia de centro O e raio r. Sejam P e Q pontos de seu interior. Isso
significa que d(P,O) < r e d(Q,O) < r. Precisamos demonstrar que PQ < €, ou que, para todo
ponto X € PQ, setem d(X, O) < r, isto é, X estd no interior de €.

Seja t = P_)Q Se O € t, entdo PQ estd contido em um diametro, e sabemos que o interior de
um diametro qualquer estéd contido no interior de ¢ (Problema 9.7.14). Portanto a afirmacao vale
nesse caso.

Suponhamos agoraque O ¢ ¢, e seja T o pé da perpendicular de O a ¢. Temos essencialmente os
casos P-T—-Q, P—Q—-T ou T-P-Q. Esses casos estao ilustrados na Figura 9.62. Em qualquer caso,
para todo X € PQ, se tem que X estd menos distante de T do que P ou Q. Logo d(X, 0O) < d(P,0)
oud(X,0) <d(Q,0) em virtude do Problema 9.15.20. Portanto d (X, O) < r, e terminamos.

Figura 9.62. Ilustracdo da solucdo do Problema 9.15.22.

Problema 9.15.23. Verifique (e explique) se é possivel ou ndo construir um triangulo que tenham
lados com as medidas: (i) 1, 2 e 4; (ii) 2, 2 e 4; (iii) 2, 3 e 4.

Problema 9.15.24. Na Figura 9.63 temos PT = TR = RQ. a) Demonstre que PR > RQ. b) Compare
PQ com PR.
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P ' T Q

Figura 9.63. Figura do Problema 9.15.24.

Problema 9.15.25. Dada a Figura 9.64 com AD = BC, demonstre que AC > BD.

A D

Figura 9.64. Figura do Problema 9.15.25.

Problema 9.15.26. Num tridngulo ABC temos A—F—-C, A-D—-B, FC=DB e AB > AC. Prove
que FB > CD.

Problema 9.15.27. A soma das distdncias de um ponto do interior de um triangulo as extremida-
des de um lado é menor do que a soma dos outros dois lados.

Problema 9.15.28. Seja C o angulo reto do tridngulo retangulo ABC. a) Se m(B) = 2m(A), entdo
AB =2BC. b) Vale a afirmacao reciproca de a)?

Problema 9.15.29. Sejam A, B, C e D quatro pontos coplanares tais que AC = BC, AB< AC e
A—-C-D. Prove que o triangulo ABD é escaleno.

Problema 9.15.30. Na Figura 9.65 B e D sdo angulos retos e AB = DC. Mostre que AD = BC.

al I
D ! c

Figura 9.65. Desenho do Problema 9.15.30.

Problema 9.15.31. E dado um quadrildtero convexo ABCD tal que AD = BC e A= B. a) Faca
desenhos desse quadrilédtero. b) Se E é o ponto médio de AB e F o de CD, prove que EF é perpen-
dicular a AB e a CD. c) Conclua que as retas suportes de AB e CD ndo se intersectam.
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Problema 9.15.32. O seguinte resultado é também denominado desigualdade triangular. Sejam
A, Be Ctréspontos. Entdo AC < AB+BC, eaigualdade ocorre se e somente se B estd no segmento
AC.

Problema 9.15.33. Dados n pontos A;, Ay, As, ..., A, (n = 2), a linha poligonal por eles determi-
nada é a reunido dos segmentos A; A, A2 As, ..., Ay,—1A,. Mostre que a menor linha poligonal que
une um ponto dado a outro é o segmento que os une. Em outros termos, sejam A;, Ay, As, ..., Ay
(n = 2) n pontos coplanares. Entdo

A1Ar + Ap A+ + A 1A= A1A,
e aigualdade ocorre se e somente se Aj — Ay — Az —...— Aj.

Solugdo. Considerando o resultado do Problema 9.15.32 aplicado aos pontos A;, Az e A3 temos
A1 Az < A1 A2+ Az Az e aigualdade ocorre se e somente se A} — Ay — Az. Considerando agora A;, A3
e Ay temos Ay Ay < A1 A3+ A3 A4 e aigualdade ocorre se e somente se A} — A3 — A;. Combinando
as duas desigualdades vem Ay Ay < A1 A3+ A3Ay < A1 As + A A3 + A3 A4 e aigualdade ocorre se e
somente se A — A, — A3— A4. Em seguida consideramos A;, Ay e As, etemos Ay As < A1 Ag+ Ay As <
A1 As + Ap A3 + A3 Ay + Ay As e a igualdade ocorre se e somente se Ay — Ay — A3 — Ay — As. E assim
por diante.

9.16 Problemas adicionais

Vérios dos problemas seguintes tém demonstracdo mais delicada, e o estudante pode poster-
gar, se achar adequado. Pode fixar os resultados mediante o estudo de desenhos. Convém ainda
estudé-los com o aplicativo Geogebra, pois ele possibilita movimentar as figuras e assim facilita o
estudo com os elementos geométricos em diferentes posicionamentos.

Problema 9.16.1. Descreva como é a sua no¢ao espontanea de reta. Ela é comum a todos os seres
humanos? Se ndo for, quais os problemas que isso acarreta a teoria da Geometria Euclidiana?

Problema 9.16.2. Sao dadas trés ou mais retas que se intersectam duas a duas. Qual é a menor
exigéncia que se deve fazer sobre suas intersec¢oes para garantir que todas estejam em um mesmo
plano?

Problema 9.16.3. Explique por que, se C € AB - {A}, entdo AB = AC.

Problema 9.16.4. Se os trés lados de um tridngulo sdo iguais, esse triangulo chama-se equildtero.
a) No nivel de deducao informal podemos construir tridngulos equildteros usando varetas. Expli-
que como isso pode ser feito. b) Podemos também construir tridngulos equildteros usando régua
e compasso. Explique. ¢) Ao construir triangulos equildteros com régua e compasso usamos uma
propriedade que ainda ndo demonstramos. Descreva qual é.

Problema 9.16.5. No Problema 9.9.12 foi definido interior de um tridngulo como a intersecao dos
semiplanos determinados pelas retas suportes dos seus lados contendo o outro vértice. Outra de-
finicdo de interior de triangulo: reunido dos interiores dos segmentos com extremos nos interiores
do lados. Essas duas defini¢coes sao equivalentes? Justifique.

Problema 9.16.6. Mostre que nosso sistema axiomatico pode ser mais econémico, pois podemos
provar o Axioma 10 como consequéncia dos axiomas 1 a 9.



Inicio da Geometria Euclidiana Plana 63

Problema 9.16.7. Dados os pontos coplanares A, B, C, D, E e H tais que A, B e C sao nao coline-
ares, B—C—-D, A- E—Ce B—-E—- H,demonstre que H estd no interior do angulo ZACD.

Problema 9.16.8. Sio dadas trés semirretas diferentes 5’4, O_B> e O_C’ tais que azl e O_C> sdao nao
colineares, e OB e OC sio nio colineares. Prove que se m(£AOC)+ m(£BOC) =180°, entdo O, A
e B sao colineares. Se acrescentarmos a hipotese m(£AOC) # 90°, temos também A— O — B, e 0s
angulos formam um par linear. Confira ilustracdo na Figura 9.66.

Figura 9.66. Ilustracdo do Problema 9.16.8.

Problema 9.16.9. Em um plano dado, sejam r uma reta e AB um segmento tal que AB nao é
perpendicular a r. Mostre que a proje¢ao de AB sobre r € o segmento A'B’, em que A’ é a proje¢ao

de A sobre areta, e B’ a de B. O que ocorre se ABé perpendicular a r?

Seguem alguns problemas sobre o quadrildtero de Saccheri (confira Defini¢do 9.35).

Problema 9.16.10. Explique por que existem quadrilateros de Saccheri. Isto é, usando os Axiomas
e resultados vistos até agora, construa quadrilateros de Saccheri.

Problema 9.16.11. Prove que todo quadrildtero de Saccheri é convexo.

Problema 9.16.12. Seja ABCD um quadrilatero de Saccheri. Usando apenas os resultados vistos
até agora prove que o segmento que liga os pontos médios da base e do cume é perpendicular a
ambos.

Problema 9.16.13. Seja ABCD um quadrildtero de Saccheri. Usando apenas os axiomas de 1 a 15
estudados até agora, prove que: a) AC = BD; b) os angulos do cume sdo congruentes.

Problema 9.16.14. Demonstre que, dado um angulo qualquer, sua bissetriz menos a sua origem
é o conjunto dos pontos do interior do angulo que sao equidistantes dos seus lados.

Solucgao. Se]am ZBAC um angulo e AD sua blssetrlz Seja X € AD - A. Sejam P o pé da perpendi-
cularde X aA ABe Qopéda perpendlcular de X a AC. Em virtude do resultado do Problema 9.15.18
temos Pe AB— Ae Qe AC — A. Notemos que AXP = AXQ pelo caso LAA. Segue que XP = XQ,
e assim X é equidistante dos lados do dngulo. Confira ilustracao na Figura 9.67, desenho da es-
querda.

Reciprocamente, seja X um ponto do interior de ZBAC e equidistante dos lados do angulo.
Sejam P o pé da perpendlcular de Xa ACe Q o pé da perpendicular de X a AB. Vamos provar a
seguir que P € AB-Ae Qe AC— A. Assim AXP e AX Q sdo tridngulos e AXP = AXQ pelo caso HC
de tridngulos retangulos. Segue que ZPAX = ZQAX e X estd na bissetriz.
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Figura 9.67. Figura do Problema 9.16.14.

Para provar que P € AB - A observemos primeiro que se ZBAC é agudo ou reto um argumento
similar ao usado na solu¢do do Problema 9.15.18 mostra o que queremos. Suponhamos que ZBAC
seja obtuso. Seja r a reta perpendicular a AB por A, e seja s areta perpendicular a AC por A. Como
m(£BAC) > 90° tanto r como s tém pontos no interior desse angulo. Sejam E € r e F € s dois
desses pontos. O posicionamento desses elementos estdo ilustrados na Figura 9.67, desenho da
direita.

Se X € r ouse X estd no interior de ZEAC entdo XQ é o cateto de um tridngulo retangulo e X P
é maior do que a hipotenusa desse triangulo. Logo XP > XQ, contrariando a hip6tese. Se X € s
ou se X estd no interior de ZFAB entdo X P € o cateto de um tridngulo retangulo e XQ é maior do
que a hipotenusa desse tridangulo. Logo X Q > XP, novamente contrariando a hip6tese. Segue que
X estd no interior de ZEAF. Como XP L ABe XP L AB sabemos que X P e r nao se intersectam.
Ainda, X estd do mesmo lado que B em relagdo a r. Entao P estd do mesmo lado que B em relacao
ar,do que segue que P € AB - A.

Do mesmo modo se prova que Q € AC - A, e terminamos.

Problema 9.16.15. Demonstre que, em um triangulo qualquer, suas bissetrizes internas se en-
contram em um unico ponto situado no seu interior. Esse ponto chama-se incentro. Descubra o
motivo desse nome.

Problema 9.16.16. a) Sejam ABC = DEF e AH e DG alturas, sendo que H € I<3_)C eGe ﬁ . Mostre
que se H esta no interior de BC entdo G estd no interior de EF. b) Demonstre que sdo congruentes
quaisquer alturas correspondentes de tridangulos congruentes. c¢) Explique cuidadosamente por
que, antes de provar b) é necessdrio obter o resultado a).

Problema 9.16.17. Dado um tridngulo qualquer, tome trés cevianas, cada uma relativa a um dos
lados. Mostre que a soma das cevianas é maior do que o semiperimetro do triangulo, e menor do
que 3/2 do perimetro.

Problema 9.16.18. Vamos admitir a nocao comum de que o menor caminho que une dois pontos
é o segmento de reta que os une. a) Usando essa ideia resolva o seguinte problema: Na Figura 9.68
investigue como se pode descobrir a localizagdo do ponto C € s de modo que AC+CB é o caminho
mais curto para ir do ponto A ao ponto B tocando a reta. Justifique.

b) Ainda com referéncia a Figura 9.68, suponha que em A se localiza uma fonte de luz. Usando
a hipétese de que um raio de luz segue o menor caminho, explique por que o raio que sai de A e
atinge B depois de refletir na reta é o tiinico que tem angulo de incidéncia i de mesma medida que
o angulo de reflexdo r.
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Figura 9.68. Figura do Problema 9.16.18.

Problema 9.16.19. Na Figura 9.69 r e s sdo retas perpendiculares. Investigue como se pode des-
cobrir a localiza¢do dos pontos C € s e D € r de modo que AC + CD + DB é o caminho mais curto
para se ir do ponto A ao ponto B tocando as retas como na Figura. Justifique.

-

D

Figura 9.69. Figura do Problema 9.16.19.

Problema 9.16.20. Na mesa de bilhar ABCD, desenhada na Figura 9.70, uma bola, ao ser lancada
contra uma lateral, reflete-se de modo que o angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexao.
Uma bola é lancada da posicdo 1 em direcdo a lateral CD e em seguida passa pela posi¢do 2.
Determine, usando apenas uma régua e um esquadro, o ponto da lateral AB que serd tocado pela
bola pela primeira vez (supondo que a bola seja impulsionada com energia suficiente).

Figura 9.70. Figura do Problema 9.16.20.

9.17 Temas para investigacao

Tema 9.17.1. Investigue como é a nocao espontanea que pessoas com pouca escolaridade tém
sobre a reta e o plano. Converse com pessoas de diferentes profissoes. Prepare perguntas que lhe
permitam verificar se essa no¢do espontanea coincide com as afirmacoes basicas da Geometria
Euclidiana sobre retas e planos consideradas na Secao 9.4. Procure utilizar os referenciais mais
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préoximos da pessoa. Por exemplo, para um pedreiro uma reta pode ser um “fio de nylon bem
esticado”, e um plano pode ser um “terreno bem nivelado”. Confira se, para muitas pessoas, o
termo segmento ndo é muito usado, ou é mesmo desconhecido, e é substituido por reta.

Tema 9.17.2. No texto definimos dngulo como a reunido de duas semirretas de mesma origem e
ndo contidas na mesma reta. Considere a definicdo alternativa, em que um angulo € a reunido de
duas semirretas, nas mesmas condicoes anteriores, e de seu interior. Confira ilustracao na Figura
9.71. O que muda na teoria se for adotada essa defini¢dao?

Figura 9.71. Outra defini¢dao de angulo

Tema9.17.3. Em textos didaticos do Ensino Fundamental é frequente que os autores adotem uma
definicao de angulo que inclui os denominados “angulo raso” e “angulo de 180°”. Consulte esses
textos e faca uma colecdo dessas defini¢oes, analisando as formas com que os autores as apre-
sentam. Investigue os motivos de adotarem essa defini¢do e por que isso ndo é feito no sistema
axiomadtico aqui descrito.

Tema 9.17.4. Um estudante conjecturou que, com relacdo ao fato de que as correspondéncias
LAL, ALA e LLL entre triangulos sdo na verdade congruéncias, sempre se pode tomar um desses
fatos como Axioma e demonstrar os outros dois. Verifique se isso é verdade dentro do contexto de
nosso sistema axiomadtico, isto €, inserindo as afirmacoes na Secao 9.12.

Tema 9.17.5. Investigue condicdes sob as quais se pode garantir que um triangulo tem os pés de
todas as suas alturas no interior dos respectivos lados.

Tema 9.17.6. Investigue se as alturas de um tridangulo qualquer admitem pontos de encontro.
Tema 9.17.7. Defina interior de quadrildteros e investigue propriedades desse conjunto.

Tema 9.17.8. Defina correspondéncia entre quadrilateros usando seus elementos bésicos. Em se-
guida defina congruéncia. Estude casos de correspondéncia reduzida que conduzem a congruén-
cia de quadrilateros.

Tema 9.17.9. Se os quatro angulos de um quadrildtero (plano) sdo retos, entdo ele é chamado de
retangulo. Verifique se, usando apenas os axiomas de 1 a 15 estudados até agora, é possivel provar
que todo quadrilatero de Saccheri é um retangulo.

Tema 9.17.10. Uma reta reparte um plano que a contém em duas regides convexas. Duas retas
em quatro ou trés regides, dependendo se se intersectam ou ndo. Investigue o que ocorre com n
retas em um plano.

Tema 9.17.11. Examinando o sistema axiomadtico apresentado neste Capitulo, que definicoes e
axiomas garantem que o espac¢o tem pelo menos trés dimensdes? O que deveria ser acrescentado
para termos um espac¢o de pelo menos quatro dimensdes? Num espaco de quatro dimensoes
como seriam as intersecoes de planos? E de dois subespacos de dimensao trés?

Tema 9.17.12. Na Figura 9.32 assim como no Problema 9.13.5, vimos que a correspondéncia LLA
ndo implica necessariamente congruéncia. Mas, quem sabe se agregarmos alguma condic¢ao adi-
cional passe a valer.
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Ao lado vemos um desenho de um angulo a. P é o pé da
perpendicular de A ao outro lado do dngulo. Nesse lado es-
colhemos pontos C e D igualmente afastados de P, e assim
temos AC = AD. Portanto os triangulos CAB e DAB tém
uma correspondéncia LLA mas ndo sdao congruentes, pois
BC # BD.

Figura 9.72.  Correspondéncia
LLA.

Observando bem esse contraexemplo vemos que ele funciona por que é possivel tragar uma
circunferéncia com centro em A e que encontra o outro lado do angulo em dois pontos. Para
impedir isso podemos aumentar a medida do angulo «, fazendo-o obtuso ou reto. Vemos que na
verdade € suficiente que AC > AB. Confira os desenhos da Figura 9.73.

A B

A B
Figura 9.73. Investigacoes sobre a correspondéncia LLA.

Tendo em vista essas consideracoes veja como deve ser uma proposicao sobre a congruéncia
LLA. Enuncie um teorema a respeito e o demonstre.

Tema 9.17.13. Examine a mesma questdo do Problema 9.13.4, mas agora considerando a corres-
pondéncia AAA.

Tema 9.17.14. Considere um angulo Z/BAC com AB = AC. Sejam T e S pontos de BC que o
repartem em trés segmentos congruentes. Confira a Figura 9.74. a) Estude as propriedades dessa

Figura. b) Os trés angulos de vértice A sdao sempre congruentes? Se forem, temos um método de
obtencao da trissetriz?

Figura 9.74. Tentativa de construcao da trissetriz.

Tema 9.17.15. Considere a seguinte procedimento para construcdao de um tridngulo equildtero de
lado ¢. Acompanhe pela Figura 9.75. Iniciamos com um segmento AB de medida ¢ e sua mediatriz



68 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento Tomo 11

B

Figura 9.75. Procedimento para construcao de tridngulo equilatero.

r. Tomamos a circunferéncia com centro em A e raio ¢, e seja V um dos pontos de sua intersecao
com r.

a) Demonstre que ABV é um tridngulo equildtero de lado ¢. b) Examine cuidadosamente os argu-
mentos e verifique se todos sao véalidos a partir dos axiomas e resultados obtidos até agora.

Tema9.17.16. Reexaminando os resultados obtidos até esse ponto da teoria axiomatica, podemos
afirmar que em um plano qualquer existem retas paralelas, isto €, retas que ndo se intersectam?

Tema 9.17.17. Nas ultimas secoes deste Capitulo ndo citamos mais os primeiros axiomas, de 1 a
5. Nao precisamos mais deles? Se sim, por que motivo nao nos referimos mais a eles?

Tema 9.17.18. Explique por que o Teorema de Pasch, enunciado no Problema 9.9.17, é equivalente
ao Axioma 9.



Capitulo 10

Retas paralelas e semelhanca

10.1 Introducao

Continuamos neste Capitulo nossa apresentacdo de um sistema axiomadtico para a Geometria
Euclidiana Plana. Chegamos agora no amago desse estudo: o axioma sobre retas paralelas. Um
dos objetivos préximos é provar que a soma dos angulos de um tridngulo qualquer é 180°. Mas
esse estudo tem muitos outros resultados importantes, como a Teoria de Semelhanca.

10.2 Retas paralelas em um plano

Comec¢amos com

Definicoes 10.1. Duas retas sao ditas paralelas quando sdo coplanares e ndo se intersectam. Os
segmentos AB e CD se dizem paralelos se as retas AB e CDsio paralelas. Analogamente para seg-
mentos e retas, segmentos e semirretas, e semirretas. Se r é paralela a s, anotamos r || s. O mesmo
simbolo pode ser usado para segmentos e semirretas. Em um plano, uma reta que intersecta duas
outras retas em pontos diferentes se diz transversal a elas. Confira ilustracdes na Figura 10.1. Duas
retas nao coplanares sdo ditas reversas.

Figura 10.1. A esquerda, desenho usual de duas retas paralelas; a direita, uma reta transversal a
outras duas em um plano.

Dadas duas retas paralelas, da definicdo sabemos que existe um plano que as contém. Ob-
servamos que esse plano é tinico. Essa propriedade é uma consequéncia imediata do Teorema
9.4, que diz que “dados uma reta e um ponto fora da reta, existe um tinico plano que os contém’.
Assim, dadas duas retas paralelas, consideramos uma delas, digamos que seja r, e um ponto na
outra, digamos que seja P. Entdo existe um tnico plano @ que contém r e P. Assim qualquer
plano que contém as duas retas contém r e P, logo € o proprio plano a. Obtivemos o

69
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Teorema 10.2. Duas retas paralelas estdo em exatamente um plano.

Duas retas paralelas ndo se intersectam, de modo que ndo definem angulo algum. Isso traz
uma dificuldade no seu estudo. Uma maneira de obter propriedades de duas retas paralelas é
considerar uma terceira reta que intersecta ambas. As trés retas formam oito angulos, que sdo
muito importantes no estudo do paralelismo.

Definicao 10.3. Consideremos duas retas inter-
sectadas por uma terceira em pontos diferentes.
Seguindo a notacao definida na Figura 10.2 para
os oito angulos por elas formados, dizemos que
sdo correspondentes os angulos dos seguintes
pares: 4 — b; ¢—d; é— f; §— h.
Sdo alternos internos: ¢ — f; b — g. Sdo al-
ternos externos: @ — f; é— d.

Figura 10.2. Angulos determinados por uma
transversal a duas retas.

Observe que se dois angulos de qualquer par sdao congruentes entdo os angulos de todos os
outros pares também sao.

No Problema 9.15.14 o estudante foi convidado a provar a afirmacao que destacamos agora no

Teorema 10.4. Se duas retas coplanares sdo cortadas por uma transversal formando um par de
angulos correspondentes congruentes, entdo as retas sdo paralelas.

Um caso particular desse resultado também j4 foi visto no Problema 9.15.13:
Corolario 10.5. Se duas retas coplanares sdo perpendiculares a uma terceira, entdo sdo paralelas.

A afirmacoes do Teorema 10.4 e, em particular, a do Coroldrio acima, nos fornecem condicoes
sob as quais podemos afirmar que duas retas coplanares sao paralelas. Um primero resultado é o
seguinte:

Teorema 10.6. Em um plano, por um ponto fora de uma reta passa uma paralela a reta dada.

Demonstragdo. De fato, sejam r uma reta e P um
ponto fora dela em um plano. O Teorema 9.30 nos diz
que “Em um plano, dados uma reta e um ponto fora

dela, existe uma e uma tnicareta perpendicularareta [ t
dada.”. Seja s areta que contém P e é perpendicular a P
r. Aplicamos agora o Teorema 9.20, que afirma: “Em l
um plano, por qualquer ponto de uma reta passa uma i
Unica reta perpendicular a reta dada.”. Seja t a reta | r

perpendicular a s e que contém P. Confira a Figura
10.3. Em resumo, temos duas retas r e ¢t que sao per-
pendiculares a mesma reta s. Pelo Corolario 10.5, r e
t sao paralelas. Assim ¢ é uma reta que satisfaz a con-
dicao do enunciado do Teorema. O

Figura 10.3. [Ilustracdo do Teorema
10.6.
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E importante observar que o Teorema 10.6 tem uma demonstracdo mais geral. De fato, seja r
uma reta e P um ponto fora dela. Fixemos pontos Ae Bem r, e seja s areta por A e P. Escolhemos
olado de s em que estd B. Pelo Axioma 12 existe um ponto C nesse semiplano tal que m(£APC) =
180° — m(£BAP). Em virtude do resultado do Problema 9.15.15 as retas r e 1‘3—C> nao se intersectam.
Confira a Figura 10.4.

Figura 10.4. Argumento geral para obtencao de reta paralela.

Atingimos um ponto crucial de nosso sistema axiomadtico da Geometria. Gostariamos de de-
monstrar a afirmacao reciproca do Teorema 10.4. Ela tem muitas consequéncias importantes, e
pode ser enunciada assim:

?“Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal entdo os angulos dos pares corres-
pondentes sdo congruentes.”

Mas, por mais que tentemos, ndo conseguimos demonstra-la usando apenas os axiomas e re-
sultados de que dispomos até o momento. O estudante pode fazer suas tentativas, assim como
muitos o fizeram.

Devido a esse impasse somos levados a assumir a afirmacao acima como um novo axioma. Na
verdade, assumimos uma afirmacdo um pouco diferente tendo em vista a seguinte ideia. Dados
uma reta e um ponto fora dela podemos, a principio, considerar as seguintes possibilidades:

(i) ndo existe uma reta paralela a reta dada contendo o ponto dado;

(ii) existe uma tnica reta paralela a reta dada contendo o ponto dado;

(iii) existe mais de uma reta paralela a reta dada contendo o ponto dado.

Em virtude do Teorema 10.6 sabemos que a possibilidade (i) ndo condiz com a Geometria Eu-
clidiana. Lembramos que nao podemos desprezar essa possibilidade, pois ja vimos que existe
uma Geometria onde ela ocorre. Trata-se da Geometria na Superficie Esférica, comentada no Ca-
pitulo 8. Nessa Geometria as retas sdo os circulos maximos da esfera, e dois quaisquer desses
circulos sempre se intersectam.

Portanto na Geometria Euclidiana vale (ii) ou (iii). Como essas possibilidades sao excludentes,
precisamos decidir por uma delas. Decidimos pela possibilidade (ii) pois, a principio, nos parece
ser a verdadeira.

Axioma 16. (da unicidade da reta paralela)
Em um plano, por um ponto fora de uma reta, passa uma tinica paralela a reta dada.

Esse Axioma é muitas vezes chamado de “Axioma das paralelas”. Assumindo-o, nos decidimos
sobre uma propriedade fundamental que caracteriza a Geometria Euclidiana.
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Vejamos agora algumas consequéncias. A primeira € a ja desejada afirmacao reciproca do Te-
orema 10.4.

Proposicao 10.7. Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal entdo os angulos dos
pares correspondentes sdo congruentes.

Demonstragdo. Sejam r e s retas paralelas e seja t uma reta transversal a ambas. Queremos provar
que sdo congruentes os angulos correspondentes formados por ¢ e pelas duas retas paralelas.
Seja P o ponto de encontro de s e t. Tracemos por P a reta m que forma com ¢ os mesmos
angulos que r forma com ¢ (estamos usando o Axioma 12 da constru¢do de angulos). Portanto ¢
é uma reta transversal que forma sobre r e m angulos correspondentes congruentes. Em virtude
do Teorema 10.4 r e m sdo paralelas. Usando o Axioma 16 temos m = s. Segue que os pares de
angulos correspondentes formados por r e s com ¢ sdo congruentes. Confira ilustracdo na Figura
10.5. O

Figura 10.5. Demonstra¢do da Proposicao 10.7.

Demonstramos agora o tao esperado resultado sobre a soma dos angulos de um tridngulo.

Teorema 10.8. A soma das medidas dos dngulos
de um triangulo qualquer é 180°.

Demonstragdo. Seja ABC um tridngulo. Que-
remos provar que m(A) + m(B) + m(C) = 180°.
Consideremos a reta paralela ao lado AB con-
tendo o vértice C (essa reta existe pelo Teorema
10.6). Com as anotac¢oes da Figuga 10.6, a Propo- A
sicdo 10.7 nos diz que @ = A e b = B. Portanto
m(A)+mB)+m(C) = a+b+c=180° pois @, b e
¢ sdo suplementares. O

B

Figura 10.6. Soma dos angulos de um trian-
gulo qualquer.

Seguem outras consequéncias importantes do Axioma 16 das Paralelas.
Proposicao 10.9. Os dois dngulos ndo retos de um triangulo retdngulo sdo complementares.

Demonstragdo. Como a soma dos trés angulos é 180°, a soma dos dois nao retos é 90°, que assim
sdo complementares. O

Proposicdo 10.10 (Versdo exata do Teorema do Angulo Externo). Em qualquer tridngulo a medida
de todo dngulo externo é igual a soma das medidas dos dngulos internos ndo adjacentes.
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Demonstragdo. Em um triangulo ABC, seja D um angulo externo adjacente a C. Entiao m(C) +
m(D) = 180°. Como m(A) + m(B) + m(C) = 180°, segue que m(D) = m(A) + m(B). O

Proposicao 10.11. Se uma correspondéncia entre dois tridngulos for do tipo AA, entdo a correspon-
déncia é AAA.

Demonstragdo. Se na correspondéncia dois pares de angulos sdo congruentes, o terceiro par tam-
bém é, pois a soma da medidas dos angulos internos de um triangulo é fixa. O

Proposicao 10.12. Ser e s sdo retas paralelas, entdo todos os pontos de r estdo a mesma distancia
des.

Demonstragdo. Sejam r e s retas paralelas e sejam A e B pontos de r. Sejam P4 e Pp 0s pés dos
segmentos perpendiculares de A e B a s, respectivamente. Queremos provar que AP4 = BPp.
Confira a Figura 10.7.

Aplicando a Proposicdo 10.7 vemos que esses segmentos também sdo perpendiculares a r.
Considerando m como uma transversal a r e s, vemos que a mesma Proposicdo garante que
ZABPj e /PgPyB sao congruentes. Assim os tridngulos ABP4 e PgP 4B tém uma correspondén-

cia LAA e, portanto, sdo congruentes. Em consequéncia AP4 = BPp. O
r A B
L] H

Figura 10.7. Tlustracao da Proposicao 10.12.

Esse resultado nos permite fazer a seguinte

Definicao 10.13. A distancia entre duas retas paralelas é a distancia de um ponto qualquer de uma
delas a outra reta.

Javimos o que é quadrilatero na Definicao 9.34, na pag. 46. Os resultados sobre paralelas vistos
acima nos da a oportunidade de estudar um tipo especial de quadrilatero.

Definicao 10.14. Um paralelogramo é um quadrilédtero cujos lados opostos sdo paralelos.

Podemos facilmente fazer desenhos de paralelogramos e ver que eles sdo quadrildteros conve-
x0s. No Problema 10.3.11 o estudante podera refletir melhor sobre isso.

Precisamos agora de algumas propriedades dos paralelogramos.

Teorema 10.15. Em qualquer paralelogramo lados opostos sdo congruentes, assim como dngulos
0postos.

Demonstragdo. Consideremos um paralelogramo ABCD, em que AB e CD sdo paralelos, e BC e
AD também (veja desenho ilustrativo na Figura 10.8).
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D c

Figura 10.8. Ilustracdao da demonstracao do Teorema 10.15.

Tomemos a diagonal AC. Considerando que ela é transversal a AB e a CD, a Proposicao 10.7
nos diz que ZBAC = ZDCA, e considerando que ela é transversal a AD e a BC, a mesma Propo-
sicdo nos diz que ZDAC = /BCA. Somando esses angulos vem A = C. Ainda os tridngulos BAC
e DCA tém uma correspondéncia ALA, e portanto sdo congruentes. Disto vem B= D, AD=BCe
AB = CD. Terminamos a demonstragao. O

Note que para provar o Teorema 10.15 necessitamos da Proposi¢do 10.7. Portanto esse Teo-
rema depende do Axioma 16 das Paralelas. O mesmo acontece com o resultado seguinte.

Teorema 10.16. Se dois lados opostos de um quadrildtero sdo congruentes e paralelos, entdo ele é
um paralelogramo.

Demonstragdo. Consideremos um quadrilatero ABCD, em que AD = BC e sdo paralelos (confira
a Figura 10.9). Em virtude do resultado do Problema 10.3.11, ABCD é um quadrildtero convexo.
Consideremos a diagonal BD. A Proposi¢do 10.7 nos diz que ZADB = ZCBD. Temos assim uma
correspondéncia LAL entre ADB e CBD, de modo que ADB = CBD. Isso implica ZABD = ZCDB,
e o Teorema 10.4 permite afirmar que AB é paralela a CD. Provamos que ABCD é um paralelo-
gramo. O

Figura 10.9. Ilustracdao da demonstracao do Teorema 10.16.

Usamos isso para obter o importante

Teorema 10.17. O segmento que liga os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao
terceiro lado e tem a metade de seu comprimento.

Demonstragdo. Consideremos um tridngulo ABC, e sejam D e E os pontos médios dos lados AB e
AC, respectivamente. Queremos provar que DE é paraleloa BC e DE = %B C. Uma forma de fazer

isso é construir um paralelogramo. Consideremos na semirreta DEo ponto Ftalque D—E—-Fe
DE = EF. Se provarmos que BCFD é um paralelogramo teremos tudo o que queremos. Confira
desenho ilustrativo na Figura 10.10.

Temos EFC = EDA pelo caso LAL. Uma primeira consequéncia é que CF = AD, e como ja
tinhamos AD = BD, segue que BD = CF. Uma segunda consequéncia de EFC = EDA é que
/ZFCE = ZDAE. Olhando AC como uma transversal de AB e CF, o Teorema 10.4 garante que
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B c

Figura 10.10. Ilustracdo da demonstracdo do Teorema 10.17.

esses segmentos sdo paralelos, pois A = ZACF. Portanto o quadrildtero BCFD tem dois lados
opostos congruentes e paralelos. Em virtude do Teorema 10.16 ele é um paralelogramo. Disso ja
temos que DE é paralelo a BC. Ainda, em virtude do Teorema 10.15, temos DF = BC, do que segue
BC =2DE. Com isso terminamos. Note que usamos o Axioma 16. O

10.3 Problemas

Todas as justificativas deverao ter como base os axiomas e resultados das secdes anteriores.

Problema 10.3.1. Estd claro que, se duas retas se intersectam, entdo elas nao sao paralelas. Elas
sao reversas?

Problema 10.3.2. Examine a Geometria finita de quatro pontos definida no Problema 9.5.19, e
veja se ela satisfaz o Axioma 16. Essa Geometria tem retas reversas?

Problema 10.3.3. Explique por que, em um plano, se duas retas sao paralelas a uma terceira, entao
elas sao paralelas entre si.

Problema 10.3.4. Explique por que, em um plano, se uma reta intersecta uma de duas retas para-
lelas, entdo ela intersecta a outra.

Problema 10.3.5. Explique por que, em um plano, se uma reta é perpendicular a uma de duas
retas paralelas, entao ela é perpendicular a outra. Vocé usou o Axioma 16 das Paralelas?

Problema 10.3.6. Demonstre a seguinte reciproca do Teorema 10.17. Considere um triangulo
ABC e seja D o ponto médio de AB. Entdo a reta paralela a BC por D encontra AC no seu ponto
médio. (Sugestdo: Primero mostre que a paralela a BC por D intersecta AC. Depois considere o
ponto médio E de AC e o segmento DE.)

Problema 10.3.7. Seja a um plano contendo uma reta r e um ponto P fora dela. Esta claro, pelo
Axioma 16, que existe uma unica reta s em a que contém P e é paralela a r. Ndo poderia haver
uma outra reta t, paralela a r e contendo P, mas fora do plano a? Faca um desenho ilustrativo.

Problema 10.3.8. Demonstre que, se a bissetriz de um angulo externo de um triangulo é paralela
a um dos seus lados, entao ele é is6sceles.

Problema 10.3.9. Construa dois triangulos ndo congruentes mas que obedecem a uma corres-
pondéncia AAA. Com isso fica provado que a correspondéncia AAA entre tridngulos ndo implica
em sua congruéncia.
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Problema 10.3.10. Use a sugestdo
dada pela Figura 10.11 para fazer uma R
demonstracdo do Teorema 10.8 um R

pouco diferente daquela dada no texto. ¢ .
— \a.......

Figura 10.11. Sugestdo para o Problema 10.3.10.

Problema 10.3.11. Explique por que, se um quadrildtero tem um par de lados opostos paralelos,
entdo é convexo. Em particular, todo paralelogramo é convexo.

Problema 10.3.12. Mostre que, tomando uma diagonal qualquer de um quadrildtero convexo ar-
bitrério, criamos dois tridngulos de modo que a soma das medidas dos angulos do quadrilatero é
igual a soma das medidas dos angulos dos dois tridngulos. Conclua que a soma dos angulos de
um quadrilatero convexo qualquer é 360°. Investigue o que se pode afirmar para o caso em que o
quadrilétero ndo é convexo.

Figura 10.12. Desenhos relativos a solucao do Problema 10.3.12.

Solugdo. Seja ABCD um quadrildtero convexo qualquer, e consideremos uma de suas diagonais,
digamos AC. Pelo resultado do Problema 9.13.22 C é um ponto interior de Z/BAD, de modo
que m(£BAD) = m(£/BAC) + m(£CAD). Da mesma forma se vé que m(ZBCD) = m(/BCA) +
m(£ACD). Segue que a soma dos angulos dos tridngulos ABC e ACD é igual a soma dos angu-
los do quadrildtero. Portanto a soma dos angulos de um quadrildtero convexo qualquer é 360°.
Confira ilustragdo na Figura 10.12, desenho da esquerda.

Por outro lado, seja ABCD um quadrilatero ndo convexo, e, sem perda de generalidade, supo-
nhamos que B seja o vértice reentrante, isto é, B e D estdo do mesmo lado de ITC . Confira a Figura
10.12, desenho da direita, e o Problema 9.13.24.

A diagonal BD reparte ABCD em dois tridngulos CBD e ABD, mas agora a soma dos angulos
desses triangulos ndo é a soma dos angulos do quadrildtero. Examinemos a situacdo em busca de
outra propriedade.

Indicando @ = m(ZCBD) e f = m(£ABD), temos m(A) + m(C) + m(D) + a + B =360°. Vendo
agora que m(B) + a + 8 = 360° e combinando essa relacio com a anterior vem

m(A) + m(C) + m(D) = m(B)

Isto é, num quadrildtero ndao convexo, a medida do angulo do vértice reentrante € igual a soma
das medidas dos outros trés angulos.
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Problema 10.3.13. Foi visto na pagina 66 que um retangulo é um quadrildtero plano com todos os
angulos retos. Prove que todo quadrildtero de Saccheri é um retangulo. Vocé usou o Axioma das
paralelas? A “existéncia” de retangulos depende do Axioma 162

Problema 10.3.14. Explique por que todo retangulo é um paralelogramo.

Problema 10.3.15. Explique por que se um paralelogramo tem um angulo reto entdo todos sdo
retos.

Problema 10.3.16. Se os quatro lados de um retangulo sdo congruentes, entdo ele é chamado de
quadrado. Prove que existem quadrados na Geometria Euclidiana. Vocé usou o Axioma 16 das
paralelas? A “existéncia” de quadrados depende do Axioma 16?2

D c D } c

. 0, [ N
M (2) (3)

-

Figura 10.13. Construcao de um quadrado.

Solug¢do. Em um plano, tomamos um segmento AB de qualquer medida. Na reta perpendicular
a AB por A tomamos um ponto D tal que AD = AB. Na reta perpendicular a AB por B tomamos
um ponto C tal que C esteja no mesmo lado que D em relacado a AB e tal que BC = AB. Note-
mos que AD||BC, por serem coplanares e perpendiculares a mesma reta. Portanto ABCD é um
quadrildtero com um par de lados paralelos e congruentes. Do resultado do Teorema 10.16 segue
que ABCD é um paralelogramo. Usando agora o Teorema 10.15 vemos que seus quatro lados sdo
congruentes e todos os seus angulos sdo retos. Portanto ABCD é um retangulo com todos os lados
congruentes, e assim € um quadrado. Confira na Figura 10.13 os passos dessa construcao.

O Axioma das paralelas foi usado nas demonstracoes dos Teoremas 10.15 e 10.16. Mesmo as-
sim ndo podemos afirmar no momento que “existéncia’ de quadrados depende do Axioma 16.
Poderia haver uma forma diferente de construir quadrados que ndo dependa desse axioma.

Problema 10.3.17. Seja ABCD um paralelogramo. Sejam M e N os pontos médios de AB e CD,
respectivamente. Prove que M D é paralelo a BN.

Problema 10.3.18. Demonstre que, se sao congruentes os lados dos dois pares opostos de um
quadrilétero, entdo ele é um paralelogramo.

Solugdo. Suponhamos primeiro que o quadrildtero é convexo. Temos entdo a situacao ilustrada
na Figura 10.14, a esquerda. O quadrildtero € ABCD com AB = CD e BC = DA. Por LLL temos
ABC = CDA. Disso segue Z/BAC = ZDCA. Olhando AC como uma transversal de AB e de CD
vemos que ela forma dngulos correspondentes congruentes, e assim AB || CD. Do mesmo modo
seve que AD | BC, e ABCD é um paralelogramo.

Mostremos agora que nao € possivel que o quadrildtero seja ndo convexo. Suponhamos que o
seja, e consideremos C como o vértice reentrante. Confira na Figura 10.14, a direita, essa situacdo
(impossivel). Por LLL temos ABC = CDA. Isso implica @ =6 e f =y. Como BCD é um triangulo,
temos m(C) < 180°, logo y + & > 180°. Como ABD é um triangulo, temos m(A) < 180°,logo a + 8 <
180°. Obtivemos um contradicao, e o quadrilatero é convexo.
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Figura 10.14. Os dois casos do Problema 10.3.18.

Problema 10.3.19. Demonstre que, se sao congruentes os angulos dos dois pares opostos de um
quadrilétero, entdo ele é um paralelogramo.

Problema 10.3.20. Um losango é um quadrilatero cujos quatro lados sao congruentes. Explique
por que todo losango é um paralelogramo.

Problema 10.3.21. Explique por que na Geometria Euclidiana é possivel construir retingulos ndo
quadrados, paralelogramos nao retangulos e losangos ndo quadrados.

Problema 10.3.22. Verifique a veracidade ou a falsidade da seguinte afirmacdo: “Se um quadrilé-
tero tem um par de lados opostos paralelos e o outro par com lados congruentes, entdo ele é um
paralelogramo”.

Problema 10.3.23. Prove que as diagonais de um paralelogramo se dividem ao meio. Reciproca-
mente, se as diagonais de um quadrildtero se dividem ao meio, entdo ele é um paralelogramo.

Problema 10.3.24. a) Explique por que as diagonais de um quadrado sao congruentes e perpendi-
culares. b) Verifique a veracidade ou a falsidade da reciproca. A afirmacgao reciproca pode ser: “Se
as diagonais de um quadrildtero sdo congruentes e perpendiculares, entdo ele é um quadrado”.

Problema 10.3.25. a) Explique por que as diagonais de um quadrado sao bissetrizes dos angulos
correspondentes. b) Verifique a veracidade ou a falsidade da reciproca. A afirmacao reciproca
pode ser: “Se as diagonais de um quadrilatero sdo bissetrizes dos dngulos correspondentes, entao
ele é um quadrado”.

Problema 10.3.26. Seja ABCD um paralelogramo com AD > AB. Prove que a bissetriz de A en-
contra o interior de BC em um ponto G, e a bissetriz de B encontra o interior de AD em um ponto
H. Ainda, ABGH é um losango.

Problema 10.3.27. De um quadrildtero sabe-se que suas diagonais se dividem ao meio e sdo con-
gruentes. O que se pode afirmar sobre ele?

Problema 10.3.28. Demonstre que em um losango as diagonais sdo perpendiculares e se dividem
ao meio. Enuncie a reciproca dessa afirmacao. Ela é verdadeira?

Problema 10.3.29. Explique por que o segmento que une os pontos médios de dois lados opostos
quaisquer de um paralelogramo contém o ponto de encontro de suas diagonais, e esse ponto é o
ponto médio daquele segmento.

Problema 10.3.30. Prove que a mediana em relacdo a hipotenusa de um tridngulo retangulo tem
metade do seu comprimento.
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Problema 10.3.31. Explique por que existem tridngulos retangulos com um angulo de medida x,
para qualquer nimero real dado x entre 0 e 90.

Problema 10.3.32. Prove que, se um angulo de um tridngulo retangulo mede 30°, entdo a medida
do lado oposto é metade do comprimento da hipotenusa. Enuncie a reciproca. Ela é verdadeira?

Problema 10.3.33. Demonstre que os pontos médios dos lados de um quadrildtero qualquer sao
vértices de um paralelogramo. E se o quadrildtero ndo for coplanar?

Problema 10.3.34. a) Mostre que, em
um tridngulo qualquer, as mediatrizes
de dois lados quaisquer se intersec-
tam em um ponto. Caracterize esse
ponto com uma frase. b) Explique por
que as trés mediatrizes de um trian-
gulo qualquer se encontram em um
Unico ponto. Esse ponto é denomi-
nado circuncentro. Qual é o motivo
desse nome?

Figura 10.15. Triangulo e duas mediatrizes.

Solugdo parcial de a) Seja ABC um triangulo, e sejam r e s as mediatrizes de dois de seus lados,
digamos, de AB e AC, respectivamente. Confira ilustracdo na Figura 10.15.

Se rns= @ entao r||s. Como AC Ls vem, pelo Problema 10.3.5, que AC 1 r. Portanto AB e AC
sdo perpendiculares a r pelo mesmo ponto A, de modo que sdo a mesma reta. Mas isso contraria
o fato de que os pontos A, B e C ndo sdo colineares. Segue que r e s se intersectam.

A

Problema 10.3.35. Dado um triangulo
qualquer, a soma das medianas é me-
nor do que o seu perimetro. Sugestao:
dado um tridangulo ABC, faca uma c6-
pia A’BC conveniente. Confira a Figura S
10.16.

Figura 10.16. Propriedade das medianas.

Problema 10.3.36. Considere um tridngulo is6sceles ABC de base BC e um ponto P em BC dife-
rente de B e de C. Sejam D o ponto de AB tal que PD é paralelo a AC, e E o ponto de AC tal que
PE é paralelo a AB. Prove que o perimetro do paralelogramo ADPE é AB + AC.

Problema 10.3.37. Considere um tridngulo is6sceles ABC de base BC e um ponto P em BC dife-
rente de B e de C. Sejam D o ponto de AB tal que PD é perpendicular a AB, e E o ponto de AC tal
que PE é perpendicular a AC. Prove que PD + PE é igual a altura correspondente a qualquer um
dos lados laterais de ABC.

Problema 10.3.38. Considere o quadrado ABCD. Sejam E, F, G e H os pontos médios de AB,
BC, CD e DA, respecticamente. Prove que é um quadrado o quadrildtero cujos vértices sao as
intersecoes de AF, BG, CH e DE.
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Problema 10.3.39. Explique por que as afirmac¢des sobre unicidade contidas nos Teoremas 9.30
€ 9.20 ndo implicam o Axioma 16 das Paralelas. Mais exatamente, considere a seguinte “demons-
tracdo” do axioma das paralelas: Sejam r uma reta e P um ponto fora dela. Seja s a unica reta
perpendicular ar por P. Entdo também é unica reta t perpendicular a s por P. Como t é paralela a
r, segue que a paralela é tinica. O que estd errado?

Problema 10.3.40. Suponha que o Axioma 16 foi substituido pela seguinte afirmacao “Se um seg-
mento liga os pontos médios de dois lados de um tridngulo, entdo sua medida é a metade do
terceiro lado”. Mostre como se poderia usar essa afirmacao para provar que a soma dos angulos
de um triangulo qualquer é 180°.

Problema 10.3.41. Talvez possamos encontrar
outras demonstracoes de que a soma dos angu-
los internos de um triangulo é 180°. Quem sabe
existe alguma demonstracdo que nao depende
do axioma das paralelas, e que escapou da aten-
¢do dos excelentes matemadticos que estudaram
o problema. Examine a demonstracao abaixo, e
veja se ela utiliza o axioma das paralelas. Figura 10.17. Problema 10.3.41.

Vamos chamar de S a soma dos angulos de um triangulo qualquer. Queremos provar que S =
180°. Seja ABC um triangulo, e seja D um ponto do lado AB diferente de A e de B. Consideremos
a ceviana CD. Confira a Figura 10.17.

Temos A+B+/ACB=S, A+ /ACD+/ADC=Se B+/BCD+/BDC = S. Somando membro
amembro as duas ultimas relacées vem

A+B+/ACD+ /BCD+ /ADC+ /BDC =28S.

Em virtude do Axioma 13 da adicdao de angulos temos ZACD + ZBCD = ZACB. Em virtude do
Axioma 14 do suplemento temos ZADC+/BDC = 180°, pois esses angulos formam um par linear.
Segue que

A+B+/ACB+180°=2S= S+180°=2S= S =180".

Problema 10.3.42. Um rio tem margens paralelas AB e CD. Deseja-se ligar a cidade 1 com a
cidade 2, situadas em lados opostos do rio, construindo uma ponte (perpendicular as margens
do rio) e ligando as cidades a ponte com estradas retilineas. Determine geometricamente em que
ponto da margem do rio deve ser construida a ponte de modo que a ligacdo entre as duas cidades
seja a de menor distancia possivel. Confira a Figura 10.18.

Figura 10.18. Figura do Problema 10.3.42.
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10.4 Semelhanca e aplicacoes

Iniciamos com alguns resultados que permitem a construcao da Teoria das Semelhancas, uma
das mais importantes consequéncias do conceito de paralelelismo de retas.

Proposicao 10.18. Sejam r, s e t trés retas paralelas que intersectam outras duas retas m e n nos
pontos A, B, C, e nos pontos A', B, C', respectivamente. Se B estd entre A e C, entdo B estd entre A'
eC'. Ainda, se AB = BC, entdo A'B'=B'C'.

Demonstragdo. A Figura 10.19 ilustra a demonstracdo. Comecamos provando que B’ esté entre A’
e C'. De fato, como B estd entre A e C, ocorre que A e C estdo em lados opostos da reta s. Como A’
estd do mesmo lado que A e C’ estd do mesmo lado que C, vem que A’ e C’ estdo em lados opostos
da reta s. Assim o segmento A’'C’ intersecta s, e jd sabemos que isso ocorre em B’. Segue que B’
estdentre A’ e C'.

m n

1y
1
1
1
r A / A ,'A”

Figura 10.19. Ilustrag¢do da Proposicao 10.18.

Suponhamos agora que AB = BC. Se m é paralela a n entdao ABB’ A’ e BCC'B’ sdo paralelogra-
mos e A'B'= AB e B'C' = BC, o que implica A'B' = B'C’.

Suponhamos que m nio é paralela a n. Consideremos a reta [ paralela a m por B, e sejam A"
e C” os pontos em que [ intersecta r e t, respectivamente. Como ABB'A” é um paralelogramo,
temos AB = A”B’. Do mesmo modo BC = C"B’. Da hipétese segue que A”B’ = C"B’. Temos
ainda m(ZA'B'A") = m(£C'B'C") por serem opostos pelo vértice e m(£A'A"B") = m(£C'C"B’)
por serem angulos alternos internos determinados por duas paralelas e uma transversal. Assim o0s
triangulos A'B’A” e C'B’C" guardam uma correspondéncia ALA, portanto sdao congruentes. Disso
resulta A’B’ = B'C’, como queriamos demonstrar. O

Observe que essa demonstrac¢do utiliza o Axioma 16 das Paralelas. Segue uma generalizacao:

Coroléario 10.19. Sejam ry, ra, ..., i k retas paralelas que intersectam outras duas retas m e n nos
pontos Ay, Az, ..., Ay e nos pontos A, A, ..., A}, respectivamente. Se A; estd entre A;j_ e Ajy1,
entdo A, estd entre A, e A |, para todo1 < i< k. Ainda, se AjAy = Ay A3 = --- = Ap_1 Ay, entdo
FAl — Al Al — . — Al /

A A=A A== A AL

Demonstragdo. Assumindo todas as hipoéteses, aplicamos primeiro a Proposicao 10.18 as retas
paralelas ry, 1, e r3, e concluimos que A, estd entre A} e A}, e que A} A, = A, A;. Em seguida
fazemos o mesmo com as retas r,, 13 € r4, € assim por diante, até rr_,, ry_; € ', € obtemos todas
as propriedades requeridas. O
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Vejamos agora a

Definicao 10.20. Seja ABC um triangulo e con-
sideremos uma reta que intersecta AB e AC nos
pontos interiores D e E, respectivamente. Dize-
mos que essa reta (ou o segmento DE) divide AB
e AC na mesma razdo quando

AB _ AC
AD  AE’ B c

O seguinte resultado tem importancia central na Teoria das Semelhancas. Sua demonstragao
utiliza propriedades fundamentais dos nimeros reais. Confira [5], pagina 95, ou [68], pagina 66.
Seguiremos de perto a demonstracao deste tiltimo.

Teorema 10.21 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade). Se uma reta, paralela a um dos
lados de um triangulo, corta os outros dois lados em pontos interiores, entdo ela os divide na mesma
razdo.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo e consideremos uma reta paralela a BC e que intersecta
AB e AC nos pontos interiores D e E, respectivamente. Queremos provar que % = ﬁ—g.

Tomemos um inteiro positivo m. Seja d = AD/ m. Consideremos na semirreta AB pontos Ag =
A, Ay, Ay, ..., A, A, .-, taisque A;Aj4 =d paratodo i =0e A; estdentre A;_; e A;j+ paratodo
0 < i. Notemos que A,, = D e que AD = md. Seja n o inteiro positivo tal que nd < AB < (n+ 1)d.
Como AD < AB temos m < n. Confira a Figura 10.21.

B

Figura 10.21. Ilustracdo da demonstracao de 10.21.

Tracemos paralelas a BC por Ay, A;, Ay, ..., que encontram a semirreta AC nos pontos Aj = A,
A}, A), ... respectivamente. Sabemos, do Colario 10.19 que A’ estd entre A’_, e A}, |, para todo
1<i,eque A’A} | = c paratodo i = 0, para algum nimero positivo c. Em particular nc < AC <
(n+1)c, E= A, e AE = mc.

Dividindo as expressoes nd < AB < (n+1)d e nc < AC < (n+ 1)c por md = AD e mc = AE,
respectivamente, obtemos

n AB n+1 n AC n+1

—<—<— —=<—<

< e <
m AD m m AE m

(%)



Retas paralelas e semelhanca 83

De (*) temos

AB n+1 n AC AB n+1 AC n AB AC n+1 n 1
—< Ee—<— > —<——¢e ——<— D> ———< - =
AD m m E AD m AE m AD AE m m m
Usando (*) novamente temos
n<AB eAC n+1l 1 n n+l AB AC
m ™~ AD AE = m m m m AD AE’
Disto segue
AB AC 1
AD AE| - m’
Isso vale para todo m inteiro positivo. Mas isso s6 ocorre se
AB AC
AD AE’
e terminamos. O

Fazendo certas manipula¢des conseguimos outras relacoes. Por exemplo:

AB AC AB 1_AC 13AB AD AC - AE BD EC AD AE
AD ~ AE AD ~ AE AD AE AD AE BD CE'

O resultado desenvolvido a seguir é uma generalizacdo do anterior.

Teorema 10.22 (Teorema de Tales). Se duas retas sdo transversais a trés ou mais retas paralelas,
entdo a razdo entre os comprimentos de dois segmentos quaisquer determinados sobre uma delas é
igual a razdo entre os comprimentos dos segmentos correspondentes determinados sobre a outra.

Demonstragdo. Sejam m e n retas transversais a retas paralelas r, s, £, ... Se m e n sdo paralelas,
entdo dois segmentos quaisquer determinados sobre m e n por duas das retas paralelas sao lados
opostos de um paralelogramo, de modo que sao congruentes. Com isso obtemos o resultado do
Teorema.

Suponhamos que m e n ndo sdo paralelas. A Figura 10.22 ilustra a situagdo. Por mnr, mns,
etc. tomamos a reta [/ paralela a n. Pelo que foi observado sdo congruentes segmentos correspon-
dentes determinados sobre [ e n, de modo que para provar a afirmacao basta considerar as retas
m e [. Usando o Teorema Fundamental da Proporcionalidade 10.21 obtemos que a razao entre os
comprimentos de dois segmentos quaisquer determinados sobre m € igual a razdo entre os com-
primentos dos segmentos correspondentes determinados sobre /. Com isso segue o resultado. O
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T A
\ LY
\ v
\ v
\ v
A A\

Figura 10.22. Tlustragdo do Teorema de Tales 10.22.

Precisamos também da reciproca do Teorema 10.21:

Teorema 10.23. Se uma reta divide dois lados de um triangulo na mesma razdo entdo ela é paralela
ao terceiro lado.

Demonstragdo. Seja ABC um tridngulo qualquer e consideremos uma reta que intersecta os lados
AB e AC nos pontos interiores D e E, respectivamente, e divide esses lados na mesma razao, isto
é, AB/AD = AC/AE. Seja DE' o segmento paralelo a BC com E’ entre A e C. Em virtude do
Teorema 10.21 temos AB/AD = AC/AE'. Das duas relagdes acima vemos que AE = AC- AD/AB
e AE' = AC- AD/ AB, portanto AE = AE'. Considerando que E e E’ sdo pontos de AC concluimos
que E = E'. Logo DE é paralelo a BC. Veja ilustracdo dessa demonstragao na Figura 10.23. O

B c

Figura 10.23. Ilustragdo da demonstracdo do Teorema 10.23.

Vejamos agora os fundamentos da Teoria de Semelhanca de triangulos.

Definicoes 10.24. Dizemos que os tridngulos ABC e DEF sao semelhantes, e escrevemos ABC ~
DEF, quando existir uma correspondéncia ABC — DEF entre seus lados e angulos satisfazendo
as seis condicoes seguintes:

AZ=D, BZE, C=F,
e
AB _AC _BC
DE DF EF’

Se dois triangulos sdo semelhantes, o quociente comum entre as medidas dos lados corres-
pondentes é chamado razdo de semelhanga entre eles.
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c
AB A BC
DE ~ DF EF F
A B D E

Figura 10.24. Tlustragdo da definicao 10.24.

Procedemos agora ao estudo das condi¢oes reduzidas para semelhanca de triangulos.

Teorema 10.25. Cada uma das seguintes condigoes é suficiente para que os tridngulos ABC e DEF
sejam semelhantes:

i) A= D e B = E (caso de semelhanca AA);

ii)A=De % = g—g (caso de semelhanca LAL);

iii) % = S—g = % (caso de semelhanga LLL).

Demonstmg:do Comecamos demonstrando i). Sejam ABC e DEF triangulos tais que A=De
B = E. Primeiro observarnos que C = F, pois a soma dos angulos de qualquer triangulo é 180°.
Consideremos em AB um ponto E’ tal que AE' = DE, e em AC um ponto F' tal que AF' = DF.
Note que os tridngulos DEF e AE'F’ tém uma correspondéncia LAL, portanto sdo congruentes.
Observamos que se E' = B ou F' = C entdao ABC = DEF do que segue ABC ~ DEF, e terminamos.

Suponhamos que E’ # B e F' # C (a Figura 10.25 ilustra o caso em que E’ e F’ sdo pontos interiores
dos segmentos AB e AC, respectivamente).

Figura 10.25. Tlustra¢do da demonstracdao do Teorema 10.25 parte i).

De AE'F' = DEF segue que m(/ AE'F") = m(/DEF). Por hipétese temos m(/DEF) = m(/ ABC),
logo m(/AE'F') = m(/ABC). Mas esses sdo angulos correspondentes de BC e E'F’ em relacao
a transversal AB, de modo que BC e E'F’ sdo paralelas. Usando agora o Teorema 10.21, temos
AB/AE' = AC/ AF'. Mas da congruéncia DEF = AE'F’, ja observada, temos AE' = DE e AF' = DF,
e fica provado que AB/DE = AC/DF.

De modo inteiramente andlogo se demonstra que AB/DE = BC/EF. Com isso obtemos todas
as condic¢oes para que ABC ~ DEF. O

Demonstragdo da parte ii) do Teorema 10.25:
Sejam ABC e DEF triéngulos tais que A = D e AB/DE = AC/DF. Consideremos em AB um
ponto E' tal que AE' = DE, e em AC um ponto F' tal que AF' = DF. Da hip6tese AB/DE = AC/DF
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temos AB/AE' = AC/AF'. Usando agora 10.23 temos que BC e E'F’ sdo paralelas, do que segue
m(/AE'F') = m(ZABC). Aplicando a parte i) aos tridngulos ABC e AE'F’ vemos que eles sdo
semelhantes. Como AE'F' = DEF segue que ABC ~ DEF.

Demonstragdo da parte iii) do Teorema 10.25:

Sejam ABC e DEF triangulos tais que AB/DE = AC/DF = BC/EF. Consideremos em AB um
ponto E’ tal que AE' = DE, e em AC um ponto F’ tal que AF' = DF. Substituindo em AB/DE =
AC/DF vem que AB/AE' = AC/ AF'. Usando isso e mais o fato de que A = A temos, pelo caso de
semelhanca LAL, que ABC ~ AE'F'. Dessa semelhanca segue que E'F'/BC = AE'/AB, ou E'F' =
BC- AE'/ AB. Por outro lado, da hipétese AB/DE = BC/EF vem que EF = BC- DE/AB. Assim
E'F’' = EF. Obtemos AE'F' = DEF pelo caso de congruéncia LLL. Como ja temos ABC ~ AE'F’
resulta ABC ~ DEF. O

A Teoria de Semelhanca de Tridngulos tem intimeras aplicacdes. Vejamos algumas, iniciando
com propriedades do triangulo retangulo.

Proposicao 10.26. Usamos as notagoes da Figura 10.26, em que ABC é um tridngulo retangulo com
hipotenusa BC = a, AB = ¢ e AC = b sdo os catetos, AD = h é altura, BD = m e CD = n. Entdo

h? = mn, b? = na, c“=ma e ah = bc.

Demonstragdo. Observando os tri-
angulos ADB, CDA e CAB, ve-
mos que CDA ~ CAB pelo caso
AA, pois tém C como angulo co-
mum e cada um tem um angulo
reto. Da mesma forma se tem
ADB ~ CAB. Por transitividade B 5 C
segue também que ADB ~ CDA. a

Figura 10.26. Relacdes métricas no triangulo retangulo.

Virias relacoes podem ser obtidas, sendo as mais importantes:

AD BD AB

h m c 5
ADB ~CDA> >—=—===>h"=mn; (10.1)
CD AD AC n h b
CD AD AC n h b
CDA~CAB> —=—= > —=—=—>=b"=na; (10.2)
AC ~ AB  BC b ¢ a
AD BD AB h m ¢ 9
ADB ~CAB > >—=—=—=c¢c"=ma e ah=bc. (10.3)
BC AB BC b ¢ a

O

Em particular, em todo tridngulo retangulo a altura do vértice do angulo reto é a média geo-
métrica das projecoes dos catetos sobre a hipotenusa.
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De imediato temos o celebrado

Teorema 10.27. [Teorema de Pitdgoras] Em qualquer tridngulo retdngulo o quadrado da hipote-
nusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.

Demonstragdo. Tomando como
referéncia as notacoes da Figura
10.26, da Proposicao 10.26 temos !
b? = na e ¢> = ma. Somando v a
esses relacoes termo a termo vem
b*+c?=na+ma=(n+m)a=a’. @ =1+
Confira ilustracdo na Figura
10.27. O

Figura 10.27. Ilustragdao do Teorema de Pitagoras.

A teoria de semelhancas de tridngulos nos d4 ensejo a construcdo da trigonometria. A observa-
¢do inicial é a seguinte. Consideremos duas semirretas de mesma origem O formando um angulo
agudo. Marcamos em uma das semirretas pontos A;, Ay, As, ... € tomamos as perpendicualares
a ela por esses pontos. Essas perpendiculares encontram a outra semirreta em pontos Bj, By, Bs,

. obtendo os triangulos OA; By, OA,B,, OA3Bs, ... que sdo semelhantes pelo caso AA. Confira a

Figura 10.28.
B, /

1 | []
A Ay A

3
2 3

Figura 10.28. Origem da trigonometria.

Uma implicacao é
A1By  AB,  A3B3
OB, OB, OB; '~
A essa constante comum denominamos seno do angulo dado inicialmente. Considerando as ou-
tras razdes temos outras constantes, que também recebem nomes especificos. O conhecimento
dessas constantes nos permite obter informagdes sobre distancias inacessiveis, pelo que essa ideia
é muito aplicada na astronomia e em outras ciéncias.
A definicao formal dessas razdes é melhor situada como segue. Dada uma circunferéncia e um

>
diametro AB, os seus pontos que estdo do mesmo lado de AB juntamente com os pontos A e B
formam uma semicircunferéncia.

Definicoes 10.28. Consideremos uma circunferéncia de centro O e um diametro AB, e consi-
deremos uma das semicircunferéncias determinadas por AB. Seja C um ponto arbitrario dessa
semicircunferéncia, com C # A e C # B. Indicamos por a o angulo ZBOC. Seja D o pé da per-
pendicular de C a AB (confira a Figura 10.29). Definimos os seguintes valores, chamados arcos
trigonométricos de a:
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sen(a) = %, denominado seno de a;

cos(a) = %, denominado cossenode a, se a
é agudo, e

cos(a) = —2L se a é obtuso, e
oC
cos(a) =0 se a é reto;

tg(a) = ifggzg, denominado rangente de a,

definida para a ndo reto.

Figura 10.29. Definicao dos arcos trigonométri-
COS.

Os trés teoremas seguintes resumem as principais relacoes entre os arcos trigonomeétricos e
entre esses e outros elementos do triangulo.

Teorema 10.29. Qualquer que seja o dngulo a valem as formulas:
sen(a)® +cos(@)> =1; sen(90° —a) = cos(a); cos(90° — a) = sen(a);
tg(90° —a) =1/tg(a); sen(180°—a) =sen(a); cos(180°—a) = —cos(a).

Teorema 10.30. Quaisquer que sejam os dngulos agudos a e b valem as formulas:

cos(a+ b) = cos(a) cos(b) —sen(a) sen(b);

sen(a + b) = sen(a) cos(b) — cos(a) sen(b).
Teorema 10.31 (Lei dos cossenos). Qualquer que seja o triangulo ABC vale a formula

AB?* = AC* + BC*-2AC-BC-cos(C).

Demonstragdo. Solicitada no Problema 10.5.16. Uma aplicacdo do Teorema de Pitdgoras. O

10.5 Problemas

Todas as justificativas deverao ter como base os axiomas e resultados das se¢oes anteriores.
a ¢ e

g -
Problema 10.5.1. Demonstre que se — = — = — = = entao
e, = a7 h

a atctet+tg cte+tg e+g atg
b b+d+f+h d+f+h f+h b+h

Problema 10.5.2. Oslados de um triangulo tém medidas 5, 8 e 11. Um triangulo semelhante a ele
tem perimetro 48. Calcule a razdo de semelhanca e as medidas dos lados desse segundo triangulo.

Problema 10.5.3. Dado um triangulo, considere um segundo tridngulo cujos vértices sdo os pon-
tos médios dos lados do primeiro. Explique por que os dois tridngulos sdo semelhantes.
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Problema 10.5.4. Demonstre o seguinte
caso particular do Teorema 10.22. Na Figura
10.30 as retas r, s, t e u sdo paralelas, e m e
n sao transversais a elas. Os ntimeros a, b,
etc. sdo as medidas dos segmentos determi-
nados sobre as transversais por duas parale-
las consecutivas. Entdo a/c=d/ f.

Problema 10.5.5. Dado um triangulo ABC,
sejam D um ponto do interior de AB e E
um ponto do interior de AC, de modo que
DE||BC. Do Teorema Fundamental da Pro-
porcionalidade 10.21 segue que AC .0
que ocorre com o terceiro lado? Vale que

4B = A€ — BL? Confira a Figura 10.31.

89

Figura 10.30. Desenho para o Problema 10.5.4.

B c

Figura 10.31. Ilustrag¢do do Problema 10.5.5.

Problema 10.5.6. Dado um triangulo ABC, sejam D, E e F pontos de AC, AB e BC, respectiva-
mente, tais que ADFE é um paralelogramo. Prove que AE- AD = BE - CD. Confira a Figura 10.32.

F

Figura 10.32. Ilustragdo do Problema 10.5.6.

Solugdo. Como DF||AB vem ABC ~ DFC e como EF||AC vem BAC ~ BEF. Segue, respectiva-

mente,
AC BC AC

- = =
cCD FC CD
AB BC AB

BE BF BE

Com isso provamos que

AE-AD AE AD FC BF
BE-CD BE CD BF FC

e disso segue o resultado.

—1=

BC |5 AD  BF
FC CD FC

BC 1> AE CF
BF BE  BF

=1
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Problema 10.5.7. Dado um triangulo is6s-
celes ABC de base BC, sejam D um ponto
do interior de BCe E€ CAe F € BA tais que
DE L CAe DF 1 BA. Mostre que DE e DF
estdo na mesma propor¢ao que os segmen-
tos de BC determinados por D. Confira a Fi-
gura 10.33.

B C

Figura 10.33. Ilustracdo do Problema 10.5.7.

Problema 10.5.8. No quadrildtero ABCD da Figura 10.34 temos AB||CDe A-M-N-BeC—-P—
Q—D. Seja O o ponto de encontro de MP e QN. Explique por que OM-0OQ = ON - OP.

Figura 10.34. Um quadrilatero especial.

Problema 10.5.9. Na Figura 10.35 temos
AD 1 AB, BC 1 AB, AC e BD se intersec-

tam em O e P é o pé da perpendicular de O i ’
a AB. a) Ache x/y em funcao de a e b. b) 7
Ache x e y em funcdo de a, be d = AB. c) ’ h
Prove que =+ + ;. At — . B

Figura 10.35. Ilustracdo do Problema 10.5.9.

Problema 10.5.10. Encontre uma férmula para: a) o comprimento da diagonal de um quadrado
em funcao de seulado; b) o comprimento da diagonal de um retangulo em funcao de seus lados; c)
o comprimento das alturas de um triangulo equildtero em func¢ao de seu lado; d) o comprimento
das alturas de um triangulo is6sceles em funcao de seus lados.

Problema 10.5.11. a) Usando um quadrado e sua diagonal calcule sen(45°) e cos(45°). b) Usando
um tridngulo equilatero calcule sen(60°) e cos(60°). ¢) Calcule sen(30°) e cos(30°).

Problema 10.5.12. Na Figura 10.36 AB é um didametro de uma circunferéncia de raio p e centro O,
T B é tangente a circunferéncia em B (portanto perpendicular ao didmetro AB), e a = m(£BOT).
Explique por que tg(a) = TB/p.
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Figura 10.36. Ilustracdo do Problema 10.5.12.

Problema 10.5.13. E dado um quadrado ABCD de lado a e sua diagonal AC. De seu desenho
conservamos apenas AB e AC e desenhamos o paralelogramo ABEC. Calcule os seus lados e sua
diagonal AE. Confira a Figura 10.37.

Figura 10.37. Desenho para o Problema 10.5.13.

Problema 10.5.14. Num tridngulo retangulo os catetos medem b e c e a altura relativa a hipote-

nusa mede h. Prove que
1 1 1

ol

Problema 10.5.15. E dado um triangulo
com lados a, b e c. Calcule, em funcao
desses valores, as medidas das projecoes de
dois lados sobre a reta suporte do terceiro
lado. A Figura 10.38 apresenta um caso, em A i B
que o pé da altura estd no interior do lado.
Estude os outros dois casos.

Figura 10.38. Projecoes de dois lados de um tri-
angulo.

Problema 10.5.16 (Lei dos cossenos). Demonstre que num tridangulo qualquer o quadrado de um
lado é igual a soma dos quadrados dos outros dois lados menos o dobro do produto desses lados
e do cosseno do angulo determinado por eles.

Problema 10.5.17. E dado um triangulo cujos lados a, b e c satisfazem a relacdo a® = b* + 2.
Demonstre que o tridngulo é retdngulo e a hipotenusa é o lado que mede a.

Problema 10.5.18. Seja a > 0 um ntimero dado. Encontre, dentre todos os triangulos retangulos
de hipotenusa a, o de maior perimetro.
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Problema 10.5.19. Mostre que, num tridngulo retangulo qualquer, a altura relativa a hipotenusa
é menor ou igual a metade dela, e a igualdade ocorre se e somente se o tridngulo € is6sceles.

Solugdo. Seja ABC um triangulo retangulo com hipotenusa BC = a e catetos AC = be AB = c. Seja
AD = h a altura relativa a hipotenusa com BD = m e CD = n. De acordo com a Proposicao 10.26
temos h?> = mn, b?> = na e ¢ = ma. Aplicando a desigualdade da média geométrica e da média
aritmética aos nuimeros m e 1 temos

vmns

m+n
2

— h<

RN

e vale a igualdade < m=n < ma=na < c¢*=b*> < b= c. Terminamos.

Problema 10.5.20. Calcule as medianas de um tridngulo qualquer em func¢do dos lados. Suges-
tao: escolha uma mediana e considere a altura correspondente. Use o Teorema de Pitdgoras nos
triangulos retangulos assim formados. Considere os trés casos determinados pela posicao do pé
da altura.

Problema 10.5.21. a) Sejam ABC ~ DEF e AH e DG alturas, sendo que H € BC e G € EF. Mostre
que se H esta no interior de BC entdo G estd no interior de EF. b) Demonstre que as alturas
correspondentes em triangulos semelhantes estdo na mesma razao que os lados correspondentes.

Problema 10.5.22. Demonstre que medianas correspondentes em tridngulos semelhantes estdo
na mesma razao que os lados correspondentes.

Problema 10.5.23. Dado um retangulo de lados com medidas a e b, com b < a, sua razdo é o
numero a/b. Dois retangulos se dizem semelhantes se tiverem a mesma razdo. Investigue as se-
guintes questdes. a) Um retangulo é dobrado ao meio no sentido do lado maior, formando outro
retangulo. Calcule sua razdao supondo que eles sdao semelhantes. b) Uma folha de papel A4 mede
210 x 297 mm. Verifique que ela tem a propriedade a), a menos de um pequeno erro.

Problema 10.5.24. Um retangulo ABCD, com AB < BC, chama-se dureo se tiver a seguinte pro-
priedade: marcando o quadrado ABEF, com E € BC e F € AD, o retangulo remanescente DFEC
é semelhante ao inicial. Confira a Figura 10.39. a) Pondo a = AB e b = EC, mostre que (a+ b)/a =
al/b. b) Prove que o retangulo remanescente DFEC também é dureo. c) Mostre que a razao
(a+ b)/a do retangulo inicial é constante, e calcule seu valor exato e aproximado. Esse é o cha-
mado niimero dureo, geralmente indicado pelo simbolo ¢. d) Argumente pela validade da seguinte
reciproca: se um retangulo tem como razao o nimero aureo, entao ele € um retangulo é dureo.

Tl
n
o

A ! F D

Figura 10.39. O retangulo 4dureo.
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Problema 10.5.25. Considere um triangulo equilédtero de lado a. Mostre que existe um quadrado
nele inscrito, calcule seu lado e sua posicao dentro desse tridngulo. Um retangulo estd inscrito

em um tridngulo quando tem dois vértices em um lado do tridngulo e os outros dois vértices nos
outros dois lados do triangulo.

Problema 10.5.26. Demonstre o chamado Teorema da Bissetriz Interna: A bissetriz de um angulo

qualquer de um tridngulo arbitrério divide o lado oposto em segmentos proporcionais aos outros
dois lados correspondentes. Confira a Figura 10.40.

/BAD = /CAD

4
BD _CD
AB  AC

Figura 10.40. O Teorema da bissetriz interna.

Problema 10.5.27. Prove o chamado Teorema da Bissetriz Externa: A reta que contém a bissetriz
de um angulo externo qualquer de um tridngulo escaleno arbitrario encontra a reta suporte do
lado oposto em um ponto que forma com os outros dois vértices segmentos proporcionais aos
outros dois lados correspondentes do tridngulo. Confira ilustracdo na Figura 10.41.

F
A "
JCAD =~ /DAF
~
A Y
. i3
.
\‘ BD _CD
. AB  AC
‘\
\)
B c D

Figura 10.41. O Teorema da bissetriz externa.

10.6 Problemas adicionais

Problema 10.6.1. Em um plano dado, sejam r uma reta e AB um segmento. Mostre que o simé-
trico de AB em relacdo a r é o segmento A'B’, em que A’ é simétrico de A e B’ o de B.

Problema 10.6.2. Em um plano dado, como é a projecao de uma reta sobre outra? E o simétrico
de uma reta em relacdo a outra?

Problema 10.6.3. Mostre que se a afirmac¢ao da Proposicao 10.7 for considerada um axioma, entdo
0 Axioma 16 das Paralelas pode ser demonstrado como um teorema.
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Problema 10.6.4. Mostre que se a afirmac¢do do Problema 10.3.5 for considerada um axioma, en-
tdo o Axioma 16 das Paralelas pode ser demonstrado como um teorema.

Problema 10.6.5. D é o ponto médio do lado AB do tridngulo ABC e E é um ponto de AC tal que

E# Ce AE > EC. a) Explique por que DE encontra BC em um ponto F tal que B—C—F. b) Prove
que FB/FC = AE/CE. Confira a Figura 10.42.

Figura 10.42. Tlustracao do Problema 10.6.5.

Solugdo de a). Seja r a reta paralela a BC por D, que encontra AC em seu ponto médio M. Em
virtude do resultado do Problema 10.3.4 temos que DE encontra BC em um ponto F. Como AE >
EC temos A— M —E—-C, logo E e C estdo do mesmo lado de r, e assim o mesmo ocorre com E
e F. Dessa forma F € DE. Como DE e BC ndo se intersectam, temos D — E — F. Portanto D e F
estdo em lados opostos de AC, e isso implica que o mesmo ocorre com B e F. Portanto B—C — F.
Confira a Figura 10.43.

Figura 10.43. Ilustracdo da solucao do Problema 10.6.5.

Solugdo de b). Seja CP||AB tal que P € DE. Note que m(£LECF) > m(£DBF) = m(£PCF), logo
E—-P—F. Por AAtemos FBD ~ FCP do que segue

FB BD FB AD
—_— = — = -,
FC cCp FC CP
pois BD = AD. Por outro lado, ainda por AAtemos PCE ~ DAE o que implica

PC CE AD AE FB AE
AD AE PC CE FC CE’

Problema 10.6.6. Sejam a, b e ¢ nimeros positivos tais que qualquer um deles é menor do que
a soma dos outros dois. Mostre que existe um tridngulo cujos lados medem a, b e c. Sugestao:
suponha, sem perda de generalidade, que a < b < c¢. Construa um segmento AB de medida c.
Usando o Teorema de Pitdgoras encontre o ponto D nesse segmento tal que existe um ponto C na
reta perpendicular a AB por D de modo que AC=be BC =a.
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Problema 10.6.7. Seja ABC um triangulo, e fixemos dois de seus lados, digamos AB e BC. Deter-
mine o lugar geométrico formado pelos pontos médios dos segmentos com extremos em AB e em
BC e que sdo paralelos a AC.

Solugdo. Seja € o conjunto dos pontos médios dos segmentos com extremos em AB e em BC e que
sdo paralelos a BC. Seja BL a mediana relativa ao lado AC. Queremos provar que ¢ = BL—{B, L}.
Confira a Figura 10.44, desenho da esquerda.

A
A
D
L N
B c B E ¢

Figura 10.44. Ilustra¢do da solucao do Problema 10.6.7.

Seja M € €. Entdo existem pontos D € AB e E € BC nos interiores desses segmentos tais que
M é ponto médio de DE e DE]||AC. Pelo Teorema Crossbar (Problema 9.11.11) BM intersecta AC
em N. Vamos mostrar que N = L, ponto médio de AC. Confira a Figura 10.44, desenho da direita.

Consideremos o tridngulo ABN. Como DM||AN vem que ABN ~ DBM, logo AN/DM =
BN/BM. Consideremos agora o triangulo CBN. Como EM||CN vem que CBN ~ EBM, logo
CN/EM = BN/BM. Juntando as duas relacoes vem AN/DM = CN/EM. De DM = EM segue que
AN = CN. Portanto N é o ponto médio de AC, de modo que N = L. Segue que M estd em BL.
Como M # Be M # L, provamos que ¢ < BL—{B, L}.

Seja agora M € BL—{B, L}. Seja r||AC por M. Como B e L estdo em lados opostos em relacao a
retar e A e L estdo do mesmo lado, entdo A e B estdo em lados opostos em relacao a reta r. Assim
existe D € ABnr. Da mesma forma se vé que existe E € BCNr. Temos D — M — E pois M estd no
interior do tridangulo. Como r||AC temos D # Ae E # C. Como B ¢ r temos D # Be E # B.

Consideremos o tridangulo ABL. Como DM||ALvem que ABL ~ DBM,logo AL/DM = BL/BM.
Consideremos agora o triangulo CBL. Como EM||CL vem que CBL ~ EBM, logo CL/EM =
BL/BM. Juntando as duas relacdoes vem AL/DM = CL/EM. De AL = CL segue que DM = EM.
Portanto M é o ponto médio de DE, de modo que M € 6. Provamos que BL—{B,L} 6.

Reunindo os dois resultados obtemos ¢ = BL—{B, L}, e terminamos.

Problema 10.6.8. Demonstre que em um
triangulo qualquer as trés medianas se en-
contram em um unico ponto. Esse ponto é
denominado contréide ou baricentro. Loca-
lize esse ponto na mediana. Qual é o motivo
desses nomes? Sugestdo: Dado ABC, tome
as medianas AM e BN, e seja P seu ponto
de encontro. Seja T o ponto médio de AP.

Considere paralelas a BN por T e por M. Figura 10.45. Problema 10.6.8.
Consulte a Figura 10.45.

Problema 10.6.9. O triangulo ABC da Figura 10.46 é retangulo em A e o ponto P € BC é o pé da
bissetriz interna do angulo ZBAC. Calcule a distancia de P ao lado AC em funcdo de AB=ce
AC=b.
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Figura 10.46. Problema 10.6.9.

Problema 10.6.10. Dado um tridngulo ABC, sejam D e E os pontos respectivos em que as bissetri-

zes interna e externa de A encontram BC. Prove que BD/CD = BE/CE. Ainda mais, se AB > AC,
entao

VAD?+ AE® VAD*+AE® _,
CD BD

Problema 10.6.11. Use a Figura 10.47 para
expressar a bissetriz b, em func¢do dos la-
dos do tridngulo. Sugestao: pelo Teorema da
Bissetriz Interna 10.5.26 temos x/c = y/b.
Como x+ y = ¢, elimine y. Aplicando a Lei
dos Cossenos nos triangulos ABD e ABC
elimine x e cos B.

Figura 10.47. Problema 10.6.11.

Problema 10.6.12. Um campo quadrangular estd cercado por um fosso de bordo quadrado si-
metricamente disposto, como ilustrado na Figura 10.48. Um individuo dispde de duas vigotas de
madeira, cada uma de comprimento igual a largura do fosso. Considerando apenas propriedades
geométricas, verifique se o individuo pode atravessar o fosso usando as duas vigotas.

L1
]
vigotas

campo

fosso

Figura 10.48. Problema do fosso.
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10.7 Temas para investigacao

Tema 10.7.1. Na Secao 10.2 vimos que a afirmac¢ao “Por um ponto dado fora de uma reta passa
uma Unica paralela a reta dada” foi tomada como um axioma (Axioma 16). Serd esta uma no-
¢do espontanea na humanidade? Conversando com pessoas de varias profissoes, idade e nivel
de escolaridade, tente perceber isso. Elabore cuidadosamente as perguntas que faria para essas
pessoas, e as descreva aqui.

Tema 10.7.2. Fixada uma reta r em um plano, estude o que sdo os simétricos em relacao a r de
angulos, triangulos, quadrados, retangulos, paralelogramos, losangos, e quadrildteros em geral.

Tema 10.7.3. Tendo em vista os resultados do Problema 10.3.34, investigue as circunstancias se-
gundo as quais o circuncentro de um tridngulo se localiza: (i) em um lado; (ii) no interior do
triangulo; (iii) no exterior do triangulo.

Tema 10.7.4. Chamamos de tridngulo equildtero ao triangulo que tem os trés lados congruentes.
a) Na Geometria construida com deducao informal vimos que € ficil obter um tridngulo equilé-
tero: basta unir pelas pontas trés varetas de mesmo comprimento. Na Geometria construida como
sistema axiomaético, ao definir um objeto, precisamos verificar se ele pode ser obtido com os re-
cursos tedricos propostos. Mostre que tridngulos equildteros existem no nosso sistema. Vocé usou
o Axioma 162 b) Investigue propriedades desses tridngulos. ¢) Que instrumentos e resultados vocé
precisa para desenhar tridngulos equilédteros?

Tema 10.7.5. Na Geometria Elementar é muito utilizado um tipo de quadrilatero denominado
trapézio. Aqui o definimos como qualquer quadrildtero convexo com um par de lados opostos
paralelos e os lados do outro par nao sdo paralelos. a) Explique como construir trapézios no nosso
sistema axiomadtico. b) Defina trapézio isosceles e construa esses quadrildteros. ¢) Investigue pro-
priedades dos trapézios, em particular dos trapézios issceles.

Tema 10.7.6. A Figura 10.49 apresenta, a esquerda, um trapézio isosceles, e, a direita, uma compo-
sicdo com quatro copias desse trapézio. Estude as condi¢Ges sobre o trapézio para que o mosaico
seja também um trapézio isésceles.

Figura 10.49. Mosaico com quatro trapézios congruentes.
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Tema 10.7.7. Investigue propriedades da Figura 10.50, em que AB|/CD com medidas a e b dadas,
respectivamente, e M, N, E e F sao pontos médios. a) Os pontos M, E, F e N sao colineares, como
o desenho sugere? b) Ache os valores ME, EF, FN e MN.

A

Figura 10.50. Problema do trapézio.

Tema 10.7.8. a) Desenhe vdrios tipos de tridngulos com retangulos inscritos. Com base nesses
exemplos defina o que é um retangulo inscrito em um tridngulo dado. Investigue propriedades
dessa relacdo. b) Dado um tridngulo que possua retangulos inscritos, como é o retangulo inscrito
de maior 4rea? ¢) Dado um triangulo qualquer, sempre existe um quadrado nele inscrito? Investi-
gue propriedades dessa relacao.

Tema 10.7.9. Defina quadrilateros semelhantes. Investigue propriedades dessa relagdo. Em par-
ticular, encontre condicoes para a semelhanca entre quadrados, retangulos, paralelogramos e lo-
sangos.

Tema 10.7.10. Os Elementos de Euclides representam o trabalho de um grupo de estudiosos que
faziam parte da Escola de Alexandria, e que procuraram sistematizar o conhecimento matemé-
tico da época. Com essa obra iniciaram o método axiomético, hoje muito usado na Matematica.
Pesquise esse assunto nos livros de histéria. Mais recentemente Bourbaki fez o mesmo papel.
Pesquise isso também.

Tema 10.7.11. m retas paralelas no plano sao interceptadas por outras 7 retas paralelas no mesmo
plano. a) Quantos paralelogramos simples (que nao contém nenhum outro) aparecem nessa rede?
b) Quantos paralelogramos aparecem na rede?

Tema 10.7.12. Examine as afirmacoes reciprocas dos Teoremas da bissetriz interna e externa (Pro-
blemas 10.5.26 € 10.5.27).

Tema 10.7.13. Vimos, na Atividade 4.7.14 do Tomo I [62], na pdgina 58, uma descricao do pant6-
grafo, um instrumento que permite ampliar desenhos. Dois esquemas desse instrumento estdao
representados na Figura 10.51. Ele consiste de quatro varetas OC, CG, PL e PK. As varetas OC e
CG tém o mesmo comprimento e se articulam em C, e PL e PK se articulam em P. A vareta PL
é presa a vareta OC em A por um pino que permite movimento de rotacao, e a vareta PK é presa
a vareta CG em B por um pino que também permite movimento de rotacdao. Os comprimentos
de PA e PB podem variar mas devem obedecer as condicoes OA= AP =BCe AC=PB=BG. O
ponto O é fixado a mesa de desenho, o ponto P é uma ponta seca e em G é colocado um grafite. Se
fizermos a ponta P seguir os tracos de um desenho, o grafite G repete esse desenho mas ampliado
na escala OG/OP.

Vamos agora completar o estudo desse instrumento. Demonstre que: a) os pontos O, Pe G
sdo colineares. b) Depois que os pinos em A e B forem fixados, o nimero r = OG/OP é constante,
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(0]

Figura 10.51. Esquemas de um pantdégrafo.

e nao se modifica com a movimentacdo do instrumento. c) se o instrumento é movimentado de
modo que o ponto O permaneca fixo e o ponto P se movimenta até o ponto P’, entdo o ponto G se
movimenta até o ponto G’ tal que GG’ é paralelo a PP' e GG' =rPP'.

Tema 10.7.14. O seguinte mecanismo também foi apresentado no Tomo I [62], Problema 4.5.15,
pag. 52. Um esquema geométrico estd descrito na Figura 10.52. Uma coisa que ele consegue fazer
é dividir segmentos em quatro partes de mesma medida. Ele também funciona como um pant6-
grafo que quadruplica figuras. As hastes e conexdes sdo dispostos de modo que AJ =BJ = ]I =
BK=IK=CK=CL=DL=GL=FG=DF=EFe HI=CI=CG=GH. Demonstre que: a) os
pontos A, B, C, D e E sao colineares; b) AB = BC = CD = DE; c) se o instrumento é movimentado
de modo que o ponto A permaneca fixo e o ponto B se movimenta até o ponto B, entdo o ponto
E se movimenta até o ponto E’ tal que EE’ é paralelo a BB’ e EE' =4BB'.

Figura 10.52. Esquemas de um mecanismo de desenho.

Tema 10.7.15. Na Figura 10.53 vemos um esquema simplificado da balanc¢a de G. de Roberval. O
paralegramo ABCD é articulado nos quatro vértices, e também se articula nos pontos médios de
AD e BC com uma haste vertical fixa OP. Explique por que, ao movimentar o paralelogramo, os
lados AB e CD permanecem paralelos a haste vertical.
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Figura 10.53. O paralelogramo de G. Roberval.

Tema 10.7.16. Estude a Figura 10.54 e descubra um teorema.

G H
N
°
F
C
E M o D
B op I
A
J
°
Q
L K

Figura 10.54. Descubra o teorema.

Tema 10.7.17. a) E dado um triangulo retangulo com catetos medindo a e b e hipotenusa me-
dindo c. Demonstre que a+ b < /2 c. Identifique em que situacio vale a igualdade. b) Descubra e
justifique uma identidade equivalente para qualquer triangulo.

O método de dobradura de folhas de papel € muito usado no estudo da Geometria. Esse mé-
todo tem seu proprio sistema axiomadtico. Destacamos, para nosso uso imediato: 1: dada uma
linha em uma folha de papel com pontos A e B marcados, dobrando A sobre B, o vinco é perpendi-
cular a linha pelo ponto médio de AB. 2: dada uma linha em uma folha de papel e um ponto fora
dela, podemos dobrar a linha sobre si mesma de modo que o vinco contenha o ponto dado. Usando
essas propriedades (e eventualmente outras mais simples), estude os seguintes procedimentos de
dobradura.

Tema 10.7.18. a) Na Secdo 5.5 de [62] vé-se um método de dobradura para mostrar que a soma
dos angulos agudos de qualquer triangulo retangulo é 90°, como estd ilustrado na Figura 10.55. Su-
pondo que a dobradura funciona de forma exata, justifique que o método realmente demonstra
essa propriedade. Verifique cuidadosamente se vocé estd usando ou ndo o Axioma 16 das Parale-
las. b) O “método da dobradura” nos inspira uma demonstracao diferente do Teorema 10.8 para o
triangulo retangulo?
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Figura 10.55. Uma sequéncia de dobraduras em um triangulo retangulo.

Tema 10.7.19. Na Secao 5.5 de [62] vé-se outro método de dobradura, desta feita para mostrar que
a soma dos angulos de qualquer triangulo é 180°. Esse método esta ilustrado nas Figuras 10.56 e
10.57 em dois passos. O primeiro passo é vincar a altura do tridngulo relativa ao maior lado.

A A A
a
B — R 2 b S
C D B CB

D C

S

Figura 10.56. Primeiro passo da dobradura.

O segundo passo consiste em dobrar os trés vértices sobre o ponto D.

4\

Figura 10.57. Segundo passo da dobradura.

D

Construa um procedimento equivalente para provar que a soma dos angulos de um triangulo
qualquer é 180°, mas agora usando os recursos de nosso sistema axiomaético. Verifique cuidado-
samente se estd sendo usado ou nao o Axioma 16 das Paralelas.

Tema 10.7.20. Na Secao 5.6 de [62] foram usados recortes de folhas de papel para mostrar que a
soma dos angulos agudos de um tridngulo retangulo é 90°. Confira a Figura 10.58. Refaca o argu-
mento mas agora a luz do nosso sistema axiomatico. Verifique cuidadosamente se esta usando o
Axioma 16 das Paralelas.
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/R

Figura 10.58. Outro argumento para o triangulo retangulo.

Seguem trés temas para estudantes com mente inquieta.

Tema 10.7.21. Demonstre agora a reciproca da afirmacao do Problema 9.11.4: dado um ponto do
interior de um angulo, ele estd em um segmento com extremos nos lados do angulo. Vocé precisou
do Axioma 167

Tema 10.7.22. Na Sec¢do 10.2 vimos que o Axioma das Paralelas (Axioma 16) implica na validade do
Teorema 10.8. Investigue se vale a reciproca, isto é, se podemos substituir o Axioma das Paralelas
pela afirmacao: “A soma dos angulos de qualquer tridngulo é 180°” e, em seguida, obter todos os
outros resultados.

Tema 10.7.23. Uma forma de verificar se o Teorema de Pitdgoras vale em outras Geometrias que
ndo a Euclidiana é ver se ele implica no Axioma 16. Investigue isso.



Capitulo 11

A circunferéncia

11.1 Introducao

Ja definimos circunferéncia em 9.10, assim como alguns de seus elementos, como centro, raio,
diametro e corda. Vimos também varias propriedades comentadas em Problemas. Por exemplo,
em um plano dado, se uma reta contém o centro de uma circunferéncia, entdo ela a intersecta em
exatamente dois pontos (Problema 9.7.12). Por outro lado, o Problema 9.13.11 afirma que se um
raio intersecta uma corda que nao é um didmetro, entdo a intersec¢do é o ponto médio da corda
se, e somente se, o raio € perpendicular a ela. Confira a Figura 11.1.

K
Figura 11.1. Ilustragdo de reta passando pelo centro de uma circunferéncia (desenho da esquerda)
e de raio perpendicular a uma corda (desenho da direita).

Outra definicao importante € a de interior e exterior de circunferéncia. Dada uma circunferén-
cia de centro O eraio p em um plano, seu inferior € o conjunto dos pontos do plano cuja distancia
a 0 é < p, e seu exterior é o conjunto dos pontos do plano cuja distdnciaa O é > p.

Acrescentamos, neste capitulo, mais defini¢oes e resultados relativos a esse importante objeto
da Geometria.

11.2 Retas e circunferéncias

Vejamos primeiro algumas propriedades da relagdo entre retas e circunferéncias. Desenhando
uma reta e uma circunferéncia em um plano, percebemos que existem essencialmente trés situ-
acoes: (i) areta e a circunferéncia nao se intersectam; (ii) a reta e a circunferéncia se intersectam
em um unico ponto; (iii) a reta e a circunferéncia se intersectam em dois pontos.
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A seguir conduzimos nosso estudo no sentido de confirmar essa constatacdo. Comeg¢amos
com algumas definicoes.

Definicoes 11.1. Em um plano, uma reta se diz fangente a uma circunferéncia quando a intersecta
em um Unico ponto. O ponto de interseccao é denominado ponto de tangéncia ou de contato. Uma
reta se diz secante a uma circunferéncia quando a intersecta em mais de um ponto.

Essas definicoes estdo ilustradas na Figura 11.2.

O

Figura 11.2. Ilustracdo de reta tangente (desenho da esquerda) e reta secante a uma circunferéncia
(desenho da direita),

Para estudar condicdes que determinam o posicionamento relativo entre uma reta e uma cir-
cunferéncia, observamos que, dada uma reta e uma circunferéncia em um plano, existem dois
numeros envolvidos: o raio da circunferéncia e a distancia de seu centro a reta. Precisamos, por-
tanto, usar esse valores para estabelecer em que condicdes relativas se encontram esses dois obje-
tos geométricos. Uma forma de fazer isso € o resultado seguinte, que pode ser demonstrado com
o uso do Teorema de Pitdgoras.

Teorema 11.2. Em um plano, seja ¢ uma circunferéncia de centro O eraio p, e seja s uma reta. Seja
d a distancia de O a s. Entdo ocorre uma e apenas uma das seguintes afirmagoes: (i) d > p, e isso
implica que € e s ndo se intersectam; (ii) d = p, e isso implica que € e s se intersectam em um unico
ponto, logo s é tangente a € ; (iii) d < p, e isso implica que € e s se intersectam em exatamente dois
pontos, logo s é secante a6 .

Figura 11.3. Ilustracdo do Teorema 11.2.

Demonstragdo de (i). Seja P o pé da perpendicular de O a s. Temos d = d(O, P). Sabemos, pelo
Teorema 9.45, que todo ponto de s dista de O uma distancia = d. Como d > p, todo ponto de s
dista de O mais do que p, logo € n s = @. Confira a Figura 11.3, desenho da esquerda.

Demonstragdo de (ii). Com as notagdes da parte (i), vemos que d(P, O) = p, logo P € €. Ainda, pelo
Teorema 9.45, todo ponto de s diferente de P dista mais do que d = p de O, logo ndo pertence a €.
Segue que € N s = {P}, e s é tangente a ¥¢. Confira a Figura 11.3, desenho do centro.
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Demonstragdo de (iii). Com as notacoes da parte (i), vemos que d(P, O) = d < p. Consideremos em
s um sistema de coordenadas no qual a coordenada de P seja zero. Se O = P, entdo os pontos de s
de coordenadas p e —p sdo os tinicos que estdo em ¥, e o resultado vale nesse caso.

Suponhamos agora que O # P. Confira a Figura 11.3, desenho da direita. Seja x = y/p? —d? >0
(existe pois p > d = ,o2 > d?). Entdo os pontos A e B de s de coordenadas x e —x, respectivamente,
sdo tais que OPA e OPB sao triangulos retangulos. Pelo Teorema de Pitdgoras as hipotenusas deles
valem OA = VOP? + PA2 = Vd? + x2 = p e, do mesmo modo, OB = p. Logo A e B sio pontos de s
e de €. Ainda, sao os tnicos nessas condic¢des. De fato, seja C € sn €. Entdo OPC é um triangulo
retangulo e a coordenada de C em s é CP = +VOC? — OP% = +/p? - d? = +x, e assim C = A ou
C=B.

Finalmente observamos que, comparando p e d, s6 ocorrem os casos p < d, p =d e d < p.
Como todas as possibilidades foram consideradas e elas sao mutuamente excludentes, termina-
mos. O

A demonstracdo acima contém duas afirmacoes que convém destacar:

Escélio 11.3. Uma reta é tangente a uma circunferéncia num ponto se, e somente se, é perpendicular
ao raio que tem extremidade nesse ponto.

Demonstragdo. Segue das observacoes feitas na parte (ii) do Teorema. O
Escélio 11.4. Uma reta é secante a uma circunferéncia se, e somente se, a intersecta em dois pontos.

Demonstragdo. Segue das observacoes feitas na parte (iii) do Teorema. O

11.3 Problemas

Problema 11.3.1. Explique por que, em uma circunferéncia, as maiores cordas sao os didametros.

Problema 11.3.2. Explique por que, em um ponto qualquer de uma circunferéncia, existe uma e
uma Unica reta tangente a ela.

Solugdo. Vejamos primeiro a existéncia da reta tangente. Sejam ¥ uma circunferéncia de raio p e
centro O, e P € 6. Seja t a reta perpendicular a OP por P. Em virtude do Escélio 11.3 ¢ é tangente
a€éemP.

Por outro lado, seja s uma reta tangente a € por P. Seja d a distanciade Oa s. Como Pe se
OP = p, temos d < p. Usando o Teorema 11.2, se fosse d < p, entdo s seria secante a €, o que nao
ocorre. Logo d = p, e s é perpendicular a OP em P. Como a perpendicular é tinica, segue que s = .

Problema 11.3.3. Explique por que, se uma reta é tangente a uma circunferéncia, entao todos os
seus pontos, com excecao do ponto de contato, estdo em seu exterior.

Problema 11.3.4. Explique por que, se uma reta ndo intersecta uma circunferéncia, entdo todos
0s seus pontos estdo em seu exterior.

Problema 11.3.5. Explique por que, se uma reta tem um ponto no interior de uma circunferéncia,
entdo ela a intersecta em exatamente dois pontos, situados em lados opostos em relacao ao ponto
considerado.

Problema 11.3.6. Explique por que, em qualquer circunferéncia, a mediatriz de qualquer corda
passa pelo centro da circunferéncia. Confira ilustragdo na Figura 11.4.
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mediatriz

X
Figura 11.4. Ilustracdo do Problema 11.3.6

Problema 11.3.7. Demonstre que, se A é um ponto do interior de uma circunferéncia e B é do
exterior, entdo o segmento AB intersecta a circunferéncia.

Solugdo. Seja € uma circunferéncia de raio p e centro O. Sejam A um ponto do interior de € e
B um ponto do exterior. Seja t a reta que passa por A e B. Seja P o pé da perpendicular de O a ¢
(podendo ocorrer que P = O). Entdo d = OP é a distancia de O a t. Como A € t estd no interior
de €, temos d < OA < p. Aplicando o Teorema 11.2 parte (iii) vemos que ¢ e € se intersectam em
dois pontos C e D. Logo A estéd no interior da corda CD (aqui estamos usando o Problema 9.15.20).
Notemos que OC = OD = p. Como B esta no exterior de ¢, temos OB > p. Dessa forma B estd
mais afastado de P do que C e D, de modo que B estd em ¢t mas no exterior de CD. Assim D—-C—-B
ou C— D — B. Temos, respectivamente, A— C— B ou A— D — B. No primeiro caso C € € N AB e, no
segundo caso, temos D € € N AB. De qualquer forma o segmento AB intersecta a circunferéncia.
Vemos esses dois casos ilustrados na Figura 11.5.

Figura 11.5. [lustracao do Problema 11.3.7.

Problema 11.3.8. Explique por que uma circunferéncia qualquer néao tem trés pontos colineares.

Problema 11.3.9. Prove que, em qualquer circunferéncia: a) cordas equidistantes do centro sdo
congruentes; b) cordas congruentes sao equidistantes do centro.

Problema 11.3.10. Dadas duas cordas em uma circunferéncia, a menor é a que estd mais distante
do centro.

Problema 11.3.11. Prove que, dadas duas circunferéncias concéntricas, se uma corda da maior é
tangente a menor, o ponto de contato é o ponto médio da corda. Confira o desenho da esquerda
da Figura 11.6.

Problema 11.3.12. Na Figura 11.7 AB é um diametro da menor de duas circunferéncias concén-
tricas, AC e BD sdo tangentes a menor, de modo que C e D estdo na circunferéncia maior em lados
opostos da reta suporte de AB. Mostre que CD é um diametro da circunferéncia maior.
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Figura 11.6. Ilustracdo do Problema 11.3.11.  Figura 11.7. Ilustragdo do Problema 11.3.12.

Problema 11.3.13. Prove que, dado um angulo, as circunferéncias com centro na sua bissetriz (ex-
ceto o vértice do angulo) e raio igual a distancia desse centro a um dos lados do angulo é tangente
aos dois lados (do angulo). Ainda, toda circunferéncia tangente aos dois lados do angulo tem cen-
tro em sua bissetriz e a circunferéncia estd no interior do angulo, com excecdo dos dois pontos de
contato.

Solugdo. Seja /B AC um angulo qualquer e O um ponto de sua bissetriz, com O # A. Sabemos que
O é equidistante dos lados do angulo (em virtude do Problema 9.16.14 a bissetriz é o conjunto dos
pontos do interior do angulo equldlstantes dos seus lados) Sejam P o pe da perpendicular de O
aABe Q o pé da perpendicular de O a AC. Temos Pe AB—Ae Qe AC - A (confira o Problema
9.15.18). Entao a circunferéncia de centro O e raio OP = OQ é tangente aos lados do angulo.

bissetriz

Figura 11.8. llustracdo do Problema 11.3.13.

Seja agora ¢ uma circunferéncia de centro O tangente aos lados do dngulo ZBAC nos pontos
PEEeQeA_C). Temos OP = OQ > 01logo O # A.

Observemos o seguinte. Se uma reta r é tangente a ¢ em T, entdo, todos os pontos de € — T
estdo do mesmo lado de r. De fato, seja X € € — T. Se existe Y € € — T do lado oposto de X em
relacdo a r, entdo r intersecta a corda XY em seu interior. Assim r tem um ponto no interior de
%€, e ja vimos que isso implica que r intersecta ¥ em dois pontos, o que nao é possivel. Ainda,
o centro O de ¥ estd no mesmo lado de r que os seus pontos. Se isso ndo ocorresse, o raio OX
intersectaria r em um ponto interior a ¢, o que novamente nao € possivel.

Portanto, O e os pontos de €, exceto P e Q, estdo no interior de ZBAC. Como O é equidistante
dos lados do dngulo, entdo estd na sua bissetriz.

Problema 11.3.14. Na Figura 11.9, O é o centro da circunferéncia, AB é um diametro e C e D sdo
outros pontos da circunferéncia tais que AC e BD sdo paralelos. Mostre que a) AC=BDeb) CD
contém O.
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Figura 11.9. Figura para o Problema 11.3.14.

Problema 11.3.15. Sejam A e B dois pontos de um plano. Determine quais sdo 0os niimeros p com
a seguinte propriedade: existe nesse plano pelo menos uma circunferéncia de raio p contendo os
pontos A e B. Para cada um desses nimeros, quantas sdo as circunferéncias com esse raio que
contém Ae B?

Problema 11.3.16. Em uma circunferéncia ¢ de centro O, AB é um diametro e s é uma reta tan-
gente a ¢ em um ponto T. Ainda, A’ e B’ sdo, respectivamente, os pés das perpendiculares de A e
B a s. Demonstre que OA’ = OB'. Confira a Figura 11.10.

’17v P
Figura 11.10. Tlustracao do Problema 11.3.16. Figura 11.11. Ilustracdo do Problema 11.3.17.

Problema 11.3.17. Na Figura 11.11 O é o centro da circunferéncia, P €é um ponto em seu exterior,
A é o ponto em que OP intersecta a circunferéncia, TP é tangente a circunferéncia no ponto T e
AT = OT. Mostre que A é o ponto médio de OP.

11.4 Posicoes relativas de duas circunferéncias

Vejamos agora propriedades da relacdo entre duas circunferéncias. Desenhando duas circun-
feréncias em um plano, percebemos que existem essencialmente trés situagoes: as circunferén-
cias ndo se intersectam; as circunferéncias se intersectam em um tinico ponto; as circunferéncias
se intersectam em dois pontos. Nos dois primeiros casos temos duas situacoes, dependendo da
posicao relativa de seus interiores.

Comecamos com uma defini¢ao.

Definicoes 11.5. Em um plano, duas circunferéncias se dizem tangentes quando se intersectam
num Unico ponto, e secantes quando se intersectam em mais de um ponto. Se duas circunferén-
cias sdo tangentes e se o centro de uma delas estd no exterior da outra, se diz que sdo tangentes
externamente, e se o centro de uma delas estd no interior da outra, se diz que sao tangentes inter-
namente.
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Dadas duas circunferéncias em um plano, existem trés niimeros envolvidos: os raios das cir-
cunferéncias e a distancia entre seus centros. Portanto precisamos usar esse valores para estabe-
lecer em que condicdes relativas se encontram esses dois objetos geométricos.

Repartimos nosso estudo em cinco lemas.

Lema 11.6. Dadas duas circunferéncias em um plano, se a distancia entre seus centros é maior do
que a soma dos raios, entdo elas ndo se intersectam, e cada uma estd no exterior da outra.

Demonstragdo. Sejam %) uma circunferéncia de centro O; e raio p; e 6> uma circunferéncia de
centro O, e raio p,. Seja d a distancia entre O; e O,. Por hip6tese temos d > p; + p». Confira a
Figura 11.12. Vamos mostrar que %) estd no exterior de 6.

Figura 11.12. Ilustragdo do Lema 11.6.

Seja X € €6,. Afirmamos que X estd no exterior de 6». Seja r a reta que contém O; e O,. Se
X ereestaentre Oy e Oy, entdo O1 X + X0, = 0102 =d = p1+ X002 > p1+p2 = X0 > p2 = X
estd no exterior de 6». Se X € r e O; estd entre X e Oy, entdo X0, = X011+ 0,02 =p1+d > p2 =
X estd no exterior de 6». Se X € r ndo é possivel que O, esteja entre X e Oy, pois isso implicaria
p1 > d. Portanto se X € r entdo estd no exterior de 6.

Suponhamos agora que X ¢ r. Entdao X0O;0, é um tridngulo. Aplicando a desigualdade tri-
angular vem O, X + X0, > 0102 =d = p; + XO2 > p1 + p2 = X0, > p2 = X estd no exterior de
6.

Portanto %) esta no exterior de 6> e, em particular, as duas circunferéncias ndo se intersectam.

Trocando os papéis de €6, e 6> na redacdo acima, ficou também demonstrado que %> estd no
exterior de %6 e isso termina a demonstracao. O

Lema 11.7. Dadas duas circunferéncias em um plano, se a distdncia entre seus centros é igual a
soma dos raios, entdo elas sdo tangentes externamente.

Demonstragdo. Sejam € uma circunferéncia de centro O; e raio p; e 6> uma circunferéncia de
centro O, e raio p,. Seja d a distancia entre O; e O,. Por hipotese temos d = p; + p». Confira a
Figura 11.13.

Seja r areta que contém O; e O,. Seja P € 6, com P € r e P entre Oy e O,. Entdao O1P + PO, =
0,0,=d = p1+P0O2=p1+p2 = PO, = py, = Pestdem 6>. Logo P é um ponto comum a 6 e 6».

Seja agora X € 6; com X # P. Vamos mostrar que X estd no exterior de 6>. Se X € r entao
O, estd entre X e 02 e X0, = XO; + 0,0, = p; +d > p2» = X estd no exterior de 6>. Se X ¢ r
entdo X0; 0, é um tridngulo. Aplicando a desigualdade triangular vem O; X + XO» > 0,0, = d =
p1+ X0z > p1+p2 = XOy > pr, = X estd no exterior de 6». Portanto 6 — P estd no exterior de 6»
e em particular, as duas circunferéncias se intersectam apenas em P. Provamos que €6 e 6> sdo
tangentes.
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Figura 11.13. Tlustra¢do do Lema 11.7.

Para ver que sdo tangentes externamente basta observar que O; estd no exterior de 6», pois
0102 = p1+ p2 > p2. O

Lema 11.8. Dadas duas circunferéncias em um plano com raios diferentes, se a distancia entre seus
centros é igual a diferenga positiva entre os raios, entdo elas sdo tangentes internamente.

Demonstragdo. Sejam %) uma circunferéncia de centro O; e raio p; e 6> uma circunferéncia de
centro O, eraio p,. Suponhamos, sem perda de generalidade, que p; > p». Seja d a distancia entre
O, e O,. Por hipétese temos d = p; — p2. Confira a Figura 11.14.

Figura 11.14. Tlustra¢do do Lema 11.7.

Seja r areta que contém O; e O,. Coloquemos em r um sistema de coordenadas de modo que
a coordenada de O; seja zero e a de O, seja positiva, portanto, é d. Temos d = p; — p2 < p1, logo O
esta no interior de 6.

Seja P € r o ponto de coordenada p;. Entdo P € 6,. Como d(P,0y) =|p1—d|=1p1—(p1—p2)| =
P2, temos também P € 6>.

Seja agora X € 6> um ponto qualquer com X # P. Vamos provar que X estd no interior de 6.

Suponhamos primeiro que X € r (existe tal ponto pois r passa pelo centro de 65>, logo a inter-
secta em dois pontos, sendo um deles P). Seja x a coordenada de X em r. Como d(X, O,) = p»
temos |x — d| = p2, e como X # P temos x # p;. Notemos que

dX,01)=x-0l=|x|=|x-d)+d|=|x-d|+d=p2+p1—p2=p1
ou seja, | x| < p;. Se fosse |x| = p; teriamos x = —p;, pois ja vimos que x # p;. Isso implicaria
lx—d|=|-p1—-dl=p1+d=p1+p1—p2>p1>p2

contradizendo que |x — d| = p». Logo |x| # p1 0 que implica |x| < p; e d(X,0;) < p;. Assim X estd
no interior de ;.
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Suponhamos agora que X € 6» e X ¢ r. Entdo d(X, O2) = p2 e X, O; e O, formam um tridngulo.
Aplicando a desigualdade triangular vem

X01<X02+ 0102 =p2+d =p2+p1—p2=p1=>d(X,01) < p1

portanto X estd no interior de 6.

Em resumo, %> — P estd no interior de 6 e, em particular, as duas circunferéncias se intersec-
tam apenas em P. Provamos que 6 e 6> sdo tangentes. Ja vimos que O, esté no interior de %,
assim elas sdo tangentes internamente. O

Lema 11.9. Dadas duas circunferéncias em um plano com raios diferentes, se a distancia entre seus
centros é menor do que a diferenga positiva entre os raios, entdo a circunferéncia de raio menor estd
no interior da outra.

Demonstragdo. Sejam %) uma circunferéncia de centro O; e raio p; e 6> uma circunferéncia de
centro O, e raio p,. Suponhamos, sem perda de generalidade, que p; > p». Seja d a distancia
entre O; e O,. Por hip6tese temos d < p; — p2. Confira a Figura 11.15. Vamos provar que %> esta
no interior de ;.

Figura 11.15. Ilustracdao do Lema 11.9.

Seja r areta que contém O; e O,. Coloquemos em r um sistema de coordenadas de modo que
a coordenada de O seja zero e a de O, seja positiva, portanto, é d. Temos d < p; — p2 < p1, logo O»
esta no interior de 6.

Seja X € 6,, e suponhamos primeiro que X € r (existem dois desses pontos). Seja x a coorde-
nada de X em r. Como d(X, O,) = p2 temos |x—d| = p2, e

d(X,00) =|x=0|=|x|=|(x—d)+d| < |x—d|+d < ps+ p1— p2 = p1

ou seja, X estd no interior de 6.

Suponhamos agora que X € 6» e X ¢ r. Entdo d(X, O2) = p2 e X, O; e O, formam um tridngulo.
Aplicando a desigualdade triangular vem

X01<X02+0102:p2+d<p2+p1—p2:p13d(X,Ol)<p1
portanto X estd no interior de 6. Segue que que 6> esta no interior de €. O
Lema 11.10. Dadas duas circunferéncias em um plano, se a distancia entre seus centros é menor do

que a soma dos raios e maior do que sua diferenca em valor absoluto, entdo elas se intersectam em
exatamente dois pontos.
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Demonstragdo. Sejam %) uma circunferéncia de centro O; e raio p; e 6> uma circunferéncia de
centro O, e raio p;. Seja d a distancia entre O, e O,. Por hipétese temos |p; — p2| < d = p1 + p2.
Isso implica p; — p2 < Ip1 — p2l < d = p; < d+ p2, e igualmente vale p, < d + p;. Em virtude do
resultado do Problema 10.6.6 existe um triangulo com lados de medidas d, p; e p».

Considerando agora o segmento O; O, (que mede d), podemos construir dois tridangulos O; O, P
e 0;0,Q taisque O P =0;Q = p; e O,P = 02Q = p,. Confira a Figura 11.16.

Figura 11.16. Ilustracao do Lema 11.10.

Portanto P e Q sdao pontos comuns a é) e a 6». Nao existem outros pontos em comum, pois
ndo existem outros tridngulos com as propriedades requeridas. O

O seguinte Teorema inclui todas as possibilidades sobre as posi¢oes relativas entre duas cir-
cunferéncias em um plano.

Teorema 11.11. Sejam 6, uma circunferéncia de centro O; e raio p, e 6» uma circunferéncia de
centro O, e raio py. Seja d a distancia entre Oy e O,. As seguintes condigoes descrevem todas as
possibilidades de posigoes relativas entre € e 6».

(i) d =0 ep; = p2. Nesse caso €| e 6, coincidem.

(ii) d < |p1 — p2l. Nesse caso a circunferéncia de raio menor estd no interior da outra.

(iii) d = |p1 — p2|. Nesse caso as circunferéncias sdo tangentes internamente.

(iv) |p1 — p2| < d < p1 + p2. Nesse caso as circunferéncias se intersectam em exatamente dois pontos.
(v) d = py + p2. Nesse caso as circunferéncias sdo tangentes externamente.

(vi) p1 + p2 < d. Nesse caso cada circunferéncia estd no exterior da outra.

Demonstragdo. Em (i) temos d = 0 e p; = p2. Portanto as duas circunferéncias tém o mesmo
centro e o mesmo raio, de modo que coincidem.

Em (ii) temos d < |p; — p2|. Nesse caso as circunferéncias tém raios diferentes (os centros
podem ser o mesmo ou ndo). Pelo Lema 11.9 a circunferéncia de raio menor estd no interior da
outra.

Em (iii) temos d = |p; — p2|, de modo que pelo Lema 11.8 as circunferéncias sdo tangentes
internamente.

Em (iv) temos |p; — p2| < d < p; + p2, de modo que pelo Lema 11.10 as circunferéncias se
intersectam em exatamente dois pontos.

Em (v) temos d = p; + p2. Nesse caso, pelo Lema 11.7, as circunferéncias sdo tangentes exter-
namente.
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Em (vi) temos p; + p2 < d, o que implica, pelo Lema 11.6, que cada circunferéncia estd no
exterior da outra.

Finalmente observamos que esses sdo todos os casos possiveis. De fato, temos 0 < [p; — p2| <
p1+ p2. Como d = 0, posicionando d em relacdo a |p; — p2| e a p1 + p2, 0s casos que podem ocorrer
estao todos considerados. O

11.5 Problemas

Problema 11.5.1. Em um plano sdao dados um ponto e uma circunferéncia. Estude as possiveis
posicoes relativas entre esses dois objetos geométricos.

Problema 11.5.2. Explique por que, se duas circunferéncias sdo tangentes, seus centros e o ponto
de contato sdo colineares. Ainda, as retas tangentes as circunferéncias no ponto de contato sdo a
mesma.

Problema 11.5.3. Demonstre que, se duas circunferéncias se intersectam em P e Q, a mediatriz
de PQ passa pelos centros das duas.

Problema 11.5.4. Prove que trés pontos ndo colineares quaisquer determinam uma tnica circun-
feréncia.

Solugdo. Dados trés pontos nao colineares, eles determinam dois segmentos. As mediatrizes deles
se encontram em um ponto O que € equidistante dos trés pontos dados. Seja p essa distancia
comum. A circunferéncia com centro em O e raio p contém esses trés pontos.

Para ver que a circunferéncia é tinica podemos observar que duas circunferéncias se encon-
tram em no maximo dois pontos. Assim trés pontos nao podem pertencer a duas circunferéncias.

Problema 11.5.5. Duas circunferéncias sdo tangentes em P, e r é uma reta secante a elas nos
pontos A, P e B. Mostre que sao paralelas as retas tangentes as circunferéncias por A e por B.

Problema 11.5.6. Duas circunferéncias sao tangentes externamente e r € a reta tangente comum.
Seja P um ponto qualquer de r fora do ponto de tangéncia comum. Se os segmentos AP e BP sdo
tangentes as circunferéncias em A e B, entdo AP = BP. Confira a Figura 11.17.

Figura 11.17. Ilustragdo do Problema 11.5.6.
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11.6 Circunferéncias e angulos

Vejamos agora propriedades bdsicas da relacdo da circunferéncia com angulos.

Definicoes 11.12. Sejam A e B pontos de uma circunferéncia em um determinado plano. A reta
AB separa o plano em dois semiplanos, cada um contendo uma parte da circunferéncia. Cada
uma dessas partes, juntamente com os pontos A e B, é denominada arco determinado pelos pon-
tos A e B. Se esses pontos sao extremidades de um didmetro, entdo os arcos chamam-se semicir-
cunferéncias. Se esses pontos nao sao extremidades de um didmetro, chama-se arco maior aquele
que, tirando os pontos A e B, estd no mesmo semiplano que o centro da circunferéncia. O outro
se chama arco menor. O arco pode ser indicado por AB se estiver claro de qual se trata. Caso
contrario tomamos um ponto X no arco e o indicamos por AXB.

arco maior

arco menor

Figura 11.18. Tlustracdo das defini¢6es de arco menor, arco maior, angulo central e angulo inscrito
em uma circunferéncia.

Sejam A e B pontos de uma circunferéncia de centro O que nao sao extremidades de um di-
ametro. O angulo ZAOB chama-se dngulo central determinado por A e B ou determinado pela
corda AB. A medida em graus m(AB) do arco menor AB é m(/ AOB), e do arco maior correspon-
dente é 360° — m(£AOB). A medida em graus de uma semicircunferéncia é 180°.

Um angulo se diz inscrito em uma circunferéncia se seu vértice A estd nessa circunferéncia e
se seus lados intersectam a circunferéncia em pontos B e C diferentes de A. O arco determinado
por B e C que ndo contém A chama-se arco correspondente ao angulo inscrito. Dizemos também
que o angulo inscreve esse arco, ou que o arco esta inscrito no angulo. Ilustracdes na Figura 11.18.

Observemos que podemos adicionar ou subtrair arcos. Se AB e BC sido arcos que tém em
comum apenas o ponto B e se sua unido é um arco AC entdo a medida (em graus) de AC é a soma
das medidas de AB e BC. De forma andloga se define subtracdo de arcos. Confira o Problema
11.7.4.

Seguem propriedades basicas desses elementos geométricos.

Teorema 11.13. Em uma mesma circunferéncia ou em circunferéncias de mesmo raio, cordas de
mesma medida e que nao sdo didmetros determinam dngulos centrais congruentes, e vice-versa.

Demonstragdo. Dada uma circunferéncia de centro O, se AB e CD sdo cordas congruentes e nao

sdo diametros, entdo OAB e OCD sao triangulos e sao congruentes pelo caso LLL. Portanto ZAOB =

ZCOD. Reciprocamente, se ZAOB = ZCOD entdao OAB = OCD pelo caso LAL, e temos AB =CD.
Se AB e CD sao cordas de duas circunferéncias diferentes, o raciocinio é andlogo. O

Corolario 11.14. Em uma mesma circunferéncia ou em circunferéncias de mesmo raio, cordas de
mesma medida e que ndo sao didmetros determinam arcos menores de mesma medida e arcos mai-
ores de mesma medida.
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Demonstragdo. Basta usar a Defini¢do de medida de arco e o Teorema acima. O

Teorema 11.15. Todo dngulo inscrito em uma circunferéncia tem a metade da medida do arco cor-
respondente.

Demonstragdo. Seja ¢ uma circunferéncia de centro O e seja ZBAC um angulo incrito. Indicamos
por BC o arco inscrito pelo angulo.

Temos trés casos a serem considerados, conforme se vé na Figura 11.19. Em todos os casos
queremos provar que m(£BAC) = m(BC)/2.

D

C

Figura 11.19. Casos de angulos inscritos em uma circunferéncia.

Caso 1. O centro da circunferéncia estd em um dos lados do angulo. Sem perda de generalidade su-
pomos O € AC, como no desenho a esquerda da Figura 11.19. Notemos que AOB é um triangulo
e ZBOC é um angulo externo. Da Proposic¢do 10.10 temos m(£BOC) = m(£BAO) + m(£LOBA).
Como AOB éisosceles de base AB, esses dois angulos sdo congruentes, de modo que m(£BOC) =
2m(£/BAO), ou m(/BAC) = m(£/BOC)/2. Levando em conta que m(/BOC) = m(E@), segue
m(/BAC) = m(BC)/2.

Caso 2. O centro da circunferéncia estd no interior do angulo. Seja AD o diametro de extremidade
A. Vemos que D esté no interior de Z/BAC, portanto também de BC. Indicamos por BD e DC os
subarcos de BC. Aplicando o Caso 1 temos

m(/BAD) = m(/BOD)/2=m(BD)/2 e m(/CAD)=m(/COD)/2=m(DC)/2.

Somando membro a membro e usando o Problema 11.7.4 vem m(/BAC) = m(BT?)/ 2.

Caso 3. O centro da circunferéncia estd no exterior do angulo. Seja AD o didmetro de extremidade
A. Sem perda de generalidade admitimos a situacao do desenho da direita da Figura 11.19, em
que C esta no interior de ZBAD. Do Caso 1 temos

m(£BAD)=m(£BOD)/2 e m(£LCAD)=m(£LCOD)/2.

Subtraindo a segunda relacdo da primeira membro a membro, segue m(£BAC) = m(£BOCQC)/2.
Levando em conta que m(£BOC) = m(BC), segue m(£BAC) = m(BC)/2. O

Escélio 11.16. Em qualquer circunferéncia, se a um dngulo inscrito corresponde uma semicircun-
feréncia, sua medida é 90°.

Demonstragdo. Essa situagdo estd incluida no Caso 2 do Teorema 11.15. Confira a Figura 11.20.
Como uma semicircunferéncia mede 180°, segue o resultado. O
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D
Figura 11.20. Angulo inscrito Figura 11.21. Angulos inscritos
correspondendo a uma semicircunferéncia. correspondendo a0 mesmo arco.

Corolério 11.17. Em qualquer circunferéncia, dois dngulos que inscrevem o mesmo arco tém a
mesma medida.

Demonstragdo. Bastaaplicar o Teorema 11.15. Confira ilustracdo na Figura11.21, em que ZCAD =
ZCBD, pois inscrevem o mesmo arco. Do mesmo modo ZACB = ZADB. O

11.7 Problemas

Problema 11.7.1. Na Definicdo 11.12 foi dito que, se A e B sdo pontos de uma circunferéncia,

>
areta AB separa o plano em dois semiplanos, cada um contendo uma parte da circunferéncia.
Explique por que ambas as partes da circunferéncia sdo nao vazias.

Problema 11.7.2. Na Figura 11.22, AB é um
didmetro da circunferéncia ¢ e BD é tan-
gente a ela em B. Ainda, AD intersecta € A B
em C. A medida de BD é a e a medida do

arco menor AC é 120°. Calcule o didmetro

de %.

Figura 11.22. Figura para o Problema 11.7.2.

Problema 11.7.3. Sejam A e B pontos de uma circunferéncia ¢ de centro O que nao sao extremi-
dades de um diametro, e seja AB o arco menor determinado por eles. Mostre que ABéo conjunto
dos pontos de € que estdo no angulo ZAOB ou no seu interior. Mostre também que o arco maior
correspondente é o conjunto dos pontos de € que estdo no angulo ZAOB ou no seu exterior.

Problema 11.7.4. Seja ‘AB um arco de uma circunferéncia €, e seja C um ponto do interior desse
arco, isto é, um ponto do arco diferente de A e de B. Sejam AC e CB os arcos contidos em AB.
Mostre que m(AC) + m(CB) = m(AB).

Problema 11.7.5. Seja ZBAC um angulo inscrito em uma circunferéncia de centro O. Considere
a afirmacao: “a medida de Z/BAC é igual a metade da medida do angulo central ZBOC”. Se ela for
verdadeira, explique por que. Se nao for, arrume a frase para que seja.

Problema 11.7.6. Sejam AB um didmetro de uma circunferéncia ¥ e C um ponto fora da reta
suporte de AB. Mostre que se C estd no exterior de € entdo ZACB é agudo, e se C estd no interior
de € entdo L ACB é obtuso.
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Problema 11.7.7. Na Figura 11.23 AB e BC
sdo cordas congruentes da circunferéncia
e D é um ponto do arco complementar a
ABC. Ligando esses quatro pontos formam-
se varios triangulos. Descubra quais sdo se-
melhantes a BCD. Descubra outras propri-
edades dessa figura.

Figura 11.23. Figura para o Problema 11.7.7.

Problema 11.7.8. Na Figura 11.24 AB é um didmetro de uma circunferéncia de centro O e BC é
uma corda congruente ao raio. Descubra a medida de todos os dngulos formados pelos pontos A,
B,CeO.

A/—\C

Figura 11.24. Figura para o Problema 11.7.8. Figura 11.25. Figura para o Problema 11.7.9.

Problema 11.7.9. Na Figura 11.25 vemos uma circunferéncia de centro O, um diametro AB, uma

corda AC e um raio OD, paralelo a corda (C e D estao do mesmo lado de AB). Explique por que D
divide o arco BC ao meio.

Problema 11.7.10. Mostre que, se um ponto estd no exterior de uma circunferéncia, existem exa-
tamente duas retas tangentes a circunferéncia contendo o ponto dado.

Problema 11.7.11. Um angulo tem um vértice A numa circunferéncia ¢, um lado secante a ela e
outro lado tangente em A. Mostre que a medida desse angulo é igual a metade da medida do arco
de € que estd no angulo e em seu interior.

Solugdo. Seja € uma circunferéncia de centro O. Dado o angulo ZBAC com A € €, por hip6tese
AB é tangentea € em Ae AC é secante a € em A e C. Indicamos por AC o arco de € que estd no
interior de ZBAC, exceto os pontos extremos do arco A e C. Queremos provar que m(£BAC) =
m(AC)/2.

Seja AD o diametro com um extremo em A. Sabemos que AB L AD. Temos trés casos a consi-
derar em relagdo ao posicionamento de D. Confira ilustragdo na Figura 11.26.
Caso 1. D = C. Notemos que AD é uma semicircunferéncia, logo sua medida é 180°. Assim

m(/BAC) = m(/BAD) = 90° = 180°/2 = m(AD)/2 = m(AC)/2

Caso 2. De AC — {C}. Como D # A temos que D esta no interior do arco e no interior de Z/BAC.
Logo
m(AC) =m(AD)+ m(DC) e /BAC=/BAD+/DAC
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D=C D D
C
Figura 11.26. Casos de angulos em uma circunferéncia com um lado tangente.

Notemos que AD é uma semicircunferéncia, logo sua medida é 180°. Ainda, ZDAC é um an-
gulo inscrito, de modo que sua medida é m(DC)/2. Portanto

m(/BAC) = m(£BAD) + m(/DAC) =90° + m(DC)/2 = [m(AD) + m(DC)]/2 = m(AC)/2

Caso3.D ¢ :4? Temos

m(/BAC) = m(£/BAD) — m(/DAC) =90° — m(DC)/2 = [m(AD) — m(DC)]/2 = m(AC)/2

Em todos os casos vale que m(£BAC) = m(?\_f) /2, e terminamos. O

Problema 11.7.12. Se os dois lados de um dngulo de vértice P sdo tangentes a uma circunferéncia

de centro O nos pontos A e B, entdo PO € a bissetriz de P eamedidade P é igual a 180° menos a
medida do arco menor determinado por A e B. Ilustre sua solu¢do com uma figura.

Problema 11.7.13. Na Figura 11.27 vemos uma circunferéncia com duas cordas congruentes AB
e CD. a) Mostre que as outras duas cordas AD e BC que se intersectam também sdo congruentes.
b) Mostre que as outras duas cordas AC e BD que nao se intersectam sdo paralelas. ¢) Que tipo de
quadrilédtero é ABDC?

i’

D B

B

Figura 11.27. Para o Problema 11.7.13. Figura 11.28. Para o Problema 11.7.14.

Problema 11.7.14. Na Figura 11.28 a circunferéncia menor é tangente internamente a maior em
A e passa pelo seu centro. Prove que toda corda AB da circunferéncia maior intersecta a circunfe-
réncia menor em seu ponto médio.

Problema 11.7.15. Em uma circunferéncia duas cordas tém a mesma extremidade A e determi-
nam angulos congruentes com o didmetro em A. Demonstre que as cordas sdo congruentes. Vale
areciproca?

Problema 11.7.16. AB é um diametro de uma circunferéncia de centro O, e C é um ponto da
circunferéncia fora desse diametro. Sejam OD a corda que passa pelo ponto médio de AC e OF a
corda que passa pelo ponto médio de BC. Prove que OD L OE. Confira a Figura 11.29.
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Figura 11.29. Desenho para o Problema 11.7.16.

Problema 11.7.17. Na Figura 11.30 AB e BC sdo diametros de duas circunferéncias congruentes
tangentes externamente, CD é tangente a primeira circunferéncia em D e intersecta a outra em E,
com C — E — D. Prove que para os arcos menores AD, BD e BE vale m(AD) = m(BD) + m(BE).

Figura 11.30. Ilustra¢do para o Problema 11.7.17.

Solugdo. Indicamos por O; o centro da circunferéncia com didmetro AB. Sabemos que O;D L CD
e que os centros das duas circunferéncias e o ponto de contato B sdo colineares. Ainda /BEC
inscreve uma semicircunferéncia, de modo que BE L CD. Logo BE||O;D o que implica ZBO; D =
/CBE. Como m(/BO,D) = m(BD), m(/CBE) = (1/2)m(CE) e m(CE) = 180° — m(BE) vem

2m(BD) =2m(/BO,D) =2m(/CBE) = m(CE) = 180° - m(BE)

= 2m(BD) = 180° — m(BE) = 2m(BD) + m(BE) = 180°.
Mas m(ZB) + m(}/i_ﬁ) =180°, de modo que

2m(BD) + m(BE) = m(AD) + m(BD) = m(BD) + m(BE) = m(AD).

O

Problema 11.7.18. Sejam P um ponto do exterior de um circunferéncia €, r uma reta por P se-
cante a % nos pontos A e B de modo que . P — A- B, e s uma reta secante a € nos pontos C e D
de modo que P — C — D. Indicamos por AC e BD os arcos com esses extremos determinados pelo
interior do angulo ZBPD. Prove que m(/BPD) = (1/2)[m(BD) — m(AC)]. Confira ilustracio na
Figura 11.31.

Problema 11.7.19. Considerando o Problema 11.7.18 e a Figura 11.31, investigue qual é a medida
do angulo P nas seguintes situacdes: a) r é secante a circunferéncia e s é tangente; b) r e s sdo
tangentes a circunferéncia.



120 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento Tomo 11

Figura 11.31. Desenho para o Problema 11.7.18.

Problema 11.7.20. Sejam AB e CD cordas diferentes de uma circunferéncia que se intersectam
em um ponto P interior a circunferéncia. Indicamos por ‘AC o arco com esses extremos deter-
minados pelo interior do 4ngulo ZAPC e por BD o arco com esses extremos determinados pelo
interior do angulo ZBPD. Prove que m(/BPD) = (1/2)[m(BD) + m(AC)]. Confira ilustracdo na
Figura 11.32.

Figura 11.32. Desenho para o Problema 11.7.20.

11.8 Circunferéncias, pontos e retas

Dentre as inumerdveis propriedades que provém das relacoes entre pontos, retas e circunfe-
réncias, destacamos uma propriedade métrica, denominada poténcia de um ponto em relagdo a
uma circunferéncia. Comecamos com o

Lema 11.18. Sejam AB e CD cordas diferentes de uma circunferéncia que se intersectam em um
ponto P interior a circunferéncia. Entdo AP-PB=CP-PD.

Figura 11.33. Ilustra¢do do Lema 11.18.
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Demonstragdo. Comecamos observando que A, P e D sdo nao colineares, caso contrario as cordas
seriam iguais. Em seguida introduzimos as cordas auxiliares AD e BC. Usando o Coroldrio 11.17
vemos que APD ~ CPB pelo caso de semelhanca AA. Segue que AP/CP = PD/PB e AP-PB =
CP-PD. Confira a Figura 11.33. O

Antes de prosseguir observamos que, em virtude do resultado do Problema 11.7.10, se um
ponto estd no exterior de uma circunferéncia, existem exatamente duas retas tangentes a circun-
feréncia contendo o ponto dado. Por outro lado, devido ao resultado do Problema 11.3.5, se uma
reta tem um ponto no interior de uma circunferéncia entao ela a intersecta em dois pontos.

Temos agora o

Lema 11.19. Se os dois lados de um dngulo de vértice P sdo tangentes a uma circunferéncia nos
pontos A e B, entdo PA= PB.

Demonstragdo. Seja O o centro da circunferéncia. Lembremos que PA e PB sdo perpendiculares
aos raios OA e OB, respectivamente. Pelo caso de congruéncia hipotenusa-cateto de triangulos
retangulos temos POA = POB. Segue que PA = PB. Pelo que foi observado acima P estd no
exterior da circunferéncia, de modo que a Figura 11.34 ilustra a propriedade demonstrada. O

Figura 11.34. Ilustra¢do do Lema 11.19.

Lema 11.20. Sejam P um ponto do exterior de um circunferéncia €, r uma reta por P secante a €
nos pontos B e C e s uma reta tangente a’¢ em A. Entdo PB-PC = PA?.

Figura 11.35. Tlustragdo do Lema 11.20.

Demonstrag¢do. Usamos a notagdo da Figura 11.35. Notemos primeiro que Z/BPA = ZAPC, pois é
o mesmo angulo. Ainda ZABP = m(AC)/2 pelo Teorema 11.15e ZCAP = m(AC)/2 pelo Problema
11.7.11, do que resulta ZABP = ZCAP. Portanto BPA ~ APC pelo caso de similaridade AA. Isso
implica AP/CP = BP/AP = PB-PC = PA. O
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Lema 11.21. Sejam P um ponto do exterior de um circunferéncia €, r uma reta por P secante a €
nos pontos A e B e s uma reta secante a ¢ nos pontos C e D. Entdo PA-PB = PC-PD.

Demonstragdo. Usamos a notacao da Figura 11.36. Um jeito de demonstrar € usar o Lema 11.20.
Mas preferimos uma demonstracao independente. Notemos primeiro que ZBPD = ZCPA pois
é 0 mesmo angulo. Ainda, pelo Teorema 11.15, temos m(£PBD) = m(AD)/2 = m(Z/PCA), do
que resulta Z/PBD = ZPCA. Portanto BPD ~ CPA pelo caso de similaridade AA. Isso implica
BP/CP=PD/PA= PA-PB=PC-PD. O

Figura 11.36. Ilustra¢do do Lema 11.21.

Observando novamente a Figura 11.34, seja p o raio da circunferéncia. Vemos que OP? = p? +
AP?, e que o ntimero OP? - p? s6 depende de P e da circunferéncia. Por outro lado, PA? é um valor
comum ao produto PB - PC nas condicoes vistas acima. Isso nos induz a definir

Definicao 11.22. Sejam % uma circunferéncia de centro O e raio p e P um ponto ndo contido nela.
A poténcia de P em relacdo a € é o nimero |OP? — p?|.

A poténcia de um ponto em relacdo a uma circunferéncia é, de certo modo, um invariante,
conforme se vé no

Teorema 11.23. Sejam € uma circunferéncia de centro O e raio p e P um ponto ndo contido nela.
Seja r uma reta qualquer por P e que intersecta 6 nos pontos B e C (podendo ser B = C). Entdo o
produto PB - PC é igual a poténcia de P em relagdo a6 .

Demonstragdo. Suponhamos primeiro que P é externo a circunferéncia. Devido ao Problema
11.7.10 existe um ponto A € € tal que PA é tangente a € em A. Como PA 1 OA temos PA? =
PO? - p?>0,logo PA-PA é a poténcia de P em relacdo a 6. Por outro lado, se r é uma reta por P
que intersecta % nos pontos B e C, entdo PB- PC = PA? pelo Lema 11.20, de modo que PB-PC é
a poténcia de P em relacdo a 6. O desenho da esquerda da Figura 11.37 ilustra essas situacoes.

Figura 11.37. Ilustracao do Teorema 11.23.

Suponhamos agora que P estd no interior de €. Provemos que PB-PC = |PO? - p?| = p>—~PO?.
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Vejamos primeiro o caso em que O € BC. Se P = O entdo PB-PC = OB-0OC = p? = |PO* - p?|,
pois PO = 0. Se P # O podemos admitir, sem perda de generalidade, que B— O — P — C. Entao

PB-PC = (0B +OP)(OC—OP) = (p+OP)(p— OP) = p?> — OP* = |[PO* - p?|.

Vejamos agora o caso em que O ¢ BC. Seja AD a corda que contém P e O. Pelo que foi visto no
Lema 11.18 temos PB-PC = PA-PD. Como O € AD pelo que vimos logo acima temos PA-PD =
|PO? - p?|. Confira ilustracdo na Figura 11.37.

Portanto para qualquer posicionamento de P e r se tem a PB- PC = |[PO? — p?|. O

Outras propriedades provenientes das relagdes entre circunferéncias, retas e pontos estdo pro-
postas na lista de Problemas 11.12.

11.9 Pontos notaveis do triangulo

Existem pontos importantes associados ao tridngulo, denominados pontos notdveis do trian-
gulo. As propriedades desses pontos estdo frequentemente relacionadas a circunferéncia. Varios
desses pontos ja foram estudados ao longo deste texto. Apresentamos agora uma pequena lista.

Vimos, no Problema 10.3.34, que as trés mediatrizes de um triangulo qualquer se encontram
em um mesmo ponto. Completamos agora esse resultado com o

Teorema 11.24. As trés mediatrizes dos lados de um triangulo qualquer se encontram em um tinico
ponto que é centro da circunferéncia que contém os trés vértices.

Figura 11.38. Triangulo com suas mediatrizes e a circunferéncia circunscrita.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo qualquer, e sejam r e s as mediatrizes de dois de seus
lados, digamos, de AB e AC, respectivamente. Confira a Figura 11.38. J4 argumentamos no Pro-
blema 10.3.34 que r e s ndo sado paralelas, e assim se encontram num ponto O. Esse ponto, por
estar em r, é equidistante de A e B, e, por estar em s, é equidistante de A e C. Assim, por ser
equidistante de B e C, O estd na mediatriz t de BC. Esse ponto € tinico, pois as mediatrizes sdao
diferentes.

Finalmente observamos que por ser O equidistante dos trés vértices do tridngulo, ele é centro
da circunferéncia que contém esses trés vértices. O

Esse resultado justifica a
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Definicao 11.25. Dado um tridngulo qualquer, o ponto de encontro de suas mediatrizes chama-
se circuncentro desse triangulo. A circunferéncia com centro nesse ponto e que contém os trés
vértices chama-se circunferéncia circunscrita ao tridangulo. Diz-se também que o tridngulo estd
inscrito na circunferéncia. O raio dessa circunferéncia é, as vezes, denominado circunraio.

Vejamos agora que as trés bissetrizes de um tridangulo também se encontram em um ponto.
Lembremos primeiro que no Problema 9.11.13 se afirmou que, em um tridngulo arbitrério, as bis-
setrizes de dois angulos quaisquer se intersectam em um ponto de seu interior. Por outro lado, no
Problema 9.16.14 se viu que a bissetriz de um angulo qualquer menos a sua origem € o conjunto
dos pontos do interior do angulo que sdo equidistantes dos seus lados.

Vamos completar esses resultados com o

Teorema 11.26. As bissetrizes de um tridngulo qualquer se encontram em um ponto de seu interior
equidistante dos lados. A circunferéncia com centro nesse ponto e cujo raio é essa distdncia comum
é tangente aos lados.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo. As bissetrizes de A e de B se encontram em um ponto O
que estd no interior do triangulo, o que implica que est4 no interior de C. Ainda, O é equidistante
doslados de A e de B, portanto é equidistante dos lados de C. Dessa forma, pelo que foi observado
acima, O também estd na bissetriz de C. Como cada um dos angulos A, B e C tem um lado em
comum com cada um dos outros dois, a distancia de O aos trés lados do tridngulo é a mesma,
digamos que seja p. Portanto as bissetrizes de ABC se encontram em um ponto de seu interior
equidistante dos lados.

Seja D o pé da perpendicular de O a BC, de modo que OD = p. Seja € a circunferéncia de
centro O e raio p. Entdo D € € e OD é um raio de ¢ perpendicular a BC, de modo que BC é
tangente a ¢. Do mesmo modo se observa que €6 € tangente aos outros dois lados de ABC. O

Essas propriedades estdo ilustradas na Figura 11.39.

Figura 11.39. Triangulo com suas bissetrizes e a circunferéncia inscrita.

Definicoes 11.27. Dado um tridngulo, o ponto de encontro de suas bissetrizes denomina-se incen-
tro, e a circunferéncia com centro nesse ponto e tangente aos seus lados chama-se circunferéncia
inscrita. Diz-se também que o tridngulo € circunscrito a circunferéncia. O raio dessa circunferén-
cia é, as vezes, denominado inraio.

Prosseguindo na mesma linha de investigacao, perguntamos se as alturas de um tridngulo se
encontram em um ponto. Fazendo desenhos de triangulos de todos os tipos e medidas, isso parece
ser verdade. A demonstracdo exige uma certa imaginacao, como veremos.

Dado um triangulo ABC, lembramos que a altura relativa ao vértice A ou relativa ao lado BC
pode ser: (i) a reta que passa por A e é perpendicular a B—é; (ii) o segmento AD tal que D € BCe
AD 1 BC.

No Teorema a seguir usamos a palavra altura no sentido de (i).
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Teorema 11.28. As (retas que sdo as) alturas de um tridngulo qualquer se encontram em um ponto.

Demonstragdo. Seja ABC um tridngulo. Sejam r a reta paralela a BC por A e s areta paralelaa AC
por B. Como AC e BC ndo sdo paralelas, r e s também ndo sao, logo se encontram em um ponto
X. Seja t areta paralela a AB por C. Vemos que existem os pontos Y =rnteZ=snt,eque X, Y
e Z nao sao colineares, portanto formam um tridngulo. Confira a Figura 11.40.

Figura 11.40. Demonstracdo da existéncia do ortocentro.

Examinando o posicionamento de X, Y e Z em relacdo as retas suporte dos lados de ABC
vemosque X —A-Y,X-B—-ZeY—-C-Z. Notemos que ABCY e ACBX sdo quadrildteros com
lados opostos paralelos, portanto sdo paralelogramos. Os lados opostos desses paralelogramos
sdo congruentes, do que resulta AY = BC e BC = AX. Portanto A é o ponto médio de XY, e a
altura de ABC por A é a mediatriz de XY. O mesmo vale para os outros vértices de ABC, suas
alturas sdo as mediatrizes de XY Z. Portanto as alturas se encontram em um ponto. O

Definicao 11.29. Dado um tridngulo, o ponto de encontro de suas alturas denomina-se ortocentro.

O seguinte ponto notdvel do tridngulo é o encontro de suas medianas. Lembramos que uma
mediana de um tridngulo é o segmento que liga um vértice ao ponto médio do lado oposto.

Teorema 11.30. As medianas de um tridngulo qualquer se encontram em um ponto cuja distancia
a um vértice qualquer é igual a 2/3 da medida da mediana correspondente.

Figura 11.41. Desenho para o Teorema 11.30.

Demonstragdo. Dado ABC, tome as medianas AM e BN, e seja P seu ponto de encontro. Seja T o
ponto médio de AP. Considere paralelas a BN por T e por M. Elas encontram AC nos pontos S e
U, respectivamente. Em APN temos que T é ponto médio de um lado, entdo S é ponto médio do
outro, isto é, de AN. Em BCN temos que M é ponto médio de um lado, entdo U é ponto médio
do outro, isto é, de CN. Assim S — N — U reparte AC em quatro segmentos congruentes, de modo
que T — P reparte AM em trés segmentos congruentes. Dessa forma AP = 2PM. Esse mesmo
argumento também se aplica a mediana BN, e temos BP =2PN.
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Tracemos agora a ultima mediana CL (confira a Figura 11.41). Seja P’ seu ponto de encontro
com a mediana AM. Aplicando o que foi visto, temos CP' = 2P'L e AP’ = 2P'M. Dessa ultima
condic¢do temos P = P’. Concluimos que as trés medianas se encontram em um Gnico ponto que
estd a 2/3 de qualquer vértice. O

Definicdao 11.31. Dado um triangulo, o ponto de encontro de suas medianas denomina-se cen-
tréide ou baricentro.

Os pontos notdveis de um triangulo (a saber, o circuncentro, o incentro, o ortocentro e o bari-
centro) sdo objetos de estudos e muitas propriedades foram descobertas. Uma delas esta descrita
no Teorema abaixo.

Teorema 11.32. Em um tridngulo qualquer o circuncentro, o ortocentro e o baricentro sdo colinea-
res.

A reta que contém o circuncentro, o ortocentro e o baricentro de um tridngulo chama-se reta
de Euler. Vemos na Figura 11.42 uma ilustracao.

A

reta de Euler

/]
/" H N C

Figura 11.42. Reta de Euler passando pelo circuncentro, ortocentro e baricentro de um triangulo.
Figura de [84].

B

Para a demonstracao do Teorema 11.32 usamos as notacoes dessa Figura. Dado ABC, sejam L,
M e N os pontos médios de AC, AB e BC, respectivamente. Sejam H,4, Hg e Hc os pés das alturas
relativas aos vértices A, B e C, respectivamente. Sejam O, H e G respectivamente o circuncentro,
o ortocentro e o baricentro.

Ao lado vemos a Figura 11.42 com menos elementos.
Notemos que ONL ~ HAB. De fato, NL||AB e NL =
AB/2 pois NLliga pontos médios de lados de ABC. Se-
gue que ZLNC = B. Como ON 1 BC temos m(ZONL) =
90° — m(ZLNC) = 90° — m(B). Olhando agora o ABHy
vemos que m(/BAH,) = 90°-m(B), portanto ZONL =
/HAB. Da mesma forma se tem ZOLN = ZHBA. Se-
gue que ONL ~ HAB pelo caso de semelhanca AA. Como
arazdo é 2 vale que AH =20ON.
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Notemos que existe G' = HONAN. Vale que NOG' ~ AHG'. De fato, /NG' O = Z/ AG' H pois sdo
opostos pelo vértice. Ainda, m(£H4AN) + m(ZHaNA) = 90° e m(ZONG') + m(LH,NA) = 90°,
de modo que ZHAAN = ZONG', ou ZHAG' = ZONG'. Segue que NOG' ~ AHG' pelo caso de
semelhanca AA. Como AH = 20N, arazio é 2, e vale que AG' =2NG'.

Lembremos agora que G também é um ponto de AN, e que AG = 2NG. Segue que G =G, e
que H, G e O sao colineares. Isso termina a demonstra¢do do Teorema 11.32.

Uma observacao sobre a nomenclatura dos pontos notaveis. Os nomes circuncentro e incen-
tro sdo auto-explicativos. O nome ortocentro usa como prefixo o termo orfo, que provém da lingua
grega e significa direito, em linha reta, justo, exato. Na Matematica esse prefixo geralmente é usado
para indicar “perpendicularidade”. O termo baricentro usa um prefixo com origem na lingua la-
tina, barus, que significa peso. Assim baricentro quer dizer “centro de gravidade”, ou “centro de
equilibrio”, ou “centro de massa”. Pensando no tridngulo como um corpo, por exemplo, uma la-
mina fina homogénea em forma triangular, a ideia do seu centro de gravidade é que seja um ponto
que possa substitui-lo e ndo alterar as propriedades dindmicas do corpo com um todo. A ideia de
chamar o baricentro de “centro de equilibrio” vem do fato de que se pendurarmos uma lamina
triangular pelo seu baricentro usando uma linha, entdo ela se equilibra em um plano horizontal.

O ponto de equilibrio de uma barra que tem densidade uniforme é seu centro. Assim, dada
uma lamina em forma triangular com densidade uniforme, podemos subdividir essa lamina em
barras bem finas paralelas a um dos lados. Os pontos médios dessa barras estao localizados na
mediana relativa a esse lado, de acordo com o resultado do Problema 10.6.7.

Essaideia estd ilustrada na Figura 11.43. Vemos que alamina pode ser sustentada em equilibrio
por uma linha colada sobre a mediana. Fazendo o mesmo procedimento com outra mediana, o
ponto de encontro de duas medianas (portanto das trés medianas) é o ponto de equilibrio da
lamina.

Figura 11.43. Propriedade da mediana de um triangulo.

11.10 Quadrilateros e circunferéncias

Muitas propriedades importantes sdo observadas no posicionamento reciproco de quadrila-
teros e circunferéncias. Vejamos algumas delas.

Definicao 11.33. Um quadrilétero se diz inscrito ou inscritivel em uma circunferéncia se os seus
vértices estdo nela contidos. Nesse caso dizemos também que a circunferéncia é circunscrita ao
quadrildtero. Uma circunferéncia se diz inscrita em um quadrildtero se todos os seus lados sdo
tangentes a ela. Nesse caso dizemos também que o quadrildtero é circunscrito ou circunscritivel a
circunferéncia.

Fazendo varios desenhos o estudante constatard que um quadrilatero pode ser ou nao ins-
crito em uma circunferéncia, e pode ter ou ndao uma circunferéncia inscrita. O estudante também
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observard que apenas quadrildteros convexos podem ser inscritos ou circunscritos em circunfe-
réncias.

Uma condicao imediata para que um quadrildtero seja inscrito é que as mediatrizes de seus
lados se encontrem em um ponto. Esse ponto, quando existe, é chamado circuncentro do quadri-
latero. Uma condicado imediata para que um quadrildtero seja inscrito € que as bissetrizes de seus
angulos se encontrem em um ponto. Esse ponto, quando existe, é chamado incentro do quadrilé-

=
™ T ¢
\_

Figura 11.44. Exemplos de circunscricao de quadrilateros e circunferéncias.

Na Figura 11.44, esquerda, vemos um quadrilatero inscrito em uma circunferéncia, e dois (com
dois lados hachurados) que nao podem ser inscritos. No desenho central vemos uma circunferén-
cia inscrita em um quadrildtero. A direita vemos que qualquer retangulo pode ser inscrito em uma
circunferéncia, pois tem um ponto central. Mas retangulos ndo quadrados ndo tém circunferéncia
inscrita.

Observando detidamente o desenho de um quadrilatero inscrito em uma circunferéncia, ve-
mos que, tomando um par qualquer de angulos opostos, eles estdo inscritos em arcos que, soma-
dos, constituem toda a circunferéncia. Entdo sua soma é 180°. Como a soma dos angulos de um
quadrildtero convexo é 360°, o outro par de angulos opostos também sao suplementares. Exami-
nando a reciproca dessa propriedade, temos o

Teorema 11.34. Um quaderildtero convexo estd inscrito em uma circunferéncia se e somente se pos-
sui dois dngulos opostos suplementares.

Demonstragdo. Seja ABCD um quadrildtero convexo inscrito em uma circunferéncia €. O leitor
pode considerar como referéncia o desenho da Figura 11.45.

A

C

Figura 11.45. Teorema 11.34. Figura 11.46. Teorema 11.34.

Cada vértice esta no interior do angulo formado pelos outros trés vértices, de modo que esse
vértice estd no arco de circunferéncia inscrito pelo citado angulo. Temos

m(/BAD) + m(/BCD) = [m(BCD) + m(BAD)]/2 = 360°/2 = 180°.

Portanto A e C sdo suplementares. Do mesmo modo se vé que B e D sao suplementares (ou
entdo use que a soma dos angulos de um quadrildtero convexo é 360°).
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Reciprocamente, suponhamos que o quadrildtero ABCD tenha um par de angulos opostos
suplementares, digamos que sejam AeC. Seja € a circunferéncia que contém os pontos A, B e
C. Como o quadrildtero é convexo, suas diagonais se encontram em um ponto E do seu interior.
Como AC é uma corda de €, E estd no seu interior. A reta pelos pontos B — E — D intersecta 6 em
dois pontos com E entre eles (Problema 11.3.5).

Um desses pontos é B. Seja F o outro. Os posicionamentos possiveis desses pontos sdo B—E —
D—-F,B-E-F—-DouD=F. Confira a Figura 11.46.

Observemos agora que no quadrildtero convexo ABCD se tem, por hip6tese, que m(A)+m(C) =
180°. Como a soma dos angulos de um quadrildtero convexo é 360°, segue que m(B)+m(D) = 180°.
Por outro lado, ABCF é um quadrilatero inscrito, e j4 foi visto que isso implica que m(B) + m(F) =
180°. Logo D = F.

Se ocorrer B— E— D - F o resultado do Problema 9.15.6, implica m(D) > m(F), e, se ocorrer B —
E— F— D, o mesmo resultado implica m(F) > m(D). Em ambos os casos temos uma contradicio.
Portanto D = F, e D € 6. Provamos que o quadrildtero € inscrito em 6. O

Outra condicao necessdria e suficiente para que um quadrildtero seja inscritivel estd descrita
no Teorema 11.36. Existem também condicOes necessdrias e suficientes sobre um quadrilatero
convexo para que ele tenha circunferéncia inscrita. Confira os problemas mais abaixo.

11.11 Construcao do arco capaz

Explicamos aqui um conceito ttil em vérias situacoes.

Definicao 11.35. Dado um segmento AB e
um angulo de medida @ em um plano, seu
arco capaz € o lugar geométrico dos pontos
P desse plano para os quais Z AP B mede a.

/

/
Esse lugar geométrico, conforme ilustrado 1'
na Figura 11.47, sdo dois arcos de circunfe- Pf\
réncia, simétricos em relacao a AB. Veja-
mos.

Figura 11.47. Arcos capazes de AB e a.

Dados AB e a nas condicoes da Figura 11.47,

s . o centro O de seu arco capaz, situado no lado
/ % oposto ao angulo, é o encontro da mediatriz de
AB com a reta perpendicular a AC por A. Para
constatar isso seja M o ponto médio de AB e

/ D o encontro da mediatriz com AC. Acom-
7P panhando a Figura 11.48 temos OAD ~ AMD,
pois ambos tém um angulo reto e o angulo co-
mum ZADO = ZMD A. Dessa semelhanca segue

Figura 11.48. Construc¢ao do arco capaz. ZAOD = ZMAD, e temos m(£LAOM) = a.

\
\
¥e;
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Como o triangulo AOB é€ is6sceles de base AB, OM é também bissetriz, e segue que ZAOB
tem medida 2a. Consideremos agora a circunferéncia com centro em O e raio OA. Vemos que
para todo ponto P no arco situado no lado de AB oposto a C, Z AP B inscreve o mesmo arco que o
angulo central ZAOB, e portanto sua medida é a.

Tomando a circunferéncia simétrica em relacdao a AB, os pontos P do arco simétrico também
satisfazem a propriedade requerida. Nao existem outros pontos com essa propriedade, pois se
P ndo esta nesses arcos, a medida de ZAPB é menor do que a quando P estd no exterior das
circunferéncias, e maior quando esta no interior.

Uma aplicacao do arco capaz de nosso interesse imediato é o

Teorema 11.36. Um quadrildtero convexo é inscritivel em uma circunferéncia se, e somente se, dois
lados opostos determinam com as duas diagonais um par de dngulos congruentes.

Demonstragdo. Seja ABCD um quadrildtero convexo, e suponhamos que seja inscritivel em uma
circunferéncia. Um par de angulos determinados por dois lados opostos e duas diagonais podem
ser ZCAD e ZCBD (os lados opostos sdo AD e BC, AD forma um angulo com AC e BC forma
um angulo com a outra diagonal BD). Confira a Figura 11.49 a esquerda. Esses angulos sdo con-
gruentes pois inscrevem o mesmo arco. Observe que o mesmo ocorre com 0s outros trés pares de
angulos nas condic¢oes dadas.

Figura 11.49. Uma propriedade de quadrilatero inscritivel.

Reciprocamente, suponhamos que ZCAD = ZCBD tenham medida a. Consideremos o arco
capaz relativo a CD e a @ no mesmo lado de A e B. Entao a respectiva circunferéncia contém os
quatro vértices do quadrildtero. Confira a Figura 11.49 a direita. O

11.12 Problemas finais

Problema 11.12.1. Na Figura 11.50 AB e AC sao cordas de uma circunferéncia de centro O, OD =
OE, OD 1L AB e OE L AC. Mostre que a reta que passa por A e O é mediatriz de BC.

B

Figura 11.50. Problema 11.12.1. Figura 11.51. Problema 11.12.2.
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Problema 11.12.2. Na Figura 11.51 6 e 6> sdo circunferéncias congruentes tangentes externa-
mente em T, AB é um didmetro de 6] que ndo contém T e CD é um diametro de %> tal que
CDI|AB. Mostre que ABCD ou ABDC é um losango.

Problema 11.12.3. Consideremos um tridangulo com lados a, b e c tais que ¢ < b < a. Prove que
se todos os angulos do tridngulo forem agudos entdo a? < b? + ¢? e, se um dos angulos for obtuso,
entdo a® > b? + c2.

Solugdo. Seja ABC um triangulo tal que BC=a, AC=be AB =c, com ¢ < b < a. Em virtude do
resultado do Problema 9.15.9 a altura AH tem o pé H no interior do lado BC. Consideremos a
retar = HA, e seja € a circunferéncia com centro no ponto médio O de BC e raio BC/2. Usando
a afirmacao do Problema 11.3.5 r intersecta ¢ em dois pontos, sendo um deles, digamos D, do

mesmo lado que A em relacdo ao didmetro BC. Sabemos que m(/BDC) = 90° e que a? = BD? +
CD?.

Figura 11.52. Desenho para o Problema 11.12.3.

Suponhamos primeiro que todos os angulos do triangulo ABC sejam agudos. Queremos pro-
var que a® < b? + ¢®. Notemos que se A= D entdo ZBAC é reto, o que contraria a hipétese. Entdo
A # D. Se A estivesse no segmento DH entdo A estaria no interior de BDC e o resultado do Pro-
blema 9.15.6 implicaria que m(£BAC) > m(£BDC) = 90°, novamente contrariando a hipoétese.
Logo H—- D — A, e temos a situacao ilustrada na Figura acima, desenho da esquerda.

Notemos agora que ZBD H é angulo externo de ABD, de modo que /BDH > /BADe /BDH >
ZABD. Como ZBDH é um angulo ndo reto do triangulo retangulo BD H, segue que é agudo, de
modo que ZBAD e ZABD também sdo agudos. Mas Z/BDA é suplementar de /BDH, assim é
obtuso. Portanto no tridngulo ABD o maior lado é AB, e temos BD < AB. Com argumento similar
se vé que CD < AC. Logo a? = BD? + CD? < AB? + AC? = ¢® + b?, ou a® < b* + ¢°.

Suponhamos agora que um dos angulos do triangulo ABC seja obtuso. Esse angulo tem que
ser ZBAC, e temos H— A— D. Ocorre a situacao ilustrada na Figura acima, desenho da direita.
Usando um argumento similar ao do caso anterior vem a?> = BD?>+ CD? > AB%+ AC? = ¢% + b%, ou
a* > b* + 2.

Problema 11.12.4. Na situacdo da Figura
11.53, a circunferéncia de centro O tem duas
cordas AB = CD que ndo sao diametros e se
intersectam em P. Mostre que as cordas de-
terminam angulos congruentes com o dia-
metro que passa por P.

Figura 11.53. Problema 11.12.4.
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Problema 11.12.5. Explique por que qualquer tridngulo tem uma unica circunferéncia circuns-
crita e uma unica inscrita.

Problema 11.12.6. a) Demonstre que o circuncentro de um tridngulo estd em um de seus lados
se, e somente se, o tridngulo é retangulo, tendo como hipotenusa o referido lado. b) Demonstre
que o circuncentro de um tridngulo estd em seu interior se e somente se todos 0s seus angulos sdo
agudos.

Problema 11.12.7. Calcule, em funcao dos
lados laterais a e da base b, o incentro da
circunferéncia inscrita num triangulo is6s-
celes. Sugestdo: acompanhando a Figura
11.54, procure tridngulos semelhantes e use
a proporcao dos seus lados.

Figura 11.54. Problema 11.12.7.

Problema 11.12.8. Seja ABC um triangulo e sejam My, Mp e Mc os pontos médios de BC, AC e
AB, respectivamente. a) Mostre que os baricentros dos triangulos ABC e M4 MgM_¢ coincidem.
b) Demonstre que o circuncentro de ABC coincide com o ortocentro de M MpMC¢.

Problema 11.12.9. Uma circunferéncia estd inscrita em um triangulo retangulo cujos catetos me-
dem b e c e cuja hipotenusa mede a. Determine o raio da circunferéncia.

Problema 11.12.10. Demonstre agora a reciproca da afirmacado do Problema 10.3.30: se num tri-
angulo uma mediana mede a metade do lado, entdo ele é retangulo e o lado é a hipotenusa.

Problema 11.12.11. a) Explique por que apenas quadrildteros convexos podem ser inscritos em
uma circunferéncia. b) Explique por que apenas quadrildteros convexos podem ser circunscritos
a uma circunferéncia.

Problema 11.12.12. Verifique o seguinte. a) Uma condi¢do necessdria e suficiente para que um
quadrilétero seja inscrito em uma circunferéncia é que as mediatrizes de seus lados se encontrem
em um ponto. b) Uma condicdo necessdria e suficiente para que um quadrildtero circunscreva
uma circunferéncia é que as bissetrizes de seus angulos se encontrem em um ponto.

Problema11.12.13 (Teorema de Pitot). Uma condicdo necessdria para que um quadrildtero ABCD
tenha uma circunferéncia inscrita é que AB+ CD = AD + BC. Para quadrilateros convexos, a con-
dicdo também é suficiente: consulte o Tema 11.13.12.

Problema 11.12.14. Demonstre que em um tridngulo qualquer a soma das trés medianas é maior
do que 3/4 do perimetro.

Problema 11.12.15. Demonstre que todo quadrildtero inscrito em uma circunferéncia de raio p
tem pelo menos um lado < pv/2.
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Problema 11.12.16. Duas circunferéncias num plano se dizem perpendiculares quando se inter-
sectam em dois pontos e, nos pontos de intersec¢ado, suas retas tangentes sdo perpendiculares. Seja
% uma circunferéncia de raio p e centro O, e tome uma semirreta com origem em O. Localize os
pontos P nessa semirreta para os quais existe uma circunferéncia 2 com centro em P que seja per-
pendicular a €. Mostre que, dado P nessa condi¢do, existe uma Unica circunferéncia com centro

em P com essa propriedade, e calcule seu raio.
O' .
b C

Figura 11.55. Problema 11.12.17.

Problema 11.12.17 (Lei dos senos). Demonstre que,
em um triangulo qualquer, as medidas dos lados sao
proporcionais aos senos dos angulos opostos, e a
constante de proporcionalidade é o diametro da cir-
cunferéncia circunscrita. Com as notagoes da Figura
11.55:

a b c A
-~ = —~ = -~ = ZR
senA senB senC

Sugestdo: para cada vértice, tome o diametro por ele
e use angulos inscritos.

Problema 11.12.18. Um triangulo isosceles de lados

a e base b estd inscrito em uma circunferéncia de raio ©
R, como na Figura 11.56. Encontre relagdes entre es- ;
ses valores.
B b C

Figura 11.56. Problema 11.12.18.

Problema11.12.19. Dado um triangulo, sejam H seu ortocentro, I seuincentro e O seu circuncen-
tro. Demonstre que: a) O triangulo é equilatero se, e somente se H = I. b) O triangulo é equilatero
se, e somente se H = O. ¢) O tridngulo é equilétero se, e somente se O = I. Para cada um dos itens,
faca figuras.

Problema 11.12.20. Explique o truque de marceneiro apresentado no video neste endereco para
cortar uma ripa em um angulo de 45°. Confira a Figura 11.57. Primeiro se risca o segmento 19 para
marcar o ponto final de corte. Depois se desenha o arco 29 para determinar o risco de corte.

Figura 11.57. Truque para obter angulo de 45°.


https://www.youtube.com/shorts/IPmJUa7nWoQ
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Problema 11.12.21. Sdo dados um angulo ZAOB de medida a e uma circunferéncia de raio R.
a) Determine o ponto O; em que que deve ser posto o centro da circunferéncia para que ela seja
tangente aos dois lados do angulo. Confira a Figura 11.58. b) Determine o raio r e o ponto O, em
que deve ser posto o centro de uma circunferéncia menor que seja tangente a primeira e tangente
aos dois lados do angulo.

Figura 11.58. Angulo e circunferéncia.

Problema 11.12.22. Na Figura 11.59 ABC é um tridngulo retangulo em A, BCDE é um quadrado
e O é seu centro. Mostre que AO contém a bissetriz de A.

E D

Figura 11.59. Relacdo do centro de um quadrado com um tridngulo retangulo adjacente.

11.13 Temas para investigacao

Tema 11.13.1. Faca desenhos mostrando as posi¢oes relativas de trés circunferéncias em um
plano, e obtenha resultados analiticos sobre esses casos.

Tema 11.13.2. Investigue as localiza¢oes possiveis do ortocentro. Produza afirmacdes similares as
do Problema 11.12.6 e justifique.

Tema 11.13.3. Investigue, faca conjecturas e justifique condicdes necessérias e suficientes para:
(i) retangulos serem inscritos em circunferéncia; (ii) retangulos serem circunscritos em circunfe-
réncia; (iii) paralelogramos serem inscritos em circunferéncia; (iv) paralelogramos serem circuns-
critos em circunferéncia.
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Tema 11.13.4. Dado um triangulo qualquer, o tridngulo formado pelos pés de suas alturas chama-
se tridngulo ortico. Investigue suas propriedades.

Tema 11.13.5. Existe uma pléiade de pontos notdaveis relacionados com o tridngulo. Faca uma
consulta na internet e artigos. Pode iniciar com o verbete Encyclopedia of Triangle Centers de
[84]. Faca uma tabela expondo um certo ntimero deles, incluindo os pontos notaveis apresentados
neste texto. Inclua na tabela seus nomes, definicao e propriedades.

Tema 11.13.6. E dada uma circunferéncia de raio p. Investigue quais sdo as medidas possiveis
para as suas cordas (com justificativas, naturalmente).

Tema 11.13.7. a) Confirme se toda semicircunferéncia admite quadrado inscrito, com um lado
em seu didmetro, como na Figura 11.60 (a). b) Confirme se todo quarto de circunferéncia admite
quadrado inscrito, com dois lados contidos em raios, como na Figura 11.60 (b). Descubra teoremas
sobre essas configuracoes.

(a

Figura 11.60. Quadrados inscritos em semicircunferéncia e um quarto de circunferéncia.

Tema 11.13.8. Sao dados uma circunferéncia e uma
corda. Duas circunferéncias menores tangenciam a
primeira internamente e tém a corda como tangente
comum. Confira a Figura 11.61. Descubra teoremas
sobre essa configuracao.

Figura 11.61. Trés circunferéncias.

Tema 11.13.9. a) Ao definir semicircunferéncia inscrita em um tridngulo equildtero parece que
o adequado é pedir que seu diametro esteja contido em um lado e que seja tangente aos outros
dois lados. Estude essa questao e descubra propriedades dessa configuracao. b) Estude a mesma
questdo para triangulos isosceles.

Tema 11.13.10. Confirme se todo tridngulo retangulo tem semicircunferéncia inscrita com seu
didmetro contido em um dos catetos, como na Figura 11.62 a esquerda. Descubra teoremas sobre
essa configuracdo.

Tema 11.13.11. Confirme se todo triangulo retangulo tem semicircunferéncia inscrita com seu
didmetro contido na hipotenusa, como na Figura 11.62, a direita. Descubra teoremas sobre essa
configuracdo.

Tema 11.13.12 (Reciproca do Teorema de Pitot). Investigue uma demonstracdo para a reciproca
do Teorema de Pitot: uma condicao suficiente para que um quadrildtero convexo ABCD tenha
uma circunferéncia inscrita é que AB+CD = AD + BC.
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Figura 11.62. Semicircunferéncia inscrita em tridngulo retangulo.

Tema 11.13.13. Vimos, no Problema 9.16.15, que em um tridngulo qualquer as trés bissetrizes
internas se encontram em um Unico ponto. Investigue se as bissetrizes externas admitem pontos
de encontro que possam ser centros de circunferéncias tangentes aos prolongamentos dos lados.

Tema 11.13.14. Investigue como sdo os trapézios inscritiveis. Para esses localize o circuncentro e
calcule o circunraio em funcao dos dados do trapézio. Faca figuras.

Tema 11.13.15. Um quadrilétero se diz bicéntrico quando for inscritivel e circunscritivel, e o cir-
cuncentro e o incentro sao diferentes. Um quadrildtero se diz unicéntrico quando for inscritivel
e circunscritivel, e o circuncentro e o incentro sdo o mesmo ponto. a) Ache todos os quadrilate-
ros unicéntricos. b) Encontre todos os trapézios isdsceles bicéntricos. ¢) Ache uma receita para
construir outros quadrildteros bicéntricos.

Tema 11.13.16. Estude posicionamentos interessantes de quatro circunferéncias em um plano.
Faca desenhos. Investigue propriedades e justifique. (i) Veja se é possivel que trés delas se tangen-
ciem duas a duas externamente e tangenciem a quarta internamente. (ii) Trés delas tém centros
colineares e se tangenciam externamente. A quarta pode tangencia-las? (iii) Podem as quatro
circunferéncias serem tangentes exteriormente duas a duas?

Tema 11.13.17. Um quadrildtero se diz especial quando tiver dois lados opostos congruentes e
dois angulos opostos congruentes. Para investigar se essas condicdes implicam que o quadrilatero
é um paralelogramo, usou-se o Geogebra, e foi obtido o exemplo da Figura 11.63. Lembrando que
observacoes proporcionadas por um aplicativo de desenho sdo indicacdes que precisam passar
por um crivo usando deducao, investigue como podem ser construidos quadrildteros especiais
que ndo sao paralelogramos com os recursos da Geometria Euclidiana.

Figura 11.63. Um quadrilatero especial.
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Tema 11.13.18. Vemos na Figura 11.64, a esquerda, um instrumento articulado para fazer dese-
nhos em uma folha de papel, e, na mesma figura, a direita, vemos um esquema geométrico. A
vareta AB se articula com a vareta PC em seu ponto médio C, e AC = PC. O ponto P esté fixado
em uma reta r. Qual € a curva que descreve B quando A se movimenta sobre r?

Figura 11.64. Um mecanismo articulado.

Tema 11.13.19. Estude o seguinte mecanismo articulado.

Vemos na Figura 11.65 o esquema de um
portdo basculante. A barra AE representa a
secdo do portdo, e a canaleta BF é fixa ver-
ticalmente e serve de guia para o pino D, fi-
xado em AE. O pino B estd fixo na barra BC
e na parte superior da canaleta, e permite
movimento de rotacao. C é um pino fixado
em AE e em BC e permite movimento de ro-
tacdo. Temos AC = BC = CD. Investigue a
seguinte questao: quando o portao se movi-

menta, existe o perigo dele bater no teto? U
F

Figura 11.65

Tema 11.13.20. Na Figura 11.66 duas circunferéncias de mesmo raio sao tangentes em um ponto
A. E construido um triangulo equildtero ABC com B em uma circunferéncia e C em outra. Des-
cubra propriedades dessa configuracao (e justifique).

B e}

Figura 11.66. Arcos de circunferéncias inscritos em um triangulo equilétero.
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Tema 11.13.21. Na Figura 11.67 ABCD é um retangulo com trés semicircunferéncias inscritas
e tangentes entre si. M é ponto médio do lado. Descubra propriedades dessa configuracao (e
justifique).

Figura 11.67. Um retangulo com trés semicircunferéncias inscritas.

Tema 11.13.22. Um estudioso da Idade Média teve uma ideia para calcular o raio da Terra. Pri-
meiro mediu a altura de uma alta montanha. Depois subiu ao topo dessa montanha e fez uma
outra medicao. Com esses dados calculou uma aproximacao do raio da Terra. a) Estude vocé
mesmo uma maneira de obter uma aproximacao do raio da Terra com esse método. b) Se vocé
vivesse na Idade Média e precisasse medir a altura de uma montanha, como o faria?



Capitulo 12

Area de regioes poligonais

12.1 Introducao

A Matematica estuda os nameros e as formas, e esses dois campos nao sao isolados. A asso-
ciacdo entre eles ocorre nos mais diferentes aspectos. O mais imediato é aquele em que nimeros
medem a “extensdo” de uma figura. Os resultados desse estudo sdo extremamente tteis tanto para
a Matemdtica e as outras ciéncias como para as atividades praticas do dia a dia.

Uma figura é um subconjunto do espaco, portanto, um conjunto de pontos. As figuras podem
ser muito complexas, por isso ndo € facil criar um método geral para medi-las. A Geometria Eucli-
diana se limita a propor métodos de medida para poucos tipos de figuras. Métodos mais gerais e
elaborados podem ser investigados através de outras teorias da Matematica Superior.

Ja vimos no Capitulo 9, na Secado 9.6, um estudo sobre medidas de segmentos. Ficou claro, ao
longo das secdes e capitulos seguintes, a utilidade desses conceitos e técnicas. Agora vamos am-
pliar esse estudo e incluir métodos de medida de um tipo especifico de figuras planas, chamadas
regioes poligonais. Enquanto a medida de um segmento é denominada comprimento, a medida
da extensdo de uma figura plana chama-se drea.

Quando relacionamos niimeros a formas nao queremos fazer uma associa¢do qualquer. Se
desejamos que um niimero meca a extensao ou tamanho de uma forma, precisamos que algumas
propriedades imediatas sejam satisfeitas. Por exemplo, se associamos a uma figura </; um ntimero
a; e auma figura o> um nimero a,, entdo a figura «/; U.«#, devemos associar o nimero a; + ay, sob
a hipotese de que a intersecado das figuras tenha extensao nula. Outra coisa é que o nimero que
mede a extensdo de uma figura deve ser positivo, pois a extensao traz em si uma ideia afirmativa.
No méximo, em casos especiais, podemos associar o nimero zero. Também desejamos que a
medida associada a uma figura ndo se modifique s6 por que ela foi mudada de lugar. Por isso
figuras congruentes devem ter a mesma 4rea.

A seguir desenvolvemos essas ideias.

12.2 Conceitos iniciais de area

Iniciamos com a defini¢do de regido poligonal.
Definicoes 12.1. Uma regido triangular é o conjunto formado por um triangulo e seu interior.
Uma regido poligonal é a reunidao de um nimero finito de regides triangulares de um mesmo plano
de forma que se duas dessas regides se intersectam, a interse¢do € um lado comum ou um vértice
comum.

139
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Na Figura 12.1 vemos desenhos de uma regiao triangular (a esquerda) e de regides poligonais
(a direita). Entendemos que uma tnica regido triangular também é uma regido poligonal.

Figura 12.1. Regi0es poligonais.

Sdo regides poligonais as figuras geométricas delimitadas por quadrildteros. Dado um trian-
gulo ABC ou um quadrilatero ABCD, indicamos com a mesma notacao a regido poligonal defi-
nida por eles. Quando o contexto estiver claro podemos chamar uma regido quadrada de qua-
drado, e procedemos da mesma forma para outras figuras.

O conceiro de drea pode ser construido com os métodos da Geometria Euclidiana. Para ver
como fazer isso confira, por exemplo, [54], padgina 168 e seguintes. Neste texto preferimos definir
a area através de axiomas.

Axioma l7. (dadrea)
A toda regido poligonal corresponde um tinico niimero positivo.

Definicao 12.2. O numero a que se refere o Axioma 17 chama-se drea da regido poligonal. Se o
nome de uma figura é %, sua drea pode ser indicada por a(%).

Axioma 18. (da soma de dreas)

Se uma regido poligonal 2 é a unido de duas ou mais regioes poligonais tais que, se duas delas
se intersectam, a intersegdo é formada por lados ou vértices de regioes triangulares que as compoem,
entdo a drea de & é a soma das dreas das regioes poligonais que a formam.

Axioma 19. (da drea de tridngulos congruentes)
As dreas de regioes triangulares delimitadas por triangulos congruentes sdo iguais.

Por fim precisamos de uma regido padrao que sirva de comparagdo para medirmos as areas
das regioes. O melhor modo de fazer isso seria estabelecer que a drea do quadrado unitdrio (isto
é, do quadrado de lado 1) é 1. Mas essa acepc¢ao traz algumas dificuldades técnicas que adiamos
para o final do Capitulo. Por isso adotamos provisoriamente o

Axioma 20. (da drea de quadrados)
A drea de qualquer quadrado de lado a é a®.

Nosso trabalho prossegue com o célculo da 4rea das regides poligonais que temos estudado
até agora.
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12.3 Area das principais figuras

J&a sabemos, em virtude do Axioma 20, como calcular a drea de qualquer quadrado. Vamos ver
qual é a drea de um retangulo qualquer. Para isso precisamos primeiro do

Lema 12.3. Dois retdngulos congruentes quaisquer tém a mesma drea.

Demonstragdo. Sejam ABCD e EFGH retangulos congruentes, com AB = EF e BC = FG. Em
ABCD escolhemos a diagonal AC. Assim esse retangulo é uma regido poligonal, reunido das re-
gides triangulares ABC e ADC. Esses triangulos sdo congruentes por LAL. Usando o Axioma 17,
seja a = a(ABC). Pelo Axioma 19, a drea de ADC também é a. Usando agora o Axioma 18 vemos
que a drea de ABCD é 2a. Confira a Figura 12.2.

A B E
Figura 12.2. Area de dois retangulos congruentes.

Consideremos agora a diagonal EG do retangulo EFGH, que é assim a reunido das regioes
triangulares EFG e EHG. Como EFG = EHG = ABC por LAL, vem que a area de EFGH é 2a.
Logo a(ABCD) = a(EFGH), e terminamos a demonstracao. O

Temos a seguir o
Teorema 12.4. A drea de qualquer retangulo é o produto de dois lados consecutivos quaisquer.
Demonstragdo. Seja ABCD um retangulo com a = AB e b= BC. Confira a Figura 12.3.

a b

b b » b

A a B a b
Figura 12.3. Célculo da 4rea de um retangulo.

Notemos que se provarmos que a(ABCD) = ab entao o Teorema estara demonstrado. De fato,
os lados opostos de um retangulo sao congruentes, de modo que

ab=AB-BC=BC-CD=CD-AD=AD- AB,
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ou seja, a area do retangulo pode ser calculada tomando-se dois lados consecutivos quaisquer.

Para demonstrar a afirmac¢do a(ABCD) = ab consideramos um quadrado de lado a + b. To-
mando um segmento perpendicular a cada par de lados opostos, convenientemente posiciona-
dos, aregido quadrada fica repartida em dois quadrados, um de lado a e outro de lado b, e em dois
retangulos de lados a e b. Esses dois retangulos sao congruentes entre si e a ABCD, de modo que
todos tém a mesma drea, que indicamos por a(ABCD).

Ja sabemos, do Axioma 20, que a drea do quadrado de lado a+ b é (a + b)?, e, do Axioma 18,
que essa drea é também a soma das 4reas das regides que a compoem. Assim

(a+b)?=a*+b*+2a(ABCD) = a’+2ab+b* = a*> + b*> + 2a(ABCD) = a(ABCD) = ab.
Provamos o que queriamos. O

Observagoes: Vimos que, em todo retangulo, é constante “o produto de dois lados consecutivos
quaisquer”. Dizemos que esse produto é um invariante, pois ndo se modifica se mudarmos os
lados escolhidos, e nem a ordem com que sao tomados.

Outra observagao, essa de cunho mais pedagégico, é que nos livros diddticos do Ensino Fun-
damental, muitas vezes se diz que “a drea de um retangulo é o produto de sua base pela sua altura’.
Convém explicar aqui que os termos “base” e “altura” tém origem no posicionamento padrao de
um retangulo, quando se desenha o retangulo com os lados paralelos aos bordos da folha de papel.
Como o retangulo pode estar em qualquer posic¢do, evitamos essa nomenclatura, salvo em casos
especiais.

Prosseguimos com o célculo da édrea de regioes poligonais. Ha varios caminhos a seguir. Esco-
lhemos obter de imediato a drea de uma regido triangular qualquer.

Comecamos com o

Lema 12.5. A drea de um triangulo qualquer é a metade do produto de seu maior lado pela altura
respectiva.

Demonstragdo. Seja ABC um tridngulo e suponhamos que AB seja o maior lado. Seja CD a altura
relativa a AB. Queremos provar que a(ABC) = (1/2)AB-CD.

Sabemos que A— D — B pelo resultado do Problema 9.15.9. Dessa forma CD reparte a regiao
triangular ABC em duas regioes, e temos a(ABC) = a(ADC) + a(BDC).

Consideremos a reta r paralela a AB por C, e sejam E e F os pés das perpendiculares a r por A
e B, respectivamente. Como AE, DC e BF sdo perpendicularesare A—-D—-Centdo E—C—F.J4
sabemos que CD = BF = AE. Confira a Figura 12.4.

R L o]

B

Figura 12.4. Célculo da 4rea de um triangulo.

Notemos que ADCE, BFCD e ABFE sao retangulos e que a regido retangular ABFE é a unido
das regidoes ADCE e BFCD. Temos a(ABFE) = a(ADCE) + a(BFCD).
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Por outro lado, AC é uma diagonal de ADCE, e reparte essa regido em duas regioes triangula-
res de mesma drea. Igualmente BC é uma diagonal de BFCD, e reparte essa regidao em duas re-
gides triangulares de mesma area. Assim a(ADCE) = a(ADC) + a(ACE) =2a(ADC) e a(BFCD) =
a(BFC)+a(BDC) =2a(BDC).

Reunindo essas relacdoes obtemos 2 a(ABC) = 2(a(ADC) + a(BDC)) = 2a(ADC) + 2a(BDC) =
a(ADCE)+ a(BFCD) = a(ABFE) = AB-BF = AB-CD. Portanto

1
a(ABC) = 2 AB-CD,

e terminamos a demonstracao. O
Consideramos agora o
Lema 12.6. Em qualquer tridngulo é invariante o produto de um lado pela altura respectiva.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo e suponhamos que AB seja o maior lado. Seja CD a altura
relativa a AB. Sabemos que A— D — B pelo resultado do Problema 9.15.9. Da hipotese de que AB
é o maior lado temos também que A e B sdo agudos, pois num tridngulo ao maior lado se opde o
maior angulo.

Consideremos qualquer um dos outros dois lados, digamos, AC, e seja BE sua altura corres-
pondente. Vejamos como E se localiza na reta AC em relacdo aos pontos A e C. Os casos possiveis
estdo ilustrados na Figura 12.5.

Figura 12.5. Um invariante do triangulo.

De fato, se fosse E = A o triangulo ABC seria retangulo de hipotenusa BC, que seria o maior
lado, contrariando a hip6tese. Portanto E # A. Se E e C estivessem em lados opostos em relacdo

a AB, o angulo ZBAC seria externo ao tridngulo retangulo BAE, e esse angulo ndo seria agudo.
Portanto E e C estdo do mesmo lado em relacdo a AB. Temos assim os trés casos ja referidos.

1° caso: A—E - C (desenho da esquerda da Figura 12.5). Por AA temos AEB ~ ADC = AB/AC =
BE/CD = AB-CD = AC-BE.

20 caso: E = C (desenho central da Figura 12.5). Por AAtemos ADC ~ ACB = AC/AB=CD/BC =
AB-CD=AC-BC.=> AB-CD = AC-BE.

3° caso: A—C — E (desenho da direita da Figura 12.5). Por AA temos AEB ~ ADC = AB/AC =
BE/CD = AB-CD = AC-BE.
Com isso terminamos a demonstracao. O

Combinando os resultados desses dois Lemas temos

Teorema 12.7. A drea de um tridngulo qualquer é a metade do produto de um lado qualquer pela
altura respectiva.
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Vejamos agora a drea dos paralelogramos. Lembramos a Defini¢do 10.14 que diz que “um pa-
ralelogramo é um quadrilatero cujos lados opostos sdo paralelos”. Dado um lado de um paralelo-
gramo, a altura relativa a esse lado é a distancia entre a reta suporte desse lado e a do lado oposto.
Assim se nomeia também qualquer segmento que liga as retas suportes desses dois lados e lhes é
perpendicular.

Um paralelogramo tem duas alturas, e a Figura 12.6 ilustra esse fato. Vemos que CE é uma
altura relativa ao lado AB (ou relativa ao lado CD ja que CD || AB) e CF é uma altura relativa ao
lado AD (ou relativa ao lado BC).

Figura 12.6. Um paralelogramo e suas duas alturas.

Lema 12.8. Em todo paralelogramo é invariante o produto de um lado qualquer pela altura respec-
tiva.

Demonstragdo. Consideremos o paralelogramo ABCD. Sejam CE a altura relativa aos lados AB e
CD, e CF arelativa aos lados AD e BC. A Figura 12.6 pode servir de referéncia.

Queremos provar que AB-CE = BC-CF. Como os lados opostos de um paralelogramo sao
congruentes, disso resultard a afirmac¢do do Lema.

Consideremos o triangulo ABC. Sua altura relativa ao lado AB é CE, e a relativa ao lado BC é
congruente a CF. Em virtude do Lema 12.6 temos AB - CE = BC - CF, como queriamos. O

Teorema 12.9. A drea de qualquer paralelogramo é o produto da medida de qualquer lado pela
altura correspondente.

Demonstragdo. Consideremos o paralelogramo ABCD. Temos a(ABCD) = a(ABC)+a(ADC). Se-
jam CE a altura relativa ao lado AB, e CF arelativa ao lado AD e BC. S3o alturas tanto dos trian-
gulos quanto do paralelogramo. A Figura 12.6 pode, novamente, servir de referéncia. Temos

1 1
a(ABCD) = a(ABC)+a(ADC) = 3 AB-CE+ 3 AD-CF.

Em virtude do Lema 12.8 temos AB-CE = AD-CF. Logo a(ABCD) = AB-CE. Da invariancia
do produto AB- CE segue a afirmacdo do Teorema. O

Vejamos agora a area dos trapézios. Um trapézio € um quadrildtero com um par de lados pa-
ralelos. Esse par tem que ser de lados opostos, necessariamente. Podemos exigir na definicao de
trapézio que os outros dois lados opostos ndo sejam paralelos. Ou podemos nao exigir. Para a
finalidade de deduzir sua drea ndo precisamos decidir isso.

Um trapézio tem pelo menos uma altura, que é a distancia entre as retas suportes de seus
lados paralelos. Assim se nomeia também qualquer segmento que liga essas retas suportes e lhes
é perpendicular. Confira ilustracao na Figura 12.7.

Teorema 12.10. A drea de qualquer trapézio é o produto da semissoma de dois lados paralelos pela
respectiva altura.
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C

Figura 12.7. Desenhos de trapézios e suas alturas.

Demonstragdo. Seja ABCD um trapézio no qual os lados AB e CD sdo paralelos. Seja AE a altura
relativa a esse par de lados. Queremos provar que a(ABCD) = AE-(AB+CD)/2. Para ver isso basta
considerar uma diagonal, digamos AC. Como o trapézio é um quadrildtero convexo, qualquer
diagonal o reparte em duas regides triangulares. No caso essas regioes sao ABC e ACD. Portanto

1 1 1
a(ABCD) = a(ABC) + a(ACD) = ) AB-AE + 2 CD-AE= 3 (AB+CD)AE.

Se os outros dois lados do trapézio forem paralelos, as duas féormulas fornecem o mesmo nu-
mero devido ao resultado do Lema 12.8. O

Em geral, para calcular a drea de um quadrilédtero, o repartimos em dois tridngulos. Usamos
essa ideia trés vezes nos teoremas acima. Mas nem sempre é comodo adotar esse procedimento
em um quadrildtero qualquer.

Uma observacao de cardter geral é que calculamos a drea de um retangulo usando apenas
seus lados. Esse € um bom procedimento, pois dado um retangulo, se entende que estao dados
seus lados. Entretanto, ao calcular a drea de um tridngulo e de outros quadrilateros, ndo usamos
exclusivamente seus lados. Consideramos um outro elemento, a altura, que ndo estad informada
necessariamente.

Assim perguntamos se existem férmulas de drea para o triangulo e o quadrildtero que s6 de-
pendem dos seus lados.

Para o tridngulo é conhecida uma férmula atribuida ao matemaético grego Herdo, enunciada e
demonstrada no Teorema a seguir.

Uma das maneiras de demonstrar a formula de Herdo é calcular primeiro uma altura do tri-
angulo. Seguimos essa ideia, e obtemos duas féormulas para a drea do triangulo que s6 dependem
dos lados. Na verdade, uma é um rearranjo da outra.

Lema 12.11. Dado um tridngulo com lados a, b e ¢, com a < c e b < ¢, sua altura relativa ao lado
de medida c é

1 2
= 2.2 (124 2 2
20\/4190 (% + c? - a?)”.

Demonstrag¢do. Consideremos um triangulo ABC com AB =c¢, BC=ae AC=Db. Seja h=CD a
altura relativa ao lado AB. Das hip6teses sabemos que D esta no interior de AB. Confira a Figura
12.8.
Para a demonstracao usamos provisoriamente a letra x = AD. Aplicando o Teorema de Pitago-
ras em ACD temos
P =h*+x*, (%)

e em BCD temos

a?=h+(c-x°=h*+c*-2cx+x° (%)
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h

1
1
1
i
]
A D B

Figura 12.8. Cdlculo da altura de um triangulo.

Introduzindo (*) em (* *) temos

b+ c? - a®
a=b0+c*-2cx > x=—0w-—.
2c
Usando novamente (*) vem
b2 + ¢% — a?)° 1
oo LEC-a) 1 |4b%¢* - (b2 + 2 - )’
4c? 4c?
Extraindo a raiz quadrada obtemos a férmula do Lema. O

Temos agora uma das férmulas prometidas:

Teorema 12.12. A drea de um tridngulo de lados a, b e c é

1
Z\/Z(azb2 +b%2c2+a?c?) — (a* + b+ c%).

Demonstragdo. Calculamos a drea do tridngulo usando o maior lado e sua altura. Sem perda de
generalidade podemos supor que o maior lado € c. Seja h a altura correspondente. Combinando
as anotacoes e os resultados do Teorema 12.7 e do Lema 12.11 a drea é

1 1
ECh = Z\/4b202 — (B2 + 2 - a?)’.
Manipulando o radicando temos
4b2c% = (B2 + = )’ = 2(a® V2 + VA2 + a2 c®) — (a* + B + Y,
do que segue a formula dada. O

Observagdo: Para aplicarmos a féormula do Teorema 12.12 ndo importa que esteja determinado
qual é o maior lado. Essa informacao foi usada apenas na demonstracdo. Note que se trocarmos
entre si duas quaisquer das letras a, b ou ¢ a férmula nao muda. A expressao da férmula é simétrica
nas variaveis a, b e c. Entretanto, o mesmo nao ocorre na férmula do Lema 12.11. Essa férmula
muda se assumirmos b < a e ¢ < a? No Problema 12.6.16 o estudante é convidado a estudar melhor
essa questao.

Provamos agora o

Teorema 12.13 (Férmula de Herao). A drea de um triangulo qualquer é dada pela formula

Vs(s—a)(s—b)(s—c),

emquea, b e c sao seus lados e s = (a+ b+ c)/2 é o semiperimetro.
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Demonstragdo. Chamando de H a expressao de Herdo temos

H=Vs(s—a)(s—b)(s—c) < H>’=s(s—a)(s—b)(s—c) <

, a+b+cla+b+c a+b+c a+b+c
— H*= —a _ -
2 2 2 2
- o at+b+c—-a+b+c a-b+c a+b-c
2 2 2 2

— 16H?’=(a+b+c)(—a+b+c)a-b+c)a+b-c) =2(a’b?*+b*c® + a*c®) — (a* + b* + cH.

Seja A a drea do triangulo. Usando o resultado do Teorema 12.12 temos

1
A= Z\/Z(azb2 +b2c2+a?c?) — (@* + b* + ¢t) < 16A* =2(a*b* + b*c* + a*c®) — (a* + b* + ch).
Logo 16A%>=16H? e A= H. O

Na demonstracdo acima apareceu uma expressio para a area do tridngulo que vale a pena
ressaltar:

Escélio 12.14. A drea de um tridngulo de lados a, b e c é dada pela formula

}1\/(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c).

Existem muitas outras férmulas para a drea de um tridngulo. Na secdo de problemas o es-
tudante pode ver mais algumas. Particularmente interessante é uma férmula que depende das
coordenadas dos vértices, dada no Problema 12.6.27.

Queremos agora comentar férmulas para drea de quadrilateros que dependem apenas dos la-
dos. Existe uma “tipo Herdo”, atribuida ao matemético Brahmagupta, mas que funciona apenas
para quadriléteros inscritiveis em uma circunferéncia:

Teorema 12.15 (Férmula de Brahmagupta). A drea de um quadrildtero inscritivel qualquer é dada
pela formula

Vi-a)s-b)(s—o)(s—d),

emquea,b, ced sao seus ladose s = (a+ b+ c+d)/2 é o semiperimetro.

Para um quadrildtero qualquer existe uma férmula parecida mas que usa também dois angu-
los.

Dado um quadrildtero qualquer (convexo ou ndo), existe pelo menos uma diagonal que o re-
parte em duas regides triangulares. Considerando isso temos o

Teorema 12.16. Seja ABCD um quaderildtero e suponhamos que a diagonal AC o reparta em duas
regioes triangulares. Seja @ = (m(B) + m(D))/2. Sejam a, b, ¢ e d as medidas de seus lados e s =
(a+b+c+d)/2 osemiperimetro. A drea de ABCD é dada pela formula

V(s—a)(s—b)(s—c)(s—d) — abcd cos20 .

Para a demonstracao desses dois teoremas sobre dreas de quadrildteros confira [29]. Acesse
também Bretschneider’s formulade [84]. Do mesmo modo que para tridngulos, existe uma férmula
para area de quadrilateros que depende das coordenadas dos vértices. Confira o Problema 12.6.28.

Consideramos que fizemos as observacdes mais importantes sobre dreas de triangulos e qua-
drilateros. Outros resultados constam de nossa lista de problemas dada abaixo. Outras regioes
poligonais serdo consideradas no Capitulo 13.
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12.4 Reduzindo o Axioma 20

Comentamos no final da Secao 12.2 que o Axioma 20 deveria ter o seguinte enunciado: “A
drea do quadrado de lado 1 é 1”. Esse enunciado significa que o quadrado de lado 1 esta sendo
tomado como unidade de drea, do mesmo modo que tomamos como unidade de comprimento o
segmento de medida 1. Para sacramentar essa mudanca demonstramos o

Teorema 12.17. Suponhamos que a drea do quadrado de lado 1 seja 1. Entdo a drea de um qua-
drado de lado a é a?, para todo niimero real positivo a.

Demonstragdo. Seguimos a ideia apresentada em [54], pagina 165 e seguintes. Consideremos um
quadrado de lado a. Vejamos primeiro o caso em que a = 1/n, sendo n um inteiro positivo. To-
mamos um quadrado de lado 1. Dividindo os lados desse quadrado em 7 partes iguais, podemos
reparti-lo em n? quadrados menores congruentes, cada um com lado a = 1/n. Confira a Figura
12.9.

S|
~
2

——
1/n

Figura 12.9. Area do quadrado de lado a = 1/n.

Usando o Axioma 18 temos

area do quadrado de lado 1 = n? x 4rea do quadrado menor.
Pela hip6tese assumida vem

2
. . 1
1 =n? x &reado quadrado menor = drea do quadrado menor = — = (— = a°.
n n

A afirmacdo do Teorema fica provada para esse caso. Suponhamos agora que o lado do qua-
drado dado é um ntimero racional a = m/n. Dividindo seus lados em m partes iguais, podemos
reparti-lo em m? quadrados menores, cada um com lado 1/n, portanto com area 1/ n?, de acordo
com o que foi provado acima. Confira a Figura 12.10.

m X —

——
1/n

Figura 12.10. Area do quadrado de lado a = m/n.
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Em consequéncia a drea do quadrado dado = m? x # = (%)2 = a?, e fica provado o teorema
para esse caso.

Suponhamos agora que o lado do quadrado dado seja um nimero real positivo a, e seja @ sua
area (que existe pelo Axioma 17). Queremos provar que « = a®. Usando contradicdo, admitamos
primeiro que a < a®. Isso implica /& < a, e existe um ntimero racional r tal que ya < r < a.
Construimos um quadrado de lado r contido no quadrado de lado a. Entao

area do quadrado de lado r < 4rea do quadrado de lado a = rP<a=>r<va,

o que é uma contradicio. Portanto a = a.
Admitamos agora a® < a. Entdo a < /a e existe um ntimero racional r tal que a < r < Va.
Construimos um quadrado de lado r contendo o quadrado de lado a. Logo

area do quadrado de lado a < area do quadrado delador = a < rPsyvas<r,
o que é uma contradicdo. Portanto a < a?. Segue a = a?, e isso termina a demonstracao. O

Dessa forma temos uma nova versao para o Axioma 20:

Axioma 20. (da unidade de drea)
Adrea do quadrado de lado 1 é 1.

12.5 Completando os axiomas de drea

Dada uma regido poligonal %, o Axioma 17 afirma que ela tem uma tnica drea. Se Z é a
reunido das regioes triangulares 97, 9>, ..., 9, 0 Axioma 18 nos diz que essa drea é

a(R) =a(g1) +alTd) +---+alTFy).

O valor da 4rea de # depende da forma como a regido estd repartida em triangulos? Em geral
existe mais de um modo de obter essa reparticao. Surge assim a pergunta: a drea de uma regiao
poligonal é mesmo tnica?

Observamos que a drea do quadrado € Unica, em virtude do Axioma 20 e do Teorema 12.17.
Ainda, ao calcular 4reas de tridangulos e quadrildteros, obtivemos férmulas que dependem dos
seus lados, de modo que suas dreas sdo unicas.

Em geral, para saber se a drea de uma dada regido poligonal é tnica precisamos de uma fér-
mula que nao dependa do modo como ela esta repartida em regides triangulares. Essa féormula
existe e é denominada, em alguns textos, como formula de Gauss. Essa féormula estd apresentada
nos Problemas 12.6.27 e 12.6.28 para tridangulos e quadrilateros, e no Problema 13.8.37 para regioes
poligonais quaisquer.

Mas podemos argumentar de outro jeito. Consideremos uma regiao poligonal % e duas repar-
ticoes diferentes em regioes triangulares. Consideremos o conjunto formado pelos vértices dos
triangulos das duas reparticoes, e também pelas eventuais interse¢cdes de lados de tridangulos das
duas reparticoes, lados cujas retas suportes sdo diferentes. Esse conjunto de pontos € finito. Esco-
lhemos no plano uma reta /, e consideremos as retas [y, l», Is,... paralelas a [ e passando por todos
os pontos do referido conjunto. Vemos uma ilustracdo na Figura 12.11, na qual a regido poligonal
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L

Figura 12.11. Regido poligonal com duas reparticoes.

estd repartida de dois modos em regides triangulares, uma marcada com linhas verdes continuas
e a outra com linhas azuis interrompidas.

Considerando os lados dos tridngulos das duas reparticoes e as retas /; vemos que % fica re-
partido em tridngulos e trapézios menores de um modo que podemos aplicar o Axioma 18, e a
drea de Z € a soma das dreas desses triangulos e trapézios menores. Mas, dada uma reparticao,
a area de cada uma de suas regioes triangulares é a soma das dreas de alguns desses tridangulos
e trapézios menores, sem repeticao. Logo a soma das areas das regides triangulares de uma dada
reparticao é novamente a soma das areas daqueles mesmos tridngulos e trapézios menores. Assim
a drea fornecida por uma reparticao € igual a da outra.

Portanto a drea de # nao depende da reparticdo, e vemos que a area de uma regiao poligonal
qualquer € tnica.

12.6 Problemas

Problema 12.6.1. Explique por que todo quadrildtero delimita um conjunto de pontos que € uma
regido poligonal.

Problema 12.6.2. a) Defina congruéncia entre quadrilateros. b) Demonstre que a convexidade é
invariante pela congruéncia entre quadrilateros. c) Justifique por que quadrilateros congruentes
tém a mesma 4rea.

Problema 12.6.3. Explique por que a drea de um tridngulo retangulo é o semiproduto dos catetos.
Problema 12.6.4. Explique por que a drea de um losango é o semiproduto das suas diagonais.

Problema 12.6.5. As diagonais do retangulo repartem a regido retangular em quatro regioes tri-
angulares. Descubra a relagdo entre elas.

Problema 12.6.6. Um tridngulo tem drea a. Qual é a area do tridngulo formado pelos pontos
meédios de seus lados?

Problema 12.6.7. a) Explique por que a drea de um quadrildtero convexo cujas diagonais sao per-
pendiculares é o semiproduto dessas diagonais. b) Existe uma formulacdo andloga para quadrilé-
teros nao convexos?



Area de regioes poligonais 151

Problema 12.6.8. Explique a seguinte frase: dado um triangulo ABC, se o ponto A se desloca em
uma reta paralela a BC, os tridngulos tém sempre a mesma area.

Problema 12.6.9. Dado um quadrildtero convexo ABCD podemos obter um tridngulo ABE de
mesma drea com o seguinte procedimento (complete os detalhes). Considere a reta paralela a AC

por D. Ela encontra BCem E com B - C - E. Entdo a(ABCD) = a(ABE). Confira a Figura 12.12.

B

Figura 12.12. Um quadrildtero e um tridangulo de mesma érea.
Problema 12.6.10. Demonstre que a drea de um tridangulo qualquer ABC é dada pela férmula
1 R
3 AB-ACsenA.

Problema 12.6.11. Encontre uma férmula para a drea de um triangulo equilédtero de lado a (uma
férmula que s6 dependa de a).

Problema 12.6.12. Um professor pediu para seus estudantes cortarem em papel cartolina muitas
pecas em forma de tridngulos equilateros com 4rea de 16v/3 cm?. A classe ja dispunha de muitas
pecas em forma de triangulos equildteros de lado 10 cm. Um estudante teve a ideia de cortar cada
uma dessas pecas em uma linha paralela a um dos lados. a) Descubra se a estratégia proposta pelo
estudante resolvera ou nao o problema. b) Em caso afirmativo, calcule a que distancia do lado est4
alinha em que deve ser cortada a peca.

Problema 12.6.13. Encontre uma férmula para a drea de um tridngulo isGsceles de lado lateral a
e base b (uma férmula que s6 dependa de a e de b).

Problema 12.6.14. Num triangulo is6sceles a base mede 10 e os lados 13 cada um. Qual a base
de outro triangulo is6sceles cujos lados também medem 13 cada um e que tem a mesma érea do
primeiro triangulo?

Problema 12.6.15. Um triangulo equilétero

ABC tem lado a. Um ponto P é tomado E

no interior de BC. Tracamos PD || AC, com

De AB,e PE||AB,com E € AC. Seja BP = x. D

Confira ilustracdo na Figura 12.13. a) Cal-

cule a drea do quadrilatero ADPE em fun- pl—x c
¢do de a e x. b) Determine a posi¢ao do < >
ponto P para que essa area seja maxima.

Figura 12.13. Ilustragdo para o Problema 12.6.15.
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Problema 12.6.16. a) Reestude o Lema 12.11 assumindo que b < a e c < a, e que h é ainda a altura
relativa ao lado de medida c. b) Verifique também a expressao h = %\/ s(s—a)(s—b)(s—rc). c) Dado
um tridngulo de lados a, b e c, expresse as férmulas das trés alturas h,, hy € k..

Problema 12.6.17. Explique por que a férmula da drea de um trapézio, dada no Teorema 12.10,
também funciona para paralelogramos e, neste caso, independe qual par de lados paralelos seja
escolhido. Em outros termos, se na defini¢do de trapézio for permitido que ele seja um paralelo-
gramo, ndo existe incongruéncia entre as féormulas dadas.

Problema 12.6.18. Verifique que cevianas de um tridngulo qualquer repartem a regido triangular
em duas com dreas proporcionais aos repectivos segmentos determinados no lado pelo seu pé.
Confira a Figura 12.14. O que ocorre com medianas?

B M ¢

Figura 12.14. Problema 12.6.18. Figura 12.15. Problema 12.6.19.

Problema 12.6.19. Em um tridngulo ABC qualquer, consideremos as medianas AM e BN, que se
encontram no ponto O. Mostre que a(AON) = a(BOM). Confira a Figura 12.15.

Problema 12.6.20. a) Explique por que qualquer diagonal do paralelogramo o reparte em dois tri-
angulos de mesma édrea. b) Explique por que as diagonais do paralelogramo o repartem em quatro
triangulos de mesma drea. ¢) Demonstre que uma reta reparte um paralelogramo em regioes de
dreas iguais se, e somente se, a reta contém o ponto de encontro das diagonais.

Problema 12.6.21. Seja AB um segmento de um plano, e seja a > 0 um numero real positivo.
Determine o lugar geométrico dos pontos P desse plano tais que a(ABP) = a.

Problema 12.6.22. Dado um quadrildtero convexo de édrea a, ache a drea do paralelogramo cujos
vértices sao seus pontos médios. Confira o Problema 10.3.33.

Problema 12.6.23. Seja ABCD um quadrildtero convexo, com AB=a, BC=b,CD=ce AD =d.
Prove que

1 n A
a(ABCD) = 5 [adsen A+ bcsenC]|.

Obtenha as férmulas andlogas:
1 N A 1 o A o A
a(ABCD) = 5 [absenB + cdsenD| = 2 [adsen A+ absenB + bcsenC + cdsenD].

Problema 12.6.24. Seja ABCD um quadrildtero convexo, e sejam AC = p e CD = g suas diagonais.
Seja 6 um dos angulos formados por suas diagonais. Prove que

1
a(ABCD) = qusene .
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Problema 12.6.25. Seja ABCD um quadrildtero convexo, com AB=a, BC=b,CD=ce AD=d.

Consideremos o niimero
a+c b+d

2
denominado férmula do Templo de Horo para a area do quadrildtero. Essa formula foi usada pelos
antigos egipcios por volta de 3.000 a.C. Prove que a(ABCD) < H(ABCD) e que a igualdade ocorre
se, e somente se, ABCD é um retangulo.

H(ABCD) =

)

Problema 12.6.26. Dado um quadrildtero convexo, suas diagonais o repartem em quatro trian-
gulos. Os dois produtos das dreas dos tridngulos opostos pelo vértice sdao iguais. O que se pode
afirmar no caso de quadrilateros ndao convexos?

Problema 12.6.27. A drea de um triangulo P; P, P3 em funcao das coordenadas de seus vértices
Py = (x1, 1), P2 = (x2,y2) € P3 = (x3, y3) &

1
) |X1Y2 + X2Y3 + X3Y1 — X2Y1 — X3Y2 — X1)3l.

Essa expressao, as vezes denominada formula de Gauss, pode ser memorizada mais facilmente
se usarmos a nota¢do de um tipo de “determinante estendido” (e depois tomando o valor abso-
luto):

X1 X2 X3 X1

=X + X + X —-x —x —-x .
yn oy2 y3 n 1Y2 T X2Y3+X3)Y1 = X2)1 = X3)2— X1)3

Problema 12.6.28. A drea de um quadrilatero P, P, P3P, em funcao das coordenadas de seus vér-
tices Py = (x1, y1), P2 = (X2, y2), P3 = (x3, y3) € Py = (x4, y4) €:

1
3 |X1Y2 + Xo)3 + X3Y4 + X4 Y1 — X2 Y1 — X3Y2 — Xa Y3 — X1 Yal.

Essa expressao, as vezes denominada formula de Gauss, pode ser memorizada mais facilmente
se usarmos a notacdo de um tipo de “determinante estendido” (e depois tomando o valor abso-
luto):

X2 X X X Vst XY Xa Vi — Xo VL — X3 s — Xa V3 — X

oY ¥ oy n 1Y2 T X2Y3+ X34+ X4)1 —X2Y1 —X3)2 = X4)3 1)a.
Problema 12.6.29. E dado um triangulo de lados a, b e c, cujas respectivas alturas sao h,, hy € h..
Prove que se a+ h, = b+ hy = ¢+ h entdo o tridngulo é equilatero.

Solugdo. Seja A a area do triangulo. En-
tdo ah, = bhy = ch, = 2A. Mutiplicando
a+hg=Db+ hy, por abvem a+ h, = b+ hy
< a’b+ abh, = ab® + abh, < a’b+
2bA=ab*+2aA < a*b-ab*=2aA-2bA
< ab(a-b)=2A(a-Db).

Figura 12.16. Solucao do Problema 12.6.29.
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Suponhamos que a # b. Entdo 2A = ab. Usando as relacdes acima vem ab = ah, = b= h, e
ab =bhy, = a= hy e ab = ch.. Nesse caso o triangulo é retangulo de catetos a e b, e temos ainda
que a+hg = c+h, = a+b=c+ h.. Elevando essa ltima relagdo ao quadrado vem a? + b +2ab =
c®+ h% +2ch,. Como a?+ b*=c? e ab=ch, segue h. =0 o que ndo é possivel. Portanto a = b. Por
simetria dos argumentos temos também a = c. Provamos que o tridngulo é equilétero. O

Problema 12.6.30. Mostre que se dois triangulos sdo semelhantes entdo a razao entre suas areas é
igual ao quadrado da razdo de semelhanca. Também é igual ao quadrado da razao entre qualquer
par de lados correspondentes, e é ainda igual ao quadrado da razdo entre qualquer par de alturas
correspondentes.

Problema 12.6.31. Na Figura 12.17 ABCD é um quadrado, EFGH é um quadrildtero inscrito nos
pontos médios do quadrado e IJK L é um quadrilatero inscrito nos pontos médios do quadrilatero.
Encontre a razdo entre as dreas de ABCD e IJKL.

D Ll C
I L

E G
J K

A r B

Figura 12.17. Um desenho de J. Kepler.

Problema 12.6.32. A regido do desenho da esquerda da Figura 12.18 é formada pela reunido de 9
regioes quadradas unitdrias. Queremos determinar uma reta pelo ponto P de modo que a regido
fique repartida em duas regioes de mesma area. P estd no vértice do quadrado, conforme indi-
cado. a) Mostre que o segmento PD da Figura 12.18 a direita nao resolve o problema. D estd no
vértice do quadrado, conforme indicado. b) Determine a reta procurada.

Figura 12.18. Como repartir uma piramide de quadradinhos.

Problema 12.6.33. Um professor pediu para seus estudantes cortarem em papel cartolina muitas
pecas em forma de triangulos equildteros e na forma de trapézios, todas com a mesma drea. A
classe ja dispunha de muitas pecas em forma de tridngulos equilateros de lado 10 cm. Um estu-
dante teve a ideia de cortar cada uma dessas pecas em uma linha paralela a um dos lados, obtendo
ao mesmo tempo um tridngulo equildtero e um trapézio. a) Explique se a estratégia proposta pelo
estudante resolverd o ou nao o problema. b) Em caso afirmativo calcule a que distancia de um
lado estd a linha em que deve ser cortada a peca.
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Problema 12.6.34. Mostre que entre os retangulos com perimetro fixado, o de maior area é o qua-
drado.

Problema 12.6.35. a) Se deformarmos um retangulo de lados a e b em um paralelogramo ainda
com lados a e b, sua area se conserva? b) Conclua encontrando entre os paralelogramos com
perimetro fixado aquele que tem maior area.

Problema 12.6.36. Mostre que entre os retangulos com érea fixada, o que tem o menor perimetro
é o quadrado.

Problema 12.6.37. Dentre todos os retdngulos com diagonal fixada, achar o que tem perimetro
maximo.

Problema 12.6.38. Encontre, entre os tridngulos is6sceles com os lados laterais com uma medida
fixada, aquele que tem a maior area.

Problema 12.6.39. Um lado de um tridngulo mede 19, e seu perimetro, 95. Qual é a &rea méxima
possivel para o triangulo?

Problema 12.6.40. Entre todos os tridngulos com perimetro fixado, ache as dimensdes dos lados
daquele que possui a maior drea.

Problema 12.6.41. Um sucesso dos vestibulares, que ndo poderia faltar nesta lista de problemas.
Na Figura 12.19 os nameros indicam as dreas das sub-regioes. Ache a drea do tridangulo maior.

Figura 12.19. Calcule a édrea do triangulo maior.

Problema 12.6.42. Em um tridngulo retangulo a hipotenusa mede 53 e o perimetro, 126. E possi-
vel calcular sua 4rea?

Muitos resultados, formulas e propriedades da Geometria Plana podem ser obtidos com o
uso de dreas. Seguem alguns exemplos.

Problema 12.6.43. Considere um triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e c¢. Seja h a
altura em relacdo a hipotenusa. Usando areas mostre que i = bc/ a.

Problema 12.6.44. Calcule o raio da circunferéncia inscrita em um triangulo de lados a, b e c.

Problema 12.6.45. Em um retangulo arbitrario é constante a soma das distancias as duas diago-
nais de um ponto qualquer nele situado.

Problema 12.6.46. Um triangulo ABC é retangulo em A. Anotamos a = BC, b= AC e c = AB. Seja
r o raio da circunferéncia inscrita. a) Explique os valores dispostos na Figura 12.20, isto é, prove
que se D é o ponto de contato da circunferéncia inscrita com BC, entado BD=c—reCD=b-r.
b) Demonstre que r = %. c) Seja H € BC o pé da altura relativa a A, e seja h = AH. Sejam s o
raio da circunferéncia inscrita em ABH e t o raio da circunferéncia inscrita em AC H. Demonstre

— ; __bc _ _ah _ (a+b+o)(b+c—a)
que r + s+t = h. d) Demonstre ainda que r = 57— = 7. €) Demonstre que h = *“——— ——
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Figura 12.20. Figura para o Problema 12.6.46.

Problema 12.6.47. Seja S drea de um tridngulo de lados a, b e c. Seu cicunraio R (raio da circun-
feréncia circunscrita) é dado pela féormula

abc abc

4S Ja+b+o(-a+b+ola-b+c)(a+b—c)

Figura 12.21. Calculo do circunraio.

Solugdo. Seja ABC o triangulo com érea S e lados BC = a, AC = b e AB = ¢. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que BC seja o maior lado. Entdo o pé H da altura AH = h esta no interior
de BC. Portanto S = %ah. Confira a Figura 12.21.

Seja AD um diametro da circunferéncia circunscrita e consideremos o triangulo ADC, retan-
gulo em C. Temos ZABH = ZADC pois inscrevem 0 mesmo arco. Segue que

AB AH c h

ABH~ADC=> —=—=> —=—=2Rh=bc
AD AC 2R b
1 b
:>2Rahzabc:4R5ah:abc:4RS:abc:R:Z—Sc.

Usando o resultado do Escélio 12.14 temos

1
S:Z\/(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c),
e segue o resultado. O

Problema 12.6.48. Dado um tridngulo equilétero, é invariante a soma das distancias aos lados de
qualquer ponto em seu interior.

Problema 12.6.49. Inimeras demonstracoes simples do Teorema de Pitdgoras podem ser feitas
usando areas. Inspirando-se nos desenhos da Figura 12.22 faca trés dessas demonstracées. Nao
se esqueca de justificar a construgdo de cada figura.
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Figura 12.22. Sugestoes para demonstracao do Teorema de Pitdgoras usando areas.

Problema 12.6.50. Complete os detalhes da seguinte demonstracdao do Teorema 10.21 usando
areas de triangulos. Considere a Figura 12.23. E dado o tridngulo ABC, DE é paralelo a BC, com
D entre Ae B e com E entre A e C. Queremos provar que AD/DB = AE/EC. Consideremos os
segmentos BE e CD. Indicamos a drea de uma figura do plano F por a(F). Temos a(BDE) =
a(CDE). Ainda a(ADE)/a(BDE) = AD/BD e a(ADE)/a(CDE) = AE/CE. Conclua.

Figura 12.23. Prova do Teorema da Proporcionalidade de Tales usando area.

12.7 Temas para investigacao

Tema 12.7.1. Em um tridngulo qualquer, considere as trés medianas. Faca conjecturas sobre as
regioes triangulares que elas determinam e demonstre.

Tema 12.7.2. Dado um tridngulo arbitrdrio, uma reta que passa por um vértice reparte a regiao
triangular em duas com mesma drea se, e somente se, contém a mediana relativa aquele vértice.
Localize outras retas que também repartem a regido triangular em duas com mesma area.

Tema 12.7.3. a) A Figura 12.24 representa uma regido re-
tangular da qual foi retirada uma regiao retangular me-

nor, disposta em qualquer posi¢cdo. Localize a reta que

divide a figura remanescente em duas regides de mesma
area. b) Explore a mesma situacao usando outras figuras
planas, como discos, tridngulos, paralelogramos, etc.

Figura 12.24. Pequeno quebra-
cabeca.
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Tema 12.7.4. Investigue quais tridngulos tém a seguinte propriedade: existe um ponto em seu
interior tal que qualquer reta que o contenha reparte a regido triangular em duas de mesma area.

Tema 12.7.5. Na Figura 12.25, a esquerda, vemos um paralelogramo, uma diagonal e um segmento
que liga um vértice a um ponto médio. Descubra suas propriedades.

Figura 12.25. Duas figuras bem repartidas.

Tema 12.7.6. Na Figura 12.25, a direita, vemos um quadrado e os segmentos internos ligam vérti-
ces a pontos médios. Descubra suas propriedades.

Tema 12.7.7. O antiparalelogramo é um quadrildtero cruzado, definido na Figura 12.26, a es-
querda. Os vérticessdo A, B, Ce D, e oslados sdo AB, AD, BC e CD. Investigue suas propriedades.
Sugestdes: (i) examine como podem ser construidos; (ii) que tipo de figuras o circunscrevem; (iii)
que tipo de figura é formada pelos pontos médios de seus lados; (iv) como pode ser calculada sua
drea.

Figura 12.26. O antiparalelogramo e sua area.

Tema 12.7.8. Cinco circunferéncias con-
gruentes estao dispostas como na Figura
12.27, com tangéncias e simetrias conforme
sugerido. Localize a reta que reparte a re-
gido delimitada por seus discos em duas re-
gides de mesma area.

Figura 12.27. Problema dos cinco circulos.

Tema 12.7.9. Em um plano é dado um retangulo de drea A e diagonal de medida D. Determine o
lugar geométrico dos pontos P do plano com a seguinte propriedade: a soma das distancias de P
as retas suportes das duas diagonais é A/D.
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Tema 12.7.10. Ache uma férmula sintética para a drea de quadrilateros bicéntricos.

Tema 12.7.11. Chamamos de pipa a qualquer quadrildtero com dois pares de lados adjacentes
congruentes. Investigue suas propriedades.

Figura 12.28. Quadrilatero tipo pipa.

Tema 12.7.12. A Figura 12.29 sugere como cortar um tridngulo retdngulo ABC em duas pecas
as quais, rearranjadas, compoem um retangulo de mesma base BC e com drea igual a do trian-
gulo. a) Detalhe e justifique a decomposicao sugerida. b) Investigue como fazer o mesmo com
um tridngulo qualquer (mantendo o lado tomado como base). c¢) Investigue como recortar um
paralelogramo ABCD em pecas as quais, rearranjadas, compdem um retangulo de mesma base
AB e com drea igual a do paralelogramo. d) Investigue como recortar um trapézio em pecas as
quais, rearranjadas, compoem um retangulo cuja base é a soma de suas bases e com drea igual a
do trapézio. e) Estude um procedimento similar para quadrildteros quaisquer.

Figura 12.29. Decomposic¢do de um triangulo retangulo.

Tema 12.7.13. A Figura 12.30, a esquerda, apresenta a decomposicao de H. Dudeney de um trian-
gulo equilatero de lado ¢. Rearranjando as partes se obtém um retangulo. Uma forma de verificar
consiste em refletir para fora os quadrildteros, como explicado na mesma figura, a direita. Mo-
vendo o segmento EF dentro de BC e mantendo sua medida ¢/2, existe uma posicao em que o
retangulo é um quadrado.
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A

Figura 12.30. Decomposicao de Dudeney de um tridngulo equilatero.

Tema 12.7.14. O autor de [5], na pagina 192, comenta que é possivel evitar os axiomas de 17 a
20, que definem 4rea de regides poligonais. Isto é, é possivel construir a “fun¢do drea” com as

propriedades descritas por esses axiomas. Investigue como isso pode ser feito. Consulte também
[54].



Capitulo 13

Poligonos

13.1 Introducao

Neste texto estudamos trés figuras geométricas importantes, a saber, o tridngulo, o quadrila-
tero e a circunferéncia. As duas primeiras pertencem a uma classe mais geral de figuras, denomi-
nadas poligonos. Ampliamos agora esse estudo abordando poligonos com qualquer niimero de
lados = 3. Em particular usamos os poligonos regulares para definir comprimento da circunferén-
cia e drea do disco.

13.2 Definicao e nomenclatura de poligonos

J& definimos linha poligonal, mas vamos repetir aqui com mais detalhes:

Definicdo 13.1. Dados n pontos Aj, Ay, As, ..., A, (n = 2) em um plano, a linha poligonal por eles
determinada é a reunido dos segmentos Ay Ay, A2 As, ..., Ay—1 A, satisfazendo a seguinte condicao:
dois segmentos consecutivos quaisquer nao sao colineares. Os pontos A, Ay, As, ..., A, s30 seus
vértices, os segmentos que a definem sdo seus lados, e seus dngulos sao £ Ay Ay As, LA A3 Ay, ..., €
ZAn—ZAn—lAn-

VAT S

Figura 13.1. Exemplos de linhas poligonais.

Os poligonos sdo linhas poligonais, mas exigimos que sejam fechadas e ndo tenham autointer-
secoes. A definicao é:

Definicoes 13.2. Sejam A;, Ay, As, ..., A, n pontos em um plano, com n = 3. Suponhamos que
os segmentos Aj Ay, AxAs, ...,Ap—14, € Ay Ay satisfazem as duas condicoes seguintes: (i) se dois
deles se intersectam, a interseccao € a sua extremidade comum; (ii) dois segmentos consecutivos
quaisquer ndo sao colineares. A reunido desses segmentos chama-se poligono de n vértices, e
é anotada por A;A»As... A,. Seus vértices, lados e angulos sdo os vértices, lados e angulos da
linha poligonal, acrescentando A, A;, ZA,-1A, A1 e LA, A1 A2. A medida de um lado também

161
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é chamada de lado. A soma dos comprimentos dos lados chama-se perimetro. Dois lados com
um vértice comum se dizem consecutivos. Dois angulos com um lado comum também se dizem
consecutivos. Um segmento que liga vértices ndo consecutivos chama-se diagonal.

A5

6

A

1 3

Figura 13.2. Exemplos de poligonos.

Um poligono com 7 lados é também denominado n-dgono. Os 3-4gonos sao mais comumente
chamados tridngulos, conforme ja sabemos, e, as vezes, trilateros. Os 4-d4gonos sdao designados por
quadrilédteros, e raramente por quadriangulos. Os 5-4gonos sdo denominados mais comumente
por pentagonos, 0os 6-dgonos por hexdgonos, os 7-dgonos por heptdgonos, os 8-d4gonos por octo-
gonos, 0s 9-4gonos por enedgonos, e os 10-dgonos por decidgonos. Existem muitos outros nomes,
mas nao vamos nos ocupar disso. O estudante pode fazer uma pesquisa sobre nomes de poligo-
nos.

Observe que na notacdo A; A As... A, do poligono de vértices Ay, Ay, As, ..., A, a ordem dos
pontos é importante. Se mudarmos a ordem de forma nao ciclica o poligono pode ser outro ou
ndo ser bem definido por apresentar autointersecoes. Na literatura os poligonos tratados aqui sdo
denominados simples e fechados, mas neste texto ndo precisamos acrescentar esses predicados,
pois estdao sempre implicitos.

Estamos interessados em estudar propriedades basicas dos poligonos, por exemplo, mostrar
que todo poligono é uma regidao poligonal e, portanto, tem drea. Esse estudo fica mais claro se
separarmos os poligonos em duas categorias, 0s convexos e 0s N0 CONVexos.

13.3 Poligonos convexos

No ensino bésico o estudo dos poligonos se limita, em geral, aos convexos por serem mais
simples. Devido a isso come¢amos com eles. A definicdo pode ser a seguinte:

Definicao 13.3. Um poligono se diz convexo quando, para cada um de seus lados, ele estd contido
na reunido desse lado com um dos semiplanos determinados pela sua reta suporte.

Em outros termos, dado & = A1 A2 As... Ay, seja r; areta suporte de A; A1, paratodo 1 <i <
n—1, e seja r, areta suporte de A, A;. Suponhamos que & esteja contido na reunido de A;A;4;
com um dos semiplanos determinados por r;, paratodo 1 <i < n—1, e esteja contido na reunido
de A, A; com um dos semiplanos determinados por r,. Entdao & é convexo.

Na definicao de poligono convexo cometemos um abuso de linguagem, pois o fato de um poli-
gono ser convexo ndo é o mesmo que ser convexo como conjunto de pontos conforme a Definicao
9.11. Por exemplo, um tridngulo é convexo como poligono mas ndo é convexo como conjunto de
pontos. O uso da mesma palavra para os dois contextos é tradicional.
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J& sabemos que todo tridngulo é convexo. Os quadrilateros podem ser convexos ou ndo. Por
exemplo, paralelogramos e trapézios sdo convexos. Vimos nos Problemas 9.13.18 a 9.13.27 condi-
¢oes para que um quadrildtero seja convexo.

Vemos na Figura 13.2 exemplos de hexdgonos, um nao convexo (desenho da esquerda) e um
convexo (desenho da direita).

Examinando desenhos de poligonos percebemos de imediato que eles separam o plano em
dois conjuntos, um deles “delimitado” pela linha poligonal. Dado um poligono convexo se observa
que seu interior também € convexo. A Figura 13.3 ilustra essas situacoes.

Figura 13.3. Exemplos de poligonos com os interiores assinalados.

Vamos formalizar essa propriedade para poligonos convexos no

Teorema 13.4. Um poligono convexo &7 determina no plano dois conjuntos disjuntos 2; e 2P,,
denominados respectivamente interior e exterior de &, de modo que &?; é ndo vazio e convexo, e 0
plano é a reunido disjunta de 2?, ; e ,.

Demonstragao. Seja & = A A;... A, um poligono convexo. Para todo 1 < j < n-1, seja A o

semiplano determinado por A;jAj;; que contém pontos de &, e A, o semiplano determinado

—

por A, A; que contém pontos de 2. Anotamos
n
P =) H;.
j=1

Vemos que &; € ndo vazio, pois #; contém o interior de A; A A3 para todo 1 < j < n. Também
é convexo (no sentido de conjunto), pois é a intersec¢do de conjuntos convexos (0s semiplanos
;). Definimos &2, como o complementar de & U Z?; no plano. Portanto o plano € a reunido
disjunta de &2, &; e &2,, e terminamos a demonstragao. O

Definicao 13.5. Seja & um poligono convexo. Com as nota¢des do Teorema 13.4, a reunido
P UG
chama-se regido determinada por 2.

O interior de um poligono convexo também pode ser definido como a interseccdo dos interi-
ores de seus angulos. Praticamente é a mesma definicao que consta do Teorema acima. Confira o
Problema 13.8.3.

Vemos a seguir que a regidao determinada por um poligono convexo pode ser repartida em
regides triangulares. Observamos o resultado do Problema 13.8.4, de que qualquer diagonal de
um poligono convexo esta contida em seu interior exceto os seus dois extremos.
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Definicoes 13.6. Seja 22 um poligono convexo. Uma triangulagdo de 22 é uma colec¢do de triangu-
los cujos lados sdo lados de 22 ou diagonais, de modo que esses triangulos, quando se intersectam,
o fazem em lados comuns ou em vértices de &2, e a reunido desses tridngulos e seus interiores é a
regido determinada por £.

Temos agora o
Teorema 13.7. Todo poligono convexo admite uma triangulagdo.

Demonstragdo. Seja &P = A1 A,... A, um poligono convexo. As diagonais A} As, A1 Ay, ..., A1Ap—1
estdo, com excecdo de seus extremos, contidas no interior de 22. Consideremos os triangulos
Az =A1A2A3, Ay = A1 A3Ay, ..., A = A1 Ay—1 Ay Seus lados sdo lados do poligono ou diagonais. Se
dois desses triangulos se intersectam, o fazem em uma diagonal A; A;, que € um lado comum, ou
se intersectam em A;. Por outro lado, sabemos do Problema 13.8.3 que o interior de & é igual a
interseccao dos interiores de seus angulos, e vemos entdo que é igual a reuniao dos interiores dos
triangulos Aj, 3 < j < n, com os interiores dos lados que sdo diagonais. Portanto a reunido desses
tridngulos e seus interiores € a regido determinada por 2.

Provamos que Aj, 3 < j < n, formam uma triangulagao de &. O

A

n

Figura 13.4. Triangulacdo de poligono convexo.

Portanto a regido determinada por um poligono convexo é uma regido poligonal no sentido
da Definicdo 12.1. Assim essa regido tem uma tinica area, conforme foi comentado na Secao 12.5.
Essa drea é a soma das dreas dos tridngulos de qualquer triangulacao.

De agora em diante o termo “poligono” pode ser usado tanto no sentido da Definicdo 13.2
como para designar a regido poligonal correspondente. Costuma-se escrever “drea do poligono
tal”.

Outra aplicacao do resultado do Teorema 13.7 é que podemos facilmente obter a soma dos
angulos de um poligono convexo. Lembremos que dado um poligono & = A1 A2 As... Ay, seus
angulos sdo LA A1 Ay, LA1AYAs, ...e LAp_1 AR AL

Temos o

Teorema 13.8. A soma dos dngulos de qualquer poligono convexo é (n—2)180°.

Demonstragdo. Seja &2 = Aj A As... A, um poligono convexo. Vimos na demonstracao do Teo-
rema 13.7 que os tridngulos A} = A} Ap A3, Ap = A1 A3 Ay, ..., A2 = A1 A1 Ay, perfazem uma tri-
angulacdo de 22. Vemos que a soma dos angulos desses triangulos é igual a soma dos angulos de
Z2. Como sdo n — 2 triangulos, obtemos a férmula proposta. O

Observamos que um poligono pode ter muitas triangulagdes. Uma propriedade importante é:
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Teorema 13.9. Em todo poligono uma triangulacdo qualquer tem um tridngulo com dois lados
coincidindo com lados adjacentes do poligono.

Demonstragdo. Seja &P = A1 A,... A, um poligono munido de uma triangulacao. Comecamos ob-
servando que A; A, é lado de um triangulo dessa triangulacdo. Se A A, A, faz parte da triangula-
¢do, terminamos. Caso contrario, A; € ponto extremo de um lado da triangulagdo, digamos Ay Aj,
com3 < j<n-1e AjA; diagonal interior. Seja j; 0 menor j com essa propriedade. Se j; =3, ter-
minamos. Caso contrario, A, € ponto extremo de uma diagonal da triangulacdo, digamos A A;.
Seja j» 0o menor j com essa propriedade. Temos 4 < j, < j;. Se j, =4 entdo A, A3 A4 faz parte da
triangulacao, e terminamos. Caso contrdrio tomamos A3 e jz3. Prosseguindo encontramos uma
sequéncia decrescente j; = jo» = j3 = ..., parando quando encontrarmos um k tal que Ay Agi+1 Ag+2
faz parte da triangulacao, o que ocorre necessariamente. Terminamos a demonstragao. O

Uma implicacdo interessante é o

Teorema 13.10. Seja & um poligono de n lados. Em qualquer triangulacdo de &2, o niimero de
tridngulos é n — 2 e o niimero de diagonais que fazem parte da triangulagdo é n — 3.

Demonstragdo. Provemos primeiro que o nimero de triangulos de qualquer triangulacado é n — 2.
Suponha que isso seja falso, e seja n 0 menor nimero natural para o qual existe um poligono que
contraria a afirmacao. Certamente n > 3 pois a afirmacao do Teorema vale para n = 3. Considere
P = A1Ay... A, um poligono que tem uma triangulacdo para a qual a afirmag¢do nao seja vélida.
Usando o Teorema 13.9 e renomeando os vértices de & se necessario, podemos supor que A; A, As
faz parte da triangulagdo. Portanto &' = A} A3 Ay... A, é um poligono com n—1lados, e assim para
ele qualquer triangulacdo tem n — 3 tridngulos. Em particular, a triangulacdo herdada de 22. Mas
essa ultima tem apenas o tridngulo A; A, A3 a mais, e assim tem n — 2 triangulos, o que contraria a
hipétese. Portanto toda triangulacao de qualquer poligono de n lados tem n — 2 triangulos.
Da mesma forma se demonstra que toda triangulacdo de qualquer poligono de n lados tem
n — 3 lados que sdo diagonais.
O

Sobre os dngulos externos de poligonos convexos podemos definir:

Definicao 13.11. Um dngulo externo de um vértice de um poligono é formado por um lado do po-
ligono e o prolongamento do lado adjacente. Mais exatamente, seja & = A; A,... A, um poligono.
Dado um vértice A;, com 1 < j < n, seja Bj um ponto da semirreta Aj_1A; tal que A; estéd entre
Aj_1eBj.Entdo ZBjAjAj,; denomina-se angulo externo do poligono correspondente ao vértice
Aj. Nessanotacdo, se j = 1 entdo j — 1 significa n, e se j = n, j + 1 significa 1.

Confira na Figura 13.5 um desenho de um poligono convexo mostrando seus angulos e os an-
gulos externos.

Teorema 13.12. A soma das medidas dos dngulos externos de qualquer poligono convexo é 360°.

Demonstragdo. Notemos que, em um vértice de um poligono qualquer, a soma da medida do an-
gulo com a medida do angulo externo é 180°. Seja S a soma dos dngulos externos de um poligono
convexo de n lados. Sabemos que a soma dos dngulos é (n —2)180°. Entao S+ (n—2)180° = n180°
e dai S =360°. O
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Figura 13.5. Angulos externos de um poligono convexo.

13.4 Poligonos regulares

Uma classe especial de poligonos convexos sao os regulares.
Definicao 13.13. Um poligono convexo se diz regular se for equilatero e equiangular, isto é, todos
os seus lados sdo congruentes, assim como o0s seus angulos.

O 3-4gono regular € o tridangulo equilatero, e o 4-4gono regular é o quadrado. A Figura 13.6
mostra um pentdgono regular, um hexdgono regular e um heptdgono regular.

Figura 13.6. Exemplos de poligonos regulares.

Para todo inteiro n = 3 existe um n-agono regular. Para ver isso, consideremos uma circun-
feréncia ¢ de centro O e raio R. Escolhemos um ponto A; em %¥. Marcamos o ponto A, em €
tal que m(£A;0A,) =6, sendo 0 = %. Marcamos o ponto A3 em € tal que m(£A,0A3) =0,
sendo A3z # A;. E assim sucessivamente, percorrendo 6 sempre no mesmo sentido, marcamos
Ay, ..., Ay, com m(LA;OA;+1) =0,1<i<n-1. Notemos que m(£A,0A,) =0, pois a soma dos
angulos construidos é (n —1)6, e assim falta 6 para completar 360°. Obtemos assim um poligono
P =A1Ay... A, com nlados. Confira ilustracao na Figura 13.7.

Os tridngulos A;OA;4+1,1<i<n-—1,e A,0OA; sdo isésceles, com os lados laterais medindo R e
angulo do vértice medindo 6. Pelo caso LAL sao dois a dois congruentes, de modo que suas bases,
que sdo os lados A;A;4+1 e A, A; do poligono, sao congruentes duas a duas. Portanto o poligono é
equilatero.

Por outro lado, cada angulo de &2 é a soma de dois angulos contiguos das bases dos tridngulos
isosceles, e assim sdo todos congruentes. Segue que o poligono é equiangulo, portanto é regular.

Uma constatacdo importante é que todo n-dgono regular é obtido da forma descrita acima.
Para ver isso comecamos com a
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Figura 13.7. Construcdo de poligonos regulares.

Definicdo 13.14. Um poligono estd inscrito em uma circunferéncia se todos os seus vértices estao
na circunferéncia. Nesse caso dizemos também que a circunferéncia é circunscrita ao poligono.
Uma circunferéncia estd inscrita em um poligono se todos os seus lados sdo tangentes a ela. Nesse
caso dizemos também que o poligono é circunscrito a circunferéncia.

Temos agora o
Teorema 13.15. Todo poligono regular tem uma circunferéncia circunscrita.

Demonstragdo. Seja &2 = A1 A2 As... A, um poligono regular. Como A;, Ay e A3 ndo sdo coline-
ares, existe uma (Unica) circunferéncia ¢ que os contém. Seja O seu centro. Nosso objetivo é
mostrar que A4 € €. Podemos usar como referéncia a Figura 13.7. Vemos que A;OA; e A, OAs sdo
triangulos isésceles congruentes pelo caso LLL.

Notemos primeiro que O, A3 e A4 nao sao colineares. Se isso ocorresse com O — Ay — A3 ou
Ay = O ou Ay — O — As teriamos m(£A3) = m(£A2)/2, o que ndo é possivel, pois sdo iguais. Se
O — A3 — A4 o poligono ndo seria convexo.

Seja 2a a medida comum dos angulos de 2. Temos 2a = m(£LAyA3Ay) = m(LOA3Ay) +a =
m(AOA3A4) =a.

Portanto OA; Az = OA4 A3 pelo caso LAL, do que segue que OA; = OA;s. Logo A4 € 6. Repe-
tindo o argumento sucessivamente para As, ..., A, vemos que todos os vértices de & estdao em
€. O

Temos também o

Teorema 13.16. Todo poligono regular tem uma circunferéncia inscrita, e seu centro é o mesmo da
circunferéncia circunscrita.

Demonstragdo. Seja & = A1 AxAs... A, um poligono regular, e seja € sua circunferéncia circuns-
crita. Se O é o centro de €, sabemos que os triangulos A;OA,, A2OAs, ..., A;,;OA; sdo todos is6s-
cesles e congruentes dois a dois. Portanto todos tém a mesma altura em relacdo a O, digamos a.
Consideremos a circunferéncia ¢’ de centro O e raio a. Ela tangencia todos os lados de & em seus
pontos médios, portanto é uma circunferéncia inscrita. O
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Definicoes 13.17. Dado um poligono regular & = A; Ay As... A,, seja O o centro das circunfe-
réncias inscrita e circunscrita. O chama-se centro de 2. O raio R da circunferéncia circunscrita
chama-se circunraio de 22, e o raio a da circunferéncia inscrita chama-se inraio ou apétemade 22.
Os angulos com vértice em O e lados por dois vértices contiguos denominam-se dngulos centrais
de £, e os tridngulos correspondentes chamame-se centrais.

Figura 13.8. Elementos de um poligono regular.

Teorema 13.18. Seja % = A1 A»As... A, um poligono regular. Indicamos por ¢ seu lado comum, R
0 seu circunraio, por a o apotema e inraio, A a drea, 0 seu dngulo central, a o valor comum de seus
angulos. Valem as seguintes relacoes:

X (n—2)180°
valor em graus do dngulo «a = —

360°
valor em graus do dngulo central 0 = ;
n

0?2 180° 180°
relacoes entre, R e a: R>=a’+ vy [ =2Rsen a= Rcos
n n

180°

n n 360° n
formulas para a drea: A= E[a = ERz sen—— = 1 02 cotg
n

Demonstragdo. Exercicio para o estudante. Confira também o Problema 13.8.31. O

Um poligono qualquer pode ser descrito em um sistema de coordenadas cartesianas no plano.
Para isso basta fornecer as coordenadas de seus vértices. Para poligonos regulares os vértices po-
dem ser dados pela férmula do Teorema abaixo.

Teorema 13.19. Seja & um poligono regular de n lados com centro na origem das coordenadas e
com um vértice no semieixo positivo Ox. Se R é o circunraio os vértices de & sdo

Vj: Rc

i —1)360 i —1)360
osu,}?senL l1=j=n
n

Demonstragdo. Exercicio para o estudante. O
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Outras propriedades dos poligonos regulares sdo comentadas nos problemas da Se¢do 13.8.
Uma importante aplicacdo é a definicao do ntimero 7 e a determina¢do do comprimento da cir-
cunferéncia e da drea do disco. Desenvolvemos esse estudo a seguir.

13.5 Sobre o comprimento da circunferéncia e a area do disco

Vimos os Axiomas de distancia entre pontos e medida de segmentos. Isso nos permite medir
linhas poligonais e, em particular, o perimetro de poligonos. Por outro lado a medida de linhas
que ndo sao formadas por segmentos usa, em geral, técnicas da Matemadtica Superior. Mas com
pouco esforc¢o tedrico podemos estudar aqui o comprimento da circunferéncia e a drea do disco.

Existem vérias formas de fazer isso. Apresentamos a seguir o método geométrico de Arquime-
des, por ser o mais usado na Escola Basica. A ideia é simples: dada uma circunferéncia, conside-
ramos os poligonos regulares nela inscritos. Percebemos que, a medida que cresce o numero de
lados, o poligono se aproxima visualmente da circunferéncia. Essa ideia estd ilustrada na Figura
13.9.

Figura 13.9 Poligonos regulares de 4, 8 e 16 lados inscritos em uma circunferéncia.

A percepcao visual sugerida pela Figura 13.9 deve ser verificada com métodos analiticos. Dada
uma circunferéncia, indicamos por p, o perimetro do poligono regular de n lados nela inscrito. A
ideia é mostrar que existe lim,_., p,, € definir comprimento da circunferéncia como esse numero.
Seguimos de perto a apresentacgdo de [61], Capitulo 6. Ali o estudante pode encontrar as demons-
tragdes. Apresentamos figuras que ajudam na compreensao. Consulte também o Apéndice de [68]
e o Capitulo 5 de [15].

Comecamos com o

Lema 13.20. No triangulo ABC, sejam D
um ponto de AB e E um ponto de AC tais que
AD = AE. Entdo BC = DE.

Figura 13.10. Desigualdade em um triangulo.

A Figura 13.11 ajuda o entendimento dos dois lemas seguintes.

Lema 13.21. Dada uma circunferéncia € de raio r, seja p, o perimetro do poligono regular de n
lados nela inscrito. A sequéncia (p,) é limitada superiormente.

Lema 13.22. Dada uma circunferéncia € de raio r, seja p, o perimetro do poligono regular de n
lados inscrito em C. Entdo py < pan.
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Ay

By B,

As Ay

Figura 13.11 A esquerda: a sequéncia (p,,) é limitada superiormente pelo perimetro do quadrado
circunscrito. A direita: ilustracdo de p,, < pan.

Temos agora o principal resultado:

Teorema 13.23. Dada uma circunferéncia € de raio r, seja p,, o perimetro do poligono regular de
n lados inscrito em C. O limite da sequéncia ps, ps, P16, ... € um niimero real.

Demonstragdo. Devido aos lemas anteriores, a sequéncia py, ps, p1s, .- € limitada e crescente. En-
tdo converge, em virtude do Teorema das Sequéncias Mon6tonas, demonstrado em [61], Capitulo
5. ]

Isso nos permite definir o comprimento de uma circunferéncia.

Definicao 13.24. O comprimento de uma circunferéncia € o limite dos perimetros ps, ps, pis, ---
dos poligonos regulares de 2" lados inscritos.

Na Definicdo 13.24 podemos usar os perimetros ps, ps, p12, P24, ... ou qualquer sequéncia
Pk, P2k» Pak» P8k --- Por uma questdo de facilidade nos limitamos a sequéncia considerada. To-
das essas sequéncias tém o mesmo limite. Na verdade a sequéncia (p,) é crescente, e portanto
convergente. Esse resultado estd demonstrado em [61], Capitulo 10.

Realizando experimentos com objetos circulares observamos que a razdo entre o comprimento
de uma circunferéncia qualquer e seu diametro tem medida muito préxima do valor 6,2, mesmo
variando bastante o tamanho dos objetos. Estamos agora em condi¢des de verificar que essa ra-
740, na verdade, é uma constante.

Teorema 13.25. E constante a razéo entre o comprimento de uma circunferéncia qualquer e seu
didmetro.

Demonstragdo. Consideremos duas circunferéncias 6 e ¢’ com centros O e O’, raios r e ' e com-
primentos c e ¢/, respectivamente. Sejam A;A;... A, e A} A, ... A}, poligonos regulares de n lados
inscritos em € e €', com perimetros p, e p),, respectivamente.

Tomando como referéncia a Figura 13.12, os triangulos OA; A, e O’ A} A}, sdo semelhantes pois
sao is6sceles e os angulos £ A1 0A, e ZA| O’ A} sdo iguais (ambos medem 6, = 360°/n). Portanto

Mty ML sy nAApa ph
r r 2r 2r! 2r  2r!

para todo n = 3. Em particular

! / /
pan Pon . pan . Pon c I
= = lim — = lim = @ —=—

2r  2r' n—oo 2r  n—oo 2r' 2r  2r"°

Isso termina a demonstracao do Teorema. O
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aQ

Figura 13.12 Existéncia da constante 7.

Definicao 13.26. A constante cuja existéncia foi demonstrada no Teorema 13.25 é designada com
o simbolo 7, e denominada constante de Arquimedes.

Teorema 13.27. O comprimento ¢ de uma circunferéncia de raio r é dado pela férmula
c=2nr
Demonstragdo. Vimos no Teorema 13.25 que ¢/2r = . Portanto ¢ =27xr. O

Chegamos assim a definicao do ntmero 7, que é certamente ja conhecido do estudante. Po-
demos nos perguntar sobre a natureza desse ntimero, em particular, qual é o seu valor. Essas
perguntas demandam muito estudo. Uma pequena parte dele estd feita em [61]. Aqui podemos
informar que uma aproximacao do valor de 7 no sistema decimal com 17 casas exatas é

7= 3,1415926535897932...

O método geométrico de Arquimedes nos permite definir a d&rea de um disco e obter uma f6r-
mula em funcao do raio. A ideia é mesma: dado um disco, consideramos os poligonos regulares
nele inscritos. Revendo a Figura 13.9, podemos perceber que, a medida que cresce o numero de
lados do poligono, a regido poligonal se confunde com o disco.

Dado um disco de raio r, indicamos por s, a drea da regido delimitada por um poligono regular
de n lados inscrito no disco (isto €, inscrito na circunferéncia que delimita o disco). Com a expe-
riéncia ja adquirida o estudante pode constatar facilmente que s, < s»,, € s, < 4r? para todo n = 3.
Alids, essa constatacao é até mais simples do que no estudo do comprimento da circunferéncia.
Basta reexaminar as Figuras de 13.11. Lembrando de usar o Teorema das Sequéncias Mono6tonas,
temos a

Definicao 13.28. A drea de um disco de raio r é o limite da sequéncia s4, sg, 16, ... sSendo s, a drea
daregido delimitada por um poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia que delimita o
disco.

Para obter uma férmula para a drea do disco, precisamos antes do

Lema 13.29. Seja ¢ uma circunferéncia, e seja l,, o lado do poligono regular de n lados inscrito em
€. Entdolim,_ 1, =0.

Demonstragdo. Uma forma de demonstrar o Lema € calcular /,, = 2rsen(n/n), logo lim,_.» [, =
2rsen(0=0. O

Provamos agora o
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Teorema 13.30. A drea de um disco de raior é mr?.

Demonstragdo. Seja 2 um disco de raio r e € sua circunferéncia. Consideremos um poligono de
n lados inscrito em €. Sejam [, o lado desse poligono, a, seu apétema e p, seu perimetro. Na
Figura 13.13, [,, = AB.

A drea da regido delimitada pelo poligono € s, = n%lnan = %pnan. Temos a, = \/r?—(1,/2)?,
com lim/, = 0 (Lema 13.29). Segue que lima, = r. Lembremo-nos ainda de que lim,_.o p2» =
2nr. Portanto a area de 9 é

. .1 1
lim spn = lim —porasn = =2nrr = re.
n—oo n—oo 2 2
Isso termina a demonstracdao do Teorema. O
¢ A

Z
~

B

Figura 13.13. Area do disco.

Escélio 13.31. E constante a razdo entre a drea de um disco qualquer e o quadrado de seu raio, e
essa constante é 1.

Vemos assim que, por “coincidéncia”, a constante que € a razao entre a drea de um disco qual-
quer e o quadrado de seu raio é a mesma contante que € a razao entre o comprimento da circun-
feréncia e seu diametro. Essa bela propriedade foi provada por Arquimedes.

Para finalizar esta secdo apresentamos resultados sobre comprimento de arcos de circunferén-
cias, area de setores de discos e defini¢do de radiano. Para ler as demonstragoes consulte [61]

A

wrl

Teorema 13.32. Seja ¢ uma circunferén- =0

cia de raio r e centro O, e seja AB um arco @
dessa circunferéncia determinado pelo an-
gulo ZAOC de medida 6 (em graus). Entdo

o comprimento do arco é mr6/180.
B

Figura 13.14. Arco em uma circunferéncia.
Se A = B consideramos que o arco é toda a circunferéncia €, nesse caso 6 = 360° e a formula

do Teorema 13.32 se reduz a 271, de acordo com o que ja conhecemos. Se AB é um diametro de
%€, entdo o arco é uma semicircunferéncia e seu comprimento € nr.
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Os resultados acima nos permitem definir a medida em radianos de um angulo. A Figura 13.15
ilustra a definic¢ao.

Definicdo 13.33. Seja ZAOB um angulo e
consideremos a circunferéncia com centro
O eraio r. Sejam C e D os pontos do angulo
que intersectam a circunferéncia. A medida
em radianos x do ZAOB é definida por

comprimento de CD
x= .

(13.1)

r Figura 13.15. Definindo radiano.

Juntando essa defini¢cdo com o resultado do Teorema 13.32 temos uma férmula de conversao.
Se um angulo mede 0 graus, sua medida em radianos é

T

x=——=—0.
180°

(13.2)
A férmula (13.2) implica que a Definicdo 13.33 ndo depende do raio r, e portanto ndo depende
da circunferéncia ali considerada. Da férmula (13.1) temos ainda o

Teorema 13.34. Seja € uma circunferéncia de raio r e centro O, e seja AB um arco dessa circunfe-
réncia determinado pelo dngulo Z AOC de medida x (em radianos). Entdo o comprimento do arco
érx.

Seja 2 um disco delimitado pela circunferéncia € de centro O. Sejam A e B pontos de €
que nao sejam extremos de um diametro. O setor de 2 determinado por A e B é o subconjunto
formado pela intersec¢dao de 2 com o angulo ZAOB e seu interior. Confira ilustracdo na Figura
13.16. O ZAOB chama-se dngulo determinado pelo setor. Dizemos também setor determinado por
ZAOB, ou setor inscritoem ZAOB. O complemento do setor é o conjunto formado pelos pontos
de 2 menos o interior do ZAOB. Se A e B sdo extremos de um didmetro de €, a interseccao de &
com qualquer um dos semiplanos determinados por AB chama-se semidisco.

Para definir area de setores de discos ou de semidiscos consulte [61], Capitulo 6. Temos o

Teorema 13.35. Seja % um discoderaior e
centro O, e seja S a drea do setor delimitado
por ZAOB. Seja8 (em graus) a medida desse
angulo. Entdo B

r0 <
S= .
360

A

Se a medida do dngulo determinado pelo se-
tor for x em radianos, entdo

1 Figura 13.16. Setor de um disco.
S= Exr .

A drea do complemento do setor é 7172 — S. A drea de um semidisco de @ é wr?/2.
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13.6 Poligonos nao convexos

Os poligonos ndo convexos podem ser visualmente bem complicados. A Figura 13.17 traz um
exemplo. Entretanto, o poligono ainda separa o plano em duas regioes.

Figura 13.17. Um poligono ndo convexo e seu interior.

Temos o

Teorema 13.36. Seja2? um poligono em um plano. O plano menos 27 é a reunido de dois conjuntos
disjuntos e ndo vazios P; e %,, denominados respectivamente interior e exterior de 2. 2; é limitado
e P, éilimitado. Se A€ &P; e se B € P, entdo AB intersecta 2.

Um conjunto de um plano se diz limitado quando existe uma circunferéncia nesse plano tal
que o conjunto estd contido em seu interior. Um conjunto de um plano se diz ilimitado quando
nao é limitado.

Observe que se A, B € &?; e se AB ndo intersecta & entao AB c &;.

No Teorema 13.4 vimos a demonstra¢do desse resultado para poligonos convexos. A demons-
tracdo geral é mais complicada e ndo a apresentamos aqui. O estudante pode consultar [34], a
partir da pagina 281, ou o artigo [42], ou ainda [2].

Assim como definimos para poligonos convexos, para poligonos quaisquer & também dize-
mos que a reunido 22 U &; chama-se regido determinada por 2.

Com isso podemos considerar para poligonos quaisquer & as definicoes de diagonal interior
e triangulagao.

Definicoes 13.37. Seja &2 um poligono. Uma diagonal que, com exce¢do de seus extremos, estd
contida no interior de &2, chama-se diagonal interior. Uma triangulacdo de &2 é uma colecao
de tridngulos cujos lados sao lados de &2 ou diagonais interiores, de modo que esses triangulos,
quando se intersectam, o fazem em lados comuns ou em vértices de &2, e a reunido desses trian-
gulos e seus interiores € a regido determinada por 2.

Temos agora o
Teorema 13.38. Todo poligono admite uma triangulagado.

Para poligonos convexos essa afirmacao ja foi objeto do Teorema 13.7. Para o caso geral apre-
sentamos aqui uma justificativa.

Demonstragdo. Se o nimero de lados do poligono é trés, o proprio triangulo é sua triangulacao.
Para quadrilateros, basta ligar dois vértices opostos, escolhendo o vértice reentrante no caso de
nao convexo.
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Seja n = 5 um numero natural para o qual se sabe que todo poligono com < n — 1 lados tem
triangulacao. Seja 22 um poligono com n lados.

Tomamos uma reta r que ndo intersecta & e que nao seja paralela a nenhum lado. Chamamos
de B o vértice de &2 localizado a menor distancia de r. Se houver mais de um vértice a mesma
distancia, eles ndo sao adjacentes, e escolhemos um deles. Sejam A e C os vértices adjacentes a B.
Temos dois casos possiveis.

1° caso: A, B e C sao os Unicos vértices A

de £ que estao contidos na regido triangu-

lar ABC. Confira ilustracdo na Figura 13.18. B
Note que AC é uma diagonal interior de

2. 0O poligono ', obtido do poligono &2

substituindo-se os lados AB e BC por AC,

tem n—1 lados. Entdo &' tem uma triangu-

lacdo. Juntando a ela o triangulo ABC, ob-

temos uma triangulacao de 2.

Figura 13.18. Teorema 13.38: 1°caso.

2° caso: O triangulo ABC contém outros
vértices de 2. Confira ilustracdo na Figura
13.19. Dentre esses vértices contidos no tri-
angulo ABC, seja D o mais distante do lado
AC (se houver mais de um, escolhemos um
deles). Assim BD é uma diagonal interior de
2. Esse segmento reparte &2 em dois poli-
gonos &' e 2", ambos com niamero de la-
dos < n. Portanto &' e 2" tém triangula-
cdo. Essas duas triangulacoes formam uma
triangulacado de £2. Figura 13.19. Teorema 13.38: 2° caso.

T

O

Observacao 13.39. (i) Toda triangula¢do de qualquer poligono, convexo ou ndo, tem um tridngulo
com dois lados coincidindo com lados adjacentes do poligono. A demonstracdo é a mesma que
foi feita para poligonos convexos, no Teorema 13.9.

(ii) Toda triangulagdo de qualquer poligono, convexo ou nao, tem n — 2 triangulos e n — 3 lados
que sdo diagonais interiores. A demonstracdo é a mesma que foi feita para poligonos convexos,
no Teorema 13.10.

Sobre a soma de angulos de um poligono, no caso ndo convexo, convém fazer algumas ob-
servacoes. J4 vimos que, num poligono convexo qualquer, a soma de seus angulos é (n —2)180°.
Poligonos ndo convexos também admitem triangula¢des, que tém n — 2 tridngulos. Assim os an-
gulos que fazem parte de uma triangulagdo também somam (7 —2)180°. Mas ndo sdo “os angulos
do poligono”. Vemos na Figura 13.20 uma configuracdo em que a, = £A3A4As é um angulo do
poligono mas se abre para fora, e assim ndo faz parte de nenhuma triangulacao.

Portanto, em um poligono ndo convexo, para obter a soma (n —2)180°, devemos tomar as me-
didas dos angulos dos vértices salientes, e nos vértices reentrantes deve ser tomada a medida re-
plementar do angulo (isto é, o que falta para completar 360°).
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Ag

Figura 13.20. Angulos de um poligono ndo convexo.

13.7 Poligramas regulares

Uma importante classe de poligonos ndo simples sao os poligramas, também designados pela
nomenclatura geral de poligonos estrelados. Para evitar uma abordagem tedrica apresentamos um
exemplo e algumas observacoes.

Comecamos descrevendo o octograma regular de densidade 3. Marcamos em uma circunfe-
réncia os 8 vértices de um octégono regular inscrito. Percorrendo a circunferéncia em um tinico
sentido, e comecando com um desses pontos, o ligamos com um segmento ao terceiro ponto de-
pois dele, e esse ao terceiro depois dele, e repetimos esse processo até encontrar novamente o
primeiro ponto. Observe que todos os pontos sao interligados com esse procedimento. O oc-
tograma € a unido desses segmentos, que sdo seus lados. Os vértices do octégono inicial sao os
vértices do octograma, e seus angulos sdo os que tém como vértice esses pontos e como lados os
lados do octograma. O simbolo desse octograma é {8/3}. Confira a Figura 13.21, desenho da es-
querda. A direita da mesma Figura vemos a representacdo céncava, que consiste em retirar dos
lados os segmentos entre dois pontos de intersec¢ao quaisquer situados no seu interior.

Figura 13.21. Construcdo e duas representacdes do octograma regular {8/3}: a esquerda, em azul,
o octograma regular estrelado, e, a direita, o octograma regular concavo.

Vejamos o que ocorre com o octograma regular {8/2}. Seguindo o mesmo processo anterior,
tomamos uma circunferéncia, e dispomos nela oito pontos igualmente espacados Ay, Ay, ..., A7.
Ligamos Ap com Ay, este com Ay, este com Ag, e voltamos a Ap. Com isso ja formamos uma linha
poligonal simples fechada, na verdade, um 4-4gono regular. Ligando A;, A3, A5 e A7, formamos
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outro 4-adgono regular. Todos os pontos foram usados. A reunido desses dois quadrados € o octo-
grama regular {8/2}. Nesse caso dizemos que o octograma é composto. Confira a Figura 13.22.

Figura 13.22. Construcao do octograma regular composto {8/2}.

Uma definicao mais geral pode ser a seguinte.

Definicoes 13.40. Seja A; A»As... A, A; uma linha poligonal fechada que satisfaz as duas condi-
¢oes seguintes: (i) se dois dos seus lados se intersectam, a intersec¢do é a sua extremidade comum
ou um ponto interior de ambos; (ii) dois segmentos consecutivos quaisquer nao sao colineares.
Tal linha poligonal chama-se poligrama de n vértices. Os pontos Ay, Az, As, ..., A, sd0 seus vérti-
ces, e os lados da linha poligonal sao seus lados. Os dngulos do poligrama sao £ A, A} Ay, £ A Az As,
..eZA,_1A,A;. Amedida de um lado também é chamada de lado.

Portanto em um poligrama é permitido que os lados se intersectem em pontos de seus interi-
ores. Esses pontos ndo sdo considerados vértices. Uma propriedade dos poligramas é que a sua
linha poligonal pode ser percorrida em um tinico movimento, passando uma tnica vez por todos
os vértices. Um poligrama composto é a reunido de dois ou mais poligramas.

Definicdao 13.41. Um poligrama se diz regular quando seus lados sdo congruentes dois a dois,
assim como seus angulos. Um poligrama composto se diz regular quando os poligramas que o
compOem sao regulares.

Podemos chamar de poligrama estrelado um poligrama tal que seus vértices estdo organizados
ordenadamente em forma circular em torno de um ponto.

Um exemplo de poligrama regular é o octograma {8/3}, e de poligrama regular composto é
{8/2}.

Sejam p e g inteiros tais que p =3 e 1 < g < p. Um p-grama regular de densidade g é definido
usando o mesmo processo que foi feito para os octogramas, iniciando com os vértices de um p-
dgono regular em uma circunferéncia, e ligando cada ponto com o g-ésimo seguinte. O simbolo
do p-grama regular com densidade g é {p/g}.

Figura 13.23. [luminura atribuida a Ibrahim
al-Amidi em uma pagina do manuscrito “Al-
corao do Sultdao Barquq” do Século XIV. O ar-
tista usou um decagrama regular na versao
concava como base do desenho. Completou
com outros poligonos, como quadrilateros e
pentdgonos. Ver créditos na pag. 215.
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13.8 Problemas

Problema 13.8.1. Explique por que um poligono com 7 vértices também tem rn lados e n angulos.

Problema 13.8.2. Explique por que a definicao de convexidade para poligonos com n = 4 lados
poderia ser a seguinte: todo angulo do poligono contém em seu interior todos os vértices do po-
ligono exceto os trés vértices que determinam esse angulo. O caso n = 3 ja foi visto no Problema
9.11.6.

Problema 13.8.3. Explique por que o interior de um poligono convexo é igual a interseccao dos
interiores de todos os seus angulos.

Problema 13.8.4. Demonstre que qualquer diagonal de um poligono convexo estd contida em seu
interior exceto os seus dois extremos.

Problema 13.8.5. Prove que qualquer diagonal de um poligono convexo o reparte em dois poli-
gonos convexos.

Problema 13.8.6. Mostre que todo poligono convexo de n lados tem n(n —3)/2 diagonais.

Problema 13.8.7. Descreva qual é a forma mais rapida de desenhar um pentdgono regular usando
régua, compasso e transferidor.

Problema 13.8.8. Explique por que dados um ntmero real ¢ > 0 e um inteiro positivo n = 3, existe
um poligono regular de n lados, cada um medindo ¢.

Problema 13.8.9. O pentdgono regular da
Figura 13.24, com um triangulo central des-
tacado, passou por uma rotacao no sentido
horério de 252° em torno de seu centro. De-
senhe a nova posicao.

Figura 13.24. Rotacao de pentdgono regular.

Problema 13.8.10. Para recortar octégonos re-
gulares em uma folha de EVA um estudante teve
a seguinte ideia. Primeiro recortou um quadrado
de lado 20 cm. Depois recortou um triangulo de
cada canto. A ideia do estudante esta correta?
Se nao, explique por que. Se sim, diga quais sao
as medidas dos lados do tridangulo a ser cortado.
Confira ilustracao na Figura 13.25.

Figura 13.25. De um quadrado ao oct6gono
regular.
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Problema 13.8.11. Pararecortar um hexdgono regular de lado 50 cm, um estudante constatou que
as folhas de papel de que dispunha nao tinham dimensoes suficientes. Teve a ideia de recortar
dois trapézios is6sceles idénticos, um de cada folha, e depois juntd-los pela base maior. A ideia
do estudante estd correta? Se nao, explique por que. Se sim, diga quais sdo as medidas que o
estudante deve ter para que ele possa desenhar o trapézio a ser cortado. Confira a Figura 13.26.

[\
N

Figura 13.26. Recortes para um hexdgono regular.

Problema 13.8.12. Em um sistema de coordenadas cartesianas, um hexdgono regular tem centro
na origem das coordenadas e tem um vértice no ponto (1,0). Assinale a opcao FALSA. Justifique.
Explique por que as outras op¢oes sdo verdadeiras.

a) A bissetriz do primeiro quadrante é um eixo de simetria do hexdgono.
b) O hexdgono tem um vértice no ponto (—1,0).
¢) Oy é um eixo de simetria do hexdgono.

d) Ox é um eixo de simetria do hexdgono.

e) (%, ?) é um vértice do hexdgono.

Problema 13.8.13. Um octégono regular tem centro na origem das coordenadas e um vértice é
o ponto (1,0). Calcule as coordenadas do vértice que estd no interior do primeiro quadrante das
coordenadas.

Problema 13.8.14. Oslados de um hexdgono regular medem 10. Calcule os lados do tridangulo no
qual ele estd inscrito (isto é, cada um de trés lados nao adjacentes do hexdgono estd contido em
um lado do triangulo).

Problema 13.8.15. Os lados de um hexdgono convexo equiangulo medem 20, 12, 24, 28, x e y
nessa ordem. Calcule o perimetro desse hexdgono.

Problema 13.8.16. Quatro segmentos de medida a e quatro de medida b formam um octégono
inscritivel em uma circunferéncia. Qual é a medida do raio?

Problema 13.8.17. Quantas diagonais de medidas diferentes tem um rn-agono regular?

Problema 13.8.18. Explique por que a drea de um n-agono regular qualquer é igual a metade do
produto do perimetro pelo ap6tema.

Problema 13.8.19. Considere um hexagono regular. Anotamos: ¢ = lado; a = ap6tema e raio da
circunferéncia inscrita; R = raio da circunferéncia circunscrita; A = drea. Demonstre as seguintes
férmulas:
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¢ =R;

3
P

2

3v3
A:T\/_€2:2\/§a2.

Figura 13.27. Hexdgono regular.

Problema 13.8.20. O hexdgono regular tem dois tipos de diagonais. Descreva-as e calcule suas
medidas em funcdo de seu lado.

Problema 13.8.21. Um hexdgono regular ABCDEF de centro O e lado ¢ = 3 é intersectado por
dois segmentos OSe OT taisque Se BCe BS=1,e T € ABe AT = 2. Calcule a 4rea do quadrilatero
OSBT. Confira a Figura 13.28.

F G
Figura 13.28. Quadrilatero incluso em um hexdgono regular.

Problema 13.8.22. Seja ABCDEF um hexdgono convexo com lados opostos paralelos, isto é, AB||
DE, BC|| EF e CD || FA. Um exemplo estd na Figura 13.29. O que se pode afirmar sobre seus
angulos? E quanto a octégonos, ocorre algo similar?

E F

Figura 13.29. Hexdgono convexo com lados opostos paralelos.

Problema 13.8.23. Considere um octégono regular. Anotamos: ¢ = lado; a = ap6tema e raio da
circunferéncia inscrita; R = raio da circunferéncia circunscrita; A = drea. Demonstre as seguintes
féormulas:
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:\/22‘[24; ¢=1\/2-V2R

1+v2 242

=\/22- \/5) a;

A=2(1+V2)I1?=2V2R?> =8(vV2-1) a°.

Figura 13.30. Oct6gono regular.

Problema 13.8.24. O octégono regular tem trés tipos de diagonais. Descreva-as e calcule suas
medidas em funcao de seu lado.

Problema 13.8.25. Considere um decdgono regular. Anotamos: ¢ = lado; d = diagonal; a = ap6-
tema e raio da circunferéncia inscrita; R = raio da circunferéncia circunscrita; A = drea. Demons-
tre as seguintes formulas:

-1 +1
¢=R v5 =2Rsenl8’; R=/¢ v5
2 2

¢ R
azi\/5+2\/§:Z\/2(5+\/§);

5 5 5-+5
A==10?1/5+2V5==R? \/_;

2 2 2

A=5R? sen(%) = g[

\S]
(@]
o
~t+
oQ
—_—
[S—
sls
——

Figura 13.31. Decdgono regular.

Solugdo (parcial). Para demonstrar a primeira férmula consideremos o triangulo central OAB do
decagono regular, com OA = OB = R e AB = ¢. Esse triangulo é is6sceles com angulo do vér-
tice ZAOB de medida 36° e, portanto, os angulos da base medem 72°. Confira a Figura 13.32 a
esquerda.

Figura 13.32. Propriedade do decdgono regular.

Acompanhamos agora a Figura 13.32, desenho da direita. Marcamos C em OA tal que BC =

AB = /. Entao ABC e OBC sao is()sceles e temos AC = R—¢. Além disso OAB ~ BAC pelo caso

AA, o que implica 75 o4 _ ﬁg, ou I; 77 Resolvendo obtemos ¢ = ‘/52_1 R. a
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Problema 13.8.26. Estude os quatro tipos de diagonais do decagono regular e calcule suas medi-
das em funcao do lado.

Problema 13.8.27. Considere um pentdgono regular. Anotamos: ¢ = lado; a = ap6tema e raio da
circunferéncia inscrita; R = raio da circunferéncia circunscrita; A = drea. Demonstre as seguintes
férmulas:

5-v5 5+v5
E:R\/ 2\/_:2Rsen36°;R:€\/ 1(;/_;

azg\/3+\/§:£\/5+2\/§.

2

2 2 5
. 5R* [5+v5 50% [5+2V5
4 2 4 5

Figura 13.33. Pentdgono regular.

Solugdo (parcial). Para demonstrar a primeira férmula consideremos o triangulo central OAB do
pentagono regular, com OA = OB = Re AB = /. Esse tridngulo é isosceles com angulo do vértice
ZAOB de medida 72°. Usando o ap6tema temos sen36° = ¢/2R, ou ¢ = 2Rsen36°. Confira a
Figura 13.33.

No tridngulo central do decdgono regular, usando o ap6tema, temos sen18° = %. Do resul-
2

tado do Problema 13.8.25 vem sen 18° = @. Da férmula trigonométrica sen? x + cos? x = 1 segue
c0s18° =/ 5;5\/5' Da férmula trigonométrica sen2x = 2sen x cos x temos sen36° = % 5_2—‘/5 Disso
resulta a primeira férmula. O

Problema 13.8.28. Verifique que o pentdgono regular tem apenas um tipo de diagonal, e a razao
entre a diagonal e o lado é o nimero dureo ¢ = 1+T\/§

Problema 13.8.29. Demonstre que as diagonais de um pentdgono regular determinam outro pen-
tdgono regular em seu interior. Calcule o lado desse pentdgono menor em funcao do lado do
maior. Confira a Figura 13.34.

Figura 13.34. Pentdgono regular dentro de pentdgono regular.

Problema 13.8.30. Considere um dodecdgono regular (12 lados). Anotamos: ¢ = lado; a = ap6-
tema e raio da circunferéncia inscrita; R = raio da circunferéncia circunscrita; A = area. Obtenha
féormulas relacionando esses elementos.
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Problema 13.8.31. Considere um n-agono regular. Anotamos: ¢, = lado; a, = ap6tema e raio da
circunferéncia inscrita; R,, = raio da circunferéncia circunscrita; A,, = drea. Demonstre as seguin-
tes férmulas:

¢, =2Rysen’; Rn:%Bncossec%;
— . _1 .

anp=Rycos; a,=3¢ycotgs;
2_ 2, 1p2.

Rn—an+Z€n,

| _np2 2n 1 2 T
An=nzlnan = 5R;sen<t = 2nl’ cotg .

Problema 13.8.32. Calcule a medida da menor diagonal de um n-4dgono regular em funcao do
lado e em funcao do circunraio. Use diversas abordagens.

Problema 13.8.33. Um ladrilhamento é uma cobertura do plano por regioes poligonais cujos in-
teriores ndo se sobrepdem. Existe uma miriade de ladrilhamentos. Uma condicao restritiva que
fazemos aqui é que se duas regioes poligonais se intersectam, a intersecdo é um vértice ou um
Unico lado comum. a) Explique por que, em um ladrilhamento qualquer, cada lado é lado de
exatamente dois poligonos. b) Explique por que ao redor de um vértice de um ladrilhamento con-
correm pelo menos trés poligonos. ¢) Explique por que a soma das medidas dos dngulos com um
mesmo vértice deve ser 360°. d) Um ladrilhamento se diz regular simples quando é constituido de
um unico tipo de poligono regular. Encontre todos os ladrilhamentos regulares simples.

Problema 13.8.34. Um ladrilhamento regular pode ser composto, isto é, o plano é recoberto por
mais de um tipo de regido poligonal regular. Continuamos exigindo que, se duas regioes poligo-
nais se intersectam, a interse¢ao é um vértice ou um lado comum. Verifique e faca desenhos de
ladrilhamentos compostos por: (i) triangulos equildteros e quadrados; (ii) quadrados e octégonos
regulares; (iii) triangulos, quadrados e hexdgonos regulares; (iv) tridngulos equilateros e dodecé-
gonos regulares.

Problema 13.8.35. Na Figura 13.35 vemos um ladrilhamento do dodecdgono regular (12 lados)
formado por quadrados, triangulos e um hexdgono. a) Prove que a figura é coerente com a rea-
lidade, isto é, dois quaisquer dos quadrados consecutivos desenhados nos lados do dodecagono
tém um vértice em comum. b) Explique por que os tridngulos formados sao equiléteros. c) Expli-
que por que o poligono formado dentro do dodecdgono é um hexagono regular. d) O dodecdgono
regular tem outros ladrilhamentos formados por poligonos regulares variados?

/ \
\ /

Figura 13.35. Um ladrilhamento do dodecagono regular.

Problema 13.8.36. Um ladrilhamento do plano pode ser obtido com regides congruentes a um
trapézio isosceles? Quais as condicoes sobre o trapézio para que isso seja possivel?
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Problema 13.8.37. A drea de um poligono P, P, Ps... P, em funcdo das coordenadas de seus véti-
ces P; = (x;,y;) €:

[X1Y2+ XoY3+X3Ya+...+ XpY1—X2Y1 — X3V2 — X4)3—...— X1 Vnl

Essa expressao, as vezes denominada formula de Gauss, pode ser memorizada mais facilmente
se usarmos a nota¢do de um tipo de “determinante estendido”

X1 X2 ... Xp X1

= X1 Yo+ X0 Y3+ X3Ya+ ..ot XYl —Xo V1 — X3Yo— X3 —...— X
Vi V2 oo YN 1y2 T X2)3+ X34 nY1 = X2Y1 = X3)2 — X4}3 1Vn

Observe ainda que se os pontos Pj, Py, ..., P, forem nomeados no sentido anti-horério, esse
determinante € positivo, de modo que se pode retirar os sinais de valor absoluto na férmula acima.

Problema 13.8.38. Demonstre que todo poligrama regular ndo composto, segundo a Definicdo
13.41, tem circunferéncia circunscrita. E quanto poligramas regulares compostos?

Problema 13.8.39. Demonstre que todo poligrama regular nao composto tem circunferéncia ins-
crita, e seu centro é o mesmo do da circunscrita.

Problema 13.8.40. Na Figura 13.36 vemos o desenho de um pentagrama regular {5/2} inscrito em
uma circunferéncia. a) Explique por que os tridngulos AFG, BGH, etc, sdo isOsceles. b) Ache as
medidas 0 = m(£LCAD) e « = m(£LAFE). c¢) Qual é amedida do lado do pentagrama em funcao do
raio R da circunferéncia?

Figura 13.36. Propriedades do pentagrama regular {5/2}.

Problema 13.8.41. Sobre o octograma regular {8/3}, faca vocé mesmo um desenho. Nomeie seus
oito vértices usando letras, liste seus oito lados e seus oito dngulos. Calcule: a) a medida de seus
angulos; b) a medida de seus angulos externos, determinados nos vértices reentrantes de sua re-
presentacdo concava; ¢) a medida ¢ de seus lados em funcao do raio R da circunferéncia circuns-
crita. Demonstre que: d) os vértices reentrantes de sua representacdo concava formam um oc-
tégono regular; e) o poligono formado no interior do octograma {8/3} é também um octégono
regular. Calcule os lados desses dois octégonos em func¢do de ¢ e de R.
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13.9 Temas para investigacao

Tema 13.9.1. Na Figura 13.37, a esquerda, vemos um poligono estrelado de 5 pontas. Seus angulos
internos estao indicados com os simbolos 1,2, 3,4 € 5. a) Um livro de Geometria traz o desenho
da Figura 13.37, a direita, sem nenhuma explicacdo. Dé o enunciado do teorema que estd sendo
provado. Demonstre o teorema usando a sugestao do desenho. b) Investigue resultados similares
para outros poligonos estrelados.

Figura 13.37. Um Teorema sobre poligonos estrelados.

Tema 13.9.2. Investigue propriedades das diagonais de um n-agono regular qualquer. E quanto
as suas medidas?

Tema 13.9.3. a) Para fins de investigacao, faca uma tabela relacionando cada n = 3 com o angulo
e o angulo central do n-agono regular. Uma sugestdo é considerar n < 15. Adote valores exatos
inteiros e fraciondrios, e também valores decimais aproximados quando a fracdo for irredutivel.
b) Essa tabela sugere propriedades gerais?

Tema 13.9.4. a) Desenhe um recobrimento do plano usando quadrados de dois tipos (isto é, com
lados diferentes). b) Desenhe pelo menos dois ladrilhamentos diferentes do plano usando losan-
gos nao quadrados. c¢) Desenhe um ladrilhamento do plano usando quadrados e losangos nao
quadrados. d) Desenhe pelo menos dois ladrilhamentos diferentes do plano usando paralelogra-
mos que ndo sejam quadrados, retangulos ou losangos. e) Encontre um poligono ndao convexo
com que se pode ladrilhar o plano. f) E possivel ladrilhar o plano usando a versdo concava de
poligramas regulares? quem sabe combinando com algum poligono regular.

Tema 13.9.5. Podemos formar anéis de poligonos regulares em volta de outro poligono regular.
A Figura 13.38 mostra um exemplo de pentdgonos regulares em volta de um decdgono regular.
Verifique o acerto do desenho. Ache outros casos.

Figura 13.38. Anel de poligonos regulares.
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Tema 13.9.6. Tendo em conta o Problema 13.8.35, investigue outros poligonos regulares que po-
dem ser ladrilhados por poligonos regulares.

Tema 13.9.7. Investigue para quais valores de n é verdadeira a afirmacao: “se o poligono é equi-
angulo entdo é equilédtero”. Investigue também a reciproca.

Tema 13.9.8. A Figura 13.39 mostra um ladrilhamento do plano com pentdgonos regulares e tri-
angulos. Se considerarmos apenas os pentdgonos, é um “quase-ladrilhamento”. Ele cobre

5-v5
3

~0,92131 = 92%

do plano. Investigue como se pode verificar essa afirmacao. E o ladrilhamento com maior densi-
dade de area conhecido usando apenas pentdgonos regulares congruentes.

Figura 13.39. Ladrilhamento com pentdgonos regulares e triangulos.

Tema 13.9.9. No texto, na lista de problemas, foram apresentadas as expressoes algébricas das
medidas dos elementos do n-adgonos regulares para n =5, 6, 8 e 10. Veja como completar a lista
pesquisando o mesmo paran=3,4,7e9.

Tema 13.9.10. Um hexdgono convexo se diz inscrito em um tridngulo quando tem trés de seus
lados, tomados alternadamente, contidos nos lados do tridngulo. Nesse caso se diz também que o
triangulo é circunscrito ao hexdgono. a) Observe, desenhando exemplos, que um hexdgono pode
ser inscrito de duas formas, de uma unica forma, ou de nenhuma forma. A Figura 13.40 mostra
como o hexdgono regular pode ser inscrito. b) Descubra (e justifique) condicdes necessdrias e
suficientes para que um hexdgono tenha tridngulo circunscrito. ¢) Investigue o que ocorre se o
hexdgono for equiangular. Descreva um processo para desenhar qualquer hexdgono equiangular.
d) Use esse processo para deduzir propriedades do hexdgono equiangular. e) Investigue o que
ocorre com outros poligonos.
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E F 1Y

Figura 13.40. Dois modos de inscrever um hexdgono regular em um triangulo.

Tema 13.9.11. Um ntimero ilimitado de tridngulos equilédteros unitarios sdo usados para compor,
por ajuntamento lado a lado, hexdgonos equiangulares. Vemos, na Figura 13.41, trés exemplos em
que o namero 7 de triangulos usados é n =6, n =10 e n = 13. Descubra um método de contagem
para determinar os inteiros n. Obtenha outros valores de n e faga alguns desenhos.

SR

Figura 13.41. Hexdgonos equiangulares construidos com triangulos unitérios.

Tema 13.9.12. Na Figura 13.42 vemos uma circunferéncia de raio R rodeada por dez circunferén-
cias tangentes a ela exteriormente e tangentes entre si. a) Demonstre que essa figura é realmente
possivel, explique como pode ser construida, e ache um teorema relacionado. b) Generalize. Para

quais R >0 e n = 3 a circunferéncia de raio R pode ser rodeada por n circunferéncias? Generalize
seu teorema.

Figura 13.42. Circunferéncias tangentes externamente.
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Tema 13.9.13. Poligonos estrelados podem ser construidos tomando-se um poligono convexo e
desenhando triangulos externamente sobre seus lados. Tome os lados de n-4dgonos regulares e
coloque neles externamente tridngulos equildteros. Investigue propriedades dessas figuras. Faca
um desenho usando os lados de um pentdgono regular.

Tema 13.9.14. Construa poligramas regulares como {9/q} e {10/ g}. Estude e generalize suas pro-
priedades para poligramas {p/q}. Dado p = 3, quantos poligramas regulares estrelados ndo com-
postos {p/q} existem?

Tema 13.9.15. A partir do texto [2] estude varias condicoes equivalentes que definem convexidade
de poligonos.

Tema 13.9.16. Informe-se sobre o que sdo os simbolos de Schléfli para poligonos. Por exemplo, o
simbolo do pentdgono regular é {5}.

Figura 13.43. Arte com poligonos. Desenho de Freepik.com. Figura redimensionada.



Capitulo 14

Construcoes com régua e compasso

14.1 Introducao

Creio ser consenso entre professores e educadores que no estudo da Geometria é de grande
importancia o aprendizado de técnicas de desenho. Nesse labor todos os instrumentos possiveis
devem ser utilizados. Os mais comuns certamente sao réguas, compassos, transferidores e es-
quadros, mas os estudantes podem também lan¢ar mao de outros intrumentos para desenho de
curvas, ampliacdo de figuras, etc. De uso mais recente e de grande importancia se fazem presentes
os aplicativos de desenho, especialmente aqueles dedicados a Geometria Elementar.

Por outro lado, a completa formacado do futuro professor de Matematica exige um pequeno
capitulo dedicado a matéria denominada “construcdes com régua e compasso”. Consiste na rea-
lizacao de construgdes geométricas com o uso exclusivo da régua nao metrizada e do compasso.
Esse contetido tem forte apelo histérico, pois é inspirado na forma com que os antigos matema-
ticos gregos, durante algum tempo, construiram a Geometria. Mas, mais do que isso, esse estudo
traz uma vertente especial no estudo da Geometria, aportando belas ideias e uma solicitagdo cons-
tante das propriedades geométricas mais detalhadas.

Neste capitulo trazemos apenas algumas pequenas pérolas desse estudo. Mais detalhes e mai-
ores desafios podem ser obtidos de uma ampla literatura, da qual destacamos aqui os textos [57],
[68] e [82].

14.2 Algumas construcoes iniciais

Para acompanhar nosso estudo é necessério estar munido de um compasso e de uma régua
ndo metrizada, isto é, uma régua sem marcagdes, cuja tnica finalidade é desenhar a reta por dois
pontos dados, ou o segmento que os une. O compasso, por sua vez, se destina ndo apenas a dese-
nhar circunferéncias, mas também a transportar a medida de um segmento dado.

Comecamos logo com um exemplo bem bdsico, e aproveitamos para explicar as trés fases de
uma construcao com régua e compasso.

Exemplo 14.1. Construir a mediatriz de um segmento dado.

Protocolo da construgdo: 1. Abra o compasso com um raio um pouco maior do que a metade
do segmento e fixe. 2. Com o centro num extremo do segmento, trace arcos dos dois lados do
segmento. 3. Faca o mesmo no outro extremo do segmento, tracando arcos que intersectam os
anteriores. 4. Marque os pontos de intersecdo nos dois lados do segmento, e trace a reta por eles.
Ela é a mediatriz procurada.

189
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Desenho: As etapas 2, 3 e 4 estdo ilustradas na Figura 14.1.

segmento dado
N

Figura 14.1. Trés etapas da construcdo da mediatriz de um segmento dado.

Justificativas: Foi usada a caracterizacdo da mediatriz de um segmento como o lugar geométrico
dos pontos do plano que sao equidistantes dos seus extremos. Esse lugar geométrico é uma reta,
e para determind-la bastam dois pontos. Esses pontos foram obtidos pela intersecao de duas cir-
cunferéncias de mesmo raio e com centros nos extremos do segmento. Portanto esses pontos
sdo equidistantes dos extremos. O raio das circunferéncias deve ser maior do que a metade do
segmento para que elas tenham dois pontos de intersecao. d

Os desenhos deste capitulo sao elaborados com o aplicativo Geogebra, que imita muito bem
as construcoes com régua e compasso.
Observamos que a ideia do Exemplo 14.1 pode ser utilizada também para:

Obter o ponto médio de um segmento. Basta seguir as mesmas etapas, sem a necessidade de dese-
nhar a mediatriz. Usando a régua pode ser marcado o ponto médio.

Obter a reta perpendicular a um segmento por um ponto nele contido. Com a ponta do compasso
no ponto, marca-se um segmento do qual o ponto dado é ponto médio. Entdo a mediatriz desse
novo segmento é perpendicular a ele pelo ponto dado. Se o ponto dado estiver no extremo do
segmento ou muito proximo dele, o segmento original pode ser prolongado.

Obter a reta perpendicular a um segmento por um ponto fora dele. Com a ponta do compasso
no ponto, desenha-se um arco que intersecta o segmento em dois pontos. Esses dois pontos sao
equidistantes do ponto dado e formam um novo segmento cuja mediatriz é a reta procurada.

Obter a reta paralela a uma reta dada por um ponto dado. Basta aplicar duas vezes o protocolo da
perpendicular.

Exemplo 14.2. Dado um segmento, desenhar o quadrado que o tem como diagonal.

diagonal

Figura 14.2. Construcdo do quadrado dada uma diagonal.
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Protocolo da construgdo: 1. Desenhar a mediatriz do segmento. 2. Usando o compasso marcar
nessa mediatriz pontos equidistantes do ponto de encontro, obtendo um segundo segmento con-
gruente ao segmento dado. 3. Unir com segmentos os extremos dos dois anteriores. A figura
formada é um quadrado e o segmento original € uma diagonal

Desenho: As etapas 1, 2 e 3 estdo ilustradas na Figura 14.2.

Justificativas: Foi usada a propriedade de que, num quadrado, as diagonais sao perpendiculares e
se cortam ao meio. a

Essas mesmas ideias podem ser usadas para construir angulos de 45°. Mas para isso é melhor
aprendermos a desenhar a bissetriz de um angulo.

Exemplo 14.3. Construir a bissetriz de um angulo dado.

Protocolo da construcdo: 1. Com centro no vértice do angulo desenhar um arco de circunferéncia,
determinando nos lados do angulo pontos equidistantes do seu vértice. 2. Construir a mediatriz
do segmento determinado pelos dois pontos. Ela é a bissetriz.

Desenho: As etapas 1 e 2 estdo ilustradas na Figura 14.3.

Figura 14.3. Construcdo da bissetriz de um angulo arbitrario dado.

Justificativas: A mediatriz passa pelo vértice do angulo pois ele é equidistante dos extremos do
segmento. Sao formados dois triangulos retangulos que sao congruentes pelo caso HC. Portanto a
mediatriz divide o 4ngulo em dois de mesma medida, e assim ela é a bissetriz. O

Exemplo 14.4. Construir as duas tangentes a uma circunferéncia por um ponto em seu exterior.

Protocolo da construgdo: 1. Desenhar o segmento ligando o centro O da circunferéncia 6 ao ponto
P no seu exterior e determinar seu ponto médio M. 2. Desenhar a circunferéncia auxiliar com
centro em M passando por O. 3. Marcar os pontos T; e T> de encontro das duas circunferéncias.
Esses sdo os pontos de tangéncia. Desenhar as retas por P e por esses pontos.

Figura 14.4. Construgao das tangentes a uma circunferéncia por um ponto em seu exterior.

Desenho: A construcao estd ilustrada na Figura 14.4.
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Justificativas: Sabemos que uma reta tangente a uma circunferéncia num ponto é perpendicular
ao raio desse ponto. A circunferéncia auxiliar passa por P. Entdo os angulos OT, P e OT» P inscre-
vem semicircunferéncias, e assim sao retos. O

Exemplo 14.5. Desenhar a reta paralela a uma reta dada por um ponto dado.

Protocolo 1: 1. Desenhar a reta perpendicular a reta dada pelo ponto. 2. desenhar a reta perpendi-
cular a essa ultima pelo ponto. Esse método ja foi comentado.

Protocolo 2: Sejam r areta e P o ponto. Fixamos uma abertura suficiente no compasso e tragamos
trés arcos de circunferéncias. 1. Arco %6} com centro em P, marcando um ponto A em r. 2. Arco
%> com centro em A, marcando um ponto B em r. 3. Arco %63 com centro em B, intersectando 6

num ponto Q. A paralela é I‘D—)Q

Desenho: A construcao estd ilustrada na Figura 14.5.

G

Figura 14.5. Construc¢do da paralela: 2° método.

Justificativas: Como as trés circunferéncias tém o mesmo raio, foi construido um losango, que é
um paralelogramo, e assim lados opostos sao paralelos. d

Observacao 14.6. Naresolucao de problemas que exigem constru¢des em varias etapas, nem sem-
pre apresentamos no desenho todos os passos. O objetivo € evitar “poluir” muito. Construgoes
tipicas que costumamos omitir sdo aquelas vistas até aqui: perpendiculares, mediatrizes, ponto
médio, paralelas. O estudante, depois de haver aprendido essas construcoes, pode lancar mao de
esquadros e outros intrumentos para economizar trabalho e evitar um desenho com muitos tra-
cos. Angulos podem ser transportados com régua e compasso, mas na rotina pode ser usado um
transferidor. Confira o Problema 14.3.1.

Exemplo 14.7. Desenhar o tridngulo ABC dados olado AB, o angulo ZBAC de medida 0 e a altura
h. relativa ao vértice C.

Protocolo: 1. Transportar o segmento AB para o lugar em que se deseja desenhar o tridngulo, e
construir o angulo ZBAX congruente ao angulo dado. 2. Do mesmo lado da reta AB em que se
situa o lado AX do angulo, construir a reta r paralela a AB a distancia h¢. 3. Marcar o ponto de
encontro C de r com AX. Entdo ABC é o triangulo procurado.

Desenho: A Figura 14.6 traz os elementos dados e a construcao.

Justificativas: Como a distancia entre as paralelas é constante, a distancia de C a AB é h,, e obti-
vemos assim o tridngulo pedido. O



Construgoes com régua e compasso 193

Figura 14.6. Construcdo de triangulo.

Exemplo 14.8. Construir um tridangulo dado um lado e o dngulo oposto com medida < 90°.

Protocolo: 1. Desenhar o lado fornecido no lugar em que se deseja construir o triangulo. Chama-
mos esse lado de AB. 2. Transportar o angulo dado com vértice em A e um lado contendo AB.
Chamamos esse angulo de ZBAX. 3. Construir o arco capaz do angulo dado sobre AB. Tomando
qualquer ponto C do arco, o tridngulo ABC satisfaz as condi¢des apresentadas.

Desenho: A Figura 14.7 traz os elementos dados e a construcao.

\
S A
.

N p
A B
6
.
.

N
.
X~

Figura 14.7. Construgdo de triangulo com arco capaz.

Justificativas: A construcdo do arco capaz foi explicada na Secao 11.11. Existem infinitas solugdes.
(]

14.3 Problemas

Problema 14.3.1. Dado um angulo, explique como ele pode ser transportado para outro lugar na
folha de desenho.

Problema 14.3.2. a) Construa um tridngulo equildtero dado seu lado. b) Construa um triangulo
equilatero dada sua altura.
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Problema 14.3.3. a) Construa um triangulo is6sceles dadas sua base e sua altura. b) Construa um
triangulo is6sceles dados seu lado lateral e o angulo do vértice. ¢) Construa um tridngulo isGsceles
dados sua base e o angulo do vértice.

Problema 14.3.4. Construir angulos com medida 60°, 30°, 15°, 45°, 75°, 120° e 135°.

Problema 14.3.5. Construir um tridngulo dados um lado, o angulo oposto com medida < 90° e
um angulo adjacente com medida 135°.

Problema 14.3.6. Construir um tridngulo dados um lado e o angulo oposto com medida 105°.

Problema 14.3.7. Construir um triangulo ABC dados os lados a = BC e b = AC e o angulo B
oposto a AC.

Problema 14.3.8. Construir um tridngulo ABC dados o lado a = BC, a altura h, e a mediana m,
relativas a esse lado.

Problema 14.3.9. Construir um paralelogramo no qual o angulo obtuso seja o dobro do agudo.

Problema 14.3.10. Construir um trapézio ABCD dados todos os lados: as bases paralelas a = AB
e b=CD, e oslados laterais c = BC e d = AD. Quais sdo as condi¢oes sobre esses valores para que
exista uma solugao?

14.4 Aritmética das construcoes geométricas

Sim, existe uma aritmética no conjunto dos segmentos de reta que pode ser manejada com
régua e compasso. Talvez seja por isso que 0s antigos matemadticos gregos usavam esse recurso
com muito entusiasmo.

Dado um segmento AB, podemos multiplicd-lo e dividi-lo por qualquer inteiro positivo n,
obtendo os segmentos nAB e AB/n. Dados os segmentos AB e CD, podemos soma-los e subtrair
o menor do maior. E também possivel multiplicd-los e existe uma forma de divisdao. Dado um
segmento, é possivel extrair sua raiz quadrada. Vejamos como funciona.

A adicdo de segmentos assim como a multiplicacdo por um inteiro positivo se faz por justapo-
sicdo em uma reta. A subtracao, por sua vez, se obtém cortando do segmento maior um segmento
equivalente ao menor. Confira a Figura 14.8.

A B

5AB = EF

AB+CcD=GH G i

CD—-AB=1J ! 2

Figura 14.8. Adicao e subtracao de segmentos e multiplicagdo por um inteiro positivo.

A divisao de um segmento por um inteiro positivo n, também referida como “divisdo de um
segmento em 7 partes iguais”, exige o aporte da Teoria das Semelhan¢as. Vemos na Figura 14.9
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como o segmento AB é repartido em 5 partes iguais. A semirreta AX é proviséria. Usando o com-
passo, nela marcamos os pontos X;, 1 < i <5, igualmente espacados. Desenhamos o segmento
BXs, e tragcamos paralelas a ele por todo X;, 1 < i < 4. Essas paralelas determinam em AB qua-
tro pontos. Pelo Teorema de Tales 10.22 esses quatro pontos repartem AB em cinco segmentos
congruentes.

Xi

XJ °
Xs

Figura 14.9. Divisdo de um segmento em partes iguais.

A mesma Teoria de Semelhanca é usada para multiplicar e dividir segmentos. A Figura 14.10
ilustra como é obtido o produto e a divisdo dos segmentos AB e CD. Nesses procedimentos é
dado, antes de tudo, um segmento referéncia, que faz o papel de unidade.

1

— E B

1 11
A C B c E D= A

Figura 14.10. Multiplicacao e divisdo de segmentos.

Na Figura 14.10, a esquerda, vemos como é obtido o produto AB x CD. Comecamos dese-
nhando AB. Na semirreta AB marcamos o ponto C tal que AC =1 (o ponto C pode estar entre A
e B ou ndo). Tragcamos o segmento CD perpendicular a AB. Seja E o ponto de encontro entre a
semirreta AD e a reta perpendicular a AB por B. Temos ABE ~ ACD, e

AB BE
— = BE=AB-CD.
AC CD

Definimos AB x CD = BE.
A Figura 14.10, desenho da direita, por sua vez, ilustra como € obtida a divisdao AB + CD. De-
senhamos AB 1 CD identificando A = D. Marcamos em CD o ponto E tal que CE =1 (E pode
ou ndo estar entre C e D). O ponto F é encontro da perpendicular a CD por E com CB. Temos

CEF~CABe
EF _AB EF _AB _ AB

— = > —=_ EF=—.
CE CA CE CD CD
Definimos AB+ CD = EF.

Vejamos agora como obter a raiz quadrada de segmentos. E dado um segmento unitario e um
segmento AB do qual desejamos a raiz quadrada. Acompanhando pela Figura 14.11, desenhamos
0 segmento AB, e na semirreta AB marcamos o ponto C tal que A— B—C e BC = 1. Determina-
mos o ponto médio M de AC e desenhamos uma semicircunferéncia com centro nesse ponto e
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diametro AC. O ponto D é marcado no encontro dessa semicircunferéncia com a perpendicular a
AC por B. Notemos que ACD é retangulo em D, pois D inscreve uma semicircunferéncia. Sejam
h=BD, m= AB e n= BC. DaProposi¢do 10.26 temos h? = mn. Isso significa vV'AB = BD.
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Figura 14.11. Obtencao da raiz quadrada de um segmento.

Observacgdes 14.9. (i) Em nosso contexto, quando se pede, por exemplo, construir /6, isso deve
ser interpretado da seguinte forma: determina-se um segmento unitario UV, depois o segmento
AB =6UV, e em seguida se aplica o procedimento explicado acima para obter v/ AB. Um expedi-
ente pratico consiste em adotar uma régua metrizada em cm e assumir a unidade de 1 cm.

(ii) Certas raizes quadradas podem ser obtidas com mais facilidade com o Teorema de Pitdgoras.
Por exemplo, para construir v/5 podemos desenhar um tridngulo retangulo com catetos de medi-
das 1 e 2. Sua hipotenusa é um segmento de medida /5.

(iii) O Teorema de Tales 10.22 tem uso mais geral no desenho geométrico. Dados segmentos de
medidas a, b e ¢, construimos o esquema da Figura 14.12, obtendo o segmento de medida x.
Temos § = <. Nessa relacdo x chama-se “4% proporcional de a, b e ¢”, um nome tradicional.

Figura 14.12. Obtenc¢ao da quarta proporcional.

Observacao 14.10. Iniciando com um segmento unitario UV, podemos, com o método darégua e
compasso, construir os racionais positivos e suas raizes quadradas. Pode-se perguntar se é possi-

. - 3 ~ 2 2 2.
vel construir outros ntimeros, como v/2. N#o é possivel. Fazemos comentdrios sobre esse assunto
no final do capitulo.

14.5 Problemas

Problema 14.5.1. Dados segmentos de medidas a e b, com a > b, construa o de medida v a? — b?.
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Problema 14.5.2. Dados segmentos de medidas a, b e ¢, construa o de medida v a? + b? + c2.
Problema 14.5.3. Dados segmentos de medidas a e b, construa o de medida v a? + 3b2.

Problema 14.5.4. Dados segmentos de medidas a e b, construa sua média geométrica v ab.

Problema 14.5.5. Dado o segmento unitério, construa o de medida v/2 + /5.

14.6 Construcao de alguns poligonos regulares

J&a sabemos construir com régua e compasso dois poligonos regulares, o tridngulo equilatero e
o quadrado. Para isso usamos métodos que funcionam particularmente para cada um deles.

Um método mais geral deriva do fato de que todo poligono regular pode ser inscrito em uma
circunferéncia. Assim, o poligono de n lados pode, a principio, ser obtido tomando-se uma cir-
cunferéncia e dividindo-a em n partes iguais. Ou, de forma equivalente, construindo o dngulo de
27/ n radianos (ou 360°/n) com vértice no centro da circunferéncia. Esse angulo determina um
arco que pode ser reproduzido com o compasso.

Em determinadas situacdes alguma economia no movimento da régua e compasso pode ser
obtida. Para desenhar um quadrado inscrito em uma circunferéncia basta construir dois diame-
tros perpendiculares. Sabemos que o lado do hexdgono regular tem a mesma medida que o raio
da circunferéncia circunscrita, de modo que basta abrir o compasso na medida do raio e mar-
car nela seis pontos. Para obter o tridngulo equildtero inscrito podemos sim construir o angulo
de 360°/3 = 120°, mas é mais facil marcar os vértices de um hexdgono regular e depois uni-los
alternadamente.

Confira ilustracao dessas ideias na Figura 14.13.

Figura 14.13. Construcao do quadrado, do hexdgono regular e do tridngulo equilétero inscritos.

Uma construcdo cléssica é a do decdgono regular. Fazemos isso no

Exemplo 14.11. Construir um decdgono regular inscrito em uma circunferéncia.

Protocolo: 1. Desenhar uma circunferéncia de centro O e raio R, e dois diametros perpendiculares
AB e CD. 2. Com centro no ponto médio M do raio OA, tracar um arco de circunferéncia de D ao
raio OB, marcando nele o ponto E. 3. A medida do lado do decagono regular é OE.

Desenho: A Figura 14.14 ilustra a construcao.
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Figura 14.14. Construcao do decagono regular.

Justificativas: Sejam a = MD = ME e x = OE. Temos a= MO+ x = g + x. Por outro lado, a? =

R2+(R/2)% = 54&2, etemos a = §\/§. Igualando vem x = @ R. Aplicando o resultado do Problema
13.8.25 vemos que x € o lado do decdgono regular. d

Para construir o pentdgono regular basta, em uma circunferéncia, dispor os vértices do deca-
gono regular e uni-los alternadamente. Se quiser desenhar o pentdgono diretamente, na Figura
14.14, a esquerda, o segmento DE é congruente ao seu lado.

Sempre que soubermos construir com régua e compasso um poligono regular de n lados, po-
demos obter o de 2n lados, bastando para isso desenhar a bissetriz de seu angulo central. Ou-
tra propriedade é que se os poligonos regulares com p e g lados podem ser construidos, sendo
mdc(p, g) = 1, entdo pode ser construido o de pq lados. Assim podemos construir os poligonos
regulares de 2" lados, de 2" -3 lados, de 2" -5 lados e de 2" - 15 lados, e eventualmente outros que
ndo comentamos aqui.

Entretanto, descobriu-se que nem todos os poligonos regulares podem ser construidos, e os
casos com menor numero de lados sdao: o heptdgono, o enedgono e o undecagono.

14.7 Numeros construtiveis

Atualmente denominamos niimero construtivel aquele que é medida de algum objeto geomé-
trico que pode ser desenhado com régua e compasso com um numero finito de passos. Partindo
de um segmento estabelecido como unidade, todos os numeros racionais positivos sdo construti-
veis. O niimero irracional v/2 também é pois é medida da diagonal de um quadrado unitario.

Um problema bastante popular em tempos antigos era: dado um quadrado de drea 1, construir
um quadrado com o dobro da area. A solucdo pode ser obtida construindo-se um quadrado sobre
a diagonal do primeiro. Ainda na antiguidade o problema que lhe seguiu foi: dado um cubo de
volume 1, construir um cubo com o dobro do volume. Esse problema testou os limites da teoria
vigente, e ficou sem solugao por mais de 2000 anos. Equivale a saber se v/2 é construtivel.

Como vimos € facil bissectar um angulo, mas a trissec¢ao de um angulo qualquer desafiou os
matemadticos por muito tempo. Com a compreensao da existéncia do niimero 7 abriu-se também
a questdo da sua construtibilidade. Do ponto de vista da Geometria equivale a retificar a circun-
feréncia ou quadrar o disco. Outro problema é o da construcdo de poligonos regulares como o
heptdgono, questdo que também permaneceu em aberto por mais de 2 milénios.

Vale observar que foi dificil demonstrar que esses problemas sdo insolaveis. O fato de centenas
de estudiosos tentarem construir esses nimeros e poligonos com régua e compasso e falharem
ndo é uma comprovacdo de que eles ndo sdo construtiveis. A constatacao da negativa exigiu o
aporte de novas teorias. Foi necessdria a algebrizacdo da geometria com o uso de coordenadas
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cartesianas e o desenvolvimento de novos métodos da Algebra e da Andlise. Um resultado chave
foi a compreensdo de que os nimeros construtiveis sao algébricos de grau 2", n = 0.

Figura 14.15. Pierre Laurent Wantzel foi um matema-
tico francés conhecido por ter resolvido dois dos famo-
sos problemas da antiguidade: a nao construtibilidade
de v/2 (portanto a impossibilidade de duplicar um cubo)
e a impossibilidade de trissectar um angulo arbitrario
com régua e compasso. Completou ainda um teorema
de Johann C. E Gauss sobre a construtibilidade de poli-
gonos regulares.

PIERRE WANTZEL)

French Mathematician

Essa propriedade foi demonstrada em 1837 por Pierre L. Wantzel [51]. Ela elimina a cons-
trutibilidade de v/2, pois esse niimero é algébrico de grau 3 (confira mais detalhes em [61]). Ela
também estd relacionada com o famoso problema da antiguidade da duplicacdo do cubo, cuja
impossibilidade ficou assim demonstrada. Wantzel também observou com esse teorema que o
angulo (construtivel) de 60° nao pode ser trissectado com régua e compasso (Johann C. E Gauss,
em 1801, ja havia observado isso para o angulo de 120°).

Em 1796 E Gauss construiu o poligono regular de 17 lados. Em 1801 formulou uma condicao
suficiente. Em 1837 P. Wantzel provou que essa condicdo era também necesséria. Temos o

Teorema 14.12 (Johann C. E Gauss 1801, Pierre L. Wantzel 1837). Um poligono regular de n lados
é construtivel se, e somente se, n é produto de uma poténcia de 2 e de primos de Fermat diferentes.

Sobre primos de Fermat consulte [60]).

Por outro lado, se fosse possivel quadrar um disco, digamos de raio 1, poderiamos obter um
quadrado de 4rea 7, portanto de lado /7, e esse nimero seria construtivel. Entdo 7z, como produto
de niimeros construtiveis, seria construtivel, e assim seria algébrico. Mas Carl Lindemann provou
em 1882 que 7 é transcendente, portanto ndo é algébrico. Isso responde negativamente a possibi-
lidade de quadrar o disco. Vemos ainda que nao é possivel retificar uma dada circunferéncia com
régua e compasso, pois o comprimento da circunferéncia é proporcional a 7.

Para ler mais sobre niimeros construtiveis consulte o Apéndice de [82]. Mais informacoes sobre
numeros algébricos e transcendentes em [61]), Capitulos 8 e 10.

Figura 14.16. Johann Carl Friedrich Gauss, importante matemadtico
alemao que contribuiu nas dreas de Teoria dos Numeros, Algebra,
Estatistica, Analise, Geometria Diferencial, Geofisica, Mecanica, Ele-
trostatica, Astronomia, Otica, dentre outras. Teve grande influéncia
no desenvolvimento da Matemadtica e de outras ciéncias. Conside-
rado um prodigio, sua maior obra, Disquisitiones Arithmetica, foi ter-
minada quando tinha 21 anos, em 1798. Detalhes da foto na pag.
216.

14.8 Problemas finais

Problema 14.8.1. Dado um quadrado, construir outro com o dobro da drea (usando régua e com-
passo).

Problema 14.8.2. Explique por que, em nosso contexto, duplicar um cubo é o mesmo que cons-
truir v/2.
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Problema 14.8.3. Foi dado um segmento AB a um estudante, e lhe foi solicitado construir a per-
pendicular a ele por A. O estudante desenhou alguns arcos, como na Figura 14.17, e por fim dese-
nhou o segmento AC, afirmando ser ele perpendicular a AB. Explique o que foi feito.

B

¢
-~ -

Figura 14.17. Construcao diferente da perpendicular.

Problema 14.8.4. Usando régua e compasso reconstrua o quadrado do qual sdo conhecidos ape-
nas os pontos médios de dois lados consecutivos, como na Figura 14.18. Siga o procedimento de
3 fases proposto em nossos exemplos: protocolo, desenho e justificativa.

Figura 14.18. Recupere o quadrado.

Problema 14.8.5. Demonstre que o segmento DE no desenho da esquerda da Figura 14.14 mede

DE =R 5_2—‘/5 Por outro lado, essa é exatamente a relacao entre o lado do pentdgono regular e
o raio da circunferéncia circunscrita, de modo que DE é o lado do pentdgono regular inscrito na

circunferéncia.
Problema 14.8.6. Explique por que, dado um nimero positivo x, o seguinte protocolo permite

construir o namero positivo y, com y < x, de modo que o retangulo de lados x e y seja dureo. A
definicao de retangulo dureo estd no Problema 10.5.24.

Protocolo: Construa um tridngulo retangulo ABC com catetos AB = x e BC = x/2. Marque na
hipotenusa AC um ponto G tal que CG = x/2. Entao AG = y.

Faca um desenho usando régua e compasso. Prove que arazao x/y desse retangulo é o nimero
aureo.

Problema 14.8.7. Reconstrua um triangulo dados os pontos médios de seus trés lados.



Apéndice A

Respostas e sugestoes

Observacoes: Nem sempre as respostas dadas estao completas. Fique atento ao enunciado do
problema para ver se é necessdrio completar. Muitas vezes ndo apresentamos nenhum argu-
mento, o que significa que ficou por conta do estudante. Portanto, muitas respostas devem ser
vistas apenas como dicas. Lembramos que, na resolucdao de um problema, apenas encontrar a res-
posta correta nao € suficiente. O processo de descoberta e uma justificativa adequada sdo muito
importantes, e o estudante deve aprender a descrevé-los. Examine bem os exemplos que demos
no texto, eventualmente eles podem servir de inspiracgao.

Problemas 8.9

8.9.1 Aresposta correta € a).

8.9.2 Lembrete: a soma dos termos de uma progressao geométrica com primeiro termo igual a 1 e razdo x é 1+ x +
xS+ +x = %

8.9.3 A proposta do estudante nao esta correta. Escreva uma proposicao condicional correta.

8.9.4 Lembrete: os niimeros naturais sao zero e os inteiros positivos.

8.9.5 Se v/2 é um ntimero real cujo quadrado é 2 entao v/2 ndo é racional.

8.9.6 Faca vocé mesmo, pode ser divertido.

8.9.7 Ao construir uma afirmacao completa, considere qualquer ntimero real a.

8.9.8 A contrapositiva da afirmacao 1 é igual a reciproca da afirmacao 2, e a contrapositiva da afirmacao 2 é igual a
reciproca da afirmacao 1.

8.9.9 Chame as letras de a, b, c, etc. Descubra todas as letras e todas as palavras, resolvendo a teoria por completo.
8.9.10 O estudante nao argumentou corretamente.

8.9.11 Para fazer outra conjectura, observe como sio os divisores de n? + 8 para n impar e nao mdiltiplo de 3.

Problemas 9.3

9.3.1 Por exemplo, o ponto abstrato ndo tem extensdo, mas no desenho precisa ter.

9.3.2 Examine todos os casos.

9.3.3 Uma geometria possivel é a que tem como modelo os quatro vértices de um tetraedro.

9.3.4 A afirmacéo tenta traduzir alguns aspectos da nocao espontinea que podem ter as pessoas sobre o conceito de
reta, mas usa termos de dificil definicao, como “entortar”, “linha”, “continua“, “prossegue”, “lado”.

9.3.5 Mesma observagdo anterior.

9.3.6 A definicao ndo é adequada, um helic6ide também tem essa propriedade.

9.3.7 Fique a vontade para fazer suas tentativas.

Problemas 9.5

9.5.3 Para retas sdo necessdarios os Axiomas 1 e 2.

9.5.4 Sim. Justifique.

9.5.5 Use o Teorema 9.4.

9.5.8 Além dos axiomas, use o resultado do Problema 9.5.5.

9.5.9 a) Considere um plano. c) Lembre-se de que o espaco ndo se reduz a um plano.

201
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9.5.10 a) Dado um ponto A, use o axioma E1 e o Problema 9.5.5. b) e e) Comece tomando dois pontos na reta.

9.5.11 Nao é possivel demonstrar qualquer uma dessas propriedades. Como vocé justifica isso?

9.5.12 Comece considerando o plano que contém a reta e o ponto.

9.5.13 Nao é possivel. Como vocé justifica isso?

9.5.14 Use que quatro pontos ndo sdo necessariamente coplanares.

9.5.15 Dé as condi¢6es para que sejam formadas: 6 retas; 4 retas; uma tnica reta.

9.5.16 Use uma férmula da Andlise Combinatoria.

9.5.17 Faga um desenho ou use uma férmula.

9.5.18 Tome a reta determinada pelos dois pontos, e argumente que ela estd nos dois planos. Depois demonstre que
essa reta é unica.

9.5.19 Para cada axioma, examine todos os casos. Existem quatro planos e seis retas.

Problemas 9.7

9.7.1 Justifique citando todos os axiomas necessarios.

9.7.2 Uma forma é designar os sistemas de coordenadas de uma reta r através de fungoes injetivas o : r — R.

9.7.3 b) Ache um contraexemplo.

9.7.4 Use o resultado do Problema 9.7.3.

9.7.5 a) Sejam a, b e m as coordenadas de A, B e M, respectivamente. Suponha que a < b e use o Problema 9.7.3. ¢)
Se M é um ponto médio qualquer de AB, temos AM = MB e AM+ MB = AB, logo AM = AB/2 = MB. Conclua que
m=(a+Db)/2.

9.7.6 Use os axiomas de medida.

9.7.7 Use os resultados do Problema 9.7.3.

9.7.8 Use extensivamente os resultados do Problema 9.7.3.

9.7.9 Considere no plano uma reta que nao contém o ponto.

9.7.11 Similar ao Problema 9.7.10.

9.7.12 a) Considere na reta um sistema de coordenadas no qual a coordenada do centro da circunferéncia seja 0.
9.7.13 No plano da circunferéncia, considere os pontos que estdo a uma distancia do centro menor do que o raio, e
depois a uma distancia maior.

9.7.14 Dado um diametro, considere um sistema de coordenadas na reta que o contém.

9.7.15 Como provar que o interior da corda estd no interior da circunferéncia? (Cuidado com argumentos circulares!)
9.7.16 Os axiomas adotados até aqui sdo suficientes para demonstrar a existéncia de tridngulos is6sceles. Confira
sugestao no desenho.

Q

9.7.17 ¢) Use que dois pontos ndo formam um conjunto convexo. d) Um tridngulo é formado apenas pelos seus lados,
ndo inclui seu interior.

9.7.18 Argumente com detalhes.

9.7.20 b) No momento nao é possivel, falta um resultado sobre cevianas de tridngulos. Qual é?

9.7.21 a) Use as defini¢cdes de conjunto convexo e de interse¢do de conjuntos. b) Desenhe um contraexemplo.

Problemas 9.9

9.9.1 Fixe uma das retas e considere os semiplanos por ela determinados. Considere na outra reta um sistema de
coordenadas conveniente.

9.9.2 Proceda por contradic3o.

9.9.4 Use o resultado do Problema 9.9.2.

9.9.5 Use o resultado do Problema 9.9.4.

9.9.6 Comece supondo r # s. Demonstre que r N s = @ procedendo por contradicao,

9.9.7 Use que a intersec¢do de conjuntos convexos é convexo.

9.9.8 Pense bem.

9.9.9 Tome uma reta transversal a origem dos semiplanos.

9.9.10 Proceda por contradicao.

9.9.11 Em um plano contendo r, tome uma reta s cruzando r em O. Defina os conjuntos intersecdo de r com os lados
de s no plano.
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9.9.12 Siga a sugestdo do enunciado.

9.9.13 Considere a situacdo da Figura 9.17, e inicie a solucao construindo uma boa notacdo para todos os elementos.
9.9.15 Use que a intersecdo de conjuntos convexos é CONvexo.

9.9.16 Comece construindo uma boa notacao e depois use que a interse¢do de conjuntos convexos é convexo.

9.9.17 Considere os lados de r no plano.

Problemas 9.11

9.11.1 Como conjuntos temos AB=ADe AC= /ﬁ, logo /BAC = ABUAC = ADU AE = /DAE.

9.11.2 ABU{C}.

9.11.3 Use os axiomas E11 e E12.

9.11.5 Para ver que é ndo vazio use o resultado do Problema 9.11.4.

9.11.6 Estabeleca as notacdes e use as definicoes de interior de tridangulo e interior de angulo.

9.11.7 Use (e cite) resultados anteriores sobre o ponto médio de um segmento e sobre existéncia e unicidade de per-
pendiculares.

9.11.8 Para justificar sua resposta, use (e cite) os axiomas de medidas de angulos.

9.11.9 Para qualquer nimero real positivo ¢, podemos estabelecer que as medidas dos dngulos estdo entre 0 e ¢.
Com as devidas adaptacoes, essencialmente nada muda. O limite 180 aqui estabelecido é tradicional e inteiramente
arbitrdrio. Pode-se notar, ademais, que 180 tem muitos divisores inteiros, o que torna mais agraddvel certos célculos.
9.11.11 Observe primeiro que B e C estao em lados opostos em relagao a reta A(T), do que segue que BC intersecta AD
num ponto E interior de BC. Mostre depois que E € AD usando o resultado do Problema 9.9.4.

9.11.12 Seja x a medida do angulo. Use o Axioma E12 para ver que existe um ponto D tal que m(£BAD) = x/2. Prove
depois que D estd no interior de ZBAC e que m(£BAD) = m(£LCAD).

9.11.13 Use o resultado do Problema 9.11.11 (Teorema crossbar).

9.11.14 Sejam L AOC e ZBOC angulos tais que A— O— B. Observe primeiro que C estd no interior do angulo formado
pelas bissetrizes. Depois faca os célculos.

Problemas 9.13

9.13.1 Verifique a congruéncia de dois triangulos adequados e dela conclua o que foi pedido.

9.13.2 b) A correspondéncia LALLLAL significa que todos os lados correspondentes sdo congruentes assim como dois
angulos ndo adjacentes. Repartindo os pentdgonos em trés triangulos adequados é possivel concluir sua congruéncia.
9.13.3 a) Seja ZBAC com AB = AC. Tome o ponto médio de BC. b) Use que o ponto médio de um segmento é tinico.
9.13.5 Sdo os mesmos tridngulos do Problema 9.13.4 (Figura 9.46).

9.13.6 Sim, reduz-se a casos ja conhecidos.

9.13.7 Sim, reduz-se a caso ja conhecido.

9.13.8 Usando um pequeno truque é possivel construir um tridngulo conhecendo-se um lado, a medida de um angulo
a ele adjacente e a do angulo oposto aquele lado.

9.13.10 Use a caracterizacao da mediatriz.

9.13.11 Faca um desenho para esclarecer as duas afirmacoes.

9.13.12 Muitas vezes a unicidade das coisas é importante.

9.13.13 Primeiro faga um desenho e estabeleca a notacao.

9.13.14 Novamente primeiro faca um desenho e estabeleca a notacao.

9.13.15 Argumente diretamente ou use o resultado do Problema 9.13.9.

9.13.16 Considere a afirmacdo contrapositiva.

9.13.18 Uma ideia é tomar um angulo ZABC e um ponto D em seu interior.

9.13.19 Use desenhos.

9.13.20 Use desenhos. Para formalizar considere os axiomas de existéncia e posicao, e seus teoremas.

9.13.21 Dado ABCD, suponha que C nao estd no interior do Z/BAD. Estude cada uma das posicoes possiveis de C.
9.13.22 Use contradicio.

9.13.23 Se ABCD ¢ convexo, use contradi¢do para ver que A e C estdo em semiplanos opostos em relacao a BD. Para
demonstrar a reciproca, use a definicao de quadrilatero convexo e o resultado do Problema 9.9.2.

9.13.24 Para a afirmacéao direta, use os resultados dos Problemas 9.13.21 e 9.13.23. Para a afirmacdo reversa, use o
resultado do Problema 9.13.22.

9.13.25 Para a afirmacao direta, use o Teorema crossbar. Para a afirmacao reversa, use os resultados dos Problemas
9.13.21 e9.13.23.

9.13.26 Para a afirmacao direta, use o Teorema croobar e o resultado do Problema 9.13.23. Para a afirmacao reversa,
use os resultados dos Problemas 9.13.21 € 9.13.23.
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9.13.27 Use congruéncias. Considere 0s casos convexo e nao convexo.

Problemas 9.15

9.15.1 Use desenhos para se orientar.

9.15.2 Dessa vez tome o ponto médio de AC.

9.15.3 Desenhe contraexemplos.

9.15.4 Use o Coroldrio 9.38.

9.15.5 Use o Coroldrio 9.38.

9.15.6 Tome uma linha auxiliar e aplique o Teorema do Angulo Externo duas vezes.

9.15.7 Para o caso convexo, use o Teorema 9.43. Para o caso nao convexo, use desenhos.
9.15.8 Depende do posicionamento do pé da altura na reta BC.

9.15.10 Considere primeiro o caso BM L AMouCM 1L AM.

9.15.12 Estabeleca as notacdes e a tese. Em seguida proceda por contradicao.

9.15.13 a) Proceda por contradicao.

9.15.14 Proceda por contradicao, e considere os dois casos possiveis.

9.15.15 A ideia mais direta é usar o resultado do Problema 9.15.14.

9.15.16 a) Proceda por contradi¢ao. b) Use o resultado do Problema 9.15.14.

9.15.17 Essas situacdes podem ser reduzidas a casos ja considerados.

9.15.19 Para a afirmacdo direta use o caso de congruéncia HC.

9.15.20 Use o Teorema do Angulo Externo e o Teorema 9.44. Essencialmente ocorrem dois casos.
9.15.21 Se a corda néo passa pelo centro, use os resultados dos Problemas 9.13.11 e 9.15.20.
9.15.23 Para (i) e (ii) use o Teorema 9.47. Para (iii) esse Teorema nao impede mas nao garante a reciproca; use entao
régua e compasso, ou um aplicativo de Geometria.

9.15.24 Use o Teorema 9.37 e outras coisinhas.

9.15.25 Use o Teorema da Dobradica.

9.15.26 Use o Teorema da Dobradica.

9.15.27 Considere triangulos auxiliares (use um desenho).

9.15.28 a) Construa, ao lado de ABC, um tridngulo ACD com B—C—-De BC=CD.

9.15.29 Trés condicdes devem ser verificadas.

9.15.30 Trace uma diagonal conveniente.

9.15.31 Considere tridngulos convenientes.

9.15.32 Considere dois casos: (i) os pontos sao colineares; (ii) 0s pontos ndo sdo colineares.

Problemas adicionais 9.16

9.16.1 Pessoas podem ter nocodes diferentes, mas o sistema axiomdtico deve usar a linguagem mais exata possivel.
9.16.2 Como deve ser a interseccao de trés retas quaisquer?

9.16.3 Estude os casos que dependem da posic¢do de C em relacdo a B.

9.16.4 Os axiomas adotados até aqui nao sdo suficientes para demonstrar a existéncia de tridngulos equilateros. Con-
fira sugestdo no desenho da Figura A.1. Identifique qual é a afirmacao faltante.

Figura A.1. Método de obtengao de tridngulos equildteros.

9.16.5 Metade do trabalho foi feito no Problema 9.9.13. Para a outra metade use o Teorema de Pasch.

9.16.6 Sugestao para comecar: Dado um plano «, seja P um ponto fora dele. Considere os conjuntos: </, formado
pelo ponto P e pelos pontos X # P do espaco tais que X P ndo intersecta «, e 948 formado pelos pontos Y # P tais que
Y P intersecta @ em um ponto interior de Y P.

9.16.7 Faca um desenho e use resultados da lista de problemas dos axiomas de separacao.

9.16.8 Sejam D e E pontos tais que D—O— A e E— O—C. Considere primeiro o caso m(£AOC) =90°, e use a unicidade
da perpendicular. Suponha depois m(ZAOC) < 90° (sem perda de generalidade) e prove que B € OD eliminando as
outras possibilidades.
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9.16.9 Se AB ndo é perpendicular a r, sdo duas afirmacées: (i) dado C € AB, sua proje¢do C' € AB; (ii) todo D€ A'B’ é
a projecdo de um ponto de AB.

9.16.10 Use resultados sobre perpendicularismo e axiomas de medida.

9.16.11 Uma ideia é usar a definicao de quadrildtero convexo.

9.16.12 Faca um desenho e considere segmentos auxiliares.

9.16.13 Faca desenhos e considere segmentos auxiliares.

9.16.15 Use cuidadosamente o resultado do Problema 9.16.14.

9.16.16 b) Trés casos devem ser considerados a respeito do posicionamento do pé da altura.

9.16.17 Para a primeira parte, dada uma ceviana, use uma das desigualdades triangulares nos dois triangulos. Ma-
nipule os dados obtidos com as trés cevianas. Para a segunda parte, use outra desigualdade triangular nos mesmos
triangulos.

9.16.18 Inspire-se imaginando um espelho.

9.16.19 Use dois espelhos.

9.16.20 Use dois espelhos.

Temas para investigacao 9.17

9.17.1 Prepare cuidadosamente as perguntas e cConverse com pessoas.

9.17.2 Essencialmente nada muda com essa definicdo alternativa de angulo.

9.17.3 Consulte livros didéticos da escola bésica.

9.17.4 Escolha uma possibilidade e investigue como fazer as demonstracoes.

9.17.5 Comece com desenhos para perceber as condicoes necessarias.

9.17.6 Existe o ponto de encontro das trés alturas, denominado ortocentro. Use o Geogebra para investigar.

9.17.7 Considere separadamente os casos convexo e ndo convexo.

9.17.9 Tentar ndo custa.

9.17.10 Suponhamos que seja vdlida a condi¢do: nao existem duas retas paralelas nem trés retas concorrentes no
mesmo ponto. Ou, como se costuma dizer, as retas estdo em posicao geral. Dadas ¢ retas, o que ocorre ao acrescen-
tarmos uma reta? Usando isso obtenha uma férmula.

9.17.11 Faca suas defini¢oes e axiomas, e obtenha alguns teoremas.

9.17.13 Num contexto informal, usando desenhos ou varetas, uma ideia é construir tridngulos retangulos isésceles
diferentes e colocar um sobre o outro. No contexto formal, o que falta na teoria para uma demonstracao?

9.17.14 b) Use o Geogebra para encontrar contraexemplos. Portanto esse ndo € um método de obtencao da trissetriz.
9.17.15 a) Use congruéncia. b) Se vocé resolveu a parte a) certamente usou um argumento que ainda nao foi validado
pela teoria desenvolvida até aqui.

9.17.16 Sim, foi visto no Problema 9.15.14. A construcdo da Figura 9.60 s6 depende do Axioma 12. O argumento
depende do Teorema do Angulo Externo 9.37.

9.17.17 Precisamos. Mas, estando os axiomas bem sedimentados em nossa mente, ndo precisamos mais cita-los.

9.17.18 Como diz o ditado, quem trabalha muito obtém recompensas.

Problemas 10.3

10.3.1 Releia a definicao de reta reversa e o resultado do Teorema 9.5.

10.3.2 Examine todas as retas e planos.

10.3.3 Proceda por contradicao.

10.3.4 Use o Axioma 16.

10.3.5 Comece observando que a primeira reta é, na verdade, uma transversal as duas retas paralelas.
10.3.6 Para a primeira parte, use o Teorema de Pasch. Para a segunda, siga a sugestao.

10.3.7 Nao é possivel. Justifique.

10.3.8 Use a Proposicdo 10.7 duas vezes.

10.3.9 Um jeito é ligar os pontos médios de dois lados de um tridngulo.

10.3.10 Novamente use a Proposicdo 10.7 duas vezes.

10.3.11 Uma forma é usar diretamente a defini¢ao 9.34 de quadrilatero convexo.

10.3.13 Agora é possivel demonstrar que o quadrilatero de Sacheri é um retangulo.

10.3.14 Use o Coroldrio 10.5.

10.3.15 Use propriedades dos paralelogramos.

10.3.17 Um jeito € usar o Teorema 10.16.

10.3.19 Primeiro use o resultado do Problema 9.15.6 para ver que o quadrildtero é convexo.

10.3.21 Para construir paralelogramos nao retangulos, construa paralelogramos com angulos # 90°.
10.3.22 Vocé considerou trapézios?
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10.3.23 Para as duas afirmacdes use congruéncias e propriedades dos paralelogramos.

10.3.24 a) Use congruéncias e propriedades. b) A reciproca, como estd posta, é falsa. Arrume a reciproca para que se
torne uma afirmacao verdadeira.

10.3.25 a) Use congruéncias e propriedades. b) A reciproca é falsa.

10.3.26 Faga um desenho para perceber os argumentos.

10.3.27 E um retangulo.

10.3.28 Use congruéncias e propriedades. A reciproca é verdadeira.

10.3.29 Desenhe o segmento e uma diagonal. Use o Teorema 10.17.

10.3.30 Um jeito é usar o Teorema 10.17.

10.3.31 Construa primeiro o dngulo.

10.3.32 Use o Teorema 10.8 e o Problema 10.3.30. Para a reciproca, faca uma cépia do triangulo retangulo ao lado do
angulo de 30°.

10.3.33 Use o Teorema 10.17. Vocé se lembrou de considerar o caso ndo convexo?

10.3.34 a) A frase é: o ponto é equidistante dos trés vertices do tridngulo.

10.3.35 Obtenha a desigualdade para uma mediana, e depois some as trés.

10.3.36 Use as Proposicoes 9.26 € 10.7.

10.3.37 Considere uma das alturas, e tome a projecdo de P sobre ela, repartindo-a em dois segmentos.

10.3.38 Um jeito é comecar usando o Teorema 10.16.

10.3.39 O método descrito fornece uma tnica paralela, mas poderia haver outra paralela obtida por outro método.
10.3.40 Dado um tridngulo, ligue os pontos médios dos trés lados.

10.3.41 O erro esté logo no comeco.

10.3.42 Nas condigoes da Figura apresentada, aproxime o ponto 2 do rio perpendicularmente em um valor igual a

largura do rio.

Problemas 10.5

10.5.1 Chame a/b = k, e manipule as fracoes.

10.5.2 Arazdo de semelhanca é 2, e os lados medem 10, 16 e 22.

10.5.3 Una dois pontos médios. Que propriedades tem esse segmento?

10.5.4 Se m e n nao sdo paralelas e se encontram em um ponto, use varias vezes a observacao feita em seguida ao
Teorema 10.21.

10.5.5 Sim, vale.

10.5.7 Usando triangulos semelhantes mostre que % = %.

10.5.8 Use semelhanca de triangulos.

_ _ad _ _bd
10.5.9)6—% e y—m.

10.5.10 a) lado=a, d = av/2. b) Lados ae b, d = Va? + b2. c) lado=a, h = ‘?a. d) Laterais= a e base= b, altura do

vértice= %\/4&12 — b? e alturas dos lados = % 4a? - b2,

10.5.11 a) sen(45°) = cos(45°) = —5. b) e ¢) sen(60°) = cos(30°) = ¥3 ¢ 5en(30°) = cos(60°) = 1.
10.5.12 Marque os pontos C e D como na Figura 10.29, e use semelhanca de triangulos.
10.5.13 a, av2 e av/5.
10.5.14 Use as relagdes da Proposicao 10.26.

5 i +b?-a -b*+a
10.5.15 Com as anota¢oes da Figura 10.38, temos m = “—_—* e n = ==~ Calcule os outros casos.
10.5.16 Basta demonstrar para um dos lados. Escolha uma altura conveniente e use o Teorema de Pitdgoras (ou os
resultados do Problema 10.5.15). Considere os trés casos gerados pela posicao do pé da altura.
10.5.17 Um jeito é construir um tridngulo retangulo congruente ao tridngulo dado.
10.5.18 Use que a média aritmética de dois nimeros positivos é menor ou igual a sua média quadratica, e que a
igualdade ocorre se, e somente se, 0s nimeros sdo iguais.
10.5.20 mq = 1V2b% +2¢2 — a?.
10.5.21 a) Desenhe os tridngulos e suas alturas. Suponha que G ndo esteja no interior de EF (essencialmente sao
dois casos). Examine os dngulos e obtenha contradicdo. b) Seja k = AB/DE a razdo de semelhanca. Demonstre que
AH/DG = k (essencialmente sao trés casos).
10.5.22 Use o caso LAL de semelhanca.
10.5.23 a) Mostre primeiro que a/2 < b (use contradicdo). A razio é v/2.
10.5.24 a) Mostre primeiro que a > b. b) Mostre primeiro que a/(a— b) = a/b. Portanto b/(a— b) é arazdo do terceiro
retdngulo remanescente. c) ¢ = %5 ~ 1,618. d) Se ABCD é um retangulo com AD = xe AB=y,sendo x> ye
x/y =¢, mostre que x/y = y/(x—y).
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10.5.25 Se o lado do triangulo é a, o lado do quadrado é a(2v/3 —3). No lado do triangulo que contém o lado do
quadrado, a distancia entre os vértices é a(2 — V3).

10.5.26 Sugestao: com as notacdes da Figura 10.40, considere a paralela a AD por C que encontra AB em E.
10.5.27 Sugestao: com as notacdes da Figura 10.41, considere a paralela a AD por C que encontra fﬁ em E.

Problemas adicionais 10.6

10.6.1 Parece que a melhor forma é considerar varios casos: 1. AB L r; 2. AB \re A,Ber;3. AB Ir,AereB¢r (ou
vice-versa); 4. :ﬁ X r eospontos Ae B estdo em lados opostos dareta r; 5. E X r eospontos Ae B estao do mesmo
lado de r.

10.6.2 Em cada uma das duas situacoes, considere os varios casos que se fazem necessarios. Mas, se ndo quiser lidar
com muitos formalismos, pode proceder através de desenhos.

10.6.3 Use contradicdo e o Axioma 12 da constru¢do de angulos.

10.6.4 Novamente proceda por contradicao.

10.6.6 Siga a sugestao do enunciado.

10.6.8 Se as paralelas por T e M encontram AC nos pontos S e U, respectivamente, entdo S é ponto médio de AN e U
de CN.

10.6.9 Use semelhanca de tridngulos. A distancia é bc/(b + c).

10.6.10 Primeiro use a condicdo AB > AC para determinar a posi¢cdo de E. Para obter a propor¢do use os resultados
dos Problemas 10.5.26 e 10.5.27. Depois use o resultado do Problema 9.11.14 para ver que AD L AE.

10.6.11 b, = ﬁ Vbel(b+c)?—a?] = ﬁ vVbes(s—a) (s é o semiperimetro).

10.6.12 E possivel. Para investigar e se orientar, use o Geogebra. Para fazer célculos, use o Teorema de Pitagoras.

Temas para investigacao 10.7

10.7.1 Elabore as perguntas.

10.7.2 A reflexdo de cada uma dessas figuras é a ela congruente.

10.7.3 Use o Geogebra para fazer suas investigacoes.

10.7.4 a) Um jeito é comecar construindo um angulo ZAOB de medida 60° usando o Axioma 12 da construcdo de
angulos e tal que OA = OB.

10.7.5 b) Um trapézio se diz isdsceles quando os dois lados opostos ndo paralelos tém a mesma medida. c) Por exem-
plo, as diagonais de um trapézio se encontram em um ponto e os segmentos determinados por esse ponto em uma
diagonal sdo proporcionais aos segmentos determinados na outra. Exemplos de propriedades do trapézio is6sceles:
(i) os angulos contiguos a mesma base sdo congruentes; (ii) as diagonais sdo congruentes; (iii) os quatro angulos que
as diagonais determinam com as bases sdo congruentes; (iv) os lados paralelos tém a mesma mediatriz; (v) se em um
quadrilatero dois lados opostos tém a mesma mediatriz entao ele é um retangulo ou um trapézio isésceles.

10.7.6 Use desenhos para descobrir as condi¢des. O Geogebra pode ajudar bastante.

10.7.7 Considere os casos a > b (como na Figura), e a = b. Para resolver observe tridngulos com segmentos unindo
pontos médios de dois lados.

10.7.8 a) Faca desenhos para descobrir propriedades. b) O retdngulo inscrito de &rea méxima tem 4rea igual a metade
da drea do triangulo. c) Todo tridangulo tem quadrado inscrito.

10.7.9 Faca suas investigagoes.

10.7.10 Facga suas leituras.

10.7.11 @) (n—1)(m—1). b) Zm=ln=l)

10.7.12 A reciproca vale nos dois casos. Faca bons desenhos e use o resultado do Teorema 10.23.

10.7.13 a) Considere OP e PG e mostre que os angulos com vértice em P somam 180°. b) Use que OAP ~ OCG. c) Use
que OPP' ~ OGG'.

10.7.14 a) Considere AB e BC e mostre que os angulos com vértice em B somam 180°. O mesmo ocorre em C e D. b)
Use que AJB Z BKC, etc. ¢) Use que ABB' ~ AEE'.

10.7.15 Dado um paralelogramo, o segmento que une os pontos médios de dois lados opostos quaisquer tem uma
propriedade que o autor deste livro se esqueceu de colocar nas listas de problemas.

10.7.16 Uma dica é fazer o desenho no Geogebra para descobrir o teorema. Para demonstrar, use congruéncia de
tridngulos.

10.7.17 a) Use o Teorema de Pitdgoras. b) Qual é a férmula que substitui o Teorema de Pitdgoras em um triangulo
qualquer?

10.7.18 a) Traduza os passos da dobradura em condicdes algébricas, e use o Problema 10.3.6. Este, por sua vez, usa o
Axioma 16. b) Seja ABC um tridngulo retangulo com hipotenusa AB. Comece tomando o ponto médio D de ACer a
reta perpendicular a AC por D.
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10.7.19 Primeiro mostre como vincar uma altura com um pé no interior do lado (use o resultado do Problema 9.15.9).
10.7.20 Dado um tridngulo retingulo ABC com hipotenusa AB, na reta perpendicular a BC por B marcamos o ponto

C’ do mesmo lado que A em relagdo a BCetal que C'B = AC. Usando a Proposi¢do 10.7 obtenha o resultado. Observe,
para concluir, que BAC' é uma cépia de ABC.

10.7.21 Inicie tomando pelo ponto uma paralela a um dos lados do angulo.

10.7.22 Sao equivalentes, mas nao € facil demonstrar. Consulte https://www.cut-the-knot.org/triangle/pythpar/
PTimpliesPP.shtml#IXtol

10.7.23 Implica. Consulte o mesmo endereco acima.

Problemas 11.3

11.3.1 Se uma corda nao é um diametro, seus extremos formam um tridngulo com o centro da circunferéncia.
11.3.3 Use que a menor distdncia de um ponto a uma reta é dada pelo pé da perpendicular.

11.3.4 Use que a menor distdncia de um ponto a uma reta € dada pelo pé da perpendicular.

11.3.5 Use a parte (iii) do Teorema 11.2.

11.3.6 Use a caracteriza¢do da mediatriz como lugar geométrico.

11.3.8 Um jeito de justificar é usar diretamente o Teorema 11.2.

11.3.9 Em a) e em b) use congruéncias de tridngulos.

11.3.10 Use o Teorema de Pitagoras.

11.3.11 Use congruéncia de tridngulos, ou, alternativamente, o resultado do Problema 9.13.11.

11.3.12 Mostre primeiro que AC = BD. Demonstre em seguida que AB N CD é o centro da circunferéncia menor.
11.3.14 a) Mostre que OAC = OBD pelo caso LAA. b) Use o Axioma da Construcédo do Angulo.

11.3.15 Para todo p > AB/2 existem duas circunferéncias de raio p que contém A e B. Se p = AB/2, existe uma tnica.
Se p < AB/2, néo existe tal circunferéncia.

11.3.16 Primeiro resolva os casos T = A ou T = B. Ap6s isso demonstre que A'T = TB'. Depois considere A'OB’.

11.3.17 Examine os valores de todos os angulos.

Problemas 11.5

11.5.1 Existem trés situacoes possiveis, dependentes da comparacdo entre o raio da circunferéncia e da distancia do
ponto ao seu centro.

11.5.2 Considere os dois casos possiveis e use os lemas da secao.

11.5.3 Examine os triangulos formados por P, Q e pelos centros das duas circunferéncias.

11.5.5 Considere separadamente os casos em que as circunferéncias sao tangentes interna e externamente. Examine
os tridngulos formados por A, P e B e pelos centros das circunferéncias. Examine o caso em que esses pontos nao
formam tridngulos.

11.5.6 Examine as congruéncias dos diversos tridngulos envolvidos.

Problemas 11.7

11.7.1 Considere a mediatriz da corda.

11.7.2 av3. .

11.7.3 Considere os lados da reta AB no plano. Em algum momento vocé vai usar o Teorema Crossbar.

11.7.4 Adicione os angulos centrais correspondentes e use a Definicao 11.12.

11.7.5 Existem casos em que a afirmacao é verdadeira, e casos em que néo é. O angulo central correspondente a um
inscrito pode inscrever o arco complementar,

11.7.6 Sejam O o centro da circunferéncia e D sua intersecdo com CO. Examine os tridngulos ACB e ADB.

11.7.7 Existem trés tridangulos semelhantes.

11.7.8 Comece observando que ZACB é inscrito em uma semicircunferéncia.

11.7.9 Use que ZBAC = ZBOD.

11.7.10 Seja ¥ uma circunferéncia de centro O e raio p; e seja P um ponto fora dela. Seja 6> a circunferéncia de
diametro OP. Use a parte (iv) do Teorema 11.11.

11.7.12 Para a primeira afirmacao use congruéncias ou a caracterizacdo da bissetriz como lugar geométrico. Para a
segunda afirmacao use que num quadrildtero convexo a soma dos dngulos é 360°.

11.7.13 a) Dado E = AD n BC, mostre que ABE = CDE. b) Use que AEC ~ BED.

11.7.14 Considere o didmetro AC da circunferéncia maior. Estude o triangulo ABC.

11.7.15 Use congruéncia de tridngulos, igualmente para a reciproca.

11.7.16 Primeiro ache m(C).

11.7.18 Considere o segmento BC.


https://www.cut-the-knot.org/triangle/pythpar/PTimpliesPP.shtml#IXtoI
https://www.cut-the-knot.org/triangle/pythpar/PTimpliesPP.shtml#IXtoI
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11.7.19 a) r é secante em A e B, de modo que P— A- B, e s € tangente em C. Temos m(P) = (1/2) [mA(TSE) —m(AC)]. b)
r é tangente em A e s é tangente em C. Temos m(P) = 180° — m(AC), ou m(P) = %m(AXC) — %m(AC), em que AXC é
o0 arco complementar de AC.

11.7.20 Introduza a corda auxiliar BC.

Problemas finais 11.12

11.12.1 Comece provando que ADO = AEO.

11.12.2 ABDC ja é um paralelogramo. Mostre que todos os seus lados sdo congruentes.

11.12.4 Comece procedendo como na demonstracdo do Lema 11.18.

11.12.5 Dada uma circunferéncia de centro O e raio p circunscrita a um tridngulo, argumente que O é tnico, assim
como o valor p.

11.12.6 Desenhe um tridngulo e sua circunferéncia circunscrita, e examine os arcos subtendidos pelos dngulos em
relacdo ao posicionamento de seu centro.

11.12.7 /2420

11.12.8 Comece observando que MpMc || BC.

11.12.9 be/(a+ b+ ).

11.12.10 Dica: em que capitulo foi colocado esse problema?

11.12.11 a) Use a caracterizacao de convexidade vista no Problema 9.13.26. b) Proceda por contradi¢do.

11.12.13 Use o resultado do Lema 11.19.

11.12.14 Comece com as desigualdades triangulares nos tridngulos formados pelo baricentro e pelos lados do trian-
gulo dado.

11.12.15 Considere o vértice do quadrilatero cuja medida é < 90°.

11.12.16 O lugar geométrico na semirreta dos pontos P sdo os que satisfazem OP > p.

11.12.17 Observe que é necessario considerar separadamente o tridngulo retangulo.

11.12.18 Se o angulo do vértice do tridngulo equildtero for agudo temos a®> = 2R? + RV4R? — b?; se for reto temos
a= Rv/'2; se for obtuso temos a? = 2R?> — RV4R? — b2,

11.12.19 Use as defini¢cdes de H, O e I, e congruéncias de triangulos.

11.12.20 Pode usar diagonal de quadrado ou medida de 4angulo inscrito.

11.12.21 a) O, deve ser posto na bissetriz de ZAOB e sua distanciad; a O é d; =
11.12.22 Considere o quadrilatero ABOC.

b) r=R4-R o 010, =R+r.

_R__
sena/2* di+R

Temas para investigacao 11.13

11.13.1 Em vérias situagdes os resultados do Teorema 11.11.

11.13.2 Por exemplo, o ortocentro de um tridngulo est4 no interior de um lado se, e somente se, o tridngulo é isGsceles
e o lado referido é a base.

11.13.3 Por exemplo, uma condicdo necessdria e suficiente para que um paralelogramo tenha uma circunferéncia
circunscrita é que ele seja um retangulo.

11.13.4 Comece sua investigacdo com desenhos de tridngulos acutangulos.

11.13.5 Assuntos interessantes sdo o tridngulo de Gergonne e o ponto de Gergonne.

11.13.6 Se p é o raio da circunferéncia, as medidas das cordas sdo os valores de (0,2p]. Toda corda tem como medida
um valor nesse intervalo, e para todo valor desse intervalo existe uma corda com essa medida.

11.13.7 a) Parece 6bvio, mas primeiro é preciso demonstrar que o centro da semicircunferéncia é ponto médio do lado
do quadrado. £ =2r/v/5.b) £ =2r/v?2.

11.13.8 Ache os raios das duas circunferéncias menores em funcao do raio da maior e da medida da corda.

11.13.9 a) Demonstre que o centro é o ponto médio do lado e que R = ¢v/3/4.b) R = ﬁ Vada? - b2,

11.13.10 Junte de forma conveniente duas c6pias do tridngulo. r = %.

11.13.11 Primeiro inscreva um quadrado com dois lados nos catetos. r = %.

11.13.12 A condicao dada implica que o quadrilatero é convexo? Na literatura essa hipdtese costuma ser incluida.
Estude https://www.cut-the-knot.org/proofs/InscriptibleQuadrilateral.shtml#anotherProof
11.13.13 Existem tais pontos, denominados exincentros. Use o Geogebra para investigar.

11.13.14 Um trapézio é inscritivel sss é isdsceles. O circuncentro estd na mediatriz comum dos lados paralelos. Para
localizé-lo faga desenhos dos trés casos possiveis e use o Teorema de Pitdgoras.

11.13.15 a) Existe apenas um tipo. b) Comece observando que todo trapézio isésceles € inscritivel. Depois encontre
uma condicdo necessdria e suficiente para que seja circunscritivel. ¢) Para construir outros quadrildteros bicénctricos
consulte [58].
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11.13.16 (i) Essa configuracao é possivel. Num arranjo simétrico, as trés circunferéncias tém raio p e a quarta tem raio
p(% V/3+1). (ii) Essa configuracao é possivel. Num arranjo simétrico trés circunferéncias tém raio x e a menor tem raio
x(v/2-1). (iii) A configuracao é possivel. Num arranjo simétrico trés circunferéncias tém raio p e a menor p(% V3-1).
11.13.17 Com a notagio da Figura 11.63, dados AB, BC e o angulo B, construa o arco capaz desse angulo sobre AC.
11.13.18 Hum ... estou com uma sensacao de déja vu!

11.13.19 Hum ... j4 vi isso antes.

11.13.21 Use o Geogebra para descobrir propriedades. Em particular, a razdo entre os lados do retangulo é constante.
11.13.20 Sugestdo: comece demonstrando que a reta tangente as circunferéncias no ponto de contato é necessaria-
mente a bissetriz do triangulo equilétero.

11.13.22 Comece com um desenho geométrico da situacgao.

Problemas 12.6

12.6.1 Considere quadrildteros convexos € ndo convexos.

12.6.2 a) A congruéncia entre quadrildteros é equivalente as oito congruéncias entre seus elementos corresponden-
tes, quatro lados e quatro angulos. b) Use contradicdo. c) Reparta os quadrilateros (convexos ou ndo) usando suas
diagonais internas correspondentes.

12.6.3 Escolha a altura de forma conveniente.

12.6.4 Use o resultado do Problema 10.3.28.

12.6.5 Se ainda nao fez, demonstre primeiro que as diagonais de um retangulo sdo congruentes e se cortam ao meio.

12.6.6 a/4.

12.6.7 b) Faca uma hip6tese conveniente sobre as retas suportes das diagonais.

12.6.9 Use o resultado do Problema 12.6.8.

12.6.10 Escolha AC como base e considere os quatro casos possiveis.

12.6.11 \/T§a2_ Use o Teorema de Pitdgoras ou o resultado do Problema 12.6.10.

12.6.12 a) Mostre que a drea do tridgulo equildtero de lado 10 cm é maior do que 16v/3 cm?. Mostre que depois do
corte resulta um triangulo equilatero. b) v/3.

12.6.13 1bV4a? -2

12.6.14 Mede 24. Pode-se fazer cdlculos, mas a solucdo mais rapida usa recortes.

12.6.16 a) O pé da altura cai fora do lado de medida ¢, mas a expressado da altura é a mesma da do Lema.

12.6.15b) x = a/2.

12.6.17 Aplique a um paralelogramo qualquer a férmula da drea do trapézio.

12.6.18 Escreva as férmulas de K e L.

12.6.19 O que faz uma mediana com a drea do tridngulo?

12.6.20 ¢) Quando a reta corta o paralelogramo formando dois trapézios, observe que suas alturas sao iguais.

12.6.21 Sdo duas retas.

12.6.22 al2

12.6.23 Use a férmula do Problema 12.6.10.

12.6.24 Use o resultado do Problema 12.6.10.

12.6.25 Use a tltima f6rmula do Problema 12.6.23.

12.6.26 Use o resultado do Problema 12.6.18.

12.6.27 Considere um tridngulo P; P, P3 em um sistema Oxy com P; = (x;,y;), 1 =i < 3. Seja H o pé da altura do
tridngulo em relacdo ao lado P, P3. Use resultados de Geometria Analitica para calcular a drea %PZPP, -P1H.

12.6.28 Reparta o quadrildtero (convexo ou nao) em dois tridngulos, seguindo os vértices no mesmo sentido (anti-
hordario, por exemplo).

12.6.30 Use a defini¢do de similaridade e o resultado do Problema 10.5.21.

12.6.31 Um jeito é demonstrar primeiro que IJKL é um quadrado.

12.6.32 As vezes se obtém uma facilidade quando trocamos algo de lugar.

12.6.33 b) 232=v2) ~ 5 5365,

12.6.34 Sejam x e y os lados de um retangulo arbitrario, e seja p o perimetro fixado. Equacione a drea como uma
funcao de uma varidvel. Outra forma é usar a desigualdade das médias geométrica e aritmética.

12.6.35 Em b) use o resultado do Problema 12.6.34.

12.6.36 Um jeito é usar que (x — v/@)? = 0. Outro jeito é usar a desigualdade das médias geométrica e aritmética.
12.6.37 E 0 quadrado. Para demonstrar um jeito é usar a desigualdade das médias aritmética e quadratica.

12.6.38 Um jeito € usar o resultado do Problema 12.6.10.

12.6.39 A drea méxima é 361v/15/4. Um jeito de resolver é usar a férmula de Herdo 12.13. Outra forma consiste em
considerar uma elipse com distancia focal 19 e eixo maior 76.
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12.6.40 E o triangulo equildtero. Para demonstrar use a formula de Herdo do Teorema 12.13 e a desigualdade entre as
médias aritmética e geométrica.

12.6.41 Se for usar o resultado do Problema 12.6.18 ligue os pés das cevianas para repartir o quadrildtero em dois
tridngulos. Alternativamente pode ser usado o resultado do Problema 10.5.9 parte c).

12.6.42 630.

12.6.43 Calcule a drea de duas maneiras.

1 /(b+c—a)(a+c—b)(a+b—c)
12.6.44 5\/ :

a+b+c

12.6.45 Considere posicionamentos diferentes do ponto. Se os lados do retangulo sdo a e b, a constante é ab/V a? + b2.
12.6.46 a) Use o Lema 11.19. c¢) Use o resultado de b) para as trés circunferéncias. d) Use areas.

12.6.48 Demonstre que a soma s6 depende do tridngulo, e nao da particular posi¢cao do ponto no interior do mesmo.

Temas para investigacao 12.7

12.7.1 O Problema 12.6.19 pode servir de inspiracao.

12.7.2 Uma possibilidade é considerar retas paralelas a um dos lados.

12.7.3 Um caso facil ocorre quando de um disco se retira um disco menor.

12.7.4 Vocé pensou no tridngulo equildtero? O resultado do Tema 12.7.2 talvez possa ajudar.

12.7.5 Calcule as areas das partes em funcao da drea do paralelogramo.

12.7.6 Todas as medidas (comprimentos e dreas) devem ser expressas em funcdo do lado do quadrado dado.
12.7.7 Com as notacgdes da Figura 12.26 sua area é %hﬁ
12.7.8 Problema similar ao 12.7.3. o

12.7.9 Comece examinando as proprias retas suportes da diagonais.

12.7.10 Vabcd.

12.7.11 Propriedades das diagonais e angulos, férmulas para a area.

12.7.12 a) Naturalmente M é o ponto médio de AB. Estude os angulos e use congruéncias. e) Em geral parece que é
melhor tomar uma diagonal como base.

12.7.13 Consulte [28] para mais detalhes.

12.7.14 Consulte os livros sugeridos.

Problemas 13.8

13.8.1 Dado & = A1 A2 As... Ay, liste seus lados e seus dngulos, e conte.

13.8.2 Trabalhe com as defini¢des de semiplano, angulo e interior de dngulo.

13.8.3 Escreva o que é a intersecao dos interiores de todos os angulos, e verifique que é o mesmo conjunto da Definicao
de poligono convexo 13.3.

13.8.4 Use o resultado do Problema 9.9.2.

13.8.5 Admita 7 = 4, pois o tridangulo ndo tem diagonal. Construa uma boa notag¢ao para configurar a afirmacao.
13.8.6 Fixe um vértice e conte quantas diagonais ele determina.

13.8.7 Primeiro calcule a medida de um angulo do pentdgono regular.

13.8.8 Use uma circunferéncia com raio p = ¢/2sen(n/n).

13.8.9 Calcule primeiro a medida do angulo central do pentdgono regular.

13.8.10 Para o octégono ser equildtero os catetos dos tridngulos devem medir % =~ 5,85786. E quanto a ser equian-
gulo?

13.8.11 Em cada trapézio a base maior mede 100, a menor, 50, e a altura é 25v/3.

13.8.12 a) é falsa. Para verificar use 13.19 para escrever as coordenadas dos vértices.

13.8.13 Use 13.19 ou outra ideia.

13.8.14 Um desenho ajuda bastante.

13.8.15 O perimetro é 120. Lembrando que o hexdgono é equiangulo, faca primeiro um desenho.

13.8.16 Desenhe o octégono e a circunferéncia circunscrita com os lados em uma distribuicdo qualquer. Depois rede-
senhe escolhendo uma conveniente ordem ciclica para os lados. A medida do circunraio é g a? + b2+ abv/2.
13.8.17 Use desenhos. Para n par sdo (n—2)/2, e para n impar sdo (n—3)/2.

13.8.18 Comece com a drea do triangulo central.

13.8.19 Estude o tridngulo central do hexdgono regular.

13.8.20 A diagonal maior mede 2/, e a menor, V3¢,

13.8.21 Reparta o quadrilatero em dois tridngulos. A drea é \/ng (¢-1).

13.8.22 Uma forma é usar o resultado do Problema 13.8.4.

13.8.23 Estude a figura apresentada, particularmente o tridngulo central do octégono regular.
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13.8.24 Ajuda muito desenhar um octégono regular usando esse recurso do Geogebra e examinar os angulos dos
triangulos formados pela diagonais. Suas medidas, da menor para a maior: V2 + V20, (1+V2)0 e Va+2V2¢.

13.8.25 Para as outras relacoes use o tridngulo central do decdgono regular.

13.8.26 Desenhe as diagonais em sequéncia e examine os tridngulos assim formados. A Lei dos Cossenos pode ser

atil. As diagonais medem, da maior para a menor: (1++/5) ¢, V/5+2v/57, 3+2‘[5 /e SJ’T‘E’ /.
13.8.27 Para as outras relagoes use o triangulo central do pentdgono regular.
13.8.28 Desenhe uma diagonal e examine as propriedades do triangulo formado.

S

13.8.29 Desenhe trés diagonais e examine os angulos dos tridngulos formados. O lado do pentdgono menor é 3’_7

vezes 0 lado do maior.

13.830 £ = RV2—3; R=0V2+V3; a= RYEYS; a = 0253, 1 = 242 - V3); A= 3022 +V3); A=12a>2—V/3);
A=3R°.

13.8.31 Use propriedades trigonométricas no tridngulo central.

13.8.32 Mede 2/, cos% =2R;,sen 27”, sendo ¢, olado e R;, o circunraio.

13.8.33 b) Apenas triangulos equildteros, quadrados e hexdgonos regulares podem compor ladrilhamentos regulares
simples.

13.8.34 Em cada caso, desenhe primeiro um arranjo possivel em torno de um vértice. Depois verifique se esse arranjo
se propaga, isto é, repetindo o arranjo é possivel recobrir todo o plano.

13.8.35 a) Um jeito é comecar desenhando um quadrado. Depois ligue um de seus vértices ao vértice seguinte do
poligono.

13.8.36 Sim, é possivel.

13.8.37 Proceda com o Método da Inducdao Completa usando o Problema 12.6.27 e o Teorema 13.9.

13.8.38 Dado um poligrama regular A; A, ... A, ndo composto, tome a circunferéncia determinada por A;, Ay e As.
Demonstre que A4 também pertence a ela.

13.8.39 Tome o centro da circunferéncia circunscrita, e os segmentos perpendiculares desse centro aos lados do poli-
grama.

13.8.40 a) e b) Use o resultado do Problema 11.7.20 para calcular angulos. Temos § = 36° e & = 108°. c) E a diagonal do

pentdgono regular. A medida é %\/ 2(5+v/5).

13.8.41 a) Os angulos do octograma regular medem 45°. b) Os angulos dos vértices reentrantes medem 90°. c) ¢ =
RvV2+ V2. e) Olado do octégono interior é £(3 — 2v/2) (verbete Octagram de (84]).

Temas para investigacao 13.9

13.9.1 Considere poligramas estrelados com rn vértices, n impar, e de densidade 2.

13.9.2 O ntimero de diagonais ja foi visto no Problema 13.8.17. A medida é dy = 2R, sen
diagonal que abrange k lados inscritos no arco menor.

13.9.3 b) O que ocorre com as medidas dos angulos quando 7 — co ?

13.9.4 a) E possivel mas sem obedecer 4 regra de que as intersecdes entre os quadrados sejam lados inteiros de ambos.
f) {6/2} combinado com hexdgonos regulares. Encontre outras possibilidades.

13.9.6 Um caso facil é o hexdgono regular.

13.9.5 Confira se vale o seguinte: um n-agono regular pode rodear um m-4gono regular se n = 4m/(m —2). Os casos
possiveis sdo: (n, m) = (5,10), (6,6), (8,4) e (12,3).

13.9.7 Investigue as mesmas afirmacdes sob a hipétese de que o poligono é inscritivel em uma circunferéncia. E
quanto a poligonos circunscritiveis?

13.9.9 Sobre n =7 e 9 ja li alguma coisa por ai, s6 preciso me lembrar.

13.9.10 a) Use o Geogebra para fazer experimentos e desenhar as vdrias possibilidades. €) Uma boa ideia é investigar
0 mesmo problema para octégonos convexos. Outras possibilidades podem ser consideradas.

13.9.11 Use o que vocé descobriu na parte d) do Tema 13.9.10. Comece calculando quantos quadrados unitdrios sao
necessarios para compor um tridngulo equilédtero de lado inteiro.

13.9.12 a) As circunferéncias externas tém raio R/+/5.

13.9.13 Algo interessante pode ocorrer se ligarmos os centros dos tridngulos.

13.9.14 Por exemplo, {10/4} = {5/2} U {5/2}. Os casos {14/4} e {14/6} também sdo interessantes.

kn

*+, sendo dy a medida da

Problemas 14.3

14.3.1 Trace um arco com centro no vértice do dngulo, marque um ponto em cada lado, e meca com o compasso a
distancia entre esses dois pontos. Transporte essas medidas para outro lugar que queira.
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14.3.2 a) Desenhe o lado e construa sua mediatriz. Marque na mediatriz o ponto que dista dos extremos do segmento
a medida do lado. b) Em uma reta construa um angulo de 60°, com um lado nessa reta. O vértice do angulo é um
vértice do tridngulo. Desenhe a paralela a essa reta a uma distancia igual a medida de sua altura. O ponto de encontro
dessa paralela com o lado do angulo é outro vértice do triangulo.

14.3.3 a) Desenhe a base, sua mediatriz, e marque nela a altura. b) Desenhe o angulo e marque em seus lados segmen-
tos com medida igual a do lado dado. c) Desenhe a base e o arco capaz do angulo sobre ela. Escolha no arco capaz o
ponto adequado.

14.3.4 Comece com o angulo de 60°. Depois use bissetrizes e soma de dngulos.

14.3.5 Estude o Exemplo 14.8.

14.3.6 Construa o arco capaz de 180° — 135° = 45°, e use 0 arco complementar.

14.3.7 Desenhe o segmento BC e o angulo ZXBC congruente ao angulo dado. Depois localize o vértice A. Existem,
em geral, duas posicoes.

14.3.8 Desenhe o segmento a = BC e uma paralela a distancia &,. Depois localize o vértice A usando m,. Existem, em
geral, duas posicoes.

14.3.9 Primeiro calcule o valor do angulo agudo, e depois construa um tridngulo adequado. A solugdo néo € tnica.

14.3.10 Ao estabelecer os segmentos que serao os lados, tome b < a. Para a solucdo, construa primeiro o tridngulo

AED,com AE=a—-b, DE=ce AD =d. A condicdo é a mesma da existéncia desse triangulo: |c—d|<a—-b<c+d.

Problemas 14.5

14.5.1 Use o Teorema de Pitagoras.

14.5.2 Use o Teorema de Pitagoras duas vezes.

14.5.3 Construa primeiro um tridngulo retdngulo com um cateto de medida b e hipotenusa de medida 2b. Resulta que
o outro cateto mede bv/3.

14.5.4 Use a mesma ideia da raiz quadrada de um segmento, adaptando a Figura 14.11.

14.5.5 Use os métodos estudados.

Problemas finais 14.8

14.8.1 Um jeito é usar a diagonal do quadrado. Outro é reunir quatro cépias do quadrado e desenhar o quadrado
determinado por diagonais convenientemente escolhidas (nessa tiltima solucao néo é necessdrio o Teorema de Pita-
goras).

14.8.3 Foi construido um angulo de 60° e depois um de 30° contiguo.

14.8.4 Primeiro desenhe um quadrado e una os pontos médios de dois lados consecutivos. Estude as propriedades
dessa figura e crie um protocolo. Faca o desenho com régua e compasso e justifique. Existe mais de uma posicdo para
o quadrado. Existe mais de uma solucao.

14.8.5 Usando a notacdo da Figura 14.14, a esquerda, e o Teorema de Pitdgoras, segue que DE = R 5%@ Pelo resul-
tado do Problema 13.8.27 essa é a relacdo no pentagono regular.

14.8.6 Para demonstrar que a razdo x/y é o ntimero aureo faca o desenho e use o resultado do Problema 10.5.24.

14.8.7 Primeiro desenhe um tridngulo e estude as propriedades gerais dos pontos médios de seus lados. Depois resolva
o problema.
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Apéndice B

Créditos das figuras

Observacdo: As figuras aqui nao referidas foram construidas pelo autor com o uso do aplicativo Geogebra, do pro-
grama grafico vetorial Inkscape, do PicTex e do Tikz. As vezes usamos o GIMP para manipular figuras.

Capa e Apresentacao

Figura da capa externa Construida pelo autor com o Inkscape.

Figura da capa interna Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autor: Kattekrab. Dominio publico. Con-
sultado em outubro de 2010.

Figura da Apresentacao, pagina v Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autor: Krauskopf Tom Ma-
chovka. Dominio publico. Consultado em outubro de 2010.

Capitulo 8: A Geometria como Ciéncia

Figura 8.2 Desenho da esquerda: Imagem criada em 23 de setembro de 2026 pelo modelo de IA Gemini desenvolvido
pelo Google.

Figura 8.2 Desenho da direita: Imagem de Wikimedia Commons https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Octant_of_a_sphere.png Autor: Jacob Rus. Data: 21/04/2026. Licenca sob Creative Commons Attribution-Share
Alike 4.0 International license. Consultado em 23 de setembro de 2026.

Figura 8.3 Digitalizacdo da capa da primeira edicao de Sir Henry Billingsley em lingua inglesa de Os Elementos de
Euclides de Alexandria, datada de 1570. Imagem disponibilizada no endere¢o https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Title_page_of_Sir_Henry_Billingsley’s_first_English_version_of_Euclid’s_Elements,
_1570_(560x900) . jpg Dominio ptblico. Consultado em 6 de novembro de 2016.

Figura 8.4 Euclides de Alexandria. Imagem disponibilizada no enderego https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Euklid-von-Alexandria_1. jpg Dominio publico. Consultado em 5 de novembro de 2016.

Capitulo 9: Inicio da Geometria Euclidiana Plana

Figura 9.21Desenho de Wikimedia Commons http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Protrac
tor_Rapporteur_Degrees_V3. jpg Autor: Scientif38. Data: 25/01/2011 Licenca sob Creative Commons CCO 1.0
Universal Public Domain Dedication.

Capitulo 11: A Circunferéncia

Figura 11.42 Desenho adaptado de Wikimedia Commonshttps://commons .wikimedia.org/wiki/File:Triangle.
EulerLine.svg Autor: Herbee. Data: fevereiro de 2006. Licenga sob dominio ptblico.

Capitulo 13: Poligonos

Figura 13.23: Arte de iluminacgdo atribuida a Ibrahim al-Amidi (1314-1394) em uma pégina do manuscrito “Alcorao
do Sultdao Barquq” do Século XIV. Disponivel na Wikipedia no endereco https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Sultan_Barquq’%27s_Qur¥27an_decagram. jpg Consultado em setembro de 2026. Dominio ptblico.
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Figura 13.39: Desenho de um ladrilhamentodo plano com pentdgonos regulares, disponivel na Wikipedia https:
//commons.wikimedia.org/wiki/File:2-d_pentagon_packing_dual.svgAutor: Toby Hudson. Consultado em
junho de 2010. Licenca: Creative Commons. Consultado em marco de 2015.

Figura 13.43: Desenho artistico com poligonos, disponivel emhttp://www.freepik.com/free-photos -vectors/
design Desenho vetorial de Freepik. Permitido o uso sob referéncia. Consultado em abril de 2015.

Capitulo 14: Construcdes com régua e compasso

Figura 14.16: Foto de pintura de autoria de Christian Albrecht Jensen retratando Johann Carl Friedrich Gauss. Dis-
ponibilizadaem https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Carl_Friedrich_Gauss_1840_by_Jensen. jpg
sob dominio publico. Consultado em 21 de janeiro de 2017.

Figura 14.15: Selo comemorativo de Pierre Laurent Wantzel, disponibilizado em https://alchetron.com/
Pierre-Wantzel Direitos autorais nao referidos. Consultado em 13 de fevereiro de 2026.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:2-d_pentagon_packing_dual.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:2-d_pentagon_packing_dual.svg
http://www.freepik.com/free-photos
-vectors/design
-vectors/design
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Carl_Friedrich_Gauss_1840_by_Jensen.jpg
https://alchetron.com/
Pierre-Wantzel

Referéncias Bibliograficas

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

6]
(7]

(8]

(9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Aaboe, A. Episodios da Historia Antiga da Matemdtica. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira
de Matematica, 1984.

André, L. e Aguiar, R. Caracterizagoes de convexidade para poligonos simples. PMO, v.7, n.1,
2019, 95-121.

Baldin, Y. Y. e Furuya, Y. S. Geometria Analitica para todos e atividades com Octave e Geoge-
bra. Sao Carlos: EQUFSCar, 2012.

Barbeau, E. J., Klamklin, M. S. e Moser, W. O. J. Five Hundred Mathematical Challenges.
Washington: Mathematical Association of America, 1995.

Barbosa, J. L. M. Geometria Euclidiana Plana. 102 Edi¢do. Cole¢do do Professor de Matema-
tica. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2006.

Bass, L. E. et alii. Geometry. Boston, Massachusetts: Pearson, 2004.
Boldrini, J. L. et alii. Algebra Linear. 3% edi¢ao. Sao Paulo: Editora Harbra LTDA, 1986.

Boulos, P. e Camargo, 1. Geometria Analitica, um tratamento vetorial. Sao Paulo: Makron
Books, 1987.

Boyd, C.J. et alii. Geometry. New York: McGraw Hill, 2004.

Boyer, C. B. Historia da Matemdtica. Tradu¢dao de Gomide, E. E Sdo Paulo: Editora Edgard
Bliicher LTDA, 1974.

Braden, B. The Surveyor’s Area Formula. The College Mathematics Journal, v. 17, n. 4, 1986,
326-337.

Brasil-MEC. Base Nacional Comum Curricular. Brasil: Ministério da Educacao, 2025. https:
//basenacionalcomum.mec.gov.br/ Consultado em agosto de 2025.

Brass, P, Moser W. e Pach, J. Research Problems in Discrete Geometry. New York: Springer
Verlag, 2005.

Caetano, P. A. S. e Paterlini, R. R. O Antiparalelogramo. Revista do Professor de Matematica,
n. 107, 2023, 24-30.

Caminha, A. M. N. Geometria. Colecao PROFMAT. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de
Matematica, 2013.

Cederberg, J. N. A Course in Modern Geometries. New York: Springer Verlag, 2001.

217


https://basenacionalcomum.mec.gov.br/
https://basenacionalcomum.mec.gov.br/

218

[17]

(18]

[19]
[20]

[21]

[22]

(23]

[24]

[25]

[26]

[27]

(28]

[29]

[30]

(31]

[32]

[33]

(34]

[35]

[36]

[37]

Geometria Elementar: génese e desenvolvimento Tomo 11

Cooke, R. The History of Mathematics. A brief course. New York: John Wiley & Sons, 1997.

Costa, I. M. e Villagra, G. A. L. Caracterizacoes de tridngulos retangulos. Revista do Professor
de Matematica, n. 70, 2009, 37-40.

Croft, H. T. e Falconer, K. J. Unsolved Problems in Geometry. New York: Springer Verlag, 1991.
Cundy, H. M. e Rollett, A. P Mathematical Models. Oxford: Oxford University Press, 1961.

Dolce, O. e Pompeo, J. N. Geometria Plana. Colecao Fundamentos de Matematica Elemen-
tar, v. 9. Sao Paulo: Atual Editora, 1980.

Dunlap, R. A. Regular Polygon Rings. The College Mathematics Journal, Vol. 29, n®4 (1998),
Mathematical Association of America.

Eisenhart, L. P. Coordinate Geometry. New York: Dover Publications, 1967.

Eves, H. Foundations and Fundamentals Concepts of Mathematics. New York: Dover Publi-
cations, 1967.

Eves, H. Introducdo a Historia da Matemdtica. Traducao de Domingues, H. H. Campinas,
Editora UNICAMP, 2004.

Faber, R. L. Foundations of Euclidean and Non-Euclidean Geometry. New York: Marcel Dek-
ker, 1983.

Fowler, D. H. The Mathematics of Plato’s Academy. A new reconstruction. Oxford: Clarendon
Press, 1990.

Garcia, C. Sobre disseccoes de Loyd e Dudeney. Revista do Professor de Matematica, n. 108,
2023, 7-13.

Gomes, C. A. e Macédo, A. Heron para quadrildteros ... Brahmagupta. Revista do Professor
de Matematica, n. 64, 2007, 14-17.

Greenberg, M. ]. Euclidean and Non-Euclidean Geometries. Third Edition. New York: W. H.
Freeman Company, 1993.

Guidorizzi, H. L. Um Curso de Cdlculo. volumes 1 e 3, 52 edicao. Rio de Janeiro: LTC Editora,
2002.

Guimaraes, E E e Rosado, M. Desenhando estrelas. Revista do Professor de Matematica, n.
107, 2023, 8-11.

Henderson, D. W. e Taimina, D. Experiencing Geometry. Upper Saddle River: Pearson, 2005.

Hille, E. Analytic Function Theory. Volume 1. Segunda Edi¢ao. New York: Chelsea Publishing
Company, 1973.

Hvidsten, M. Geometry. Boston: McGrawHill, 2006.

lezzi, G. Trigonometria. Colecdo Fundamentos de Matemdtica Elementar, v. 3. Sdo Paulo:
Atual Editora, 1978.

Ignatiev, E. I. En el reino del ingenio. Moscou: Mir, 1986.



Bibliografia e Referéncias 219

[38]
[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

(48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

Jacobs, H. R. Geometry. Third Edition. New York: W. H. Freeman Company, 2003.
Karpinski, L. C. The History of Mathematics. New York: Russel & Russel, 1965.

Kline, M. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times. Oxford: Oxford University,
1972.

Krulik, S. e Reys, R. E. A Resolugdo de Problemas na Matemdtica Escolar. Trad. Domingos, H.
H. e Corbo, O. Sao Paulo: Atual Editora, 1998.

Kupitz, S. Martini, H. e Perles, M. On the polygonal diameter of the interior, resp. exterior,
of a simple closed polygon in the plane. ArXiv:1012.3541v1, 2010. http://arxiv.org/abs/
1012.3541

Lang, S. e Murrow, G. Geometry. New York: Springer-Verlag, 1988.
Larson, R. E., Boswell, L. e Stiff, L. Geometry. Evanston, Illinois: McDougal Littell, 1998.

Kin Y Li, Vector Geometry. Mathematical Excalibur, v6, n5, 2002. www.math.ust.hk/
excalibur/v6_nb.pdf

Legendre, A. M. Elementos de Geometria. Trad. Guimaraes, M. E A. Org. Guimaraes L. C. Rio
de Janeiro: Editora LIMC-UFR]J, 2009.

Lima, E. L. Areas e Volumes. Colecao Fundamentos da Matemaética Elementar. Rio de Janeiro:
Sociedade Brasileira de Matematica, 1985.

Lima, E. L. Poligonos equidecomponiveis. Revista do Professor de Matematica, n. 11, 1987,
19-25.

Lima, E. L. Qual é a soma dos dngulos (internos ou externos) de um poligono (convexo ou
ndo)? Revista do Professor de Matematica, n. 19, 1991, 31-38.

Lima, E. L. et alii. A Matemdtica do Ensino Médio. Volumes 1, 2 e 3. Colecao do Professor de
Matematica. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 1996.

Liitzen, J. Why was Wantzel overlooked for a century? The changing importance of an impos-
sibility result. Historia Mathematica 36 (2009) 374-394.

Marques, E. C. Tépicos sobre poligonos. Sdo Carlos: UFSCar, Trabalho de Conclusao de
Curso. 2012.

Meyer, W. Geometry and its Applications. Second Edition. Amsterdan: Elsevier, 2006.

Moise, E. E. Elementary Geometry from an advanced standpoint. Reading, Massachusetts:
Addison-Wesley Publishing Company, 1974.

Moise, E. E. e Downs, E L. Geometria Moderna. Volumes 1 e 2. Tradu¢do de Watanabe, R. e
Mello. D. A. Brasilia: Editora Universidade de Brasilia e Editora Edgard Bliicher, 1971.

Monteiro, L. H. J., Elementos de Algebra. Cole¢ao Elementos de Matematica. Rio de Janeiro:
Instituto de Matematica Pura e Aplicada, Universidade de Sao Paulo e Ao Livro Técnico,
1969.


http://arxiv.org/abs/1012.3541
http://arxiv.org/abs/1012.3541
www.math.ust.hk/excalibur/v6_n5.pdf
www.math.ust.hk/excalibur/v6_n5.pdf

220

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

Geometria Elementar: génese e desenvolvimento Tomo 11

Netto, S. L. Construcoes Geométricas: Exercicios e Solugoes. Colecao do Professor de Mate-
matica. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2009.

Novaes, G. P. Quadrildteros bicéntricos. Revista do Professor de Matematica n. 109, 2024, 6-
13.

Obmep. Banco de Questoes 2010 e banco de provas. https://wuw.obmep.org.br/

Paterlini, R. R. Aritmética dos niimeros inteiros. 3% ed. http://www.dm.ufscar.br/
“ptlini/livros/ Consultado em 30 de margo de 2026.

Paterlini, R. R. Aritmética dos ntimeros reais. 22 ed. http://www.dm.ufscar.br/ ptlini/
livros/ Consultado em 30 de marco de 2026.

Paterlini, R. R. Geometria Elementar génese e desenvolvimento. Tomo I: A Geometria na So-
ciedade e na Escola. 22 ed. http://www.dm.ufscar.br/ ptlini/livros/ Consultado em
30 de marco de 2026.

Paterlini, R. R. Investigacoes sobre um tipo especial de quadrildtero. Revista do Professor de
Matematica, n. 100, 2019, 24-30.

Pedro, J. C. Conexoes da Geometria Analitica com a Geometria Plana de Posicdo. Trabalho
de Conclusao de curso de graduagdao. DM/UFSCar, 2017. https://www.dm.ufscar.br/
“ptlini/TCC_Jheniffer_Camila_Pedro.pdf Consultado em 20 de junho de 2019.

Pogorelov, A. V., Geometria elemental. Traducao de Vega, C. Moscou: Editora Mir, 1974.

Polking, J. C. The Geometry of the Sphere.http://math.rice.edu/ pcmi/sphere/ Consul-
tado em abril de 2011.

PROFMAT - Programa de P6s-Graduacdo em Matemadtica em Rede Nacional. Provas e Exa-
mes. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matemadtica. https://profmat-sbm.org.br/
Consultado em 2020-2026.

Queiroz, M. L. B. e Rezende, E. Q. E Geometria Euclidiana Plana e construcoes geométricas.
22 edicdo. Campinas: Editora Unicamp, 2008.

Royster, D. C. Spherical Geometry. http://www.math.uncc.edu/~droyster/math3181/
notes/hyprgeom/node5.html Consultado em abril de 2011.

Revista do Professor de Matemaética. Secdo de Problemas. Diversos numeros. Rio de Janeiro
e Sao Paulo: Sociedade Brasileira de Matematica e Universidade de Sao Paulo.

Rudin, W. Principios de Andlise Matemdtica. Traducao de Brito, E. R. H. Rio de Janeiro: Ao
Livro Técnico S. A. e Editora Universidade de Brasilia, 1971.

Sallum, E. M. Ladrilhamentos. 2007. https://www.ime.usp.br/ matemateca/textos/
ladrilhamentos.pdf. Consultada cépia particular.

Sampaio, J. C. V. e Dias, C. Desafio Geométrico. Médulo I, Curso de Especializacao Matema-
tica na Pratica. Cuiaba: Central de Texto, 2013.

Sanchez, J. E. S. On Periodic Tilings with Regular Polygons. Tese de Doutorado. Rio de Ja-
neiro: IMPA, 2020. 158 p.


https://www.obmep.org.br/
http://www.dm.ufscar.br/~ptlini/livros/
http://www.dm.ufscar.br/~ptlini/livros/
http://www.dm.ufscar.br/~ptlini/livros/
http://www.dm.ufscar.br/~ptlini/livros/
http://www.dm.ufscar.br/~ptlini/livros/
https://www.dm.ufscar.br/~ptlini/TCC_Jheniffer_Camila_Pedro.pdf
https://www.dm.ufscar.br/~ptlini/TCC_Jheniffer_Camila_Pedro.pdf
http://math.rice.edu/~pcmi/sphere/
https://profmat-sbm.org.br/
http://www.math.uncc.edu/~droyster/math3181/notes/hyprgeom/node5.html
http://www.math.uncc.edu/~droyster/math3181/notes/hyprgeom/node5.html
https://www.ime.usp.br/~matemateca/textos/ladrilhamentos.pdf
https://www.ime.usp.br/~matemateca/textos/ladrilhamentos.pdf

Bibliografia e Referéncias 221

[75]

[76]
[77]
(78]
[79]

(80]

[81]

[82]

(83]

(84]

Severi, E Elementos de Geometria. Tomos primeiro e segundo. Traducao para o espanhol por
Escobar, T. M. Barcelona/Buenos Aires, Editorial Labor, 1929.

Smith, D. E. History of Mathematics. volumes I e II. New York: Dover Publications, 1958.
Stillwell, J. Numbers and Geometry. New York: Springer-Verlag, 1998.

Struik, D. J. A Concise History of Mathematics. 32 edi¢ao. New York Dover Publications, 1967.
Truffault, B. Géométrie Elémentaire. Paris: Ellipses Editions, 2001.

Vinberg, E. B. (ed.) Geometry II. Encyclopaedia of Mathematical Sciences, volume 29. Berlin:
Springer Verlag, 1993.

Waerden, B. L. van der. Geometry and Algebra in Ancient Civilizations. Berlin: Springer Ver-
lag, 1983.

Wagner, E. Construgoes Geométricas. Colecao do Professor de Matematica. Rio de Janeiro:
Sociedade Brasileira de Matematica, 1993.

Weisstein, Eric W. MathWorld-A Wolfram Web Resource. Itens consultados: Triangle; Ende-
reco geral: https://mathworld.wolfram.com/ Consulta no periodo 2016-2026.

Wikipedia. Informacdes e figuras. Itens consultados: Al-Biruni; Bisection; Bissetriz; Brets-
chneider’s formula; Circumcircle; Circumference; Dodecagon; Encyclopedia of Triangle Cen-
ters; Estrela (poligono); Euclidean tilings by convex regular polygons; Euclides; Geometria
esférica; Henry Billingsley; Hexagon; Incircle and excircles; Linha de Euler; Median (geo-
metry); Octagram; Octant of a sphere; Octogone (versdo em francés); Orthocenter; Os Ele-
mentos; Pentdgono; Pitot theorem; Polygram (geometry); Proclus; Propor¢do durea; Regular
polygon; Quadrilateral; Star polygon; Terence Tao; Triangle; Triangle center. Endereco geral:
https://en.wikipedia.org/wiki/ Consultas no periodo 2007-2026.


https://mathworld.wolfram.com/
https://en.wikipedia.org/wiki/

222 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento Tomo 11



Indice de autores

Alexandre III (356-323 a.C.), 7
Aristoételes (384-322 a.C.), 10
Arquimedes (287-212 a.C.), 169, 171, 172

Birkhoff, G. D. (1884-1944), 8
Bourbaki, 98
Brahmagupta (598-c. 670), 147

Dudeney, E. H. (1851-1930), 159
Dumont, A. S. (1873-1932), 12

Escola

Alexandria, 14

de Alexandria, 98

Pitagorica, 1,5

Platénica, 1
Euclides (c. 300 a.C.), v, 1,4, 7, 8, 14, 215
Euler, L. (1707-1783), 126

Gauss, J. C. E (1777-1855), 153, 184, 199, 216

Henry Billingsley (c.1538-1606), 8, 215
Herao (c. 10-80), 145, 146
Higgs, P W. (1929-2024), 3
Hilbert, D. (1862-1943), 8

Ibrahim al-Amidi (1314-1394), 177
Jensen, C. A. (1792-1870), 216
Kepler, J. (1571-1630), 154
Lindemann, C. L. E (1852-1939), 199
Os Elementos, 1, 4, 7, 98

Pasch, M. (1843-1930), 33, 68

Pitagoras (c. 585-500 a.C.), 1, 5, 14, 87, 156
Platao (c. 428-427 a.C.), 7

Proclus L. Diadochus (412-485), 1
Ptolomeu I Soter (c. 367-283 a.C.), v, 7, 14

Roberval, Gilles P. de, (1602-1675), 99
Saccheri, G. G. (1667-1733), 2, 47
Tales, c. 546 a.C., 5, 157

Wantzel, P. L. (1814-1848), 199, 216

223



224 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento Tomo 11



Indice de assuntos

A-B-C,25 regides poligonais, 139
AB, 24, 25 retangulo, 141
AB<CD,52 trapézio, 144
ABC, 25 triangulo, 143
ABCD, 46 Axioma das Paralelas, 102
AB=CD,25 axioma, o que é, 6, 15
/BAC, 33 Axioma 1 (nao trivialidade), 17
n,9 Axioma 2 (dareta), 18
U, 9 Axioma 3 (incidéncia entre pontos e planos), 18
?,8 Axioma 4 (incidéncia entre reta e plano), 18
A<B,52 Axioma 5 (incidéncia entre planos), 20
€,8 Axioma 6 (da distancia), 23
¢8 Axioma 7 (da régua), 24
AB, 18 Axioma 8 (da colocagdo da régua), 24
AB, 25 Axioma 9 (da separacao do plano), 29
1,35 Axioma 10 (da separacdo do espaco), 30
c9 Axioma 11 (da medida de angulos em graus), 34
AB, AXB, 114 Axioma 12 (da construcao de angulos), 34
d(A,B), 24 Axioma 13 (da adicao de angulos), 34
m(/BAC), 34 Axioma 14 (do suplemento), 35
Axioma 15 (da congruéncia LAL), 41
angulo, 33 Axioma 16 (da unicidade da reta paralela), 71
agudo, 35 Axioma 17 (da érea), 140
alterno externo, 70 Axioma 18 (da soma de areas), 140
alterno interno, 70 Axioma 19 (da 4rea de triangulos congruentes), 140
bissetriz, 35, 63 Axioma 20 (da 4drea de quadrados), 140
complementar, 35 Axioma 20 (da unidade de area), 149
congruéncia, 35
correspondente, 70, 72 bissetriz, 35
exterior, 33
interior, 33 cateto, 35
lado, 33 ceviana, 42, 64
medida, 34 circunferéncia, 25, 103
medida em radianos, 173 angulo central, 114
obtuso, 35 angulo inscrito, 114
oposto ao lado, 33 arco, 114

oposto pelo vértice, 35
par linear, 35
replementar, 175
reto, 35
suplementar, 35
trissetriz, 67
vértice, 33
antiparalelogramo, 158
area
axiomas, 139
paralelogramo, 144

225

medida em graus, 172
medida em radianos, 173
circunraio, 124
circunscrita, 124
comprimento, 169, 170
corda, 25
diametro, 25
e angulos, 114
exterior, 28, 103
féormula do comprimento, 171
inraio, 124



226 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento Tomo 11

inscrita, 124 féormula da édrea, 172
interior, 28, 103 setor
medida em graus de um arco, 114 medida em graus, 173
posicao relativa com outra circunferéncia, 108 medida em radianos, 173
posicao relativa com uma reta, 103 distancia
poténcia de um ponto, 122 entre ponto e reta, 56
raio, 25 entre pontos, 24
reta tangente, 104 distancia entre parapelas, 73
tangente a circunferéncia, 108 dividir na mesma razao, 82
circunraio, 156
conceitos primitivos, 6 elemento, 8
conjunto, 8 espago, 15
convexo, 26 estar entre, 25
diferenca, 9 experimentos
disjunto, 9 ladrilhamento, 185, 186

intersecao, 9 mecanico, 98, 99, 137

subconjunto, 9

ia Férmula
uniao, 9 e -
unitario, 26 ra ~rnagup a,
i Herao, 146
vazio, 8 )
construgao férmula
aritmética, 194 Gauss, 153
bissetriz, 191 Ceometria

decédgono regular, 197, 198
mediatriz, 189

paralela, 192
paralelogramo, 194
poligonos regulares, 197
quadrado, 190

raiz quadrada, 195
tangentes, 191

como ciéncia, 3

de trés pontos, 16
Geometria da Superficie Esférica, 6, 21, 71
Geometria Euclidiana, 15

historia, 7

oqueé, 6,15
geometrias ndo euclidianas, 6

transporte angulo, 193 hipotenusa, 35

trapézio, 194

triangulo, 192-194 incentro, 124

triangulo equilatero, 193 inducao, 4

triangulo isdsceles, 193 inraio, 155
Construgoes com régua e compasso, 189
contraexemplo, 10 ladrilhamento, 183
coordenada de um ponto, 24 Lei dos cossenos, 88, 91
correspondéncia Lei dos senos, 133

ALA, 41 linha poligonal, 62, 161

HC, 54 L(’)gica, 9

LAA, 53 losango, 78

LAL, 41 . NP

LLL, 41,43 método axiomatico, 6
cosseno, 87 método cientifico, 3

método matematico, 3, 5

decomposicio mediatriz, 37

Dudeney, 159 .

N namero

triangulo, 159 4ureo, 92, 200
dedugao, 1, il niimero 7
demonstracao, 9 definicdo, 171

direta, 9

namero perfeito, 4

por contraposigao, 10 numeros construtiveis, 198

por reducao ao absurdo, 10
desigualdade triangular, 56, 62 ortocentro, 125
disco

area, 169, 171 pantégrafo, 98



Indice de assuntos

paralela
retas, 69
paralelas
axioma, 71
paralelogramo, 73
area, 144
altura, 144
pé da perpendicular, 45
perpendicular, 35
pé, 45
pertence, 8
plano, 15
poligono
linha poligonal, 62
poligono, 161
area com coordenadas, 184
angulo, 161
angulo externo, 165
circunscrito, 167
convexo, 162
diagonal, 161
diagonal interior, 164, 174
estrelado, 176
inscrito, 167
lado, 161
nao convexo, 174
octograma, 176
perimetro, 161
regular, 166
triangulacgao, 164, 174
vértice, 161
poligono regular
apoOtema, 168
circunferéncia circunscrita, 167
circunferéncia inscrita, 167
elementos, 168
triangulo central, 168
poligonos, 161
poligrama, 176, 177
p-grama, 177
composto., 177
regular, 177
ponto, 15
simétrico, 45
pontos
colineares, 17
coplanares, 17
projecao
conjunto sobre reta, 45
ponto sobre reta, 45
proporcao, 82
proposicao, 9
condicional ou implicativa, 9
contraria, 9
contrapositiva, 9
reciproca, 9

quadrado, 77

quadrilatero, 2, 46, 51
area, 147, 152, 153
angulos consecutivos, 46
bicéntrico, 136, 159
concavo, 46
circuncentro, 128, 132
circunscritivel, 127
circunscrito, 127
convexo, 46, 51
diagonal, 46, 51
especial, 136
féormula de Brahmagupta, 147
incentro, 128, 132
inscritivel, 127
inscrito, 127
lados consecutivos, 46
pipa, 159
plano, 46
reta suporte, 46
trapézio, 97
unicéntrico, 136
vértice reentrante, 52
vértice saliente, 52
vértices consecutivos, 46
quadrilatero de Saccheri, 47, 63, 77
quarta proporcional, 196

radiano, 173
razao de semelhanca, 84
regido
poligonal, 139
triangular, 139
regido poligonal
area, 140
retangulo, 66, 77
area, 141
4ureo, 92, 200
razao, 92
semelhante, 92
reta, 15
reta suporte, 25
retas
concorrentes, 18
paralelas, 68, 69
perpendiculares, 36, 44
reversas, 69
retas paralelas, 69

segmento, 25
comprimento ou medida, 25
congruéncia, 25
extremidades, 25
interior, 25
liga ponto e reta, 45
ponto médio, 27

semelhanca, 69, 84

semicircunferéncia, 87, 114
medida em graus, 114

semiespaco, 30

227



228

lado, 30

oposto, 30

origem, 30
semiplano, 30

lado, 30

oposto, 30

origem, 30
semirreta, 25

oposta, 25

origem, 25
seno, 87
separacao da reta, 30, 32
sequéncia dedutiva, 10
simétrico, 45
sistema de coordenadas, 24

tangente, 87

Teorema
de Tales, 82-84
Fundamental da Proporcionalidade, 82
Pitagoras, 87, 147, 156

tetraedro, 32

trapézio, 97, 144
altura, 144
area, 144

triangulo, 25
acutangulo, 35
altura, 42
angulo, 33
angulo adjacente, 52
angulo externo, 52, 72
area, 143, 146, 151, 153
baricentro, 126
bissetriz, 42
cdlculo altura, 145, 152
célculo mediana, 92
célculo bissetriz, 96
centro de equilibrio, 127
centro de massa, 127
centro geométrico, 127
centréide, 126, 127
centroide ou baricentro, 95
ceviana, 42
circuncentro, 79, 97, 124
circunscrito, 124
congruéncia, 39
equilatero, 62, 97
escaleno, 25
exincentro, 136
férmula de Herao, 146
incentro, 64
inscrito, 124
interior, 32, 62
isosceles, 25, 42
lado, 25
mediana, 42
obtusangulo, 35
ortico, 135

Geometria Elementar: génese e desenvolvimento Tomo 11

ortocentro, 66

perimetro, 25

pontos notdveis, 123

reta de Euler, 126

retangulo, 35, 54, 59, 72, 86
semelhanca, 84

semiperimetro, 25

soma dos angulos, 5, 6, 72

soma dos angulos internos, 80, 100, 101
vértice, 25



	Sumário
	Apresentação
	A Geometria como Ciência
	Introdução
	Como é construída a Matemática
	Examinar desde os princípios
	O que é um sistema axiomático
	Pequena História da Geometria Euclidiana
	Aspectos elementares de Conjuntos
	Um pouco de Lógica
	Construção de uma sequência dedutiva
	Problemas

	Início da Geometria Euclidiana Plana
	Introdução
	Acepções iniciais
	Problemas
	Axiomas de existência e posição
	Problemas
	Axiomas de medida
	Problemas
	Axiomas de separação
	Problemas
	Axiomas sobre ângulos
	Problemas
	Congruência de triângulos
	Problemas
	Desigualdades geométricas
	Problemas
	Problemas adicionais
	Temas para investigação

	Retas paralelas e semelhança
	Introdução
	Retas paralelas em um plano
	Problemas
	Semelhança e aplicações
	Problemas
	Problemas adicionais
	Temas para investigação

	A circunferência
	Introdução
	Retas e circunferências
	Problemas
	Posições relativas de duas circunferências
	Problemas
	Circunferências e ângulos
	Problemas
	Circunferências, pontos e retas
	Pontos notáveis do triângulo
	Quadriláteros e circunferências
	Construção do arco capaz
	Problemas finais
	Temas para investigação

	Área de regiões poligonais
	Introdução
	Conceitos iniciais de área
	Área das principais figuras
	Reduzindo o Axioma 20
	Completando os axiomas de área
	Problemas
	Temas para investigação

	Polígonos
	Introdução
	Definição e nomenclatura de polígonos
	Polígonos convexos
	Polígonos regulares
	Sobre o comprimento da circunferência e a área do disco
	Polígonos não convexos
	Poligramas regulares
	Problemas
	Temas para investigação

	Construções com régua e compasso
	Introdução
	Algumas construções iniciais
	Problemas
	Aritmética das construções geométricas
	Problemas
	Construção de alguns polígonos regulares
	Números construtíveis
	Problemas finais

	Respostas e sugestões
	Créditos das figuras
	Referências Bibliográficas
	Índice de autores
	Índice de assuntos

