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Apresentacao

Hd um caminho fdcil para a Geometria ?*

Sobre este texto

Este texto foi inicialmente escrito como uma tentativa de orientacdo para
os estudos de Geometria a serem realizados na disciplina Geometria - Te-
oria e Experimentacdo do Programa de p6s-graduacao em Ciéncias Exa-
tas (PPGECE) da UFSCar. Foi aplicado para as turmas de 2010, 2011 e
2012. Estamos agora fazendo ampliacdes e incluindo mais detalhes com
o objetivo de preparar um texto para ser usado também em cursos de
formacao e atualiza¢do de professores do ensino bdsico.

Nossa concepc¢ao fundamental

A interagdo entre o ensinar e o aprender no campo das formas, em
todos os reinos da natureza, gera a Geometria como forca criativa.

Agradecimentos

Agradeco aos colegas professores do PPGECE e demais colegas do Departamento de Matemad-
tica da UFSCar que tém contribuido com esse texto. Agradeco principalmente aos estudantes de
mestrado do PPGECE das turmas de 2010, 2011 e 2012, e aos estudantes do curso de licenciatura
em Matematica da UFSCar.

Tudo que estd escrito aqui (bem, quase tudo) aprendi com meus professores ou em livros e
outros textos, a todos minha gratiddo. Esforcei-me em fazer as referéncias corretas na Bibliogra-
fia. Uma observacao especial: inimeras informacdes e imagens que aqui utilizei eu as obtive na
Wikipedia, um belo projeto coletivo.

Sao Carlos, 23 de abril de 2015.

Prof. Roberto Ribeiro Paterlini.

Sobre a 22 edicdo

Para facilitar as atualizacdes assim como o uso docente e discente, repartimos o texto da 12
edicao em Tomos. Realizamos correcoes e completamos partes faltantes.

Sao Carlos, 31 de outubro de 2026.

Prof. Roberto Ribeiro Paterlini.

'Pergunta que teria sido feita a Euclides pelo Rei do Egito Ptolomeu I.

ii
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Apresentacao do Tomo IV: Tépicos de Geometria Elementar

Neste Tomo IV de nosso texto “Geometria Elementar génese e desenvolvimento”, temos o ob-
jetivo de desenvolver alguns assuntos de interesse do futuro professor de Matemadtica. Nos cursos
de Licenciatura, temas como Isometrias, Geometria da Superficie Esférica e Geometria Hiperb6-
lica, sdo abordados em trabalhos de conclusdo de curso ou em Iniciacdo Cientifica por um ou
outro estudante. Nossos resumos tém a pretensdo de apresentéd-los a todos. Aproveitamos ainda
para fazer uma conexdo da Geometria Euclidiana Plana com a Geometria Analitica, mostrando
que, essencialmente, tratam da mesma matéria, mas com métodos diferentes.

Segue um resumo bem suscinto de cada capitulo.

Capitulo 20: Geometria euclidiana com coordenadas. O sistema cartesiano de coordenadas pro-
porciona um modelo para a Geometria Euclidiana. Ele é estudado, normalmente, em cursos de
Geometria Analitica. No presente texto chamamos a atencao para alguns pontos de contato mais
estreito entre a Geometria Euclidiana Axiomadtica e a Geometria com Coordenadas. Por simplici-
dade, limitamo-nos ao plano.

Capitulo 21: Isometrias do plano. As transformacoes do plano que preservam distancia cons-
tituem um instrumento para o desenvolvimento e uso do conceito de congruéncia no ambiente
da Geometria com Coordenadas. Alguns especialistas defendem o uso desse instrumento logo no
inicio do aprendizado da Geometria. Claramente ndo foi assim que procedemos nesta colecao.
Agora, no final de nosso curso, fazemos uma apresentac¢ao, identificamos as isometrias do plano
e estudamos algumas de suas propriedades.

Capitulo 22: Geometria da Superficie Esférica (GSE). Comentada no Capitulo 8 do Tomo II, cons-
titui interessante opcao a Geometria Euclidiana. Aqui desenvolvemos os principais conceitos da
GSE e estudamos algumas de suas propriedades.

Capitulo 23: Geometria Hiperbdlica (GH). Geometria que, a cada dia, ganha mais importancia.
Seu estudo nao é facil, pois seus modelos sdo um tanto complicados. Neste texto apresentamos as
propriedades mais elementares da GH.

Capitulo 24: Outros Tépicos de Geometria Euclidiana. Fazemos uma vista em volumes de s6lidos
e area de superficies, trazendo sua conexao com métodos de Andlise. Pode ser de interesse, ainda,
alguns problemas de Geometria Discreta e de Probabilidade Geométrica.
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Capitulo 20

Geometria euclidiana plana com
coordenadas

20.1 Introducao

Estivemos estudando, nos Tomos II e III desta colecdo, um sistema axiomatico para a Geome-
tria Euclidiana. Acompanhamos as ideias de alguns autores, como [38], e adotamos um sistema
adaptado do que foi proposto pelo matematico George D. Birkhoff em 1932. Esse sistema assume
que ja foi construido o conjunto dos nimeros reais e que sdo conhecidas suas propriedades basi-
cas. Com isso obtemos uma grande simplificacao e nos aproximamos da forma com que a Geo-
metria costuma ser apresentada no Ensino Fundamental.

Neste Capitulo construimos um modelo para a Geometria Euclidiana, denominado Geometria
Analitica. Consiste em considerar o conjunto R® = R x R x R e definir algebricamente os obje-
tos geométricos. E um dos modelos mais utilizados da Geometria Euclidiana, pois permite o uso
intensivo dos métodos algébricos, conferindo grande facilidade na manipulacdo dos objetos geo-
métricos e na generalizacao para dimensoes superiores.

O conjunto R dos nimeros reais é utilizado para modelar a reta, R? ¢ utilizado para modelar
o plano e R3, o espaco. Se n > 3, chamamos R” de espaco multidimensional. Neste texto nos
limitamos em considerar R?, e restringimos nossos estudos a alguns aspectos desse modelo. Para
obter mais detalhes confira observacoes do autor [23], pagina 140 e seguintes.

20.2 Um modelo algébrico da Geometria Plana
O conjunto R?, chamado produto cartesiano de R por R, pode ser assim representado:
R® = {(x, )] x,y €R}.

O simbolo (x, y), denominado par ordenado, significa que estamos tomando os ntimeros reais
x e y em ordem, isto é, em (x, y), x é o primeiro nimero (chamado abscissa) e y é o segundo ni-
mero (chamado ordenada). Entendemos que os pares ordenados obedecem a seguinte condi¢do
de identidade:

xy)=(wv) = x=wey=v

Para construir nosso modelo de geometria, consideramos esse conjunto como um plano eu-
clidiano, e chamamos seus elementos de pontos. Dessa forma estamos admitindo o

3



4 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento Tomo IV

Axioma Fundamental da Geometria Analitica: (i) Os pontos da reta euclidiana sdo associados
biunivocamente com os elementos de R. (ii) Os pontos do plano euclidiano sdo associados biunivo-
camente com os elementos deR?.

Portanto, em nosso modelo, temos um plano como um conjunto de pontos que podem ser
expressos algebricamente. Para completar a definicdo de nosso modelo precisamos determinar
que tipo de subconjuntos de pontos sdo as retas.

Definicao 20.1. Dados nimeros reais a, b e ¢, sendo a e b ndo simultaneamente nulos, a reta de
coeficientes a, b e ¢ € o subconjunto R, p, de R? definido por

Rape=1{(x,y) € R? | ax+ by + ¢ =0}.

A expressao ax + by + ¢ = 0 chama-se equacdo geral da reta. Observamos a diferenca entre
o modelo tradicional de geometria euclidiana e o modelo algébrico. No primeiro, as retas cons-
tituem um conceito espontaneo, construido pelos individuos através de seu contato com fend-
menos naturais e sociais. Ali ndo temos propriamente uma defini¢do para as retas: elas existem
espontanemante e obedecem a certas condicdes, denominadas axiomas. Em nosso presente mo-
delo as retas sao definidas por uma expressao algébrica.

Todos os axiomas da Geometria Euclidiana que se referem ao plano podem ser demonstrados
como teoremas em nosso modelo algébrico. Vemos, a seguir, alguns aspectos mais simples dessa
correspondéncia.

20.3 Asretas no modelo algébrico

Vamos no ocupar, nesta secao, em demonstrar o primeiro axioma da Geometria Euclidiana
relacionado ao plano. Esse é o Axioma 2, apresentado na Secao 9.4 do Tomo II [44]:

Axioma 2 (da reta)
(a) Dados dois pontos diferentes, existe uma e uma tnica reta que os contém. (b) Toda reta
contém pelo menos dois pontos.

Para verificar a parte b) basta notar que, se a # 0, os pontos (—c/a,0) e (—(b+ c¢)/a,1) estdo na
reta. Por outro lado, se a =0, os pontos (0,—c/b) e (1,—c/b) estdo na reta.

Para verificar a parte a), comecamos examinando melhor a definicao de reta dada em 20.1.
Notemos que a equacdo ax + by + ¢ = 0 admite multiplicidades, ou seja, o conjunto de pontos
(x, y) definido por ax + by + ¢ =0 é o mesmo que o definido por kax+ kby + kc =0, qualquer que
seja o numero k # 0. Isto é, asretas R, p - € Riq kb, kc SA0 iguais.

Reciprocamente, se Ry, b,,c;, = Ra,,by,c,» €NtAO existe k # 0 tal que (aj, by, ¢1) = k(ag, b2, c2). O
Problema 20.8.2 solicita a demonstracao desse fato.

Uma consequéncia é que, se a # 0, podemos escrever x+(b/a)y+(c/a) =0emvezde ax+by+
¢ =0, ese b #0, podemos escrever (a/b)x + y+ (c/b) = 0. Como sempre temos a # 0 ou b # 0, as
retas sdao de pelo menos uma das formas:

Ripc=1xp € R? lx+by+c=0} ou Ryic=1{(x,y)€ R? lax+y+c=0}.
Notemos também que os pontos A = (x1, y1) € B = (x2, y») estdo nareta R, . quando

0 e
0.

(20.1)

ax;+ by +c
ax,+by,+c
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Subtraindo as equagdes (20.1) vem a(x; — x2) + b(y1 — y2) = 0. Se y; # y» podemos escrever

X1 — X2
b=-a e c=-ax;—by,
i—Jy2
e se X # Xp temos
i—y2
a=-b——— e c=-ax;—-by.
X1 — X2

Vejamos agora o
Teorema 20.2. Dois pontos diferentes quaisquer determinam uma tinica reta.

Demonstragdo. Sejam A = (x1,y1) e B = (x2, y») pontos diferentes. Isso significa que x; # x» ou

y1 # ¥2. Se x1 # xo, de acordo com as observacoes acima, podemos tomar b=1com a=-2"2¢

X1—X2
c=—ax; —y;. Vemos que a reta

R y-v i ni-»e
“ama b TN
contém A e B. Por outro lado, se y; # y», podemos tomar a = 1 com b = —ﬁ%}‘i

Vemos que a reta

ec=—-x1—by.

R

X1 —X X1 —X
I . A
iy M Ty N

contém Ae B.

Notemos que se x; # X2 € y1 # ). as retas obtidas sdo iguais, pois seus coeficientes sdao os
mesmos a menos do fator k = —ﬁ, que é # 0. Multiplicando os coeficientes da primeira por k
obtemos os coeficientes da segunda. Concluimos que existe uma tinica reta que contém Ae B. [

Demonstramos assim, em nosso modelo algébrico, o Axioma 2 da Geometria Euclidiana, con-
forme apresentado na Secao 9.4 do Tomo II. A parte c) do Axioma 3 (R? tem trés pontos néo coli-
neares) pode ser facilmente demonstrada. Confira o Problema 20.8.5. Os outros axiomas daquela
Secao dizem respeito ao espaco.

20.4 Distancia no modelo algébrico

Vejamos como ficam os axiomas de medida em nosso modelo algébrico. O primeiro axioma é
o da distancia, enunciado na Secao 9.6, do Tomo II [44]:

Axioma 6 (da distancia)

A todo par de pontos diferentes corresponde um tinico ntimero real positivo.

No nosso modelo algébrico definimos explicitamente uma distancia através da funcéo d : R? —
R, dada por:
Definicdo 20.3. A distancia entre dois pontos A= (x1, y1) e B = (xo, y») quaisquer de R? é o ntimero

d(A,B) =/ (1~ x)% + (71 - y2)? (20.2)

Temos motivos para considerar essa definicao de distancia, os quais comentaremos mais adi-
ante. Admitimos que a distancia em R? esteja fixada com essa férmula. Portanto a distancia entre
dois pontos A e B de R? é tinica, dada pela expressdo d(A, B) acima. Deixamos para o estudante
demonstrar a

Proposicao 20.4. Com as notagoes da Definicdo 20.3, temos: (i) d(A,B) =0 < A=B; (ii)SeA# B
entdo d(A,B) > 0.

Com isso vemos que vale, nesse modelo algébrico, o Axioma 6 da Geometria Euclidiana.
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Surpreendentemente temos de imediato o

Teorema 20.5 (Desigualdade triangular). Quaisquer que sejam os pontos A, B e C de R?, temos
d(A,C)<d(A B)+d(B,C).

Igualmente deixamos para o estudante demonstrar esse resultado (Problema 20.8.8). Obser-
vamos que em nossa abordagem algébrica da Geometria obtivemos, logo de saida, a desigualdade
triangular! Isso nos d4d uma ideia das potencialidades do método algébrico. Na Geometria Eucli-
diana isso s6 aconteceu depois de muitos axiomas e teoremas.

20.5 Paralelismo no modelo algébrico

Vemos, nesta secdo, que no modelo algébrico podemos demonstrar o Axioma 16, da unicidade
da reta paralela, cuja afirmacao é: “Em um plano, por um ponto fora de uma reta passa uma tinica
paralela a reta dada.”.

Ja conhecemos a definicao de retas paralelas em um plano: sdo duas retas que nao se intersec-
tam. Assim, para estudar retas paralelas e outras propriedades, precisamos conhecer condi¢oes
algébricas sobre a posicao relativa de duas retas. O resultado a seguir nos d4 uma direcao.

Teorema 20.6. Sobre asretasr = Ry p,c € S = Ry, f podemos afirmar que:

i) r = s se e somente se a _|@cio|bo¢ =0
B d e| |d f| |e f|
L a b . - .
ii) r intersecta s se e somente se d e # 0 e nesse caso a interseg¢do é um tinico ponto.
oo o a b
iii) r é diferente e paralela a s se e somente se i el= Oe:
a c c
d #0 ou #0.
f f

Demonstragao. Asretas dadas r = Ry p,c € S = Ry r tém o ponto A = (x, y) em comum quando

0 e
0.

(20.3)

ax+by+c
dx+ey+f

Precisamos analisar (20.3) como um sistema de duas equacoes e duas incégnitas x e y. Para
isso utilizamos a nomenclatura e os resultados de [4], pdg. 33 e seguintes. O sistema (20.3) pode
ter: (i) infinitas solucdes (nesse caso as retas coincidem); (ii) uma tnica solucao (nesse caso as
retas se intersectam em um tnico ponto); (iii) nenhuma solucao (nesse caso as retas sao diferentes
e paralelas).

Consideremos a matriz dos coeficientes A associada ao sistema e a matriz ampliada B dadas

por
a b a b ¢
A‘(de) ¢ B‘(def)'

Observamos que A é matriz nao nula, pois, por definicao de reta, ndo podemos ter a e b simul-
taneamente nulos. Logo, se p € o posto de A, temos 1 < p < 2. Ainda, p = 1 quando o determinante
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de A é nulo. Se esse determinante é ndo nulo, entdo p = 2. De forma andloga, se g é o posto de B,
temos 1 < g <2, e g =1 se forem nulos todos os seus determinantes menores

b c
f

a ¢

a f

Caso contrdrio, isto é, se um deles for nao nulo, temos q = 2.
Aplicando o Teorema 2.5.4 de [4], pag. 45, temos:

=0 e =0 e =0.

i) p = g = 1. Esse caso ocorre quando os trés determinantes menores acima sao nulos, e, pelo
Teorema citado, temos o caso em que o sistema (20.3) tem infinitas solucoes. Isso equivale a r = s.

ii) p = 2. Esse caso ocorre quando o determinante de A é # 0. Temos necessariamente g = 2. Pelo
Teorema citado, isso acontece quando o sistema (20.3) tem uma tnica solucao, o que equivale a r
intersecta s em um tnico ponto.

iii) p = 1 e g = 2. Esse caso ocorre quando o determinante de A é = 0 e um dos outros dois de-
terminantes menores de B € # 0. Pelo Teorema citado, isso acontece quando o sistema (20.3) ndo
tem solucao, o que equivale a r diferente e paralelo a s. O

J& temos os instrumentos suficientes para demonstrar o axioma euclidiano das paralelas:
Teorema 20.7. Por um ponto fora de uma reta passa uma e uma unica paralela a reta.

Demonstragdo. Sejam r = R, . umareta e A= (p, q) um ponto fora dela. Assim ap + bq + ¢ # 0.

Queremos encontrar nimeros d, e e f tais que areta s = Ry ., r contém A e € paralela a r. Portanto

as condicoes sobre os nimeros d, e e f sdo dp +eq+ f =0 e, em virtude do Teorema 20.6, parte
a c c

(i),
=0 e
( a f f
Assim temos que ter dp+eq+ f=0eae=dbe (af #cdou bf # ec). Vamos considerar dois
casos:

a b
d e

#0 ou ’b
e

o).

19 caso: a #0.

Sejamd =1, e=blae f =—-p—-(bla)q. Temos dp+eq+ f =0e ae =db. Ainda, de [ =
—-p—-(bla)q vem af = —ap —bq. Como ap+ bq+c # 0 segue que c # —ap—bq ou c # af e
cd # af. Portanto areta s = Ry r,comd=1,e=Dblae f =—p—(bla)q, contém A e € paralela a
r.

2°caso: b #0.

Sejame=1,d=albe f=-(alb)p—q. Temos dp+eq+ f =0e ae =db. Ainda, de f =
—(alb)p—q vem bf = —ap —bqg. Como ap+ bq+c # 0 segue que c # —ap—bgouc # bf e
ce#bf.Portanto areta s = Ry, r,comd=alb,e=1e f=—(alb)p—q,contém Ae é paralelaar.

Observemos que se a # 0 e b # 0, temos dois formatos para a reta paralela, mas sdo a mesma
reta, pois
(a a a b

a, & _ )__(12_ __)
AL R P b
Portanto a reta paralela é tinica. O

Concluimos assim a demonstracdo do Axioma 16, da unicidade da reta paralela.
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20.6 Outras propriedades do modelo algébrico

Fazemos alguns comentdrios adicionais sobre o modelo algébrico da Geometria Euclidiana.

Bastante ttil é a expressdo vetorial ou paramétrica da reta. Sejam A; = (x1,y1) € Az = (X2, ¥2)
pontos diferentes de uma reta R, ;.. Usando as condi¢des ax; + by; +c=0e axy+ by, +¢c=0
(subtraindo membro a membro), temos a(x, — x1) = —b(y2 — y1). Chamando vy = x; —x; e vy =
Y2 —y1 temos avy = —bvy,.

Queremos exprimir nesse esquema um ponto arbitrario X = (x, y) dessa reta. Usando as con-
dicdes ax; + by; +c=0e ax+by+c=0, temos a(x —x1) = —b(y— y1).

Suponhamos primeiro que v, # 0. Seja ¢ o numero real tal que ¢ = x;—fl Observando que b # 0
temos y — y; = Z2(x — x1) = 2 tvy = §(—avy) = §(bvy) = tv,. Portanto X = A} + t(vy, vy) para
algum ntimero real ¢.

Suponhamos agora que v, = 0. Entao vy, # 0, pois a; # Az. Seja t o nimero real tal que ¢ = y;;” .
Temos y - y1 = tvy. De avy = —bvy, vem b = 0. Da definic¢ao de reta R, j, - vale que a # 0. De a(x —
x1) = =b(y — y1) temos x — x; = 0. Portanto x — x; = tv,. Obtivemos novamente X = A; + £(vy, vy)
para algum numero real ¢.

Fica demonstrado que, para todo X € R, j , existe ¢ € R tal que X = A; + t(vy, v). Reciproca-
mente, dado 7 € R, X = A; + t(vy, vy) € um ponto da reta R, ;.. Em outros termos,

Rape = {(x1, 1) + t(vy, v)) |t R}

Essa € a expressao vetorial ou paramétrica da reta. (v, vy) denomina-se vetor direcional da
reta. Note que (vy, vy) = A2 — A;. Portanto essa expressdo pode ser escrita na forma A; + (A2 — Ay).
Confira o Problema 20.8.13 para mais detalhes.

Aproveitamos para definir segmento de reta. Dados pontos A e B, o segmento AB € o conjunto
de pontos
AB={(1-1t)A+tB, paratodo € [0.1]}.

Isso nos leva a definicao algébrica de “estar entre”: Um ponto C estd entre os pontos A e B
quando existe t € (0,1) talque C=(1-t) A+ tB.

Confira mais detalhes sobre segmentos no Problema 20.8.14. Por outro lado, o Problema 20.8.15
pede a definicdo de semirreta AB.

Assim como na Geometria Euclidiana, um dngulo é a reunido de duas semirretas com origem
comum e nao colineares. Os axiomas de medida de angulos da Geometria Euclidiana podem ser
substituidos por construcoes. Para isso sdo usadas a funcdes trigonométricas, particularmente a
tangente. No contexto dos numeros reais, elas sdo definidas como séries de poténcias. Confira,
por exemplo, [34], pagina 392, ou [52], pagina 187.

Nao desenvolvemos aqui esses detalhes. Para justificar a definicao de retas perpendiculares,
langcamos mao da seguinte propriedade, a qual comentamos mais adiante:

Se ¢ € o angulo entre as retas concorrentes Ry p, ¢ € Ry ¢ ¢, €ntao

ae—bd
ad + be’
ae—bd

Observando que, na expressao acima, a tangente de 2d:he NAo estd definida para ad + be =0,
e lembrando que tg¢ ndo é definida para ¢ reto, fazemos a

tgp=+ desde que ad + be # 0. (20.4)

Definicao 20.8. Asretas R, p,c € Ry ¢, se dizem perpendiculares quando ad + be = 0.

Com isso podemos provar o
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Teorema 20.9. Dados uma reta e um ponto (nela contido ou ndo), existe uma tinica perpendicular
a reta contendo o ponto.

A demonstracao algébrica desse teorema € solicitada no Problema 20.8.12.

20.7 Coordenadas cartesianas retangulares

Estivemos desenvolvendo alguns aspectos do modelo algébrico da Geometria Euclidiana e,
até o momento, ndo utilizamos desenhos. Mas eles sdo de grande auxilio para a compreensao e a
investigacao.

Um eixo numérico consiste de uma reta r com um sistema de coordenadas, proporcionado por
uma bijecao R < r. Um sistema de coordenadas retangulares num plano é uma bijecdo determi-
nada por dois eixos numéricos perpendiculares que se intersectam em suas origens. O estudante
conhece bem esse recurso, e vemos na Figura 20.1 um desenho desses eixos e a localiza¢do de um
ponto genérico.

Figura 20.1. Desenho de um sistema de coordenadas retangulares.

Figura 20.2. René Descartes foi um importante filsofo e mate-
matico francés. Como fil6sofo contribuiu com a epistemologia,
metafisica e filosofia da mente. Sua frase mais famosa é “Penso,
logo existo”. Propunha o método sistemdtico de investigacao,
sempre permeado pela davida. Como matematico, juntamente
com Pierre de Fermat, propos o uso do sistema de coordenadas
e a algebrizacao da Geometria, dando origem a Geometria Ana-
litica. Mais detalhes sobre a imagem ao lado na pagina 65.

W,

Vejamos como um desenho ajuda na compreensao da férmula da distancia que adotamos na
Defini¢do 20.3. Confira a Figura 20.3.

Dados dois pontos A = (x1, 1) € B = (x2,)2) € 0 segmento AB que os une, seu desenho evi-
dencia o tridngulo retangulo ABC com catetos AC = x, — x; e BC = y, — y;. Mas desejamos que
seja valido o Teorema de Pitdgoras, que implica AB? = (x, — x1)® + (3> — y1)?. Por isso adotamos a
férmula da distancia (20.2).
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Y2—4

Figura 20.3. Férmula da distancia euclidiana no modelo algébrico.

Explicamos agora a ideia de angulo entre retas para justificar a propriedade 20.4. Comecamos
explicando o que ¢ a inclinagdo de uma reta r = R; .. Sejam A = (x1,y1) e B = (x2,y2) pontos
dessa reta. Definimos sua inclinagdo (ou declive) I, por:

Y2
—=—— quando x; # Xp;
I - { won 9 17 %2 (20.5)
oo quando xj = Xp.
Devido ao resultado do Problema 20.8.4, podemos escrever 1 = Ry pc = Ry, —y, xp—x1,x1 03271
coma=y;— Y, b=x2—x1 ec=x1y,— x2y1. Temos entdo
_{ —% quando b #0; (20.6)

"7 | oo quandob=0.

Essas expressoes ndo dependem dos pontos A e B escolhidos nareta r = R, ., € nem de seus
coeficientes a, b e c¢. Confira o Problema 20.8.10.

Dado um sistema de coordenadas retangulares, dizemos que tem dire¢do horizontal qualquer
reta paralela ao eixo das abcissas Ox. Portanto, sdo retas da forma Ry ;.. Observe que a inclinagao
dessas retas é zero. Ainda, a inclinacdao de uma reta € co se, e somente se, ela é perpendicular as
retas de direcao horizontal.

Dada uma reta com inclina¢do nula, dizemos que seu angulo de inclinacdo é nulo, e tem me-
dida 0°.

Seja agora uma reta r = R, p . com a # 0. Seja A = (x1,1) = (x1,0) o ponto em que essa reta
intersecta o eixo Ox, e seja B = (x»,)») outro ponto dessa reta com y» > 0. Se]a C= (Xg,O) um
ponto do eixo Ox com x3 > x;. Definimos o dngulo de inclinagdo da reta r como ABUAC. Confira
duas situagoes possiveis na Figura 20.4, em que o angulo de inclinag¢do esté indicado por ¢. Nesses
desenhos faltou representar o caso em que a reta é perpendicular a direcdao horizontal.

Notemos que, na situacao do desenho da esquerda da Figura 20.4, temos x, —x; >0 e tg ¢ =

ﬁ %i = I,. Por outro lado, na situacdo da direita da mesma Figura, temos x; — x, >0 e tg(m — ¢) =
chf ﬁ = —I,. Sabendo que tg(m — ¢) = —tg ¢, temos novamente tg¢p = I,. Escrevendo de outra

forma, tg ¢ = 5" em qualquer situagdo em que b # 0.

Por outro lado, na situagao em que b = x, — x; = 0, a reta é perpendicular a dire¢dao horizontal,
e ¢ é reto. Como tg de um angulo reto nido é definida, expressamos tg 90° = oo

Notemos que esses valores ndo se modificam se o ponto A nao estiver necessariamente no eixo
Ox. Assim temos uma situacao particular em que a medida de um angulo em que um lado é areta
R, p,c € 0 outro € uma semirreta horizontal é arctg seb#0e90°se b=0.
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B
Y2

> 2 0 2 — 2 Az, 5
0 z To— X To C

Figura 20.4. Angulo de inclina¢do de uma reta.

Na situacdo geral, sejam r = R, pc € s = Ry ¢ f duas retas que se intersectam em A = (x1, X2).
Sejam ¢, e ¢ seus respectivos angulos de inclinagdo. Na situacao da Figura 20.5 o dngulo entre r
esé¢==x(ds—;), sendo que o sinal depende da posicao relativa das retas r e s.

Figura 20.5. Angulo entre retas.

Segue entdo

. tgps —tg o, =d_-a ae—bd

=+ e b =+
Tlttggstgdr 14+ -4 “ad+be’

tgp=tg £(Pps—Pr) = tg(Pps—¢pr) =

desde que ad + be # 0. Justificamos assim a féormula (20.4). Outras situagdes em que o posiciona-
mento das retas r ou s admite perpendicularidade podem ser consideradas pelo estudante.

Um tépico muito importante do estudo algébrico da Geometria Euclidiana é a demonstracao
do caso LAL de congruéncia de triangulos. Para isso podemos usar a chamada “Lei dos Cossenos’.
Dado um triangulo ABC, temos AB? = BC? + AC?>-2BC- ACcosy, em que y = m(ZACB). Essa
férmula pode ser demonstrada, e no Problema 20.8.18 solicitamos isso do estudante.

Vemos que a Geometria Analitica em R? é um modelo algébrico para a Geometria Euclidiana
Plana. Do mesmo modo procedemos com R? e a Geometria Euclidiana Espacial. Portanto, fa-
zendo uma construcao inteiramente algébrica de R podemos, em seguida, construir a Geometria
Euclidiana. Na Matemadtica isso é chamado de “aritmetizacdao da Geometria”. Em particular, do
ponto de vista da Logica, vemos que a Geometria Euclidiana € tdo consistente quanto o conjunto
R.
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20.8 Problemas

Problema 20.8.1. No texto definimos retas R, ; . para niimeros reais a e b nao simultaneamente
nulos. Por que foi feita essa restricdo? O que é esse conjunto quando a=0e b = 0?

Problema 20.8.2. Complete as observacoes feitas no texto demonstrando que, se sdo iguais as
retas R, b,,¢; = Ray,by,c,» €NtA0 existe (um numero real) k # 0 tal que (ay, by, ¢2) = k(ay, by, ¢1).

Problema 20.8.3. Prove que trés pontos diferentes A = (x1, y1), B = (x2,2) e C = (x3, y3) sdo coli-
neares se, e somente se, (€ nulo o determinante)

X1 X2 X3
yi y2 y3|=0.
1 1 1

Em particular, o ponto (x,y) se encontra na reta que passa por dois pontos diferentes A =
(x1, 1) € B =(x2, )2) se, e somente se,

x y 1
X1 N 1|=0.
X2 yz 1

Problema 20.8.4. Explique por que, dados os pontos A = (x1, y1) € B = (x2, ¥2), a Ginica reta que 0s

Problema 20.8.5. Demonstre que, no modelo algébrico de Geometria R?, vale a parte c) do Axi-
oma 3, conforme apresentado na Sec¢@o 9.4 do Tomo II [44]: R? tem (pelo menos) trés pontos nao
colineares.

Problema 20.8.6. a) Com as notacoes da Definicao 20.3, temos: (i) d(A,B) =0 < A = B; (ii) Se
A # Bentdo d(A, B) > 0. b) Vimos, na Geometria Euclidiana, que o comprimento de um segmento
AB nao depende da ordem com a qual os pontos sao considerados, isto €, vale que AB = BA.
Verifique que isso também vale no modelo algébrico, mostrando que d(A, B) = d(B, A).

Problema 20.8.7. Defina a norma || X|| = y/x% + y? para todo X = (x, y) € R?. a) Explique por que
[|X|| = 0 para todo X € R%e||X||=0 < X =(0,0). b) Explique por que |[tX]|| = |¢] || X]|| para
todo X e R e todo r € R. ¢) Explique por que d(A, B) = ||B — Al| quaisquer que sejam A,B € R2.
d) O seguinte resultado antecede a desigualdade triangular. Demonstre que || X + Y| < || X]|| + || Y]]
quaisquer que sejam X, Y € R2.

Problema 20.8.8. Prove o Teorema 20.5: Quaisquer que sejam os pontos A, B e C de R?, temos
d(A,C)<d(A,B)+d(B,C). (Sugestao: no Problema 20.8.7 parted) tome X=C—-BeY =B-A))

Problema 20.8.9. a) Prove que as retas R, € Rg,¢ ¢ $30 paralelas se e somente se existe k # 0 tal
que d = ka, e = kb e f # kc. b) Prove que as retas R, € Ry, r sd0 paralelas se, e somente se,
Ry e f = Ra b, para algum nimero ¢’ diferente de c.

Problema 20.8.10. a) Demonstre que a inclinacdo de uma reta r = R, ., conforme definida em
(20.5), nao depende dos pontos escolhidos e nem dos coeficientes a, b e c. b) Explique por que
retas paralelas tém a mesma inclinacao.
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Problema 20.8.11. Complete a Definigao 20.8 provando que, se as retas R, p,c € Ry ¢, r satisfazem
a condicao ad + be = 0, entdo elas se intersectam em um Ginico ponto.

Problema 20.8.12. Demonstre que, dados um ponto A = (p,q) eumaretar = R, ., areta s =
Rp,—a,aq-pp cOntém A e € perpendicular a r. Demonstre que a perpendicular € tnica.

Problema 20.8.13. Dada uma reta R, j, ., fixemos dois de seus pontos A; = (x1, y1) € Az = (x2, y2).
Seja (vy, vy) = A2 — A;. a) Explique por que, dado 7 € R, X = A; + £(vy, vy) € um ponto dareta Ry p, .
b) Explique por que a expressdo paramétrica dessa reta pode ser escrita na forma X = A; + 1(Az —
Aj),ou X = (1-1)A; + Ay, com ¢ € R. ¢) Demonstre que € biunivoca a aplicacao ¢ : R — R, p,c
definida por ¢ : t — Ay + £(vy, Vy).

Problema 20.8.14. Algumas propriedades de segmentos. Para demonstrar, use apenas recursos
algébricos. a) Explique por que o segmento AB é um subconjunto da reta que contém A e B. b)
AB = BA, quaisquer que sejam os pontos Ae B. ¢) Se C € AB, entdo d(A,C)+d(C,B) =d(A,B). d)
Defina ponto médio de um segmento AB, e encontre uma expressao para ele em fun¢do de A e B.

Problema 20.8.15. a) Defina algebricamente semirreta AB de origem A e contendo B. b) Explique
por que sua definicao nao depende de B.

Problema 20.8.16. a) Dada uma reta R, ., defina algebricamente os semiplanos por ela deter-
minados. b) Demonstre que cada semiplano é convexo. c¢) Explique por que se A estd em um
semiplano e B em outro, entdo AB intersecta a reta.

Problema 20.8.17. Demonstre que vale o Teorema de Pitdgoras a partir da definicdo de distancia
20.3. Em outros termos, sejam A = (x1, 1), B = (x2, y») e C = (x3, y3) pontos tais que AC L BC no
ponto C. Verifique algebricamente que d(A, B)? = d(A,C)? + d (B, C)?.

Problema 20.8.18. a) Demonstre a Lei dos Cossenos. b) Explique por que a Lei dos Cossenos im-
plica que a correspondéncia LAL é uma congruéncia. Portanto, essa correspondéncia nao precisa
ser assumida como um Axioma em nosso modelo algébrico.

Problema 20.8.19. Demonstre algebricamente que todo tridngulo tem baricentro (ponto de en-
contro das medianas), e ache sua distancia aos vértices.

20.9 Temas para investigacao

Tema 20.9.1. Consideremos o conjunto Z, = {0, 1}, formado apenas pelos ntimeros 0 e 1, munido
das seguintes operagoes de adi¢do e multiplicacao, diferentes das operacoes usuais:

0+0=0 0+1=1 1+0=1 1+1=0

0-0=0 0-1=0 1-0=0 1-1=1

Podemos compreender essa estrutura como uma representagdo do comportamento dos nu-
meros pares e impares, com 0 representando os pares e 1, os impares. Por exemplo, impar mais
impar € par, e isso estd associado ao fato de que estamos considerando 1+ 1 =0.

a) Investigue a Geometria modelada pelo produto cartesiano Z, x Z,. Estude quais sdo as suas
retas e suas propriedades.
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b) Chamaremos de fer os nimeros inteiros que tém resto zero quando divididos por 3, de inter os
que tém resto 1, e alter os que tém resto 2. Defina um conjunto Z3 = {0,1,2} com operacdes de
adicao e multiplicacao que reflita o comportamento reciproco dessas classes de nimeros. Estude
a Geometria representada por Z3 x Z3.

¢) Investigue generalizacOes dessas ideias para conjuntos Z,, = {0, 1,...,n—1}.

Tema 20.9.2. Estude no artigo [39] férmulas algébricas para o baricentro, o incentro, o ortocentro
e o circuncentro de um triangulo qualquer.

Figura 20.6. Pierre de Fermat era francés, matemdtico amador, SRARRE R A AR
advogado, juiz, jurista e poliglota. Juntamente com René Des- v
cartes, inventou a Geometria Analitica. Deu uma contribuicao SSA i e
significativa a Probabilidade e ao Calculo Infinitesimal. E con-

siderado o criador da moderna Teoria dos Ntimeros, tendo seu

nome ligado, por exemplo, aos nimeros de Fermat 22" + 1, ao =
Pequeno Teorema de Fermat e ao Ultimo Teorema de Fermat. T
Ao lado, foto de monumento a Pierre de Fermat (mais detalhes el
na pagina 65). . =,

P

Tema 20.9.3. Estude em livros de Histéria da Matematica, as origens da Geometria Analitica, e o
papel que nela tiveram René Descartes e Pierre de Fermat. Em particular, Descartes se esforcou
para convencer seus contemporaneos de que ele havia descoberto um método muito importante.
Procure saber como ele fez isso.



Capitulo 21

Isometrias do plano

21.1 Introducao

Comentamos no Tomo II, Capitulo 9, Secdo 9.12, como é importante, no estudo da Geometria,
o conceito de congruéncia de figuras. Além de fornecer métodos para a investigacdo de proprie-
dades geométricas, esse conceito traz a ideia de classificar as figuras e determinar as propriedades
comuns as figuras de uma mesma classe.

Vimos que a congruéncia entre triangulos exerce um papel fundamental, e sua definicao tradi-
cional estabelece que dois triangulos sao congruentes quando existe uma correspondéncia entre
os seis pares de elementos desses tridngulos (trés lados e trés angulos), e os pares correspondentes
tém a mesma medida. Esse é o denominado conceito estdtico de congruéncia.

Essa definicao resolve bem essa questdo no ambito dos métodos da Geometria de Posicao.
Entretanto observamos que essa técnica ndo coincide com a noc¢ao espontanea de congruéncia,
que envolve movimento. De acordo com essa nocdo, uma figura é congruente a outra quando
podemos mover uma delas e fazé-la coincidir com a outra.

Vemos no presente Capitulo que a ideia de movimento em um plano pode ser operacionali-
zada pelas transformagoes do plano. Estudamos, em particular, um tipo especial de transforma-
¢do, a isometria, que pode ser vista como um movimento no plano que transporta um triangulo
qualquer sobre outro a ele congruente.

21.2 Transformacoes do plano

Comecamos com a
Definicdo 21.1. Uma transformagdo do plano é uma funcio T : R> — R?. Dizemos que T trans-
porta a figura & do plano sobre a figura ¢ quando T(¥) = 4.

Vejamos alguns exemplos

Exemplo 21.2. A func¢do T : R?> — R? definida por T(x,y) = (2x,2y) é um exemplo de transfor-
macdo do plano. Ela tem as seguintes particularidades: é uma bijecao do plano sobre o plano,
transporta qualquer segmento AB sobre o segmento 7(A)T(B), sendo que o comprimento desse
é o dobro do primeiro. Em particular T transporta um tridngulo em outro tridngulo semelhante
ao primeiro, e a razdo de semelhanca é 2. Confira a Figura 21.1, em que vemos ilustrada a acdo de
T sobre um tridngulo. Observe que podemos usar notacao matricial para expressar T

2 0
(3 2)2)

15
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y y

T

X X

Figura 21.1. Acdode T: R? — R2, T(x, ¥) = (2x,2y) sobre um tridngulo.

Definicdo 21.3. Uma transformacdo linear do plano é uma funcdo T : R? — R? da forma T (x, y) =
(ax+by,cx+dy), em que a, b, c e d sdao nameros reais. Em outros termos,

b
(2 4)(3)

Exemplo 21.4. Sejam k e [ nimeros reais ndo simultaneamente nulos. A fungédo T : R? — R? defi-
nida por T'(x,y) = (x+ k, y+I) € um exemplo de transformacdo do plano, denominada translacao.

Exemplo 21.5. A funcao T : R? — R? definida por T(x,y) = (x,0) é um exemplo de transformacao
do plano, denominada projegéo ortogonal sobre o eixo Ox.

Exemplo 21.6. Seja r uma reta. Se (x,y) é um ponto fora de r, seu simétrico em relagdo a r é o
unico ponto (x,y) tal que r é a mediatriz do segmento de extremos (x, y) e (x,y). Por outro lado,
se (x,y) € r dizemos que seu simétrico em relacdo a r é ele mesmo. Definimos agora a funcao
T, : R? — R? tal que T,(x,y) é o simétrico de (x, y) em relacdo a r. Essa transformacao do plano é
denominada reflexdo em relacédo a r. A reta r é denominada reta de simetria da reflexao.

Exemplo 21.7. Fixemos um angulo de medida 0 # 0. A rotacdo de dngulo 6 em relacdo a (0,0) é
a transformacdo do plano Ty : R?> — R? definida da seguinte forma. Primeiro, T(0,0) = (0,0). Se
(x,y) # (0,0), consideramos o segmento (0,0)(x, ), e o rotacionamos em um angulo de valor |#| no
sentido anti-hordério se 8 > 0, e no sentido horério se 8 < 0. Obtemos dessa forma um segmento
(0,0)(x,y). Definimos entdo Ty(x, y) = (X, ).

y

To(x,y)

0 (x,¥)

X
Figura 21.2. Acdo de uma rotagdo de angulo 6 > 0 sobre um ponto.
Para calcular a expressao de Ty em coordenadas, fixemos (x, y) # (0,0), e seja a o angulo deter-

minado pelo segmento (0,0)(x, y) e o semieixo positivo Ox, no sentido anti-hordario. Entdo 6 + a é
o angulo determinado pelo segmento (0,0) Ty (x, y) e o semieixo positivo Ox (confira ilustracdao na
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Figura 21.2 para o caso em que 6 > 0). Usando o Teorema de Pitdgoras e escrevendo d = \/x2 + y?
temos
(x,y) =(dcosa,dsena)

Ty(x,y) = (dcos(0 + a),dsen(0 + a)).

Usando as férmulas cos(0 + a) = cosfcosa—senfsena e sen(f + a) = cosfsena + senf cos @ vem
To(x,y) = (xcosO — ysen6, xsenf + ycosB).

Observe que Ty é uma transformacao linear, pois pode ser escrita na forma

Tp(x, y) = cosO -—sen0 )( X )

senf cosf y

21.3 Isometrias do plano

Conforme ja comentamos, estamos interessados, nesta exposicao de nosso modelo algébrico
de Geometria, em estudar movimentos do plano que transportam um tridngulo sobre outro con-
gruente. Naturalmente o principal requisito para esse tipo de transformacao é que ela deve trans-
portar um segmento sobre outro segmento de mesmo comprimento. Veremos que é suficiente
definir
Definicdo 21.8. Uma transformacéo do plano T : R? — R? chama-se isometria euclidiana ou, sim-
plesmente, isometria, quando d(T (A), T(B)) = d(A, B) para quaisquer pontos A e B do plano.

Em outros termos, as isometrias sdo transformacdes que preservam distancias. Em particular,
aqui estamos pensando na distancia euclidiana d, definida em 20.3, pagina 5.
Vejamos, antes de mais nada, exemplos de isometrias. Uma isometria trivial é a identidade

Id : R? — R?, dada por Id(x,y) = (x, y). Outros exemplos sdo:

Exemplo 21.9. Toda translacdo T : R? — R?, dada por T(x, y) = (x + k, y + ), definida no Exemplo
21.4, é uma isometria. De fato, se A= (x1,y1) e B = (X2, y2) sdo pontos quaisquer do plano, temos

d(T(A), T(B)) = \/(x1 +k=(+k)2+n+1-(2+D)?=

=/ —x)2 + (71— y2)? = d(A, B).

Exemplo 21.10. Toda reflexdo T, : R> — R? em relacdo a uma reta r, conforme definida no Exem-
plo 21.6, é uma isometria. A demonstracao desse fato estd solicitada no Problema 21.8.7.

Exemplo 21.11. Toda rotacdo Ty : R> — R? de angulo 6 em relacdo a (0,0), definida no Exemplo
21.7, é uma isometria. Isso pode ser verificado usando-se sua expressao em coordenadas (a de-
monstracao desse fato estd solicitada no Problema 21.8.8). Esse fato também é consequéncia do
Teorema 21.13 demonstrado logo abaixo.

No Exemplo 21.7 definimos rotacdo de angulo 8 em relagdo a (0,0), mas podemos definir rota-
¢do de angulo 6 em relacdo a um ponto qualquer C do plano.
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Definicdo 21.12. Sejam C um ponto de R? e § # 0 um angulo. A rotacdo de angulo 6 em relacéo a
C é a transformagao do plano R = T¢ g : R> — R? definida da seguinte forma: R(C) = C, e, se P # C
¢ um ponto qualquer de R?, R(P) é o ponto tal que CR(P) = CP e a medida do angulo PCR(P) é
|0], medida contada a partir da semirreta CP no sentido horrio se > 0 e no sentido anti-horario
se 0 <0.

Temos
Teorema 21.13. Toda rotacdo é uma isometria.

Demonstragdo. Seja R a rotacdo de centro C e angulo 6. Sejam P e Q dois pontos quaisquer do
plano. Para provar que R é uma isometria devemos verificar que PQ = R(P)R(Q).

Se P=CeQ#C, temos R(P)R(Q) = CR(Q) = CQ = PQ, por definicdao de rotacdo. O mesmo
ocorrtese PZCeQ=C.

Suponhamos P # Ce Q # C. Se C, P e Q forem colineares, entdo C, R(P) e R(Q) sdo colineares, e
suas posicoes relativas na reta sao respectivamente as mesmas que as daqueles trés pontos. Como
CP =CR(P)e CQ=CR(Q), entao R(P)R(Q) = PQ.

Suponhamos que C, P e Q nao sejam colineares. Temos uma situagdo como a que esta ilus-
trada na Figura 21.3. Os triangulos PCQ e R(P)CR(Q) sao congruentes pelo caso LAL, pois CP =

CR(P), CQ=CR(Q) e PCQ = R(P)CR(Q). Logo R(P)R(Q) = PQ, e R é uma isometria. O
y
R(Q)
R(P)
C Q
P
O X

Figura 21.3. Ilustracdo do Teorema 21.13.

21.4 Propriedades geométricas das isometrias

Estamos interessados em compreender como as isometrias transformam as figuras. A figura
mais elementar (depois do ponto) é o segmento. Por definicao, toda isometria preserva a distancia
de pontos. Portanto, dados A e B, temos d(T(A), T(B)) = d(A, B). Mas isso ndo significa de ime-
diato que o segmento AB € transportado no segmento T(A) T(B). A imagem de AB por T poderia
ser uma curva. Mas podemos esperar que segmento vai em segmento, pois todo X € AB tem suas
distancias até A e até B preservadas.

Vamos investigar essas questdoes comec¢ando com a
Proposicdo 21.14. Toda isometria T : R?> — R? é injetiva.
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Demonstracdo. Euma consequénciaimediata da definicdo de isometria. Se A # B entdo d(T(A), T(B)) =
d(A, B) >0, portanto T'(A) # T(B). O

Proposicdo 21.15. Seja T : R?> — R? uma isometria e sejam A e B pontos diferentes quaisquer. Entdo
T transporta o segmento AB sobrejetivamente no segmento T(A) T (B).

Demonstragdo. Nao custa observar inicialmente que T'(A)T(B) é realmente um segmento, pois
T(A) #T(B).

Provemos primeiro que se X é um ponto do segmento AB entdo T(X) é um ponto do segmento
T(A)T(B). Como X estd em AB temos d(A,X)+ d(X,B) = d(A, B), em virtude da Definicao 22,
pagina ?2. Em virtude de T ser uma isometria temos

d(T(A), T(X) +d(T(X), T(B) =d(A X)+d(X,B) =

=d(A,B) =d(T(A), T(B)).

Portanto T(X) é um ponto do segmento T(A)T(B). Provamos assim que a imagem T (AB) do seg-
mento AB por T estd contida em T (A) T (B).

Seja agora Y um ponto do interior do segmento T (A) T (B). Pelo Axioma da colocag¢do da régua
aplicado a reta T(A) T(B) podemos supor que a coordenada de T(A) é zero,ade T(B)éz>0e a
de Y é y. Como Y estéd entre T(A) e T(B) entdo 0 < y < z. Pelo mesmo Axioma da colocacao da
régua, mas agora aplicado a reta AB podemos supor que a coordenada de Aézeroeade Bé b > 0.
Como T é uma isometria temos b = z. Logo 0 < y < b, e existe no segmento AB um ponto X de
coordenada y. Como T é uma isometria, a coordenada de T'(X) na reta T(A)T(B) é y, portanto
T(X) =Y. Isso prova a afirmacao. O

Na demonstracdao da Proposicao acima vimos que se A— X — B entdo T(A)—T(X) - T(B), e as
distancias sdo preservadas. Podemos ver assim que vale o

Escélio 21.16. Seja T : R? — R? uma isometria. Entdo T transporta pontos colineares em pontos
colineares, preservando sua ordem na reta e suas distdncias.

Coroldrio 21.17. A imagem de trés pontos ndo colineares por uma isometria T : R? — R? sdo trés
pontos ndo colineares.

Demonstragdo. Sejam A, B e C trés pontos ndo colineares. Se T'(A), T(B) e T(C) fossem colineares,
com T'(B) entre T'(A) e T(C), por exemplo, teriamos d(T(A), T(B))+d(T(B), T(C)) =d(T(A), T(C)).
Mas, pela desigualdade triangular, temos d(A, B) + d(B,C) > d(A, C), contrariando a definicao de
isometria. O

Vejamos agora o
Proposicdo 21.18. Seja T : R?> — R? uma isometria. Entdo T transporta reta sobre reta.

Demonstragdo. Seja r uma reta, e sejam A e B pontos de r. Seja s a reta determinada por T(A) e
T(B). Afirmamos que T transporta r sobre s.

Vamos provar primeiro que 7T transporta r em s. Consideremos um ponto arbitrario X de r.
Como A, B e X sdo colineares, segue que T(A), T(B) e T(X) sdo colineares. Dessa forma T (X) estd
em s, etemos T(r) cs.

Vamos provar agora que T transporta r sobrejetivamente em s. Para provar isso, colocamos
em r um sistema de coordenadas de forma que a coordenada de A seja 0 e a de B seja b > 0. De
forma andloga, colocamos em s um sistema de coordenadas de forma que a coordenada de T(A)
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seja 0. Observe que, pelo fato de ser T uma isometria, a coordenada de T(B) tem que ser b ou —b;
escolhemos que seja b.

Consideremos um ponto arbitrdrio Y de s, e seja y sua coordenada. Podemos supor Y # T(A)
e Y # T(B), pois esses pontos ja estdo na imagem de T. Logo y #0 e y # b. Seja X o ponto de
r de coordenada y. Entdo X # A e X # B. Afirmamos que 7(X) também tem coordenada y. De
fato, se A— X — B ou A— B — X, temos respectivamente T(A) - T(X)—-T(B) e T(A) - T(B) - T(X),
e a coordenada c de T(X) € positiva. Ainda, ¢ = d(T(X), T(A)) = d(X, A) = y, e a coordenada de
T(X)éy.Se X—A—-B,acoordenada c de T(X) é negativa,e —c =d(T(X), T(A) =d(X,A) =-y,e
novamente a coordenada de T'(X) é y. Entdo T(X) = Y, e terminamos. O

O estudante pode observar que a demonstracao da Proposicao acima contém a do
Escélio 21.19. Toda isometria T : R? — R? transporta semirreta sobre semirreta.
Sendo assim temos o

Coroldrio 21.20. A imagem de um dngulo por uma isometria T : R?> — R? é um dngulo de mesma
medida.

Demonstracdo. Seja T : R? — R? uma isometria e BAC um angulo. Como A, B e C sido nio co-
lineares, T(A), T(B) e T(V) também nao sdo colineares, de modo que T (BYT(A)T(C) é um an-
gulo. Ainda, as semirretas BA e BC sdo levadas, respectivamente, sobre as semirretas T(B)T(A)
e T(B)T(C). Portanto a imagem de BAC por T é o angulo T(B)T(A)T(C). Notemos agora que 0s
triangulos ABC e T(B)T(A) T (C) sdo congruentes pelo caso LLL pois, sendo T uma isometria, pre-
serva a medida dos lados. Segue que os angulos BAC e T(B)T(A)T(C) tém a mesma medida. [

Vamos provar agora o
Proposicdo 21.21. Toda isometria T : R> — R? é sobrejetiva (sua imagem éR?).

Demonstragdo. Sejam T : R> — R? uma isometria e Q um ponto de R?. Queremos mostrar que
existe P e r tal que T(P) = Q.

Sejam A e B pontos diferentes de R2. Sabemos que toda isometria € injetiva, assim T(A) #
T(B). Se T(A) = Q ou T(B) = Q, terminamos. Suponhamos T(A) # Q e T(B) # Q. Ponhamos
T(A) = A’ e T(B) = B'. Existem apenas duas possibilidades para os pontos A, B’ e Q: eles sdo
colineares ou ndo.

Suponhamos primeiro que A’, B’ e Q sejam colineares. Entdo estdo em uma reta s, que é
imagem da reta r que contém A e B. Em virtude da Proposicao 21.18 existe P € r tal que T(P) = Q.

Suponhamos agora que A’, B’ e Q ndo sejam colineares, e consideremos o tridngulo QA'B’.
Construimos no lado AB os tridngulos PAB e RAB congruentes a QA'B’, com P e R em semiplanos
opostos em relacdo a reta AB. As semirretas AP e AR sdo levadas em semirretas diferentes com
origem A, pois T é injetiva, P # R e AP = AR. Além disso elas formam 4ngulos de mesma medida

que m com a semirreta A'B’. Logo, como T preserva distancia, T(P) = Q ou T(R) = Q. O
Com essa propriedade temos a

Proposicao 21.22. Toda isometria é invertivel, e a inversa de qualquer isometria é também uma
isometria.

Demonstragdo. Seja T : R> — R? uma isometria. Como T é bijetiva, ela tem uma transformacao
inversa T~! : R? — R?. Provemos que T~! também preserva distancia. Sejam A e B pontos de R
Entdo d(T~(A), T"'(B)) = d(T(T~'(A), T(T~'(B)) = d(A, B). Logo T~! é uma isometria. O



Isometrias do plano 21

Aproveitamos a oportunidade para demonstrar a
Proposicao 21.23. A composta de duas isometrias é também uma isometria.

Demonstracdo. Sejam T,S : R> — R? isometrias, e A e B pontos de R?>. Temos d((T o S)(A),(T o
S)(B)) = d(T(S(A)), T(S(B)) = d(S(A),S(B)) = d(A, B). Portanto a composta de isometrias é uma
isometria. O

Na Defini¢do 21.12 vimos o que é uma rotagdo Tcg : R? — R? de angulo 6 em relagdo a um
ponto C, e no Teorema 21.13 vimos uma demonstracdo geométrica de que essas rotacoes sao iso-
metrias. Essa demonstracio pode ser feita de outra forma. Sabemos que a rotacio Ty : R?> — R? de
angulo 6 em relagdo a origem é uma isometria. Seja T : R? — R? a translacdo que leva a origem a
C.Entdo Tcg = To Tyo T~ 1. Usando as Proposicdes 21.22 e 21.23 vemos que T¢ g é uma isometria.

Pelas propriedades geométricas das isometrias, estudadas acima, vemos que a condicdo de
preservar distancia é bastante restritiva. Podemos prever que existem poucos tipos de isometrias.
Uma forma de fazer esse estudo é considerar seus pontos fixos. Veremos que a quantidade e o
posicionamento dos pontos fixos de uma isometria determinam seu tipo.

Definicdo 21.24. Seja T : R> — R? uma transformacao. Chamamos de ponto fixode T a todo ponto
Ptalque T(P) = P.

Para estudar os pontos fixos de uma isometria comecaremos com a seguinte propriedade:

Proposicao 21.25. Se A e B sdo pontos fixos de uma isometria T, entdo todos os pontos da reta que
passa por A e B sdo fixos.

Demonstragdo. Sabemos que T transforma a reta r que passa por A e B na reta que passa por
T(A) e T(B). Uma vez que A e B sdo pontos fixos, a reta r é levada sobre si mesma. Seja P um
ponto qualquer de r. Suponha que P estd entre A e B. Sabemos que T (P) estd entre A e B. Como
AP =T(A)T(P)= AT(P) e como P e T(P) estao na mesma semirreta com origem A, sao 0 mesmo
ponto, isto é, T(P) = P. A demonstragdo para P em outras posicoes é anédloga. O

Proposicao 21.26. Sejam S e T isometrias e r uma reta do plano. Se existirem pontos A# B em r
tais que S(A) = T(A) e S(B) = T(B) entdo S(X) = T(X) paratodo X € r.

Demonstracdo. Com efeito, nesse caso a isometria R= T~ o S é tal que R(A) = Ae R(B) = B. Pela
Proposic¢do 21.25, todo ponto de r é fixado por R, ousejaS=T em . O

Lembremos que a transformacio Id : R> — R? definida por Id(P) = P para todo P € R? chama-
se identidade. Portanto a identidade do plano é uma isometria que fixa todos os pontos.

Veremos que isometrias diferentes podem fixar, simultaneamente, no méaximo, os pontos de
uma reta. Para ver isso facamos primeiro o

Teorema 21.27. Se uma isometria T fixa trés pontos ndo colineares, entdo T é a identidade.

Demonstragdo. Sejam A, B e C trés pontos fixos ndo colineares da isometria T. Do teorema ante-
rior concluimos que T fixa as retas que contém AB, AC e BC. Seja P um ponto fora dessas retas e
seja Q um ponto entre A e B (diferente de A e B). A reta r determinada por P e Q intercepta um
dos outros dois lados do tridngulo ABC em um ponto R (Teorema de Pasch, pagina 2?). Logo r
tem dois pontos fixados por T, a saber, Q e R. Pelo teorema anterior T fixa a reta r e portanto fixa
o ponto P. Uma vez que P foi escolhido arbitrariamente, T fixa todos os pontos do plano, ou seja,
T é aidentidade. O
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Teorema 21.28. Se as isometrias T e S coincidem em trés pontos ndo colineares, entdo T = S.

Demonstragdo. Vimos que toda isometria € uma bijecdo do plano, logo tem inversa, e sua inversa
é uma isometria. Sabemos também que a composta de duas isometrias € uma isometria. Logo
T oS~ é uma isometria.

Sejam entdo A, B e C os trés pontos nao colineares fixados por T e S simultaneamente. No-
temos que S~! também fixa esses trés pontos. Logo T o S™! fixa esses trés pontos. Pelo Teorema
21.27 To S~ = Id. Concluimos que T = S. O

Com esses resultados podemos classificar as isometrias em quatro tipos diferentes:
i) aidentidade, que fixa todos os pontos;
ii) as isometrias com dois pontos fixos (e, portanto, com uma reta fixa);
iii) as isometrias com um ponto fixo;

iv) as isometrias com nenhum ponto fixo.

Ja temos exemplos de todos esses casos. As reflexdes sao isometrias que tém um reta de pontos
fixos, e apenas eles. As rotacdes sao isometrias com um tUnico ponto fixo. As transla¢cdes sdo
isometrias sem pontos fixos.

21.5 Isometrias e congruéncia de tridangulos

Observamos no inicio deste Capitulo que estamos interessados em ver como transformacoes
do plano podem movimentar triangulos sobre tridngulos congruentes. Estamos interessados nas
duas questdes seguintes:

Questdo 1 A imagem de um tridangulo por uma isometria € um tridngulo congruente ao primeiro?

Questao 2 Se dois tridngulos sdo congruentes, existe uma isometria que transporta um sobre o
outro?

A Questdo 1 praticamente ja foi respondida na Se¢do anterior. Temos
Proposicdo 21.29. Sejam T : R? — R? uma isometria e ABC um triangulo. Entéo aimagem T(ABC)
de ABC por T éo triadngulo T(A)T(B)T(C), que é congruente a ABC.

Demonstragdo. Como A, B e C ndo sao colineares vimos, na Secao anterior, que T'(A), T(B) e T(C)
nao sdo colineares, e formam um triangulo. Vimos também que T(AB) é o segmento T(A)T(B),
T(AC) é o segmento T(A)T(C) e T(BC) é o segmento T(B)T(C). Logo aimagem T(ABC) de ABC
é o triangulo T(A)T(B)T(C). Como T preserva distancias, esses tridngulos sao congruentes pelo
caso LLL. O

Respondemos agora a Questao 2:

Teorema 21.30. Sejam ABC = DEF tridngulos congruentes. Existe uma isometria T de modo que
T(A) =D, T(B)=EeT(C)=F. Portanto T transporta ABC sobre DEF.

Demonstragdo. Construimos no plano um sistema de coordenadas cartesianas de modo que A =
(0,0) e B =(b,0), com b > 0. Confira a Figura 21.4. Seja T4p a translacdo do plano tal que Txyp(A) =
D. Essa transformacao é uma isometria e transporta o semieixo positivo de Ox no semieixo posi-
tivo Ox’ e o semieixo positivo de Oy no semieixo positivo Oy’. Sejam A’ = Typ(A), B'= Tap(B) e
C' = T4p(C). Portanto A’ = D.
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Seja a amedida do dngulo entre semieixo positivo de Ox’ e a semirreta DE, medido no sentido
antihorério. Consideremos a rotagdo T, de 4ngulo a em torno da origem A’. Como T, é uma

 —

isometria temos Ty (B') = E e T,(C') = F, pois o angulo entre DC' e DF também mede a.
Para encerrar a demonstracao da afirmacao basta considerar a isometria T = Ty o T4p. O
y
/
F y
C E F| _C

D E

A B X A'=D B X

Figura 21.4. Construcao de uma isometria que transporta um triangulo sobre outro congruente.

21.6 Isometrias em coordenadas

Nao é dificil obter uma expressao em coordenadas para qualquer isometria. Isso é dado pelo
Teorema 21.31. Seja T : R?> — R? uma isometria. Entdo existem niimeros reais k, I, m e n tais que
m’+n®=1e

Tx,y)=(mx—ny+k,nx+my+1I) (21.1)

ou
T(x,y)=mx+ny+k,nx—my+1). (21.2)

«—>

Demonstragdo. Seja OXY o sistema cartesiano de coordenadas (x, y). Os eixos numéricos OX e
5_1; sdo perpendiculares e se encontram no ponto O = (0,0), e seus semieixos positivos sao 5)_5 e
O_Y: respectivamente. A isometria T transporta essas retas em um sistema cartesiano O'X'Y’, pois
T transporta reta em reta e conserva a medida do angulo. As retas (O’_X)’ e W sdo perpendiculares
e se encontram no ponto O' = T (0 0). Consideremos em W um sistema de coordenadas de
forma que o semieixo posmvo O’ X' seja imagem por T de OX. Feita essa es escolha, a imagem O’ Y’

do semieixo positivo oY pode ser qualquer uma das semirretas de T(OY) com origem em O'.
Temos assim duas opcoes.

e R —
Suponhamos que o angulo do semieixo positivo OX ao semieixo positivo OX’, medido no sen-

e

tido anti-horario, seja 6. Entdo o dngulo do semi-eixo positivo OY ao semi-eixo positivo O'Y’,
também medido no sentido anti-horério, pode ser 8 ou 180 + 6.
Vamos examinar separadamente cada um desses casos. Escrevemos T'(0,0) = (k, ).

 ——

Caso 1. O angulo do semieixo positivo OY ao semieixo positivo O'Y’, medido no sentido anti-
horario, é 0.

Nesse caso a isometria T € uma mudanca de coordenadas que leva o sistema OXY, de co-
ordenadas (x,y), no sistema O'X'Y’, de coordenadas (x', y), preservando a orientagao. O ponto

= (x, y) élevado no ponto P’ = (x/, y") por T. Confira ilustra¢do na Figura 21.5.

Nesse caso, as equagdes da mudanca de coordenadas, segundo demonstrado em [33], pagina
117 e seguintes, sao
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Xl

X

Figura 21.5. Acdo de uma isometria que preserva orientacao.

x' = xcosf-ysenf+k

e y = xsenf+ycosf+]1.

Chamando cosf = m e senf = n obtemos a expressao (21.1), com m? + n? = 1.

Caso 2. O angulo do semieixo positivo OY ao semieixo positivo W, medido no sentido anti-
hordrio, é 180 +6.

Nesse caso a isometria T é uma mudanca de coordenadas que leva o sistema OXY, de co-
ordenadas (x, y), no sistema O'X'Y’, de coordenadas (x/,y’), invertendo a orientacdo. O ponto
P = (x,y) élevado no ponto P’ = (x, y') por T. Confira ilustragao na Figura 21.6.

Y

X/

180+6 \

Y/

Figura 21.6. Acdo de uma isometria que nao preserva orientacao.

Nesse caso, as equacgdes da mudanca de coordenadas, segundo demonstrado em [33], pagina
117 e seguintes, sao

x' = xcosf+ysenf+k
e ¥y = xsenf-ycosf+l.
Chamando cosf = m e sen0 = n obtemos a expressao (21.2), com m?+n?=1. O

Da demonstracao do Teorema 21.31 vemos que existem dois tipos de isometrias: as que pre-
servam orientacao e as que invertem. As primeiras sao da forma (21.1), e as outras da forma (21.2).
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Estd claro que as translacoes e as rotagdes preservam a orientacdo. No Problema 21.8.27 é solici-
tado do estudante verificar que as reflexdes invertem a orientacao.

21.7 Isometrias e o modelo algébrico

Comentamos no Capitulo 20 que a Geometria Analitica Plana constitui um modelo algébrico
da Geometria Euclidiana Plana. Nesse contexto podemos definir as isometrias através de sua ex-
pressao em coordenadas e demonstrar suas propriedades de forma independente dos axiomas da
Geometria Euclidiana. Nesse contexto podemos fazer uma definicdo algébrica de congruéncia da
seguinte forma:

Definicao 21.32. Os subconjuntos & e ¢ do plano se dizem congruentes quando existe uma iso-
metria T : R? — R? tal que T(F) =94.

Com essa definicao vemos que as isometrias realizam a nocao espontanea de congruéncia en-
tre tridngulos, que consiste em considerar congruentes tridngulos que podem ser movimentados
um sobre o outro, coincidindo como conjunto de pontos.

21.8 Problemas

Problema 21.8.1. Estude a transformacao do plano T'(x, y) = (x, y/2). Observe que ela tem o efeito
de reduzir verticalmente qualquer figura do plano. Como exemplo, determine a imagem por T
da circunferéncia € = {(x, y)|x* + y*> = 1}. Mostre que T é injetiva e sobrejetiva. Dé a expressio
transformacao da inversa de T.

Problema 21.8.2. Dada a transformacao linear T : R? — R? definida por T'(x,y) = (x +2y,2x + ),
descreva a imagem por T da circunferéncia x* + y* = 1.

Problema 21.8.3. Verifique todas as afirmacoes do Exemplo 21.2 usando diretamente a expressao
de T em coordenadas.

Problema 21.8.4. Estude as propriedades das transla¢oes, definidas no Exemplo 21.4. Em parti-
cular: a) prove que toda translacdo leva reta sobre reta, e calcule qual é a reta que é imagem da
reta R, p,c; b) prove, usando a férmula (20.4), que toda translagdo conserva a medida de angulos.

Problema 21.8.5. Considere a reta r = R, _1,0. Determine a expressao em coordenadas da trans-
formacao do plano T : R? — R? denominada “projecdo ortogonal sobre r”, isto é, para qualquer
(x,y) € R2, T(x, y) € o pé da projecao de (x, y) sobre r.

Problema 21.8.6. Considerearetar = R, _1 0. Determine a expressdao em coordenadas da reflexao
em relagao a essa reta.

Problema 21.8.7. Mostre que a reflexdo T, : R> — R? em relacdo a uma reta r, conforme definida
no Exemplo 21.6, é uma isometria. Sugestdao: tome um reta r e pontos quaisquer A e B do plano.
Sejam A’ e B’ os pontos simétricos respectivamente de A e B em relacdo a reta r. Prove que A'B' =
AB usando congruéncias de triangulos. Considere os vérios casos necessdrios, como Aer,a¢r,
0 mesmo para B, e ainda se A e B estdo do mesmo lado de r, ou nao.

Problema 21.8.8. Prove que toda rotagio Ty : R> — R? de angulo 6 em relagdo a (0,0), definida no
Exemplo 21.7, € uma isometria, usando sua expressao em coordenadas.
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Problema 21.8.9. Vimos, no Exemplo 21.7, que toda rotacio Tp : R?> — R? de angulo 0 em relacéo
a (0,0), é uma transformacdo linear e uma isometria. Considere agora uma transformacao linear
qualquer do plano T : R? — R2, da forma T'(x, y) = (ax+by,cx+dy),emque a, b, c e d sao numeros
reais. a) Encontre condi¢oes sobre os numeros a, b, ¢ e d para que T seja uma isometria. b)
Investigue se existem transformacgdes lineares que sejam isometrias mas nao sao rotacoes.

xX—y x+
Problema 21.8.10. Prove que a transformacao do plano T : R?> — R? definida por T(x, y) = (Wy’ Wy)
é uma isometria. Ache a imagem da reta diagonal {(x, y)|x = y} por T.
Problema 21.8.11. Prove que toda isometria transporta retas paralelas em retas paralelas.

Problema 21.8.12. Sejam T : R?> — R? uma isometria e r uma reta. Mostre que T transporta semi-
plano determinado por r sobre semiplano determinado por T'(r).

Problema 21.8.13. Prove que toda isometria T : R?> — R? transporta o interior do angulo ABC
sobre o interior do angulo T'(A)T(B) T (C).

Problema 21.8.14. Prove que toda isometria T : R? — R? transporta o interior do triAngulo ABC
sobre o interior do triangulo T'(A)T(B)T(C).

Problema 21.8.15. Prove, usando a reciproca do Teorema de Pitdgoras, que toda isometria T :
R? — R? transporta angulo reto em angulo reto.

Problema 21.8.16. Demonstre que toda isometria transporta qualquer circunferéncia em uma
circunferéncia de mesmo raio.

Problema 21.8.17. Considere um tridngulo isésceles ndo equilatero. Encontre duas isometrias
que transportam esse tridngulo em si mesmo. Existem outras isometrias?

Problema 21.8.18. Considere um tridangulo equildtero. Encontre seis isometrias que transportam
esse triangulo em si mesmo. Existem outras isometrias?

Problema 21.8.19. Sejam A e B pontos (diferentes) de R?. Prove que existe uma tinica reflexdo
R:R? — R? tal que R(A) = B.

Problema 21.8.20. Prove que se uma isometria T : R*> — R? fixa todos os pontos de uma reta r,
entdo T é aidentidade ou a reflexdo em relacao a r. Sugestao: tome um ponto P fora de r e mostre
que T(P) =P ou T(P) é o simétrico de P emrelacaoar.

Problema 21.8.21. Sejam ABC = DEF triangulos congruentes. Mostre que existe uma isometria
que transporta um sobre o outro composta de no maximo trés reflexoes.

Problema 21.8.22. Prove que toda isometria é a composicao de no méaximo trés reflexoes.

Problema 21.8.23. Demonstre que toda translacdo é a composicao de duas reflexdes cujas retas
de simetria sdo paralelas.

Problema 21.8.24. Prove a reciproca do Teorema 21.31. Isto é,se T : R? — R? é de uma das formas
(21.1) ou (21.2), entdo T é uma isometria.

Problema 21.8.25. Explique por que as translacdes e as rotacdes preservam a orientacao.
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Problema 21.8.26. Demonstre que as equacdes da reflexdao R(x,y) = (x1,y1) em relacdo a reta
y=ax+bsao

1-a? . 2a —b)
X] = X -b),
! 1+ a? 1+a2y
2a 1-a?
n = X (y=b)+b.

1+a2” 1+a?
Problema 21.8.27. Prove que as reflexdes invertem a orientacao.

Problema 21.8.28. a) Encontre a imagem da reta reta R, ;. pela isometria T : R? — R? definida
por T(x,y) = (mx—ny+ k,nx+ my+1[). b) Encontre a imagem da reta reta R, . pela isometria
T : R? — R? definida por T'(x,y) = (mx+ny+k,nx—my+1).

Problema 21.8.29. Usando a expressao em coordenadas das isometrias e a férmula (20.4), dé ou-
tra demonstracao de que qualquer isometria conserva a medida de dngulos.

Problema 21.8.30. Dado um ntimero real positivo ¢, uma semelhanga de razdo t no plano é uma
transformacido T : R? — R? tal que d(T(A), T(B)) = td(A, B) quaisquer que sejam os pontos A e B
do plano. Mostre que toda semelhanca é uma bijecao do plano do plano sobre o plano. Ainda
transporta o segmento AB sobre o segmento T (A) T (B), sendo que o comprimento desse é t vezes
o comprimento do primeiro. Em particular T transporta um triangulo em outro tridngulo. Mostre
que T transporta retas em retas, e retas paralelas em retas paralelas. Prove que T transporta trian-
gulos retangulos em tridngulos retangulos, e, em consequéncia, transporta retas perpendiculares
em retas perpendiculares. Prove que a transformacao inversa de uma semelhanca de razao ¢ é
uma semelhanca de razao 1/t. Prove que a composta de duas semelhancas é uma semelhanca, e
calcule sua razdo. Demonstre que toda semelhanca conserva a medida de angulos.

Problema 21.8.31. Mostre que toda transformacao linear da forma

0
(3 2)13)

sendo ¢t um nuimero real positivo, €é uma semelhanca, mas nem toda semelhanca é dessa forma.

Problema 21.8.32. Dizemos que duas figuras F e G do plano sdo semelhantes se existe uma se-
melhanca T : R? — R? tal que T'(F) = G. Se t é arazdo de T, dizemos que ¢ é arazdo de semelhanca
de F para G. Prove que se dois tridngulos tém angulos correspondentes congruentes, entao sao
semelhantes.

Problema 21.8.33. A transformacdo T : R — R definida por T'(x, y) = (kx, ky) para algum ntimero
real positivo k chama-se homotetia de razao k e centro O. a) Prove que toda homotetia leva seg-
mento sobre um segmento cujo comprimento é k vezes o comprimento do primeiro segmento.
Ainda, leva angulo sobre angulo, preservando sua medida. b) Como é a imagem de uma circunfe-
réncia por uma homotetia? c¢) E de um poligono regular?

Problema 21.8.34. Chamamos de reflexdo com deslizamento a composicao de uma reflexdo em
relacdo a uma reta r com uma translacdo com vetor de deslocamento nao nulo e paralelo a reta
r. Prove que as isometrias do plano sao: a identidade, as translacoes, as rotagoes, as reflexoes e as
reflexdes com deslizamento. Sugestdo: seja T : R> — R? uma isometria diferente da identidade e
seja A€ R? tal que A’ = T(A) # A. Seja A” = T(A). Entdo d(A’, A") = d(A, A") > 0. Considere os trés
casos relativos ao posicionamento dos pontos A, A’ e A”: (i) A, A’ e A” sdo ndo colineares; (ii) A,
A" e A" sdo pontos diferentes e colineares; (iii) A” = A.
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21.9 Temas para investigacao

Tema 21.9.1. Investigue como sao as imagens de elipses, hipérboles e pardbolas por transforma-
¢oes lineares do plano.

Tema 21.9.2. Investigue como sdo as isometrias que sdo compostas por duas reflexoes.

Tema 21.9.3. Estude as isometrias que preservam o tridngulo equildtero. Mostre que elas formam
um grupo algébrico em relacdo a operacao de composicao. Estude as propriedades desse grupo.

Tema 21.9.4. Identifique todas as isometrias que preservam o quadrado. Mostre que elas formam
um grupo algébrico em relacdo a operacao de composicao. Estude as propriedades desse grupo.

Tema 21.9.5. Identifique todas as isometrias que preservam um poligono regular com n = 5 lados.
Mostre que elas formam um grupo algébrico em relacdo a operagdao de composicao. Estude as
propriedades desse grupo.

Tema 21.9.6. Dizemos que uma figura do plano tem simetria bilateral quando existe uma reta tal
que a reflexao em relacao a essa reta transporta a figura sobre si mesma. Investigue figuras com
simetria bilateral. Um bom comeco pode ser poligonos regulares.



Capitulo 22

Geometria da Superficie Esférica

22.1 Introducao

Até o inicio do Século XVII existia uma forte concepcao na mente dos intelectuais de que a
Geometria Euclidiana era a tinica possivel. Certamente que essa ideia advinha de nossa forma de
olhar o espaco e o movimento das coisas. Embora vivemos em um planeta cuja superficie tem a
forma aproximada de uma esfera, no dia a dia ndo nos damos conta disso, e, quando andamos
nessa superficie imaginamos que estamos nos movimentando em um plano. Isso talvez ocorra
por que a superficie da Terra é, para nos, imensa, e ndo temos quotidianamente a consciéncia de
que ela tem o formato de uma esfera. Hoje temos maior facilidade em compreender essa situacdo
devido ao progresso no conhecimento e na exploracdo do espaco. Todos temos em nosso imagi-
ndrio aquela famosa foto do planeta Terra obtida pelos astronautas da Apollo 17 em sua viagem
a Lua. Ao contrério do que ocorria antigamente, nao temos mais davida de que moramos na su-
perficie de uma esfera, e podemos até nos conscientizar desse fato no dia a dia, embora isso cause
pouco efeito em nossa movimentacao didria.

Fotografia da Terra tirada em 7 de dezembro de 1972 a partir
da espaconave Apollo 17, a uma distancia de 29 000 km. A foto
mostra a Africa, a Antértida e a Peninsula Ardbica. Essa foi a
sexta e ultima viagem do programa Apollo, em que astronau-
tas deixaram a 6rbita da Terra e pousaram na Lua.

Essa imagem passou a fazer parte de nossos livros escola-
res e foi reproduzida amplamente nos meios de comunicacao.
Ela modificou definitivamente a forma como vemos o lugar
onde moramos e sua posicao relativa dentro do espaco.

Figura 22.1

Vemos, neste Capitulo, como podemos construir uma ge-
ometria diferente da euclidiana simplesmente imaginando um mundo constituido pela superficie
da esfera. Essa Geometria, que denominamos Geometria da Superficie Esférica, abreviadamente
GSE, tem aplicacGes na Matemaética, na Astronomia e na Geografia.

22.2 Ideias iniciais

Imaginemos, como um exercicio de abstracdo, que vivemos restringidos a superficie de uma

29
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esfera e que, ao nos movimentarmos, ficamos limitados a ela, sem poder nos mover para o espaco
circundante, seja para o interior, seja para o exterior dessa esfera. Ou entao, se for mais fécil,
imagine um pequeno ser de duas dimensdes que tem sua vida delimitada a superficie de uma
esfera.

Essa ideia ndo é original! No livro Flatland: A Romance of
Many Dimensions, escrito pelo professor Edwin Abbott Ab-
bott e publicado em 1884 na Inglaterra, o autor descreve
uma sociedade que funciona em duas dimensdes. Os perso- L
nagens sdo figuras como segmentos e poligonos, e o proprio E o

By A Square > o
E. oL

autor se coloca nela como um quadrado. Na estdria o qua- = =
drado descobre a existéncia de um ser de trés dimensoes, |
uma esfera, mas essa ideia nao é aceita pelo grupo domi-
nante daquela sociedade. . e

BASIL BLACKWELL - OXFORD.
Price Seven Shilings and Sispence et

Figura 22.2

Esse romance sobre um mundo de duas dimensdes teve uma continuacdo em Sphereland: A
Fantasy About Curved Spaces and an Expanding Universe, escrito em 1965 por Dionys Burger.

Imaginemos entdo que o ser que mora na superficie da esfera precisa ir do ponto A ao ponto B.
Se ele deseja percorrer o menor caminho possivel, que trajetéria deve seguir? Nao é dificil perce-
bermos que o menor caminho que conecta dois pontos em uma superficie esférica é o menor arco
do circulo méximo que contém esses dois pontos. Vimos, na Se¢do 17.7 do Tomo III, que sempre
existe um circulo maximo ligando dois pontos dados de uma superficie esférica. Veja ilustracao
na Figura 22.3.

Figura 22.3. Circulo maximo passando por dois pontos na superficie esférica, com destaque para
o caminho mais curto.

A percepcao dessa propriedade pode ser feita experimentalmente. Tomamos uma esfera de
isopor e desenhamos em sua superficie um circulo méximo. Fixamos dois alfinetes nessa curva e
esticamos de um ao outro um eldstico, deixando-o tensionado. Vemos que a tendéncia do eléstico
é se acomodar ao longo do circulo maximo. Isso significa que essa curva proporciona o lugar
geométrico de menor tensdo para o eldstico e, portanto, é seu formato mais curto.

Uma demonstracdao mais formal dessa propriedade utiliza recursos de Cdlculo Diferencial e
Integral. O estudante pode consultar [36], paginas 117 e 128. Para constar enunciamos esse resul-
tado como o

Teorema 22.1. Sejam A e B pontos ndo antipodas de uma esfera. O menor caminho sobre a esfera
ligando A a B é o menor arco do unico circulo mdximo que os contém. Se A e B sdo antipodas,
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o menor caminho sobre a esfera ligando A a B é qualquer um dos semicirculos mdximos que os
contém.

Na Geometria Euclidiana, uma das no¢des que temos agregada ao campo conceitual “reta” é a
de que o segmento de reta que une dois pontos é o menor caminho de um ao outro. Essa é uma
nocgdo que pouco exploramos aqui, mas é muito utilizada na Fisica, por exemplo, na Otica. Isso
nos dé a ideia de construir uma geometria na superficie esférica em que as retas sdo os circulos
maximos. Vemos, na préxima secdo, o que ocorre nessa geometria.

22,3 Bases da Geometria da Superficie Esférica

Consideremos uma esfera S de raio r e centro O. Denominamos Geometria da Superficie Es-
férica, ou, simplesmente, GSE, ao conjunto S em que consideramos seus pontos como 0s pontos
de S e como retas os subconjuntos distinguidos, denominados geodésicas, definidos como segue:

Definicao 22.2. Chamamos de geodésica da esfera a qualquer um de seus circulos méaximos.

Nosso objetivo é investigar as propriedades das figuras formadas na esfera por suas geodési-
cas. Procedemos de forma similar ao que fizemos na Geometria Euclidiana, sendo que agora as
geodésicas fazem o papel que as retas tinham naquela geometria.

Lembremos que dados dois pontos ndo antipodas A e B da esfera, eles e o centro O sdo nao
colineares, portanto determinam um tnico plano no espago. A intersecao desse plano com a es-
fera é uma circunferéncia de raio r no plano, denominada circulo mdximo da esfera, e que agora
passamos a chamar de geodésica determinada por A e B.

Dois pontos ndo antipodas A e B de uma geodésica a repartem em dois arcos, um menor e
outro maior (ambos contendo os pontos A e B). Isso nos d4 a ideia de definir segmentos nessa
Geometria.

Definicao 22.3. Dados dois pontos ndo antipodas A e B de uma geodésica, o arco menor por
eles determinado é chamado de segmento geodésico de extremidades A e B, e indicado por AB.
Também dizemos que ABéo segmento geodésico que liga A a B. Se for necessdrio o arco maior
determinado por A e B pode ser chamado de segmento geodésico oposto de extremidades A e B.

Vemos que, dados dois pontos ndo antipodas da esfera, existe um unico segmento geodésico
que os liga. Por outro lado, se A e B sdao pontos antipodas, existem infinitos semicirculos méximos
com extremidades nesses pontos.

Dado um segmento geodésico AB podemos associar a ele o angulo ZAOB. Esse é o angulo
central determinado pelo arco ‘AB na circunferéncia de raio r e centro O que contém os pontos
A e B. Se estivermos usando a unidade graus para medir angulos, diremos que a = m(£AOB) é
a medida angular em graus do segmento geodésico ‘AB. Sabemos que o comprimento desse arco
é nra /180, que chamamos de comprimento em graus do segmento geodésico AB. Se estivermos
usando a unidade radiano para medir angulos, « é a medida angular em radianos do segmento
geodésico AB, e 0 seu comprimento em radianos é ra.

Na GSE definimos o equivalente a semirretas da Geometria Euclidiana da seguinte forma. Se-
jam A um ponto de S e B seu antipoda. Consideremos um circulo maximo contendo A (e, por-
tanto, B). Entdo esse circulo maximo é repartido por A e B em dois semicirculos maximos, di-
gamos 6 e 6» (ambos os semicirculos contém A e B). Entdo 6, — {B} e 6> — {B} sdo chamados
semigeodésicas de origem A.
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Imitando o que é feito na Geometria Euclidiana, definimos angulo como subconjunto de S da
seguinte forma. Sejam € e €’ duas semigeodésicas de mesma origem A e ndo contidas na mesma
geodésica. Dizemos que € U €’ é um dngulo de vértice A. Sejam B um ponto de ¢ diferente de A
e C um ponto de ¢’ diferente de A. O dngulo € U %’ pode ser indicado por ZBAC, se estiver claro
que se trata de um angulo em S. A medida desse angulo € a medida do diedro definido pelos arcos
AB e AC. Mais exatamente, esse diedro tem como aresta a reta r determinada pelo ponto A e por
seu antipoda, uma das faces desse diedro é o semiplano determinado por r e por B, e a outra face
é o semiplano determinado por r e por C.

Dado um ponto A em uma geodésica, existe a reta tangente a essa circunferéncia em A, contida
no plano determinado pela geodésica. Essa reta serd denominada reta tangente a geodésica em A.

Consideremos duas geodésicas que se encontram em um ponto A e, portanto, também se en-
contram no antipoda de A, e em mais nenhum outro ponto. Podemos associar a essas geodésicas
um dngulo da seguinte forma. Consideramos os dois planos definidos por essas geodésicas. Eles
formam quatro diedros com aresta comum contendo o centro O da esfera. Se esses diedros ndo
sdo retos, o dngulo associado as duas geodésicas é o menor angulo normal determinado por eles.
Se os diedros sdo retos, o dngulo associado as duas geodésicas é qualquer um desses diedros retos.
Dizemos também que o angulo associado entre duas geodésicas € o dngulo entre as geodésicas.

Outra forma equivalente de definir o &ngulo entre duas geodésicas é considerar as duas retas
tangentes a elas num de seus pontos de encontro. Essas retas formam quatro angulos, opostos
pelo vértice aos pares, e, se foram diferentes, escolhemos o menor deles, ou qualquer um se forem
retos. Se considerarmos o outro ponto de encontro das geodésicas, os angulos correspondentes
determinados pelas retas tangentes nesse ponto sdo congruentes aos anteriores. A medida desse
angulo é igual a medida do menor diedro determinado por essas geodésicas. Confira o Problema
22.7.3, em que sao solicitadas as demonstracoes dessas afirmacoes.

Definicao 22.4. Sejam A, B e C pontos de uma esfera nao contidos em uma mesma geodésica (em
particular dois quaisquer desses pontos nao sao antipodas). O triangulo esférico de vértices A, B
e C e lados AB, BC e AC é o conjunto ABUBCUAC. Indicamos esse conjunto por ABC, desde
que esteja claro que se trata de uma figura na superficie esférica. Os dngulos desse triangulo sao
/BAC, ZABC e ZACB, que podem ser indicados respectivamente por 4, B e C.

Figura 22.4. Desenho de um triangulo esférico mostrando as geodésicas que contém os lados.

Enunciamos algumas propriedades elementares dos tridngulos na GSE. Confira [58], pdgina 57
e seguintes.

Na GSE podemos definir tridngulo is6sceles. Valem as seguintes propriedades: os angulos da
base sao congruentes, e a mediana relativa a base também € bissetriz e € perpendicular a base.
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Na GSE podemos definir congruéncia entre tridngulos e demonstrar os casos de congruéncia
LAL, ALA e LLL. Diferentemente da Geometria Euclidiana, na GSE a correspondéncia AAA implica
em congruéncia. Portanto nao € possivel desenhar dois tridngulos com trés pares de angulos cor-
respondentes congruentes e que ndo sejam, eles mesmos, congruentes.

Na GSE vale uma versdo mais fraca da desigualdade do angulo externo. Se a, § e y sdo as
medidas dos angulos de um tridngulo, entdo

180 -y > |a—Bl. (22.1)

Na GSE vale: em um tridngulo qualquer, ao maior angulo se opde o maior lado.

Na GSE vale a desigualdade triangular: em qualquer tridngulo, qualquer um dos lados é menor
do que a soma dos outros dois.

Nao vamos continuar nossos estudos sobre a GSE por “imitacao” com a GE. O estudante pode
investigar outros resultados por conta prépria ou consultando textos especializados. Por exemplo
em [50] e [47] pode obter mais informacdes.

Fazemos aqui apenas mais uma interven¢do: como € a soma dos angulos de um triangulo
esférico? Estudamos essa questdo a seguir.

22.4 Umresultado nao tao surpreendente na GSE

Investigando como sdo os triangulos esféricos, um fato nos chama de imediato a atencdo: em S
existem tridngulos com dois angulos retos. Vemos um exemplo na Figura 22.5. Escolhemos uma
geodésica e nela tomamos dois pontos ndo antipodas A e B. Tomamos a reta perpendicular ao
plano da geodésica que passa por O. Essa reta intersecta S em dois pontos. Escolhemos um deles,
digamos N. Entao o triangulo esférico ABN tem dois angulos retos, em A e em B.

N

Figura 22.5. Triangulo esférico com dois angulos retos.

Esta claro que os angulos de triangulos esféricos ndo se comportam como seus corresponden-
tes da Geometria Euclidiana. Nao é dificil compreender isso se olharmos diversas figuras de trian-
gulos esféricos. Parece que eles sempre tem algum lado “curvado para fora”, e o préprio interior
do triangulo também tem essa caracteristica.

Vamos investigar essa percepc¢do. Consideremos um triangulo esférico ABC. Desenhando por
completo as geodésicas determinadas pelos seus lados, vemos que elas formam outros tridngulos.
Em particular, um desses triangulos é formado pelos antipodas dos pontos A, B e C, e é congruente
a ABC.

Vemos na Figura 22.6 uma ilustracao desse fenomeno. Nessa Figura, em que indicamos o an-
tipoda de P por —P, vemos a esfera segundo a perspectiva da reta que é perpendicular ao plano
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determinado pelo circulo mdximo que passa por ‘AB. Observemos o triangulo esférico ABC e seu
antipoda (— A)(—B)(—C), e que ambos sdo congruentes.

-A

Figura 22.6. Fusos determinados por um tridngulo esférico.

Teorema 22.5. Dados uma esfera de raio r e um tridngulo esférico ABC, a soma, em radianos, de

seus dangulos é
drea(ABC)

m(A) +mB)+m@C) =7 + ; (22.2)

Demonstragdo. Na Figura 22.6 [AC(—C)B] é o diedro cuja aresta contém o didmetro C(—C) e lados
que contém os pontos A e B. Esse diedro determina na esfera um fuso que chamaremos de fuso C.
Note que esse fuso tem angulo C. Portanto a area do fuso C é 2r>m(C). De modo analogo temos
os fusos A e B cujas dreas sao, respectivamente, 2r2m(A) e 2r2m(1§). Portanto

area fuso A + area fuso B + area fuso C = 2r? (m(A) +m(B) + m(é)) .
Por outro lado,
area fuso A + area fuso B + area fuso C =
= 4rea da semiesfera + 2 area(ABC) + area(AB(—C)) — area ((—A)(-=B)C).
Como area (AB(—C)) = é&rea ((—A)(-B)(), segue o resultado. O

Observemos que na férmula (22.2) do Teorema 22.5 o fator drea(ABC)/r? é sempre positivo.
Portanto, na GSE, a soma dos angulos de qualquer tridngulo excede n radianos, ou 180 graus.
Vamos destacar esse resultado no

Teorema 22.6. Na GSE, a soma dos dngulos de qualquer triangulo excede nt radianos, ou 180°.

22,5 Comparando a GSE com a GE

Pudemos ver, nas secdes anteriores, que a Geometria da Superficie Esférica (GSE) tem varias
diferencas em relacdo a Geometria Euclidiana (GE). A mais marcante é que, na GSE, a soma dos
angulos de qualquer tridngulo excede 180°. Mas existem mais diferencas, algumas das quais co-
mentamos agora. Outras serdo objeto de problemas da Secao 22.7.

a) Nao vale na GSE a afirmacao: “Dados dois pontos diferentes, existe exatamente uma reta que
os contém”. Essa afirmacdo tem que ser modificada para: “Dados dois pontos diferentes e nao
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antipodas, existe exatamente uma geodésica que os contém”. Dois pontos antipodas quaisquer
estdo em infinitas geodésicas.

b) Nao vale na GSE a afirmacdo: “Os pontos de uma reta podem ser postos em correspondéncia
biunivoca com os nimeros reais”. Essa afirmacao tem que ser modificada para: “Os pontos de uma
geodésica podem ser postos em correspondéncia biunivoca com os niimeros reais do intervalo
[0,27).”.

¢) A GSE nao tem um resultado correspondente ao Axioma das paralelas: “por um ponto dado fora
de uma reta passa uma tnica paralela a reta dada”. Nao vale nem mesmo a afirmac¢ado da GE: “por
um ponto fora de uma reta passa uma paralela a reta dada”, pois ndo existem retas paralelas.

Conforme comentamos anteriormente, dados uma reta e um ponto fora dela podemos, a prin-
cipio, considerar as seguintes possibilidades:

(i) ndo existe uma reta paralela a reta dada contendo o ponto dado;
(ii) existe uma Unica reta paralela a reta dada contendo o ponto dado;
(iii) existe mais de uma reta paralela a reta dada contendo o ponto dado.

Vemos que a possibilidade (i) corresponde a GSE, e a possibilidade (ii) a GE. Estudaremos, no
Capitulo 23, a Geometria Hiperbdlica, que satisfaz a condicao (iii).

22.6 Geometrias elipticas

Para encerrar esta secdo observamos que nossa apresentacao da Geometria da Superficie Es-
férica depende do fato de a estarmos modelando com a esfera S como um objeto do espaco eucli-
diano tridimensional. Portanto nessa geometria ndao temos axiomas, pois todas as propriedades
podem ser provadas usando os recursos da Geometria Euclidiana. O que fizemos foi, na verdade,
apresentar um modelo de uma das chamadas Geometrias Elipticas.

Existem versoes intrinsecas de Geometrias Elipticas em que ndo se utiliza o espaco euclidiano.
Elas comecam com uma lista de axiomas, e o primeiro deles pode ser: “duas retas quaisquer se
intersectam”.

Para obter mais detalhes o estudante pode consultar [10], p4dgina 84 e seguintes, assim como
[36], pagina 129 e seguintes.

22.7 Problemas

Problema 22.7.1. Explique a observacao feita na Definicdo 22.4, que afirma que se os pontos A, B
e C ndo estdo na mesma geodésica entdo dois quaisquer deles ndo sao antipodas.

Problema 22.7.2. Prove que as retas tangentes a uma geodésica em pontos antipodas sao parale-
las.

Problema 22.7.3. Considere duas geodésicas que se encontram em um ponto A e em seu antipoda
—A. a) Explique por que as retas tangentes as geodésicas em A determinam angulos congruentes
aqueles correspondentes determinados pelas tangentes em — A. b) Prove que a medida do angulo
entre duas geodésicas é a mesma considerando as duas possibilidades definidas no texto (medida
do diedro ou medida do angulo dado pelas retas tangentes).

Problema 22.7.4. Explique por que dados pontos nao antipodas A e B da esfera de raio r, existe
uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da geodésica que os contém e os nameros reais
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do intervalo [0,277), de modo que ao ponto A corresponde o valor 0 e ao ponto B um valor b tal
que b € [0, 7). Explique por que essa propriedade substitui, na GSE, os axiomas de medida da GE,
e qual a diferenca das duas geometrias nesse aspecto.

Problema 22.7.5. Defina o que é conjunto convexo na GSE. Depois prove o seguinte. Seja g uma
geodésica qualquer. Entdo S — g é a unido de dois conjuntos (chamadas semiesferas abertas de-
terminadas por g) tais que: (i) cada um deles é convexo; (ii) se um ponto A estd em um desses
conjuntos e B no outro, entao AB intersecta g.

Problema 22.7.6. Explique por que na GSE vale o Teorema de Pasch.

Problema 22.7.7. Seja ¢ uma semirreta de origem A e /# uma das semiesferas abertas determi-
nada pela geodésica que contém €. Seja x € (0,180). Explique por que existe um ponto C € # de
forma que x é a medida em graus do angulo determinado por ¥ e pela semigeodésica de origem
A que contém C. Explique por que na GSE valem os axiomas sobre angulos adotados na GE.

Problema 22.7.8. Dada uma geodésica, consideremos o plano por ela determinado e o didmetro
da esfera perpendicular a ele. Os extremos desse diametro chamame-se polos da geodésica. Prove
que, dada uma geodésica e um ponto que ndo é um de seus polos, existe uma tinica geodésica
que contém o ponto e é perpendicular a geodésica dada. O que ocorre se o ponto for um polo da
geodésica?

Problema 22.7.9. Justifique por que o tridngulo esférico dado na Figura 22.5 tem dois angulos
retos, em A e em B. A construcado usada nessa Figura esté explicada no texto que a precede.

Problema 22.7.10. Explique por que um triangulo esférico ABC e o tridngulo antipoda (- A)(—B)(-C)
sdo congruentes.

Problema 22.7.11. Defina interior de um angulo da GSE, e descreva esse conjunto.

Problema 22.7.12. Na GSE trés pontos ndo colineares (isto é, que ndo estao na mesma geodésica)
determinam um tinico tridAngulo? E possivel definir interior de um triangulo?

Problema 22.7.13. Dada uma geodésica da GSE, prove que todas as geodésicas perpendiculares a
ela se encontram em dois pontos.

Problema 22.7.14. Prove que na GSE todo tridngulo estd contido em uma semiesfera.

Problema 22.7.15. Prove que na GSE a soma dos lados de qualquer tridngulo é menor do que 27.
Sugestdo: dado um tridngulo ABC, para mostrar que a soma de seus lados satisfazem a proprie-
dade requerida, aplique a desigualdade triangular ao triangulo (—A)BC, em que — A é o antipoda
de A.

Problema 22.7.16. Dé exemplo de um triangulo equilétero retangulo na GSE.
Problema 22.7.17. Explique por que na GSE nao vale o Teorema de Pitdgoras.

Problema 22.7.18. Na GSE, qual é o maior valor que pode atingir a soma dos angulos de um tri-
angulo?

Problema 22.7.19. Existem retangulos na GSE?

Problema 22.7.20. Prove que na GSE os dngulos do topo de um quadrildtero de Saccheri qualquer
sdao congruentes e obtusos.
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b 0 < a+ bnaGSE

0 =a+ bnaGE

Figura 22.7. Figura do Problema 22.7.22.

Problema 22.7.21. Prove que na GSE a drea do tridngulo ABC é
rea(ABC) = r*[m(A) + m(B) + m(C) - 180
se 0s angulos estdo medidos em graus.
Problema 22.7.22. Interprete e explique a Figura 22.7.
Problema 22.7.23. Verifique se na GSE vale um resultado correspondente ao Teorema do angulo
externo ?? da GE.
Problema 22.7.24. Verifique se na GSE vale o caso de congruéncia LAA.

Problema 22.7.25. No Tomo II, Capitulo 10, foi provado que “Por um ponto fora de uma reta
passa uma paralela a reta dada”. Esse resultado naturalmente nao vale na GSE. Identifique em
quais passos falha a demonstracao utilizada ali.

Problema 22.7.26. Calcule a soma dos angulos de um poligono esférico.

Problema 22.7.27. Explique o que ocorre na férmula (22.2) do Teorema 22.2 quando r — oo.

22.8 Temas para investigacao

Tema 22.8.1. Na Geometria da Superficie Esférica (GSE) existem figuras poligonais de dois lados,
que chamaremos de didgonos. Estude as propriedades dessas figuras.

Tema 22.8.2. Na GSE existem tridngulos esféricos isdsceles? Se existirem, investigue suas propri-
edades.

Tema 22.8.3. Defina quadrilatero na GSE e estude suas propriedades.

Tema 22.8.4. Defina circunferéncia na GSE e estude suas propriedades. Dada uma circunferéncia,
ela tem um tinico centro?

Tema 22.8.5. O termo “Geometria Eliptica”, utilizado na Se¢do 22.6, sugere que essa geometria
pode ser modelada na superficie de um elipsoide. Investigue como sdo as “retas” nessa superficie.
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Tema 22.8.6. Existe uma trigonometria esférica, descoberta pelos matemaéticos drabes do Século
X, que estuda propriedades trigonométricas dos tridngulos esféricos. Investigue isso. Por exemplo,
em um tridangulo ABC vale a seguinte férmula (lei dos senos da trigonometria esférica):

sena senfi seny

sena senb senc

sendo: @ a medida do angulo interno A, a a medida angular do lado BC, etc, conforme notacoes
da Figura 22.4.

Tema 22.8.7. Neste projeto o estudante estd convidado a estudar ladrilhamentos da esfera com
poligonos da GSE. Assim como ladrilhamos o plano, figuras planas, o espaco, etc., podemos ladri-
lhar a esfera. Os lados desses poligonos devem ser segmentos geodésicos.

Observe que todo poliedro inscritivel em uma esfera pode ser projetado na esfera e gerar um
ladrilhamento com poligonos regulares. O exemplo mais conhecido é o do icosaedro truncado,
cuja estrutura € utilizada em bolas de futebol. Confira a Figura 22.8. Descreva que poliedros estao
nessa categoria. Faca desenhos desses ladrilhamentos na esfera.

Figura 22.8. Ilustracdes do icosaedro truncado e o correspondente ladrilhamento na esfera.

Existem ladrilhamentos da esfera que ndo tém correspondentes com poliedros inscritos. Sao
os hosoedros. Confira as Figuras 22.9 e 22.10. Descreva esses ladrilhamentos e explique por que
ndo existem como poliedros.

Informacdes podem ser obtidas na Wikipedia, através das palavras chaves “spherical polyhe-
dron” e “spherical tiling”.

Figura 22.9 Hosoedro trigonal Figura 22.10 Hosoedro quadrigonal.



Capitulo 23

Geometria hiperbdlica

23.1 Introducao

Neste capitulo estudamos alguns aspectos da chamada Geometria Hiperbdlica (GH). Essa Ge-
ometria admite todos os axiomas da Geometria Euclidiana com exce¢dao de um, o axioma das pa-
ralelas. Em seu lugar estabelece que “por um ponto fora de uma reta existe mais de uma paralela
areta dada”.

Desde a antiga civilizacdo grega até meados do Século XIX o modelo euclidiano de geome-
tria era o Unico vigente. Todo cientista, ao medir ou estudar fend6menos no espago circundante,
admitia, implicitamente, que a organizacdao geométrica desse espaco obedecia aos axiomas eu-
clidianos. Essa concepcdo era tdao forte na mente de todas as pessoas que nao era nem mesmo
questionada, contrariando o antigo aforisma da Filosofia: “duvide de tudo”. Muitos fil6sofos afir-
mavam que a geometria (como a descrevia Euclides, pois ndao havia outra) era a geometria natural
do universo.

De fato, algumas propriedades da geometria euclidiana parecem ser bem naturais. Por exem-
plo, existe uma unica reta contendo dois pontos dados. Outra propriedade, que é o chamado
“axioma das paralelas”: dada uma reta e um ponto fora dela, existe uma tnica reta paralela a reta
dada passando pelo ponto.

Os matemaéticos do tempo de Euclides e os que vieram depois dele tampouco questionavam a
existéncia de outra geometria. Para eles aquela era a tinica que existia. Os matematicos simples-
mente estudavam a geometria, expandindo seus resultados e melhorando a estrutura proposta
por Euclides. Foi esse estudo minucioso que levou a descoberta de outras geometrias. Isso se deu
da seguinte forma.

Conforme ja comentamos, a estrutura da geometria proposta por Euclides era composta de
definicoes, axiomas e teoremas. Esses elementos eram dispostos em uma ordem, do mais simples
para o mais complexo. Assim, Euclides inicia com as defini¢oes e os axiomas mais simples possi-
veis. Depois de cada grupo de defini¢oes e axiomas, demonstra o maior nimero de teoremas que
é possivel deduzir desses elementos.

Observando a ordem com que Euclides disp0s esses elementos, vemos que ele postergou o
axioma das paralelas o maximo possivel, e demonstrou todos os teoremas que pdde sem usar esse
axioma. Os matemadticos perceberam que Euclides teria tentado admitir o axioma das paralelas
ndo como um postulado, mas como um teorema, mas nao conseguiu uma demonstracao. As-
sim se perguntava: o axioma das paralelas poderia ser demonstrado usando apenas os axiomas
e definicOes anteriores a ele? Seria possivel descobrir alguma demonstracdo que teria passado
despercebida a Euclides e seu grupo de matematicos da Escola de Alexandria?

39
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O fato é que, por muitos séculos, os matematicos tentaram descobrir essa demonstracao. Por
vezes acharam que a haviam encontrado, mas depois sempre se percebia algum defeito, alguma
pequena afirmacdo que fora usada mas ndao demonstrada. Depois de tanto esfor¢o e com poucos
resultados, comecaram a desconfiar que essa demonstra¢do ndo existia. Aos poucos 0s matema-
ticos aprenderam a olhar com mais maleabilidade para uma estrutura axiomatica, e perceber que
essas estruturas podiam variar, cada uma com seus axiomas e resultados. Comecaram entao a se
perguntar o que significaria uma estrutura geométrica sem o axioma das paralelas, ou com um
enunciado diferente daquele de Euclides. Perceberam que se obtinha outra estrutura légica, per-
feitamente coerente, mas com propriedades geométricas diferentes das usuais.

Esses estudos levaram a descoberta de outras geometrias. Num primeiro momento se pensava
que essas geometrias constituiam um mero exercicio 16gico, mas logo se percebeu que existiam
espacos matematicos nos quais essas geometrias eram naturais. Assim se foi modificando a mente
humana, e a geometria euclidiana deixou de ser a Unica estrutura geométrica residente em nosso
mecanismo psicolégico, tendo esse se ampliado para abarcar outras possibilidades. Esse amadu-
recimento levou a descoberta da teoria da relatividade, a qual propde que a geometria natural do
espaco ndo é necessariamente a euclidiana.

Essas descobertas tiveram outra consequéncia. Os matematicos compreenderam que era im-
portante estudar teoricamente as estruturas axiomdticas, sem se importar, a principio, com sua
correlacdo com a realidade fisica ou com pré-concepc¢des psicologicas. Essa nova forma de in-
vestigar trouxe muitas descobertas através das estruturas geométricas, algébricas e analiticas. A
Matematica passou por um grande avanco, que ocorre até hoje. Com isso se explica a importan-
cia que os matematicos ddo as estruturas axiomadticas. E necessério observar, entretanto, que o
estudo da Matematica através de estruturas axiomadticas exige muito amadurecimento mental, e
por isso esse método nao deve, em geral, ser utilizado para estudantes do ensino bdésico.

23.2 Axiomas da Geometria Hiperbdlica Plana

Nesta secdo estudamos uma geometria diferente da Geometria Euclidiana. Admitimos a exis-
téncia de um plano como conjunto de pontos, de subconjuntos desse plano chamados retas, que
obedecem a determinadas propriedades, que sdo seus axiomas. Esses axiomas sdo equivalentes
aos da Geometria Euclidiana, exceto um. Apresentamos os seus enunciados e ndo vamos repetir
aqui as definicoes e teoremas que deles decorrem.

Axioma H1 (da incidéncia da reta)
Dados dois pontos diferentes, existe uma tinica reta que os contém.

Axioma H2 (da régua)

1) Dados dois pontos diferentes A e B, existe um ntimero positivo a eles associado chamado distancia
de A a B e indicado por AB.

2) Os pontos de uma reta qualquer podem ser postos em correspondéncia com os niimeros reais de
modo que:

(i) a cada ponto da reta corresponde um tinico ntimero real, chamado coordenada do ponto;

(ii) a cada ntimero real corresponde um tinico ponto da reta;

(iii) a distancia entre dois pontos quaisquer é o valor absoluto da diferenca de suas coordenadas.

3) Dados dois pontos A e B em uma reta, o sistema de coordenadas pode ser escolhido de tal modo
que a coordenada de A seja zero e a de B seja positiva.

A partir desses axiomas podemos definir estar entre, segmento AB, semirreta, dngulo ZBAC,
triangulo, conjunto convexo, etc, e obter varias propriedades, como “dados trés pontos colineares,
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exatamente um deles esta entre os outros dois”.

Axioma H3 (da separacdo do plano)

Dada uma reta em um plano, os pontos do plano que ndo estdo na reta formam dois conjuntos
chamados semiplanos, que satisfazem as seguintes condigoes:

(i) Cada semiplano é néao vazio e convexo;

(ii) Se o ponto A estd em um semiplano e o ponto B no outro, entdo o segmento AB intersecta a reta.

A partir desse axioma podemos definir interior de tridngulo e obter muitos resultados sobre a
posicao relativa entre pontos e retas.

Axioma H4 (da medida de angulos)
A todo angulo ZBAC corresponde um niimero real a tal que 0 < a < 180, chamado medida em
graus do angulo, ou, simplesmente, medida, e indicado por m(£BAC).

Axioma H5 (da construgdo de angulos)
Seja AB uma semirreta contida na origem de um semiplano. Para todo niimero real a tal que
0 < a < 180, existe uma tinica semirreta AC, com C no semiplano dado, tal que m(/BAC) = a.

Axioma H6 (da adicao de angulos)
Se 0 ponto D estd no interior de /B AC entdo m(£BAC) = m(£BAD) + m(£DACQC).

Axioma H7 (do suplemento)
Quaisquer dois dngulos que formam um par linear sdo suplementares.

Axioma H8 (da congruéncia LAL)
Toda correspondéncia LAL é uma congruéncia.

Axioma H9 (da ndo unicidade da reta paralela)
Por um ponto dado fora de uma reta passa mais de uma reta paralela a reta dada.

Em nossa breve exposicao da geometria hiperbdlica poderemos eventualmente usar também
0s seguintes axiomas:

Axioma H10 (da 4rea)
A toda regido poligonal corresponde um niimero positivo, denominado drea da regido poligonal.

Axioma H11 (da adicao de areas)

Se uma regido poligonal é a unido de duas ou mais regioes poligonais tais que duas a duas ndo
tém ponto interior em comum, entdo a drea da regido poligonal é a soma das dreas das regioes que
a formam.

Axioma H12 (da drea de triangulos)
As dreas de regioes triangulares delimitadas por tridngulos congruentes sao iguais.

Definicao 23.1. O sistema de axiomas H1-H12 e o conjunto de propriedades que podem ser obti-
das deles chama-se Geometria Hiperbélica Plana (GH), e é um exemplo de geometria ndo-euclidiana.

Esperamos que na Geometria Hiperbdlica aparecam propriedades e resultados diferentes da
Geometria Euclidiana. Certamente que um deles diz respeito a soma dos angulos de um trian-
gulo qualquer. Vamos provar que, na Geometria Hiperbdlica, a soma dos angulos de qualquer
triangulo é < 180, e que existem tridngulos para os quais a soma é < 180. Devido as dificuldades
técnicas, para nao alongar demasiadamente este texto, deixamos para o estudante provar que, na
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Geometria Hiperbdlica, a soma dos angulos de um triangulo qualquer é < 180. Confira o Problema
23.6.29 e 0 Tema 23.7.4.

23.3 Propriedades de triangulos na GH

Observemos inicialmente que na GH (Geometria Hiperbolica) valem todas as definicoes e re-
sultados demonstrados até (inclusive) o Teorema 10.6, visto no inicio da Se¢do 10.2 (Retas parale-
las em um plano) do Tomo II. Destacamos que o Teorema do Angulo Externo e suas consequén-
cias, estudadas na Sec¢do 9.14 do Tomo II (Teorema 9.37), valem nas duas geometrias. Em parti-
cular, nas duas geometrias vale que: “Em todo triangulo, a soma das medidas de quaisquer dois
angulos internos é menor do que 180°.”

Os trés primeiros resultados que estudamos logo a seguir sao atribuidos a Giovanni Saccheri
e a Adrien-Marie Legendre, e ainda valem na GE e na GH, pois se baseiam nos axiomas H1 a HS,
admitidos em ambas.

Teorema 23.2. Dado um triangulo qualquer ABC, existe outro tal que a soma dos seus dngulos
internos é igual a soma dos dngulos do anterior mas tem um dngulo que mede %m(A) ou menos.

Demonstragdo. Consideremos, como referéncia, a Figura 23.1. Dado o triangulo ABC, seja M o
ponto médio do lado BC e seja AE o segmento do qual M é também o ponto médio.

B E

A C

Figura 23.1. Figura ilustrativa do Teorema 23.2.

Afirmamos que o triangulo AEC é o outro tridngulo procurado. Vamos mostrar primeiro que
a soma dos angulos desses triangulos sao iguais. Temos BAM = CEM, o que implica que m(B) =
m(ZECM) e m(/BAM) = m(E). Portanto

soma dos angulos do triangulo ABC =

m(£MAC) + m(ZBAM) + m(B) + m(/BCA) = m(LMAC) + m(E) + m(LECM) + m(/BCA) =
= m(£LMAC) + m(E) + m(ZECA) = soma dos angulos do triangulo AEC.

Notemos agora que pelo menos um dos angulos ZBAM e ZEAC tem medida < (1/2)m(A).
Como BAM = CEM, temos /BAM = E. Portanto pelo menos um dos angulos Ee /EAC tem
medida < (1/2)m(A). O

Como consequéncia obtemos o teorema abaixo, ainda véalido igualmente na GE e na GH.
Teorema 23.3. A soma dos angulos de um triangulo qualquer é < 180.

Demonstragdo. Seja ABC um triangulo, e suponhamos que a soma de seus angulos seja > 180.
Entdo
m(A) + m(B) + m(C) =180+ r
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para algum namero r > 0. Aplicando n vezes o Teorema 23.2, encontramos um triangulo DEF tal
que a soma de seus angulos € igual a soma dos angulos de ABC e que tem um angulo que mede
< zin m(A). Digamos que esse angulo seja D. Se n for suficientemente grande para que zi,,m(A) <r
podemos admitir que m(D) < r. Temos entao

mD)+mE)+m(F)=180+r e mD)<r.

Combinando esses dois resultados temos m(E) + m(F) > 180. Mas isso contraria o Teorema do
Angulo Externo. O

Teorema 23.4. A medida de um dngulo externo qualquer de um triangulo arbitrdrio é maior ou
igual a soma das medidas dos dois dngulos internos ndo adjacentes.

Demonstragdo. Tomando a Figura 23.2 como referéncia, temos a+ b + ¢ < 180 (Teorema 23.3).
Como c e 0 sdo suplementares temos ¢ + 0 = 180. Juntando essas informacoesvem a+b<6. [

Figura 23.2. Figura do Teorema 23.4

Chegou o momento em que mostramos que na GH existe um triangulo com angulos que so-
mam menos do que 180. Naturalmente para isso precisamos usar o Axioma H9. A ideia inicial é a
seguinte.

Consideremos a Figura 23.3 em que temos uma reta r, um ponto A em r, um segmento AB
perpendicular a r em A e uma reta s perpendicular a AB em B. As retas r e s sdo paralelas pois,
se ndo o fossem, se encontrariam em um ponto P, e o tridngulo ABP teria dois angulos retos,
contrariando o Teorema 23.3.

&
S
B |
Sl
r Y Y1 Y2

A C C C,

Figura 23.3. Figura referente ao Teorema 23.5.

Em virtude do Axioma H9, existe outra reta paralela a AB por B, a qual chamaremos de s’. Seja
€ amedida do angulo determinado por s e s’. Vamos trabalhar no lado de AB em que a medida do
angulo determinando por BAe s’ € 90 —¢.
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Consideremos um ponto C em r e movimentemos esse ponto para a direita, assim C assume
posicoes Cy, Co, ... Sejam y amedida do angulo ZACB, y; a medida do angulo ZAC; B, etc. Asoma
dos angulos dos triangulos ABC; é

Si= m(ZBACi) +vi+ m(LABCi).
Notemos que m(£BAC;) =90 e m(£LABC;) <90—¢. Logo
Si<90+7y; +90—¢,

ou
Si < 180 +7vy; —€.

Se conseguirmos um tridngulo ABC; para algum i em que y;—¢ < 0, encontramos um tridngulo
em que a soma dos angulos é < 180°.

Teorema 23.5. Na GH existe um tridngulo tal que a soma de seus dngulos é < 180°.

Demonstragdo. Consideremos a construcao iniciada acima com a Figura 23.3, sendo que agora
tomamos C; de modo que CC; = BC, tomamos C, de modo que C,C, = BCj, e assim por diante.
Obtemos a Figura 23.4.

Agora o triangulo BCC; é isésceles com base BCy, logo m(ZCBC;) = v, o triangulo BC,C; é
isésceles com base BC», logo m(£CyBC,) = y», etc. Por causa do Teorema 23.4 temos y; + v <7,
logo 1 < (1/2)y, e depois temos 2 + Y2 < 1, logo y» < (1/22)y, e assim por diante, no i-ésimo
triangulo obtemos y; < (1/2")y. Se i é suficientemente grande para que (1/2")y < ¢, temos y; < €.
Entdo a soma S dos angulos do triangulo ABC; é

$<180+y;—€e<180

€
B I S
!
Y1 Y2 s

r Y Y1 Y2
A C C C

Figura 23.4. Figura 2 referente ao Teorema 23.5.

Vemos que é possivel construir logicamente uma geometria em que sdo vélidos os axiomas
euclidianos com excecao do axioma das paralelas. A pergunta que surge € se essa geometria é um
mero exercicio especulativo ou se tem existéncia como ente matemadtico ou natural. Vemos, na
proxima Secao, que podemos construir modelos euclidianos de GH. Com isso podemos afirmar
que a GH é tao consistente quanto a GE.
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23.4 Modelos euclidianos de GH

Existem muitos modelos de Geometria Hiperbolica construidos como objetos euclidianos. Es-
ses modelos ndo sdo simples e, a principio, parecem bem estranhos. Mas tém a funcao de nos
convencer de que a GH tem existéncia na Matemadtica. Quanto a existéncia da GH no mundo
fisico, esse é um problema cujo entendimento ainda esté por ser aprofundado.

Exemplo 23.6. O seguinte exemplo de geometria nao-euclidiana é atribuido a Felix C. Klein e
Eugenio Beltrami. Sejam ¥ uma circunferéncia e 2 o disco aberto formado pelos pontos interiores
de €. O espaco de nossa geometria é 9. As “retas” dessa geometria sdo as cordas abertas de €,
isto €, sao todas as cordas de ¥ sem os pontos extremos. A Figura 23.5 mostra uma reta r nessa
geometria, um ponto P fora dessa reta e retas que passam por P e ndo intersectam r. Portanto,
sdo retas paralelas a r. Dessa forma essa geometria obedece ao Axioma H9 e é um exemplo de
geometria ndo-euclidiana. Se usarmos o conceito de distancia usual ndo vale o Axioma H2, e esse
modelo nao é uma geometria hiperbélica no sentido que definimos neste texto. Mas é possivel
redefinir distancia e medida de angulo de modo que estejam satisfeitos os axiomas da geometria
hiperbdlica.

Vamos comentar apenas a definicdao de distancia nesse modelo. Sejam P e Q pontos de & e
sejam S e T os pontos extremos da corda que contém P e Q na ordem S— P —Q — T ou na ordem
S—Q—P-T. Definimos a distancia entre P e Q por

1

d(RQ)zz‘logM‘.

PS-QT

Nessa formula XY é a distancia euclidiana entre os pontos X e Y, log é o logaritmo neperiano e se
S—P - Q- T podemos dispensar o sinal de valor absoluto nessa férmula. Os Problemas 23.6.20 e

23.6.22 complementam esse estudo.

Figura 23.5. [lustracdo do modelo de GH de Klein-Beltrami.

Exemplo 23.7. O seguinte exemplo de geometria ndo-euclidiana é atribuido a Jules H. Poincaré.
Seja € uma circunferéncia e 2 o disco aberto formado pelos pontos interiores de €. O espaco de
nossa geometria é 2. As “retas” dessa geometria sao os didmetros de € e os arcos de circunferéncia
que intersectam % em angulos retos, isto €, a tangente a 6 e a tangente ao arco nos pontos de
intersecdo sao perpendiculares.

E facil observar, antes de mais nada, que essa Geometria obedece ao Axioma H9. Isso estd ilus-
trado na Figura 23.6, em que vemos uma reta r, um ponto P fora de r, e duas retas s e ¢ passando
pelo ponto P e ambas paralelasa r.

A distancia entre dois pontos na GH do disco de Poincaré é dada pela mesma férmula da dis-
tancia do modelo da Klein-Beltrami. Portanto os resultados dos Problemas 23.6.20 e 23.6.22 tam-
bém se aplicam aqui. Podemos definir semirretas (que sdo arcos de circunferéncias) e angulos, e
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tomar como medida de um dngulo a medida euclidiana do angulo correspondente formado pelas

tangentes as semirretas no vértice.

Figura 23.6. [lustracao do modelo de GH do disco de Poincaré.

Exemplo 23.8. O seguinte exemplo de geometria ndo-euclidiana é denominado “modelo do se-
miplano de Poincaré”. Dado um sistema de coordenadas cartesianas Oxy, consideremos o semi-
plano superior # = {(x, y)|y > 0}. O conjunto de pontos de ./ é o nosso espaco. As “retas” dessa
geometria sdo as semirretas abertas {(a, y)|y > 0}, a € R, perpendiculares ao eixo Ox, e as semi-
circunferéncias abertas com centro no eixo Ox e contidas em /. Confira a Figura 23.7, em que
vemos uma reta r, um ponto P fora de r, e trés retas s, t e u passando pelo ponto P e paralelasa r.

Figura 23.7. llustracdo do modelo de GH do semiplano de Poincaré.

23.5 Outras propriedades da GH

Para informac¢do do estudante enunciamos sem demonstracdo outras propriedades da GH.
Certamente a que mais chama a atencao é

Teorema 23.9. Na GH em qualquer triangulo a soma dos dngulos é < 180.

O Problema 23.6.29 e o Tema 23.7.4 trazem mais detalhes sobre esse resultado.

Uma bela figura disponibilizada na Wikipe-
dia. Mostra um triangulo hiperbdlico dese-
nhado na superficie de um paraboléide hi-
perbolico. Vemos também (parte de) duas
retas paralelas mostrando uma perpendicu-
lar comum.

Figura 23.8
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As dreas de triangulos na GH tém também um comportamento peculiar. Vemos abaixo uma
sequéncia de resultados. Confira mais detalhes em [10], pagina 74 e seguintes, [37], pagina 345, e
[23], pagina 297 e seguintes.

Lema 23.10. Se dois tridngulos tém a mesma soma dos dngulos e um par de lados congruentes,
entdo eles tém a mesma drea.

Lema 23.11. Seja ABC um tridngulo, seja E o ponto médio de AC e seja F um ponto de AB tal que
EF é perpendicular a mediatriz de BC. Entdo F é ponto médio de AB.

Lema 23.12. Tém a mesma drea dois tridngulos quaisquer cuja soma dos dngulos é a mesma.

Definicao 23.13. Chama-se deficiéncia angular, ou simplesmente deficiéncia, de um triangulo
ABC ao nimero d(ABC) = 180 — [m(A) + m(B) + m(C)].

Teorema 23.14. Na GH existe uma constante k tal que drea(ABC) = k?d(ABC), qualquer que seja
o tridngulo ABC.

Dado um triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e c, vale a férmula
cosha = coshbcoshc.

Essa formula é considerada o “Teorema de Pitdgoras” da GH, pois € uma relagdo algébrica entre os
lados de um triangulo retangulo qualquer. Confira ilustracao na Figura 23.9.

B

C

Figura 23.9. Um triangulo retangulo hiperbdlico.

Dado um triangulo qualquer ABC, sejam a a medida do lado oposto ao vértice A, b a medida
do lado oposto ao vértice B e ¢ a medida do lado oposto ao vértice C. Vale a seguinte versdo da lei

dos senos:
sen A sen B senC

senha senhb senhc’

Para o estudante que ndo conhece, definimos as func¢des cosh (denominada cosseno hiperbo-
lico) e senh (denominada seno hiperbdélico):
e*+e* e*—e™*

coshx = — senhx = — para todo x € R.
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23.6 Problemas

Problema 23.6.1. Sejam r e s retas da GH perpendiculares. Toda paralela a r encontra s?

Problema 23.6.2. Seja r uma reta da GH, P um ponto de r e s uma reta perpendicular a r por
P. Seja T um ponto de s diferente de P. Explique por que existem por T uma paralela a r que é
perpendicular a s, e uma paralela que nao € perpendicular a s.

Problema 23.6.3. Explique por que na GH ndo vale o seguinte resultado da GE: “Em um plano, se
duas retas sdo paralelas a uma terceira, entdo elas sao paralelas entre si”.

Problema 23.6.4. Existem retangulos na GH? Justifique. (lembrete: retangulos sao quadrilateros
com quatro angulos retos.)

Problema 23.6.5. Explique por que na GH nao vale a seguinte afirmacao: “dadas duas retas para-
lelas, qualquer transversal determina dngulos correspondentes congruentes”.

Problema 23.6.6. Na GH, qual é o nimero maximo de angulos retos que um quadrildtero pode
ter? Faca uma construcao que exemplifique sua proposta.

Problema 23.6.7. Prove que na GH duas retas ndo podem ter mais de uma reta perpendicular
comum.

Problema 23.6.8. Prove que na GH nao existem duas retas equidistantes.

Problema 23.6.9. Explique como se pode construir, na GH, um quadrildtero no qual a soma dos
angulos é menor do que 360. Faca isso sem usar o Teorema 23.9.

Problema 23.6.10. Tendo em vista o Teorema 23.9, o que se pode afirmar, na GH, a respeito da
soma dos angulos de quadrildteros, pentagonos, etc?

Problema 23.6.11. Prove que, na GH, dois tridngulos que tém angulos correspondentes congru-
entes sdo congruentes. Portanto, na GH, a similaridade AAA é sempre uma congruéncia.

Problema 23.6.12. Lembramos que, segundo a Definicao 23.13, d(ABC) é a deficiéncia angular
do triangulo ABC. Dado um triangulo ABC, seja D um ponto entre A e B. Mostre que d(ABC) =
d(ACD) +d(BCD).

Problema 23.6.13. Na GH construa, a partir de qualquer tridngulo retangulo, um triangulo cuja
deficiéncia é o dobro da do tridngulo original.

Problema 23.6.14. Seja k a constante definida no Teorema 23.14. Explique por que na GH a area
de qualquer triangulo é menor do que 180k? (ou mk? se os angulos sdo medidos em radianos).

Problema 23.6.15. Na GH dé uma definicdo apropriada de deficiéncia de quadrildtero convexo,
de modo que se tomarmos um quadrildtero e o dividirmos em dois quadrildteros com um seg-
mento que liga um lado ao lado oposto, entdao a soma das deficiéncias dos novos quadrilateros é
igual a deficiéncia do quadrilatero original. Com essa defini¢do, o que ocorre com a deficiéncia
de um quadrildtero quando o dividimos em dois tridangulos com uma diagonal? E se dividimos o
quadrildtero em um tridngulo e um quadrilatero ligando um vértice com um lado?

Problema 23.6.16. De uma certa geometria sabe-se que valem os axiomas de H1 a H8. Sabe-se
também que em qualquer tridngulo a soma dos angulos é 180. Prove que vale o Axioma 16 da GE
(unicidade da reta paralela).
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Problema 23.6.17. De uma certa geometria sabe-se que valem os axiomas de H1 a H8. Sabe-se
também que em qualquer tridngulo a soma dos dngulos é < 180. Prove que vale o Axioma H9 (ndo
unicidade das paralelas).

Problema 23.6.18. Complementando o Problema 22.7.22, interprete e explique a Figura 23.10.

b 0 > a+ bnaGH
0 =a+ bnaGE
4 clo 0 < a+ bnaGSE

Figura 23.10. Figura do Problema 23.6.18.

Problema 23.6.19. Sabemos que na GE qualquer angulo inscrito em uma semicircunferéncia é
reto. Explique por que, na GH, esses angulos sdao agudos.

Problema 23.6.20. Explique por que o modelo de Klein de GH, descrito no Exemplo 23.6, satisfaz
0 Axioma H2.

Problema 23.6.21. Explique por que o modelo de Poincaré de GH, descrito no Exemplo 23.8, sa-
tisfaz o Axioma H1.

Problema 23.6.22. Retomando o modelo de Klein de GH descrito no exemplo 23.6, prove que se
P, Q e R sdao pontos de uma reta dessa geometria, com P — Q — R, entdo d(P, Q) + d(Q,R) = d(PR).

Problema 23.6.23. Desenhe circunferéncias e seus centros no modelo de Poincaré de GH, descrito
no exemplo 23.7.

O quadrildtero de Saccheri foi definido no Tomo II. Relembramos aqui sua definicao e as pro-
priedades ja estudadas.

O quadrildtero ABCD chama-se quadrildtero de Saccherise AD = BC e se A= B =90. A medida
de AD chama-se lado lateral, AB chama-se base, CD chama-se cume, e C e D chamam-se angulos
do cume. Confira a Figura 23.11.

D cume C

A base B

Figura 23.11. O quadrildtero de Saccheri.

No Tomo II foi visto que o segmento que liga os pontos médios da base e do cume de um
quadrildtero de Saccheri é perpendicular a ambos. Foi provado também que AC = BD e que 0s
angulos do cume sdo congruentes. Para provar esses resultados foram utilizados os Axiomas de 1
a 15, portanto valem na GE e na GH.

Por outro lado, para provar que todo quadrildtero de Saccheri é um retangulo foi usado o Axi-
oma 16 (unicidade da paralela).
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Problema 23.6.24. Explique por que, na GH, é possivel construir quadrilateros de Saccheri. Faca
isso teoricamente, isto €, usando os axiomas. Desenhe esses quadrildteros nos modelos 23.7 e 23.8
de GH de Poincaré. Explique por que, em qualquer quadrilatero de Saccheri, o cume € paralelo a
base.

Problema 23.6.25. Explique por que, na GH, os angulos do cume de qualquer quadrildtero de
Saccheri ndo sao retos, mas sao agudos. Explique por que, usando apenas os axiomas de 1 a 15 da
GE, ndo é possivel mostrar que um quadrilatero de Saccheri qualquer é um retangulo.

Problema 23.6.26. Mostre que na GH todo quadriladtero de Saccheri tem base menor do que o
cume. Prove também que o segmento que une os pontos médios da base e do cume é menor do
que o lado lateral.

Problema 23.6.27. Chamamos de quadrildtero de Lambert a qualquer quadrildtero com trés an-
gulos retos. Explique por que na GE todo quadrildtero de Lambert é um retangulo, mas na GH
qualquer quadrildtero de Lambert ndo é um retangulo. Verifique que uma forma de obter qua-
drildteros de Lambert é “dividir ao meio” um quadrildtero de Sacheri, e que todo quadrildtero de
Lambert estd dessa forma associado a um quadrildtero de Sacheri. Explique por que num quadri-
latero de Lambert é agudo o angulo ndo reto. Prove que num quadriladtero de Lambert cada um

dos lados contiguos ao angulo agudo é maior do que o respectivo lado oposto.

Problema 23.6.28. Mostre que na GH existem pentdgonos quadriretangulos, isto é, com quatro
angulos retos. Desenhe esses pentdgonos nos modelos 23.7 e 23.8 de GH de Poincaré.

Problema 23.6.29. Suponha que em uma certa geometria valem os axiomas H1 a H9 e que os an-
gulos do cume de qualquer quadrildtero de Saccheri sdo agudos. Prove que em qualquer tridngulo
a soma dos angulos é < 180.

Sugestdo: Siga os seguintes passos. Seja ABC um tridangulo qualquer. Sejam D e E os pontos
médios de AB e AC, respectivamente. Sejam F, G e H pontos de DF tais que BF, AGe CH
sdo perpendiculares a essa reta. a) Prove que G = D = F ou que F e G estdo em lados opostos
em relacdo a reta AB. Portanto ocorrem apenas os casos descritos na Figura 23.12. b) Vamos
provar o resultado no caso (1) da Figura 23.12. Complete os detalhes. Temos BDF = ADG logo
BF = AG. Ainda HCE = GAE logo AG = CH. Portanto BF = CH e BCHF é um quadrilédtero de
Saccheri com base HF e cume BC. Por hipétese os angulos do cume sdo agudos, e sua soma é
m(£LFBC) + m(£HCB) < 180. Mas essa soma € igual a soma dos angulos do tridngulo ABC. c)
Prove o resultado nos casos (2) e (3) da Figura 23.12.

A A A
F_J D, FGNE‘LH GDNJFE LH Db £ LH
B (1) C B 2) C B 3) C

Figura 23.12. Figura do Problema 23.6.29.
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23.7 Temas para investigacao

Tema 23.7.1. Leia em livros de Historia da Matematica qual foi o papel dos seguintes pesquisado-
res no descobrimento das geometrias ndo-euclidianas: Gerolamo Saccheri, Nicolai Lobachevski,
Johann Bolyai e Karl E Gauss, dentre outros.

Tema 23.7.2. O matemaético William K. Clifford, referindo-se ao trabalho de Lobachevski sobre ge-
ometrias nao-euclidianas, teria escrito que ele esta para Euclides assim como Nicolau Copérnico
estd para Claudio Ptolomeu ([19], pag. 125). Explique esse comentario.

Tema 23.7.3. Estude as implicacoes filosoficas e cientificas da descoberta das geometrias nao eu-
clidianas. Uma possibilidade é o Capitulo 8 de [20].

Tema 23.7.4. O Problema 23.6.29 encaminha a demonstracdo do Teorema 23.9. Est4 faltando
provar que “se valem os axiomas H1 a H9, entdo os angulos do cume de todo quadrilatero de
Saccheri sdo agudos”. Estude uma demonstragdo desse resultado em algum livro de Geometria
Hiperbdlica.

Tema 23.7.5. Investigue sobre a conveniéncia ou ndo de abordar conceitos de geometrias hiper-
bélicas no ensino basico, e, se for o caso, como isso poderia ser feito.

Tema 23.7.6. Professores do ensino fundamental devem aprender geometrias nao-euclidianas?
Se sim, como e o0 que assuntos.
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Capitulo 24

Outros Topicos de Geometria Euclidiana

EM CONSTRUCAO

24.1 Introducao

24.2 Os Principios de Cavalieri para areas e volumes

O estudo de volumes de s6lidos no ensino médio tem como base o Principio de Cavalieri. Esse
principio também pode ser usado para dreas de regides do plano. Existem, inclusive, versdoes mais
gerais desse principio, tanto para dreas como para volumes, em que a razdo entre os comprimen-
tos ou dreas das fatias nao precisa ser 1, mas pode ser uma razao positiva qualquer.

Nao nos esquecamos de que o Principio de Cavalieri, normalmente adotado como postulado
nos textos para ensino da Matematica Elementar, é na verdade um teorema. Para demonstra-lo é
suficiente usar alguns poucos conceitos da teoria de integracdo de func¢des reais. O Principio de
Cavalieri é adotado sem demonstragdo para evitar as dificuldades de se apresentar precocemente
essa teoria. As dificuldades ficam concentradas em uma tnica afirmacgdo, que é assumida como
plausivel mediante uma boa explicacao do professor. A ideia traduzida por esse principio é facil
de entender, e parece que os estudantes do ensino médio nao tém resisténcia em aceita-la.

Esses principios levam o nome do matematico italiano Bonaventura Francesco Cavalieri, que
os chamava de método dos indivisiveis, e os divulgou (em versdes mais restritas) através de seu
famoso livro Geometria Indivisibilibus, de 1635. Mas, na verdade, esse método é muito anterior
a Cavalieri. Era conhecido dos antigos gregos, como Demdcrito e Arquimedes, que o utilizavam
para obter volumes de s6lidos. Esses resultados eram depois demonstrados pelo método da dupla
reducdo ao absurdo, ja que na época ndo tinham uma teoria de integracdo. O mesmo faziam
muitos matematicos dos séculos XVI e XVII.

Vejamos duas versoes desse principio, uma para dreas e outra para volumes.

Principio de Cavalieri para dreas Sejam Z e . regioes limitadas de um plano, e seja r uma reta
desse plano. Suponha que, para toda reta s paralela a r, as interse¢oes de % e . com s sejam
vazias ou segmentos tais que a razao entre seus comprimentos é constante. Entdo a razao entre as
areas de Z e . é essa mesma constante.

Principio de Cavalieri para volumes Sejam &2 e 2 sélidos limitados, e seja @ um plano. Suponha
que, para todo plano f paralelo a a, as intersecoes de 22 e 2 com f sejam vazias ou regides tais
que a razao entre suas dreas € constante. Entdo a razao entre os volumes de &2 e £ € essa mesma
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constante.

Veremos agora como ficam as versoes dos Principios de Cavalieri como teoremas.

Consideremos inicialmente o Principio de Cavalieri para 4reas. E possivel demonstrar esse
resultado desde que as regidoes ndo sejam muito complicadas. Em particular, vale para discos e
regides elipticas. A ideia inicial da demonstracao é simples: estamos “fatiando” as duas regioes. Se
a quantidade de fatias for finita e se cada fatia de uma regido tiver drea sempre na mesma razao
que a fatia correspondente da outra regido, entdo somamos as areas das fatias de cada regiao e
obtemos o resultado. A dificuldade é que, no Principio de Cavalieri para areas, as “fatias” sdo
segmentos. Portanto nao tém drea, mas comprimentos, e sua quantidade € infinita. Assim, para
a demonstracdo, precisamos de uma técnica que permita obter a drea de uma regiao através da
soma dos comprimentos de infinitos segmentos. Essa técnica é fornecida pela teoria de integracao
de funcgoes reais, estudada nos cursos de Calculo Diferencial e Integral.

Consideracoes semelhantes podem ser feitas para o Principio de Cavalieri para volumes. Por-
tanto as demonstra¢des dos dois principios de Cavalieri constituem uma aplicacao direta da teo-
ria de integracao de funcdes reais. Observamos inicialmente que os enunciados desses principios
feitos acima nao se preocupam em definir condi¢des sobre as fronteiras das regioes e dos sélidos.
Mas sabemos que € necesséario impor condi¢des de integrabilidade. Entendemos que isso nao é
feito nos livros textos do ensino bésico, primeiro para ndo desviar a aten¢do do estudante, segundo
por que, naqueles contextos, os principios sdo aplicados para regioes e s6lidos muito simples, que
satisfazem naturalmente as condicoes de integrabilidade.

Vejamos entdo como podemos enunciar os principios de Cavalieri na forma de teoremas. Se
2 é uma regiao do plano, indicaremos sua drea por a(%).

Principio de Cavalieri para dreas Consideremos em um plano um sistema de coordenadas carte-
sianas Oxy, e seja Z aregido delimitada por y =0, y = b > 0 e pelos gréaficos das func¢des continuas
x=filyex=fo(y),0<y<b,com fi(y) < fo(y) para todo y. Seja.¥ aregido delimitada por y =0,
y = b e pelos gréficos das funcoes continuas x = g1 (y) e x = g2(y),0 < y < b, com g, (y) < g2(y) para
todo y. Suponhamos que exista k > 0 tal que f>(y) — fi(y) = k[g2() — g1(»)] para todo y. Entdo
a(x) = ka(#).

Demonstragdo. Da teoria de integracao de funcoes reais temos:

br rfon
a(%):ff dxdy:f f dx
R 0 Ay

b b
=f0 k[gz(y)—gl(y)]dy=kfo (20 -g1 (] dy =" =ka(),

b
dyzfo (00 - fi)]dy =

0 que demonstra a afirmacao.
Se &2 é um so6lido, indicaremos seu volume por v(Z?).

Principio de Cavalieri para volumes Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas Oxyz,
e seja &2 um soélido finito delimitado por z =0, z = ¢ > 0 e por uma quantidade finita de gréaficos
de fungoes continuas do tipo y = f(x,z) e x = g(y,z). Para cada ¢ tal que 0 < ¢ < ¢, seja &, a inter-
secdo de & com o plano z = t. Seja £ outro s6lido finito delimitado por z =0, z = ¢ > 0 e por uma
quantidade finita de gréficos de fun¢des continuas do tipo y = f(x, z) e x = g(y, z). Para cada ¢ tal
que 0 < t < ¢, seja Z; a intersecao de 2 com o plano z = ¢. Suponhamos que exista k > 0 tal que
a(@;) = ka(L2,) para todo t. Entdo v(£?) = kv(2).
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Demonstragdo. Da teoria de integracao de funcoes reais temos:

(o] C
U(?}’):ff dxdydz:f ffdxdy dz:f a(P,)dz =
P 0 P2, 0

:f ka(Qz)dz:kf a(2)dz=---=kv(2),
0 0

o que demonstra a afirmacao.

Vejamos agora dois exemplos ndo usuais de aplicacdo dos principios de Cavalieri, um para
dreas, e outro para volumes.

Area da elipse A drea da regido eliptica de semieixos a e b é wab.
Demonstragdo. Consideremos, em um sistema de coordenadas Oxy, a regido semieliptica #Z dada
por x*/a?>+y*/b*<1ey=0,sendo b= a>0.

y y

Figura 24.1. Area da regido eliptica

Sejam fi(y) = —a\/1—y?/b* e fo(y) = a\/1 - y?/b?, para 0 < y < b. Consideremos o semidisco
% dado por x>+ y*> < b?> e y 2 0. Sejam g1(y) = —/b2—y2 e g&(y) = —\/b?>—y?, para0 < y < b.

Notemos que
22
L0)- i =2a\/1- 5 = 5\ =y = 2 - 1))

Estamos assim em condicoes de aplicar o Principio de Cavalieri para dreas, com k = a/b. Com isso

temos
anb®> wab

b2 2
Essa é a drea da regido semieliptica. Duplicando, segue o resultado.

a(R) = %a(y) -

volume do elipséide O volume do elipséide de semieixos a, b e c é %mec.

Demonstragdo. Suponhamos ¢ = b = a > 0, e consideremos o semielipséide & definido por

E facil ver que esse sélido é delimitado pelos planos z = 0, z = ¢ e pelos graficos de duas funcéoes
continuas do tipo y = f(x,z) (ou do tipo x = g(y,2)). Além disso, para cada ftalque 0 <t <¢, a
intersecdo &?; de & com o plano z = t é dada por

X Y <] > _+y_<1__

2+ 2+t2 2 2 2 22
a? b?2 2" a? b%~ c? c?
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Figura 24.2. Volume do elipséide

Sejad =+/(c?—1?)/c?=(1/¢)V c? — t2. Entdao &, é dado por

2 . )2 <
(ad)?  (bd)? ~

e, em virtude do resultado anterior, sua area é

b
w(ad)(bd) = Tabd? = Z—Zn(cz _ ).

Consideremos agora a semiesfera £ definida por

x2+y2+z2502, z=0.
E facil ver que esse sélido é delimitado pelos planos z = 0, z = ¢ e pelos graficos de duas funcoes
continuas do tipo y = f(x, z) (ou do tipo x = g(y,z)). Além disso, para cada t talque 0 <t <¢, a
intersecdo 2; de £ com o plano z = t é dada por

P+ +P<c? > P+yisf-A

Seja r = v ¢? — t?. Entdo 2, é dado por
¥ +y*<r?
esuadreaénr? =m(c - t?).
Notemos que, para cada ttalque 0 <t <,
ab ab
a(P) = —n(c* - 1) = — al2y).
c c
Estamos assim em condicdes de aplicar o Principio de Cavalieri para volumes com k = ab/c?.
Temos entao

_ _ 3 _
v(P)=kv(2)= ?Egnc = E—nabc.

Esse é o volume do semielips6ide. Duplicando, segue o resultado desejado.

24.3 Problemas

Problema 24.3.1. Use o Principio de Cavalieri para areas para deduzir a drea de um paralelogramo
qualquer a partir da drea de um retangulo conveniente.

Problema 24.3.2. Deduza a 4rea de um tridngulo retangulo qualquer a partir da area de um re-
tangulo conveniente. Usando o Principio de Cavalieri para dreas deduza a 4drea de um triangulo
qualquer a partir da drea de um triangulo retangulo conveniente.
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24.4 Volumes e areas de superficies por integracao

Vimos que a Matematica Elementar aborda o conceito de drea de algumas superficies, como as
dos cones, de cilindros e da esfera. Esse conceito € mais complicado do que o de dreas de regioes
planas, e para demonstrar algumas férmulas relativas a areas de superficies o melhor caminho é
usar técnicas de Calculo Diferencial e Integral.

Comecemos com superficies de revolucdo. Seja f : [a, b] — R uma funcdo positiva e diferen-
ciavel, com derivada f’: [a, b] — R continua. Se existir o nimero

b
an O/ 1+ fl(x)%dx

ele se chama drea da superficie obtida pela rotacao do grafico de f em torno do eixo Ox.

Como primeira aplicagdo vamos demonstrar a férmula da drea da superficie esférica.
Teorema 24.1. A drea da esfera de raio p é4mp?.

Demonstragdo. A esfera pode ser considerada como a superficie gerada pela rotacdao em torno do
eixo Ox do grafico da fung@o f : [-p, p] — R dada por f(x) = /p? — x2. Confira a Figura 24.3.
A area é entdo

2
p p —-X
271/ f(x)\/1+f’(x)2dx:27rf \/ p% — x? 1+(—) dx =
o o /0% — 52
p / 2 p
:an_p\/pz—x2 l+ﬁdx:2nf_p\/p2—x2+x2dx:

0
:Zﬂf pdsznp[l]fp:4np2.
-p

f(x) — /p2_x2

~
~
~ -
- -
..........

Figura 24.3. A esfera de raio p como um soélido de revolucao.

Usando esses mesmos recursos técnicos demonstremos agora a formula da drea de uma calota
esférica.

Teorema 24.2. A drea de uma calota esférica de altura h em uma esfera de raio p é2mnph.



58 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento Tomo IV

Demonstragdo. Seja d = p — h a distancia do plano da base da calota ao centro da esfera. A calota
esférica é obtida pela rotacao em torno de OX do gréfico da funcao f: [d, p] — R dada por f(x) =

\/ p? — x?. Confira a Figura 24.4.
A area de superficie € entao

2
o P —X
271[ (x)\/1+ ’(x)zdx:ZHf 2 x2\ 14| ——| dx=
; FO\1+f Ve s
p x2 P
:27[]{1 \/pz—xz\/1+p2_x2dx:27rfd \/ p?— x?+x?dx =

0
= an pdx =2mp(1]) =27p(p—d) = 2nph.
d

f(x) — /p2_x2

Figura 24.4. Area de uma calota esférica de altura h em uma esfera de raio p.
g

Volumes de s6lidos de revolugdao também podem ser calculados através de uma integral. Seja
f :la, b] — R uma funcao positiva. Se existir o nimero

b
b4 f f(x)?dx
a
ele se chama volume do sélido obtido pela rotacao do grafico de f em torno do eixo Ox.
Vejamos outra demonstracao da férmula do volume da esfera.
Teorema 24.3. O volume da esfera de raio p é %npS.

Demonstragdo. A esfera solida pode ser obtida pela rotagdo do gréfico da funcao f: [-p,p] — R
dada por f(x) = \/p?— x? em torno de Ox. Confira a Figura 24.3.
O volume € entdo

p p
Hf f(x)zdx:an p?—x%dx =
-p -p

3
_ X _ 4 3
—ﬂ[Px—g]_p—gnp :



Outros Topicos de Geometria Euclidiana 59

Para obter as férmulas de volume e 4area de superficie de uma cunha (ou fuso) de angulo a em
uma esfera de raio p, o melhor é usar integracao multipla em coordenadas polares.

Teorema 24.4. Em uma esfera de raio p, a drea do fuso cujo dngulo mede « radianos é 2p*a, e o
volume é%p3a.

Demonstragdo. Em coordenadas polares (r,0,¢) suponhamos que a cunha (sé6lido) esteja dada
porre[0,p], 0 €[0,a] e ¢ € [0, ]. Entdo seu volume é

a pToLp a rm o
fffrzsenqbdrd(de:ff [f redr
0o Jo Jo o Jo LJo
s
3 Jo

Para calcular a 4rea de superficie notemos que r = p estd fixado. Sua érea é

sen¢pdpdl =

b2 203 ra 2
f sen(/)d(,b] dao = if do =Zp’a.
0 3 Jo 3

a T a T a
f f p?senpdpdl = pzf [f sen(pd(,b] dao = 2p2f dé =2p*a.
o Jo o LJo 0

24.5 Problemas

Problema 24.5.1. Usando integracdo mostre que a area da superficie lateral do cilindro circular
reto de raio p e altura h é 2nph.

Problema 24.5.2. Usando integracao mostre que a area da superficie lateral do cone circular reto
de raio p e altura h é mp+/p? + h?.

Problema 24.5.3. Usando integracdo dé uma demonstra¢cao do Teorema ?2, que afirma que o vo-
lume de um segmento esférico s6lido de uma base de altura h em uma esfera de raio p é

1
gnhz(s,o—h).

Problema 24.5.4. A base de uma capa esférica em uma esfera de raio p é também base de um cone
circular reto com vértice no centro da esfera. Sabendo-se que a metade a abertura desse cone é ¢,
mostre que o volume dessa capa (ou segmento esférico sélido) se escreve como

T 3 2
gp (2+cosg)(1—cosg)”.

Sugestdo: ao calcular o volume da capa como o de um sélido de rotacao, tome x € [d, p] mas
escrevendo d em funcao de ¢.
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24.6 Exemplos em Probabilidade Geométrica

O jogo dos discos

A agulha de Buffon

O Método de Monte Carlo
Lancamentos no quadrado unitério

24.7 Alguns desafios da Geometria Plana

Mesmo um assunto tdo antigo como a Geometria Elementar tem inumeros problemas dos
quais nao conhecemos a solucdo. Uma lista desses problemas, com pequena descricdao de cada
um, pode ser consultada em [12].

Apresentamos aqui apenas um deles para apreciacdo de nosso leitor. Trata-se de um problema
de Geometria Discreta, chamado “espalhamento de pontos em um quadrado”. Outros problemas
dessa drea podem ser estudados em [2].

Dados n pontos espalhados em um quadrado de lado 1, consideremos a menor das distancias
entre dois quaisquer desses pontos. Tomando todos os espalhamentos possiveis de n pontos, seja
d,, a maior dentre essas menores distancias.

Por exemplo, espalhando dois pontos em um quadrado unitério, a maior distancia possivel
entre eles é obtida quando os pontos estdo em vértices opostos. Confira a Figura 24.5. Portanto
d» = /2. Pode-se ainda ver na mesma Figura as configuracdes paran=4,5e 9.

Sao conhecidos valores exatos de d, para 2 < n <9, assim como para n = 14, 16, 25 e 36. Ou-
tros valores até 28 foram obtidos com a ajuda de algoritmos computacionais. Para mais detalhes
confira [?] pags. 28 a 43 e [12] pags. 108 a 110.

dy=V2 dy=1 ds=v?2/2 dg=1/2
Figura 24.5. Espalhamento de pontos em um quadrado unitério.

Alguns valores conhecidos:

dy =2
ds=V6—-v2
dy=1
d5:\/§/2

ds =V13/6
d7;=22-v3)
dg=(V6—-v2)12
dog=1/2
d10:0,42127
dll =~ 0,398
d12 =~ \/ﬁ/lS

diz~(V3-1)/2



Outros Topicos de Geometria Euclidiana 61

dis=(V6-v2)/3

Alguns valores sugeridos:
dis =4/(8+v2+V6)
dao = (6-2)/16
da3 = (V6—V2)/4
day =2/(4+ V2 +V6)

Para n suficientemente grande vale o seguinte:

24.8 Problemas

Problema 24.8.1. Estude alguns casos do problema de espalhamento de pontos em um quadrado.
Por exemplo, para n = 3, 6, 25.

Problema 24.8.2. Seja s(n) o lado do menor quadrado no qual se pode empacotar n quadrados
unitdrios. Prove que s(n) = /n se n for um quadrado perfeito. Prove que /n < s(n) < [n] para
todo n. Estude os seguintes valores: s(2) = s(3) =2, s(5) =2+ %\/Q e s(7) = s(8) =s(9) =3.

24.9 Temas para investigacao

Tema 24.9.1. Examine os livros didaticos que sdo ou foram adotados para o estudo da Matematica
no ensino médio e analise como eles apresentam o Principio de Cavalieri e exatamente em que
pontos da teoria de volumes esse principio é utilizado.

Tema 24.9.2. Uma das mais belas aplica¢gdes do Principio de Cavalieri é no calculo do volume da
esfera. Por que ndo vemos um cdlculo similar para a drea do disco?

24.10 Atividades para licenciandos e professores

Atividade 24.10.1. Comente a afirmacao feita nesse texto (inicio da Secao 24.2), de que a ideia
traduzida pelo Principio de Cavalieri é facil de entender e parece que os estudantes do ensino
médio nao tém resisténcia em aceitad-la. Ela estd de acordo com sua experiéncia pessoal?

Atividade 24.10.2. No ensino médio o Principio de Cavalieri é aceito como uma afirmacao plau-
sivel, isto é, o professor dd4 uma boa explicacao, que € suficiente para os estudantes entenderem,
mas a afirmacao ndo é demonstrada. Dé exemplos de outras afirma¢des matemadticas plausiveis
que costumam aparecer no ensino basico.
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Apéndice A

Respostas e sugestoes

Observacoes: Nem sempre as respostas dadas estdo completas. Fique atento ao enunciado do
problema para ver se é necessdrio completar. Na maioria das vezes ndao apresentamos nenhum
argumento, o que significa que ficou por conta do estudante. Portanto, muitas respostas devem
ser vistas como dicas. Lembramos que, na resolucao de um problema, apenas encontrar a res-
posta correta ndo € suficiente. O processo de descoberta e uma justificativa adequada sdo muito
importantes, e o estudante deve aprender a descreveé-los.

Problemas 20.8

20.8.1 O conjunto Ry, seria vazio ou todo o plano, e ndo nos interessa chamar de retas esses conjuntos.

20.8.2 Comece com o caso em que a; # 0 e ay #0, e entdo os pontos (—c;/ay,0) e (—(by + ¢1)/ a1, 1) estdo em ambas as
retas.

20.8.3 Para mostrar que a condicdo é necessdaria, use propriedades dos determinantes. Para mostrar que a condi¢ao é
suficiente, considere o sistema de equacdes lineares homogéneo nas incégnitas a, b e ¢ e com coeficientes (x;, y;, 1),
e verifique que ele tem solu¢do ndo nula.

20.8.4 Use as expressoes obtidas no Teorema 20.2. Ou entdo use o resultado do Problema 20.8.3.

20.8.5 Use a condi¢cdo do Problema 20.8.3.

20.8.6 Use diretamente a expressdo da distancia dada em 20.4.

20.8.7 d) Num rascunho desenvolva || X + Y|| < || X|| + || Y || em coordenadas até chegar a uma relacao verdadeira. Para
redigir, caminhe do fim para o comeco.

20.8.8 Siga a sugestao.

20.8.9 a) Examine separadamente os trés casos definidos pelas condicdes sobre a e b.

20.8.10 a) Use o resultado do Problema 20.8.4. c) Use o resultado do Problema 20.8.9 parte b).

20.8.11 Use o Teorema 20.6 parte (ii).

20.8.12 Para ver que r L s use a definicdo 20.8. Para ver que é Unica, use as condicdes para escrever um sistema de
equacoes lineares homogéneo 3 x 2, e observe que a caracteristica da matriz dos coeficientes €é 2.

20.8.13 a) Ache as coordenadas de X e verifique as condicoes para que X € R, j, .. ) Veja que ¢ estd bem definida e é
sobrejetiva e injetiva.

20.8.14 c¢) Expresse os pontos em coordenadas e calcule d(A, B) + d(B, C).

20.8.15 a) Inspire-se na expressao paramétrica da reta. b) Demonstre que AB=AC paratodo C € AB - {A}.

20.8.16 a) Use a equacao geral da reta. b) Expresse o segmento usando um parametro. c¢) Pode usar continuidade.
20.8.17 Use o resultado do Problema 20.8.4 e a condi¢do de perpendicularidade 20.8.

20.8.18 a) Use o Teorema de Pitdgoras considerando a altura oposta ao angulo, ou a seu suplemento.

20.8.19 Deduza que o baricentro é é(A + B+ () e sua distancia a qualquer vértice é % do comprimento da mediana

correspondente. Ndo é necessdrio usar coordenadas.

Temas para investigacao 20.9
20.9.1

Problemas 21.8
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21.8.1
21.8.2

Temas para investigacao 21.9

21.9.1
21.9.2

Problemas 22.7
22.7.1
22.7.2

Temas para investigacao 22.8
22.8.1
22.8.2

Problemas 23.6

23.6.1
23.6.2

Temas para investigacao 23.7 23.7.1
23.7.2

Problemas 24.3

24.3.1
24.3.2

Problemas 24.5

24.5.1
24.5.2

Problemas 24.8

24.8.1
24.8.2

Temas para investigacao 24.9

24.9.1
249.2
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Apéndice B
Créditos das figuras

Observacdo: As figuras aqui nao referidas foram construidas pelo autor com o uso do aplicativo Geogebra, do pro-
grama grafico vetorial Inkscape, do PicTex e do Tikz. As vezes usamos o GIMP para manipular figuras.

Capa e Apresentacao

Figura da capa externa Imagem de dominio publico, obtida em http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_
geometry Autor: LucasVB. Consultado em abril de 2011.

Figura da capa interna Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autor: Kattekrab. Dominio ptblico. Con-
sultado em outubro de 2010.

Figura da Apresentacdo, péagina iii Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autor: Krauskopf Tom Ma-
chovka. Dominio publico. Consultado em outubro de 2010.

Capitulo 20: Geometria euclidiana plana com coordenadas

Figura 20.2: Foto de André Hatala de cépia de retrato de René Descartes, depositada no Museu do Louvre. A pintura,
de 1649, é atribuida ao artista holandés Frans Hals. Disponibilizada no endereco https://commons.wikimedia.
org/wiki/File:Frans_Hals_-_Portret_van_Ren’C3%A9_Descartes.jpg Dominio puiblico. Consultado em 13
de outubro de 2026.

Figura 20.6: Foto de monumento a Pierre de Fermat realizado por Alexandre Falguiére em Beaumont-de-Lomagne
Tarn-et-Garonne, France, em 1881. Disponibilizada no endereco https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Beaumont-de-Lomagne_-_Monument_a_Fermat. jpg Fonte: Didier Descouens. Licenciado sob Creative Commons
Attribution-Share Alike 4.0 International license. Consultado em 16 de junho de 2025.

Capitulo 22: Geometria na superficie esférica

Figura 22.1: Imagem dos astronautas Harrison Schmitt ou Ron Evans da Apollo 17, disponivel em NASA Goddard
Space Flight Center http://nssdc.gsfc.nasa.gov/imgcat/midres/al7_h_148_22727.gif Consultado em abril
de 2011. Imagem de dominio ptblico.

Figura 22.2: Capa da sexta edicao do livro Flatland: A Romance of Many Dimensions, escrito pelo professor Edwin
Abbott Abbott e publicado em 1884 na Inglaterra. Imagem de dominio ptuiblico, obtida em http://en.wikipedia.
org/wiki/Flatland Consultado em abril de 2011.

Figura 22.8: Imagem de dominio ptblico, obtida em http://en.wikipedia.org/wiki/File:Trunc-icosa. jpg
Consultado em abril de 2011.

Figura 22.9: Imagem de dominio ptblico, obtidaemhttp://en.wikipedia.org/wiki/File:Trigonal_hosohedron.
png Consultado em abril de 2011.

Figura 22.10: Obtidaem http://en.wikipedia.org/wiki/File:4hosohedron.svg Consultado em abril de 2011.
Autor: Papa November. Data da imagem: 2008-03-08. Permissdo de cépia, distribuicdo e modificacao sob a GNU Free
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Documentation License.
Capitulo 23: Geometria hiperbdlica

Figura 23.8, e capa: Imagem de dominio ptiblico, obtidaemhttp://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_geometry
Autor: LucasVB. Consultado em abril de 2011.
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