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Apresentação

Há um caminho fácil para a Geometria ? 1

Sobre este texto

Este texto foi inicialmente escrito como uma tentativa de orientação para
os estudos de Geometria a serem realizados na disciplina Geometria - Te-
oria e Experimentação do Programa de pós-graduação em Ciências Exa-
tas (PPGECE) da UFSCar. Foi aplicado para as turmas de 2010, 2011 e
2012. Estamos agora fazendo ampliações e incluindo mais detalhes com
o objetivo de preparar um texto para ser usado também em cursos de
formação e atualização de professores do ensino básico.

Nossa concepção fundamental

A interação entre o ensinar e o aprender no campo das formas, em
todos os reinos da natureza, gera a Geometria como força criativa.

Agradecimentos

Agradeço aos colegas professores do PPGECE e demais colegas do Departamento de Matemá-
tica da UFSCar que têm contribuído com esse texto. Agradeço principalmente aos estudantes de
mestrado do PPGECE das turmas de 2010, 2011 e 2012, e aos estudantes do curso de licenciatura
em Matemática da UFSCar.

Tudo que está escrito aqui (bem, quase tudo) aprendi com meus professores ou em livros e
outros textos, a todos minha gratidão. Esforcei-me em fazer as referências corretas na Bibliogra-
fia. Uma observação especial: inúmeras informações e imagens que aqui utilizei eu as obtive na
Wikipedia, um belo projeto coletivo.

São Carlos, 23 de abril de 2015.

Prof. Roberto Ribeiro Paterlini.

Sobre a 2a. edição

Para facilitar as atualizações assim como o uso docente e discente, repartimos o texto da 1a.
edição em Tomos. Realizamos correções e completamos partes faltantes.

São Carlos, 31 de outubro de 2026.

Prof. Roberto Ribeiro Paterlini.

1Pergunta que teria sido feita a Euclides pelo Rei do Egito Ptolomeu I.
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Apresentação do Tomo IV: Tópicos de Geometria Elementar

Neste Tomo IV de nosso texto “Geometria Elementar gênese e desenvolvimento”, temos o ob-
jetivo de desenvolver alguns assuntos de interesse do futuro professor de Matemática. Nos cursos
de Licenciatura, temas como Isometrias, Geometria da Superfície Esférica e Geometria Hiperbó-
lica, são abordados em trabalhos de conclusão de curso ou em Iniciação Científica por um ou
outro estudante. Nossos resumos têm a pretensão de apresentá-los a todos. Aproveitamos ainda
para fazer uma conexão da Geometria Euclidiana Plana com a Geometria Analítica, mostrando
que, essencialmente, tratam da mesma matéria, mas com métodos diferentes.

Segue um resumo bem suscinto de cada capítulo.

Capítulo 20: Geometria euclidiana com coordenadas. O sistema cartesiano de coordenadas pro-
porciona um modelo para a Geometria Euclidiana. Ele é estudado, normalmente, em cursos de
Geometria Analítica. No presente texto chamamos a atenção para alguns pontos de contato mais
estreito entre a Geometria Euclidiana Axiomática e a Geometria com Coordenadas. Por simplici-
dade, limitamo-nos ao plano.

Capítulo 21: Isometrias do plano. As transformações do plano que preservam distância cons-
tituem um instrumento para o desenvolvimento e uso do conceito de congruência no ambiente
da Geometria com Coordenadas. Alguns especialistas defendem o uso desse instrumento logo no
início do aprendizado da Geometria. Claramente não foi assim que procedemos nesta coleção.
Agora, no final de nosso curso, fazemos uma apresentação, identificamos as isometrias do plano
e estudamos algumas de suas propriedades.

Capítulo 22: Geometria da Superfície Esférica (GSE). Comentada no Capítulo 8 do Tomo II, cons-
titui interessante opção à Geometria Euclidiana. Aqui desenvolvemos os principais conceitos da
GSE e estudamos algumas de suas propriedades.

Capítulo 23: Geometria Hiperbólica (GH). Geometria que, a cada dia, ganha mais importância.
Seu estudo não é fácil, pois seus modelos são um tanto complicados. Neste texto apresentamos as
propriedades mais elementares da GH.

Capítulo 24: Outros Tópicos de Geometria Euclidiana. Fazemos uma vista em volumes de sólidos
e área de superfícies, trazendo sua conexão com métodos de Análise. Pode ser de interesse, ainda,
alguns problemas de Geometria Discreta e de Probabilidade Geométrica.
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Capítulo 20

Geometria euclidiana plana com
coordenadas

20.1 Introdução

Estivemos estudando, nos Tomos II e III desta coleção, um sistema axiomático para a Geome-
tria Euclidiana. Acompanhamos as ideias de alguns autores, como [38], e adotamos um sistema
adaptado do que foi proposto pelo matemático George D. Birkhoff em 1932. Esse sistema assume
que já foi construído o conjunto dos números reais e que são conhecidas suas propriedades bási-
cas. Com isso obtemos uma grande simplificação e nos aproximamos da forma com que a Geo-
metria costuma ser apresentada no Ensino Fundamental.

Neste Capítulo construímos um modelo para a Geometria Euclidiana, denominado Geometria
Analítica. Consiste em considerar o conjunto R3 = R×R×R e definir algebricamente os obje-
tos geométricos. É um dos modelos mais utilizados da Geometria Euclidiana, pois permite o uso
intensivo dos métodos algébricos, conferindo grande facilidade na manipulação dos objetos geo-
métricos e na generalização para dimensões superiores.

O conjunto R dos números reais é utilizado para modelar a reta, R2 é utilizado para modelar
o plano e R3, o espaço. Se n > 3, chamamos Rn de espaço multidimensional. Neste texto nos
limitamos em considerar R2, e restringimos nossos estudos a alguns aspectos desse modelo. Para
obter mais detalhes confira observações do autor [23], página 140 e seguintes.

20.2 Um modelo algébrico da Geometria Plana

O conjunto R2, chamado produto cartesiano de R por R, pode ser assim representado:

R2 = {(x, y) | x, y ∈R}.

O símbolo (x, y), denominado par ordenado, significa que estamos tomando os números reais
x e y em ordem, isto é, em (x, y), x é o primeiro número (chamado abscissa) e y é o segundo nú-
mero (chamado ordenada). Entendemos que os pares ordenados obedecem à seguinte condição
de identidade:

(x, y) = (w, v) ⇐⇒ x = w e y = v.

Para construir nosso modelo de geometria, consideramos esse conjunto como um plano eu-
clidiano, e chamamos seus elementos de pontos. Dessa forma estamos admitindo o

3
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Axioma Fundamental da Geometria Analítica: (i) Os pontos da reta euclidiana são associados
biunivocamente com os elementos de R. (ii) Os pontos do plano euclidiano são associados biunivo-
camente com os elementos de R2.

Portanto, em nosso modelo, temos um plano como um conjunto de pontos que podem ser
expressos algebricamente. Para completar a definição de nosso modelo precisamos determinar
que tipo de subconjuntos de pontos são as retas.

Definição 20.1. Dados números reais a, b e c, sendo a e b não simultaneamente nulos, a reta de
coeficientes a, b e c é o subconjunto Ra,b,c de R2 definido por

Ra,b,c = {(x, y) ∈R2 |ax +by + c = 0}.

A expressão ax + by + c = 0 chama-se equação geral da reta. Observamos a diferença entre
o modelo tradicional de geometria euclidiana e o modelo algébrico. No primeiro, as retas cons-
tituem um conceito espontâneo, construído pelos indivíduos através de seu contato com fenô-
menos naturais e sociais. Ali não temos propriamente uma definição para as retas: elas existem
espontanemante e obedecem a certas condições, denominadas axiomas. Em nosso presente mo-
delo as retas são definidas por uma expressão algébrica.

Todos os axiomas da Geometria Euclidiana que se referem ao plano podem ser demonstrados
como teoremas em nosso modelo algébrico. Vemos, a seguir, alguns aspectos mais simples dessa
correspondência.

20.3 As retas no modelo algébrico

Vamos no ocupar, nesta seção, em demonstrar o primeiro axioma da Geometria Euclidiana
relacionado ao plano. Esse é o Axioma 2, apresentado na Seção 9.4 do Tomo II [44]:

Axioma 2 (da reta)
(a) Dados dois pontos diferentes, existe uma e uma única reta que os contém. (b) Toda reta

contém pelo menos dois pontos.

Para verificar a parte b) basta notar que, se a ̸= 0, os pontos (−c/a,0) e (−(b + c)/a,1) estão na
reta. Por outro lado, se a = 0, os pontos (0,−c/b) e (1,−c/b) estão na reta.

Para verificar a parte a), começamos examinando melhor a definição de reta dada em 20.1.
Notemos que a equação ax + by + c = 0 admite multiplicidades, ou seja, o conjunto de pontos
(x, y) definido por ax +by +c = 0 é o mesmo que o definido por kax +kby +kc = 0, qualquer que
seja o número k ̸= 0. Isto é, as retas Ra,b,c e Rka,kb,kc são iguais.

Reciprocamente, se Ra1,b1,c1 = Ra2,b2,c2 , então existe k ̸= 0 tal que (a1,b1,c1) = k(a2,b2,c2). O
Problema 20.8.2 solicita a demonstração desse fato.

Uma consequência é que, se a ̸= 0, podemos escrever x+(b/a)y+(c/a) = 0 em vez de ax+by+
c = 0, e se b ̸= 0, podemos escrever (a/b)x + y + (c/b) = 0. Como sempre temos a ̸= 0 ou b ̸= 0, as
retas são de pelo menos uma das formas:

R1,b,c = {(x, y) ∈R2 | x +by + c = 0} ou Ra,1,c = {(x, y) ∈R2 |ax + y + c = 0}.

Notemos também que os pontos A = (x1, y1) e B = (x2, y2) estão na reta Ra,b,c quando{
ax1 +by1 + c = 0 e
ax2 +by2 + c = 0.

(20.1)



Geometria euclidiana com coordenadas 5

Subtraindo as equações (20.1) vem a(x1 −x2)+b(y1 − y2) = 0. Se y1 ̸= y2 podemos escrever

b =−a
x1 −x2

y1 − y2
e c =−ax1 −by1,

e se x1 ̸= x2 temos

a =−b
y1 − y2

x1 −x2
e c =−ax1 −by1.

Vejamos agora o

Teorema 20.2. Dois pontos diferentes quaisquer determinam uma única reta.

Demonstração. Sejam A = (x1, y1) e B = (x2, y2) pontos diferentes. Isso significa que x1 ̸= x2 ou
y1 ̸= y2. Se x1 ̸= x2, de acordo com as observações acima, podemos tomar b = 1 com a =− y1−y2

x1−x2
e

c =−ax1 − y1. Vemos que a reta
R− y1−y2

x1−x2
,1,

y1−y2
x1−x2

x1−y1

contém A e B . Por outro lado, se y1 ̸= y2, podemos tomar a = 1 com b = − x1−x2
y1−y2

e c = −x1 −by1.
Vemos que a reta

R1,− x1−x2
y1−y2

,−x1+ x1−x2
y1−y2

y1

contém A e B .
Notemos que se x1 ̸= x2 e y1 ̸= y2 as retas obtidas são iguais, pois seus coeficientes são os

mesmos a menos do fator k =− x1−x2
y1−y2

, que é ̸= 0. Multiplicando os coeficientes da primeira por k
obtemos os coeficientes da segunda. Concluímos que existe uma única reta que contém A e B .

Demonstramos assim, em nosso modelo algébrico, o Axioma 2 da Geometria Euclidiana, con-
forme apresentado na Seção 9.4 do Tomo II. A parte c) do Axioma 3 (R2 tem três pontos não coli-
neares) pode ser facilmente demonstrada. Confira o Problema 20.8.5. Os outros axiomas daquela
Seção dizem respeito ao espaço.

20.4 Distância no modelo algébrico

Vejamos como ficam os axiomas de medida em nosso modelo algébrico. O primeiro axioma é
o da distância, enunciado na Seção 9.6, do Tomo II [44]:

Axioma 6 (da distância)
A todo par de pontos diferentes corresponde um único número real positivo.

No nosso modelo algébrico definimos explicitamente uma distância através da função d :R2 7→
R, dada por:

Definição 20.3. A distância entre dois pontos A = (x1, y1) e B = (x2, y2) quaisquer de R2 é o número

d(A,B) =
√

(x1 −x2)2 + (y1 − y2)2 . (20.2)

Temos motivos para considerar essa definição de distância, os quais comentaremos mais adi-
ante. Admitimos que a distância em R2 esteja fixada com essa fórmula. Portanto a distância entre
dois pontos A e B de R2 é única, dada pela expressão d(A,B) acima. Deixamos para o estudante
demonstrar a

Proposição 20.4. Com as notações da Definição 20.3, temos: (i) d(A,B) = 0 ⇐⇒ A = B; (ii) Se A ̸= B
então d(A,B) > 0.

Com isso vemos que vale, nesse modelo algébrico, o Axioma 6 da Geometria Euclidiana.
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Surpreendentemente temos de imediato o

Teorema 20.5 (Desigualdade triangular). Quaisquer que sejam os pontos A, B e C de R2, temos
d(A,C ) ≤ d(A,B)+d(B ,C ).

Igualmente deixamos para o estudante demonstrar esse resultado (Problema 20.8.8). Obser-
vamos que em nossa abordagem algébrica da Geometria obtivemos, logo de saída, a desigualdade
triangular ! Isso nos dá uma ideia das potencialidades do método algébrico. Na Geometria Eucli-
diana isso só aconteceu depois de muitos axiomas e teoremas.

20.5 Paralelismo no modelo algébrico

Vemos, nesta seção, que no modelo algébrico podemos demonstrar o Axioma 16, da unicidade
da reta paralela, cuja afirmação é: “Em um plano, por um ponto fora de uma reta passa uma única
paralela à reta dada.”.

Já conhecemos a definição de retas paralelas em um plano: são duas retas que não se intersec-
tam. Assim, para estudar retas paralelas e outras propriedades, precisamos conhecer condições
algébricas sobre a posição relativa de duas retas. O resultado a seguir nos dá uma direção.

Teorema 20.6. Sobre as retas r = Ra,b,c e s = Rd ,e, f podemos afirmar que:

i) r = s se e somente se

∣∣∣∣ a b
d e

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ a c
d f

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ b c
e f

∣∣∣∣= 0.

ii) r intersecta s se e somente se

∣∣∣∣ a b
d e

∣∣∣∣ ̸= 0 e nesse caso a interseção é um único ponto.

iii) r é diferente e paralela a s se e somente se

∣∣∣∣ a b
d e

∣∣∣∣= 0 e:

∣∣∣∣ a c
d f

∣∣∣∣ ̸= 0 ou

∣∣∣∣ b c
e f

∣∣∣∣ ̸= 0.

Demonstração. As retas dadas r = Ra,b,c e s = Rd ,e, f têm o ponto A = (x, y) em comum quando{
ax +by + c = 0 e
d x +e y + f = 0.

(20.3)

Precisamos analisar (20.3) como um sistema de duas equações e duas incógnitas x e y . Para
isso utilizamos a nomenclatura e os resultados de [4], pág. 33 e seguintes. O sistema (20.3) pode
ter: (i) infinitas soluções (nesse caso as retas coincidem); (ii) uma única solução (nesse caso as
retas se intersectam em um único ponto); (iii) nenhuma solução (nesse caso as retas são diferentes
e paralelas).

Consideremos a matriz dos coeficientes A associada ao sistema e a matriz ampliada B dadas
por

A =
(

a b
d e

)
e B =

(
a b c
d e f

)
.

Observamos que A é matriz não nula, pois, por definição de reta, não podemos ter a e b simul-
taneamente nulos. Logo, se p é o posto de A, temos 1 ≤ p ≤ 2. Ainda, p = 1 quando o determinante
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de A é nulo. Se esse determinante é não nulo, então p = 2. De forma análoga, se q é o posto de B ,
temos 1 ≤ q ≤ 2, e q = 1 se forem nulos todos os seus determinantes menores∣∣∣∣ a b

d e

∣∣∣∣= 0 e

∣∣∣∣ a c
d f

∣∣∣∣= 0 e

∣∣∣∣ b c
e f

∣∣∣∣= 0.

Caso contrário, isto é, se um deles for não nulo, temos q = 2.
Aplicando o Teorema 2.5.4 de [4], pág. 45, temos:

i) p = q = 1. Esse caso ocorre quando os três determinantes menores acima são nulos, e, pelo
Teorema citado, temos o caso em que o sistema (20.3) tem infinitas soluções. Isso equivale a r = s.

ii) p = 2. Esse caso ocorre quando o determinante de A é ̸= 0. Temos necessariamente q = 2. Pelo
Teorema citado, isso acontece quando o sistema (20.3) tem uma única solução, o que equivale a r
intersecta s em um único ponto.

iii) p = 1 e q = 2. Esse caso ocorre quando o determinante de A é = 0 e um dos outros dois de-
terminantes menores de B é ̸= 0. Pelo Teorema citado, isso acontece quando o sistema (20.3) não
tem solução, o que equivale a r diferente e paralelo a s.

Já temos os instrumentos suficientes para demonstrar o axioma euclidiano das paralelas:

Teorema 20.7. Por um ponto fora de uma reta passa uma e uma única paralela à reta.

Demonstração. Sejam r = Ra,b,c uma reta e A = (p, q) um ponto fora dela. Assim ap +bq + c ̸= 0.
Queremos encontrar números d , e e f tais que a reta s = Rd ,e, f contém A e é paralela a r . Portanto
as condições sobre os números d , e e f são d p + eq + f = 0 e, em virtude do Teorema 20.6, parte
(iii), ∣∣∣∣ a b

d e

∣∣∣∣= 0 e

(∣∣∣∣ a c
d f

∣∣∣∣ ̸= 0 ou

∣∣∣∣ b c
e f

∣∣∣∣ ̸= 0

)
.

Assim temos que ter d p + eq + f = 0 e ae = db e (a f ̸= cd ou b f ̸= ec). Vamos considerar dois
casos:

1◦. caso: a ̸= 0.
Sejam d = 1, e = b/a e f = −p − (b/a)q . Temos d p + eq + f = 0 e ae = db. Ainda, de f =

−p − (b/a)q vem a f = −ap − bq . Como ap + bq + c ̸= 0 segue que c ̸= −ap − bq ou c ̸= a f e
cd ̸= a f . Portanto a reta s = Rd ,e, f , com d = 1, e = b/a e f =−p − (b/a)q , contém A e é paralela a
r .

2◦. caso: b ̸= 0.
Sejam e = 1, d = a/b e f = −(a/b)p − q . Temos d p + eq + f = 0 e ae = db. Ainda, de f =

−(a/b)p − q vem b f = −ap − bq . Como ap + bq + c ̸= 0 segue que c ̸= −ap − bq ou c ̸= b f e
ce ̸= b f . Portanto a reta s = Rd ,e, f , com d = a/b, e = 1 e f =−(a/b)p −q , contém A e é paralela a r .

Observemos que se a ̸= 0 e b ̸= 0, temos dois formatos para a reta paralela, mas são a mesma
reta, pois (a

b
,1,−a

b
p −q

)
= a

b

(
1,

b

a
,−p − b

a
q

)
.

Portanto a reta paralela é única.

Concluímos assim a demonstração do Axioma 16, da unicidade da reta paralela.
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20.6 Outras propriedades do modelo algébrico

Fazemos alguns comentários adicionais sobre o modelo algébrico da Geometria Euclidiana.
Bastante útil é a expressão vetorial ou paramétrica da reta. Sejam A1 = (x1, y1) e A2 = (x2, y2)

pontos diferentes de uma reta Ra,b,c . Usando as condições ax1 +by1 + c = 0 e ax2 +by2 + c = 0
(subtraindo membro a membro), temos a(x2 − x1) = −b(y2 − y1). Chamando vx = x2 − x1 e vy =
y2 − y1 temos avx =−bvy .

Queremos exprimir nesse esquema um ponto arbitrário X = (x, y) dessa reta. Usando as con-
dições ax1 +by1 + c = 0 e ax +by + c = 0, temos a(x −x1) =−b(y − y1).

Suponhamos primeiro que vx ̸= 0. Seja t o número real tal que t = x−x1
vx

. Observando que b ̸= 0

temos y − y1 = −a
b (x − x1) = −a

b t vx = t
b (−avx) = t

b (bvy ) = t vy . Portanto X = A1 + t (vx , vy ) para
algum número real t .

Suponhamos agora que vx = 0. Então vy ̸= 0, pois a1 ̸= A2. Seja t o número real tal que t = y−y1
vy

.

Temos y − y1 = t vy . De avx =−bvy vem b = 0. Da definição de reta Ra,b,c vale que a ̸= 0. De a(x −
x1) =−b(y − y1) temos x − x1 = 0. Portanto x − x1 = t vx . Obtivemos novamente X = A1 + t (vx , vy )
para algum número real t .

Fica demonstrado que, para todo X ∈ Ra,b,c , existe t ∈ R tal que X = A1 + t (vx , vy ). Reciproca-
mente, dado t ∈R, X = A1 + t (vx , vy ) é um ponto da reta Ra,b,c . Em outros termos,

Ra,b,c = {(x1, y1)+ t (vx , vy )|t ∈R}.

Essa é a expressão vetorial ou paramétrica da reta. (vx , vy ) denomina-se vetor direcional da
reta. Note que (vx , vy ) = A2−A1. Portanto essa expressão pode ser escrita na forma A1+t (A2−A1).
Confira o Problema 20.8.13 para mais detalhes.

Aproveitamos para definir segmento de reta. Dados pontos A e B , o segmento AB é o conjunto
de pontos

AB = {(1− t )A+ tB , para todo t ∈ [0.1]}.

Isso nos leva à definição algébrica de “estar entre”: Um ponto C está entre os pontos A e B
quando existe t ∈ (0,1) tal que C = (1− t )A+ tB .

Confira mais detalhes sobre segmentos no Problema 20.8.14. Por outro lado, o Problema 20.8.15

pede a definição de semirreta
−→
AB .

Assim como na Geometria Euclidiana, um ângulo é a reunião de duas semirretas com origem
comum e não colineares. Os axiomas de medida de ângulos da Geometria Euclidiana podem ser
substituídos por construções. Para isso são usadas a funções trigonométricas, particularmente a
tangente. No contexto dos números reais, elas são definidas como séries de potências. Confira,
por exemplo, [34], página 392, ou [52], página 187.

Não desenvolvemos aqui esses detalhes. Para justificar a definição de retas perpendiculares,
lançamos mão da seguinte propriedade, a qual comentamos mais adiante:

Se φ é o ângulo entre as retas concorrentes Ra,b,c e Rd ,e, f , então

tgφ=±ae −bd

ad +be
, desde que ad +be ̸= 0. (20.4)

Observando que, na expressão acima, a tangente de ae−bd
ad+be não está definida para ad +be = 0,

e lembrando que tgφ não é definida para φ reto, fazemos a

Definição 20.8. As retas Ra,b,c e Rd ,e, f se dizem perpendiculares quando ad +be = 0.

Com isso podemos provar o
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Teorema 20.9. Dados uma reta e um ponto (nela contido ou não), existe uma única perpendicular
à reta contendo o ponto.

A demonstração algébrica desse teorema é solicitada no Problema 20.8.12.

20.7 Coordenadas cartesianas retangulares

Estivemos desenvolvendo alguns aspectos do modelo algébrico da Geometria Euclidiana e,
até o momento, não utilizamos desenhos. Mas eles são de grande auxílio para a compreensão e a
investigação.

Um eixo numérico consiste de uma reta r com um sistema de coordenadas, proporcionado por
uma bijeção R⇆ r . Um sistema de coordenadas retangulares num plano é uma bijeção determi-
nada por dois eixos numéricos perpendiculares que se intersectam em suas origens. O estudante
conhece bem esse recurso, e vemos na Figura 20.1 um desenho desses eixos e a localização de um
ponto genérico.

Figura 20.1. Desenho de um sistema de coordenadas retangulares.

Figura 20.2. René Descartes foi um importante filósofo e mate-
mático francês. Como filósofo contribuiu com a epistemologia,
metafísica e filosofia da mente. Sua frase mais famosa é “Penso,
logo existo”. Propunha o método sistemático de investigação,
sempre permeado pela dúvida. Como matemático, juntamente
com Pierre de Fermat, propôs o uso do sistema de coordenadas
e a algebrização da Geometria, dando origem à Geometria Ana-
lítica. Mais detalhes sobre a imagem ao lado na página 65.

Vejamos como um desenho ajuda na compreensão da fórmula da distância que adotamos na
Definição 20.3. Confira a Figura 20.3.

Dados dois pontos A = (x1, y1) e B = (x2, y2) e o segmento AB que os une, seu desenho evi-
dencia o triângulo retângulo ABC com catetos AC = x2 − x1 e BC = y2 − y1. Mas desejamos que
seja válido o Teorema de Pitágoras, que implica AB 2 = (x2 − x1)2 + (y2 − y1)2. Por isso adotamos a
fórmula da distância (20.2).
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Figura 20.3. Fórmula da distância euclidiana no modelo algébrico.

Explicamos agora a ideia de ângulo entre retas para justificar a propriedade 20.4. Começamos
explicando o que é a inclinação de uma reta r = Ra,b,c . Sejam A = (x1, y1) e B = (x2, y2) pontos
dessa reta. Definimos sua inclinação (ou declive) Ir por:

Ir =
{ y2−y1

x2−x1
quando x1 ̸= x2;

∞ quando x1 = x2.
(20.5)

Devido ao resultado do Problema 20.8.4, podemos escrever r = Ra,b,c = Ry1−y2,x2−x1,x1 y2−x2 y1 ,
com a = y1 − y2, b = x2 −x1 e c = x1 y2 −x2 y1. Temos então

Ir =
{ −a

b quando b ̸= 0;
∞ quando b = 0.

(20.6)

Essas expressões não dependem dos pontos A e B escolhidos na reta r = Ra,b,c , e nem de seus
coeficientes a, b e c. Confira o Problema 20.8.10.

Dado um sistema de coordenadas retangulares, dizemos que tem direção horizontal qualquer
reta paralela ao eixo das abcissas Ox. Portanto, são retas da forma R0,b,c . Observe que a inclinação
dessas retas é zero. Ainda, a inclinação de uma reta é ∞ se, e somente se, ela é perpendicular às
retas de direção horizontal.

Dada uma reta com inclinação nula, dizemos que seu ângulo de inclinação é nulo, e tem me-
dida 0◦.

Seja agora uma reta r = Ra,b,c com a ̸= 0. Seja A = (x1, y1) = (x1,0) o ponto em que essa reta
intersecta o eixo Ox, e seja B = (x2, y2) outro ponto dessa reta com y2 > 0. Seja C = (x3,0) um

ponto do eixo Ox com x3 > x1. Definimos o ângulo de inclinação da reta r como
−→
AB ∪−→

AC . Confira
duas situações possíveis na Figura 20.4, em que o ângulo de inclinação está indicado porφ. Nesses
desenhos faltou representar o caso em que a reta é perpendicular à direção horizontal.

Notemos que, na situação do desenho da esquerda da Figura 20.4, temos x2 − x1 > 0 e tg φ =
y2−y1
x2−x1

= Ir . Por outro lado, na situação da direita da mesma Figura, temos x1 − x2 > 0 e tg(π−φ) =
y2−y1
x1−x2

= −Ir . Sabendo que tg(π−φ) = − tg φ, temos novamente tgφ = Ir . Escrevendo de outra
forma, tg φ= −a

b em qualquer situação em que b ̸= 0.
Por outro lado, na situação em que b = x2 − x1 = 0, a reta é perpendicular à direção horizontal,

e φ é reto. Como t g de um ângulo reto não é definida, expressamos tg 90◦ =∞.
Notemos que esses valores não se modificam se o ponto A não estiver necessariamente no eixo

Ox. Assim temos uma situação particular em que a medida de um ângulo em que um lado é a reta
Ra,b,c e o outro é uma semirreta horizontal é arctg −a

b se b ̸= 0 e 90◦ se b = 0.
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Figura 20.4. Ângulo de inclinação de uma reta.

Na situação geral, sejam r = Ra,b,c e s = Rd ,e, f duas retas que se intersectam em A = (x1, x2).
Sejam φr e φs seus respectivos ângulos de inclinação. Na situação da Figura 20.5 o ângulo entre r
e s é φ=±(φs −φr ), sendo que o sinal depende da posição relativa das retas r e s.

Figura 20.5. Ângulo entre retas.

Segue então

tg φ= tg ±(φs −φr ) =± tg (φs −φr ) =± tgφs − tgφr

1+ tgφs tgφr
=±

−d
e − −a

b

1+ −d
e

−a
b

=±ae −bd

ad +be
,

desde que ad +be ̸= 0. Justificamos assim a fórmula (20.4). Outras situações em que o posiciona-
mento das retas r ou s admite perpendicularidade podem ser consideradas pelo estudante.

Um tópico muito importante do estudo algébrico da Geometria Euclidiana é a demonstração
do caso LAL de congruência de triângulos. Para isso podemos usar a chamada “Lei dos Cossenos”.
Dado um triângulo ABC , temos AB 2 = BC 2 + AC 2 −2BC · AC cosγ, em que γ = m(∠AC B). Essa
fórmula pode ser demonstrada, e no Problema 20.8.18 solicitamos isso do estudante.

Vemos que a Geometria Analítica em R2 é um modelo algébrico para a Geometria Euclidiana
Plana. Do mesmo modo procedemos com R3 e a Geometria Euclidiana Espacial. Portanto, fa-
zendo uma construção inteiramente algébrica de R podemos, em seguida, construir a Geometria
Euclidiana. Na Matemática isso é chamado de “aritmetização da Geometria”. Em particular, do
ponto de vista da Lógica, vemos que a Geometria Euclidiana é tão consistente quanto o conjunto
R.
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20.8 Problemas

Problema 20.8.1. No texto definimos retas Ra,b,c para números reais a e b não simultaneamente
nulos. Por que foi feita essa restrição? O que é esse conjunto quando a = 0 e b = 0?

Problema 20.8.2. Complete as observações feitas no texto demonstrando que, se são iguais as
retas Ra1,b1,c1 = Ra2,b2,c2 , então existe (um número real) k ̸= 0 tal que (a2,b2,c2) = k(a1,b1,c1).

Problema 20.8.3. Prove que três pontos diferentes A = (x1, y1), B = (x2, y2) e C = (x3, y3) são coli-
neares se, e somente se, (é nulo o determinante)∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1

∣∣∣∣∣∣= 0.

Em particular, o ponto (x, y) se encontra na reta que passa por dois pontos diferentes A =
(x1, y1) e B = (x2, y2) se, e somente se, ∣∣∣∣∣∣

x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣= 0.

Problema 20.8.4. Explique por que, dados os pontos A = (x1, y1) e B = (x2, y2), a única reta que os
contém é Ry1−y2,x2−x1,x1 y2−x2 y1 .

Problema 20.8.5. Demonstre que, no modelo algébrico de Geometria R2, vale a parte c) do Axi-
oma 3, conforme apresentado na Seção 9.4 do Tomo II [44]: R2 tem (pelo menos) três pontos não
colineares.

Problema 20.8.6. a) Com as notações da Definição 20.3, temos: (i) d(A,B) = 0 ⇐⇒ A = B ; (ii) Se
A ̸= B então d(A,B) > 0. b) Vimos, na Geometria Euclidiana, que o comprimento de um segmento
AB não depende da ordem com a qual os pontos são considerados, isto é, vale que AB = B A.
Verifique que isso também vale no modelo algébrico, mostrando que d(A,B) = d(B , A).

Problema 20.8.7. Defina a norma ||X || = √
x2 + y2 para todo X = (x, y) ∈ R2. a) Explique por que

||X || ≥ 0 para todo X ∈ R2 e ||X || = 0 ⇐⇒ X = (0,0). b) Explique por que ||t X || = |t | ||X || para
todo X ∈ R2 e todo t ∈ R. c) Explique por que d(A,B) = ||B − A|| quaisquer que sejam A,B ∈ R2.
d) O seguinte resultado antecede a desigualdade triangular. Demonstre que ||X +Y || ≤ ||X ||+||Y ||
quaisquer que sejam X ,Y ∈R2.

Problema 20.8.8. Prove o Teorema 20.5: Quaisquer que sejam os pontos A, B e C de R2, temos
d(A,C ) ≤ d(A,B)+d(B ,C ). (Sugestão: no Problema 20.8.7 parte d) tome X =C −B e Y = B − A.)

Problema 20.8.9. a) Prove que as retas Ra,b,c e Rd ,e, f são paralelas se e somente se existe k ̸= 0 tal
que d = ka, e = kb e f ̸= kc. b) Prove que as retas Ra,b,c e Rd ,e, f são paralelas se, e somente se,
Rd ,e, f = Ra,b,c ′ para algum número c ′ diferente de c.

Problema 20.8.10. a) Demonstre que a inclinação de uma reta r = Ra,b,c , conforme definida em
(20.5), não depende dos pontos escolhidos e nem dos coeficientes a, b e c. b) Explique por que
retas paralelas têm a mesma inclinação.
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Problema 20.8.11. Complete a Definição 20.8 provando que, se as retas Ra,b,c e Rd ,e, f satisfazem
à condição ad +be = 0, então elas se intersectam em um único ponto.

Problema 20.8.12. Demonstre que, dados um ponto A = (p, q) e uma reta r = Ra,b,c , a reta s =
Rb,−a,aq−bp contém A e é perpendicular a r . Demonstre que a perpendicular é única.

Problema 20.8.13. Dada uma reta Ra,b,c , fixemos dois de seus pontos A1 = (x1, y1) e A2 = (x2, y2).
Seja (vx , vy ) = A2−A1. a) Explique por que, dado t ∈R, X = A1+ t (vx , vy ) é um ponto da reta Ra,b,c .
b) Explique por que a expressão paramétrica dessa reta pode ser escrita na forma X = A1 + t (A2 −
A1), ou X = (1− t )A1 + t A2, com t ∈ R. c) Demonstre que é biunívoca a aplicação ξ : R→ Ra,b,c

definida por ξ : t → A1 + t (vx , vy ).

Problema 20.8.14. Algumas propriedades de segmentos. Para demonstrar, use apenas recursos
algébricos. a) Explique por que o segmento AB é um subconjunto da reta que contém A e B . b)
AB = B A, quaisquer que sejam os pontos A e B . c) Se C ∈ AB , então d(A,C )+d(C ,B) = d(A,B). d)
Defina ponto médio de um segmento AB , e encontre uma expressão para ele em função de A e B .

Problema 20.8.15. a) Defina algebricamente semirreta
−→
AB de origem A e contendo B . b) Explique

por que sua definição não depende de B .

Problema 20.8.16. a) Dada uma reta Ra,b,c , defina algebricamente os semiplanos por ela deter-
minados. b) Demonstre que cada semiplano é convexo. c) Explique por que se A está em um
semiplano e B em outro, então AB intersecta a reta.

Problema 20.8.17. Demonstre que vale o Teorema de Pitágoras a partir da definição de distância
20.3. Em outros termos, sejam A = (x1, y1), B = (x2, y2) e C = (x3, y3) pontos tais que AC ⊥ BC no
ponto C . Verifique algebricamente que d(A,B)2 = d(A,C )2 +d(B ,C )2.

Problema 20.8.18. a) Demonstre a Lei dos Cossenos. b) Explique por que a Lei dos Cossenos im-
plica que a correspondência LAL é uma congruência. Portanto, essa correspondência não precisa
ser assumida como um Axioma em nosso modelo algébrico.

Problema 20.8.19. Demonstre algebricamente que todo triângulo tem baricentro (ponto de en-
contro das medianas), e ache sua distância aos vértices.

20.9 Temas para investigação

Tema 20.9.1. Consideremos o conjunto Z2 = {0,1}, formado apenas pelos números 0 e 1, munido
das seguintes operações de adição e multiplicação, diferentes das operações usuais:

0+0 = 0 0+1 = 1 1+0 = 1 1+1 = 0

0 ·0 = 0 0 ·1 = 0 1 ·0 = 0 1 ·1 = 1

Podemos compreender essa estrutura como uma representação do comportamento dos nú-
meros pares e ímpares, com 0 representando os pares e 1, os ímpares. Por exemplo, ímpar mais
ímpar é par, e isso está associado ao fato de que estamos considerando 1+1 = 0.
a) Investigue a Geometria modelada pelo produto cartesiano Z2 ×Z2. Estude quais são as suas
retas e suas propriedades.
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b) Chamaremos de ter os números inteiros que têm resto zero quando divididos por 3, de ínter os
que têm resto 1, e alter os que têm resto 2. Defina um conjunto Z3 = {0,1,2} com operações de
adição e multiplicação que reflita o comportamento recíproco dessas classes de números. Estude
a Geometria representada por Z3 ×Z3.
c) Investigue generalizações dessas ideias para conjuntos Zn = {0,1, . . . ,n −1}.

Tema 20.9.2. Estude no artigo [39] fórmulas algébricas para o baricentro, o incentro, o ortocentro
e o circuncentro de um triângulo qualquer.

Figura 20.6. Pierre de Fermat era francês, matemático amador,
advogado, juiz, jurista e poliglota. Juntamente com René Des-
cartes, inventou a Geometria Analítica. Deu uma contribuição
significativa à Probabilidade e ao Cálculo Infinitesimal. É con-
siderado o criador da moderna Teoria dos Números, tendo seu
nome ligado, por exemplo, aos números de Fermat 22n + 1, ao
Pequeno Teorema de Fermat e ao Último Teorema de Fermat.
Ao lado, foto de monumento a Pierre de Fermat (mais detalhes
na página 65).

Tema 20.9.3. Estude em livros de História da Matemática, as origens da Geometria Analítica, e o
papel que nela tiveram René Descartes e Pierre de Fermat. Em particular, Descartes se esforçou
para convencer seus contemporâneos de que ele havia descoberto um método muito importante.
Procure saber como ele fez isso.



Capítulo 21

Isometrias do plano

21.1 Introdução

Comentamos no Tomo II, Capítulo 9, Seção 9.12, como é importante, no estudo da Geometria,
o conceito de congruência de figuras. Além de fornecer métodos para a investigação de proprie-
dades geométricas, esse conceito traz a ideia de classificar as figuras e determinar as propriedades
comuns às figuras de uma mesma classe.

Vimos que a congruência entre triângulos exerce um papel fundamental, e sua definição tradi-
cional estabelece que dois triângulos são congruentes quando existe uma correspondência entre
os seis pares de elementos desses triângulos (três lados e três ângulos), e os pares correspondentes
têm a mesma medida. Esse é o denominado conceito estático de congruência.

Essa definição resolve bem essa questão no âmbito dos métodos da Geometria de Posição.
Entretanto observamos que essa técnica não coincide com a noção espontânea de congruência,
que envolve movimento. De acordo com essa noção, uma figura é congruente a outra quando
podemos mover uma delas e fazê-la coincidir com a outra.

Vemos no presente Capítulo que a ideia de movimento em um plano pode ser operacionali-
zada pelas transformações do plano. Estudamos, em particular, um tipo especial de transforma-
ção, a isometria, que pode ser vista como um movimento no plano que transporta um triângulo
qualquer sobre outro a ele congruente.

21.2 Transformações do plano

Começamos com a
Definição 21.1. Uma transformação do plano é uma função T : R2 7→ R2. Dizemos que T trans-
porta a figura F do plano sobre a figura G quando T (F ) =G .

Vejamos alguns exemplos

Exemplo 21.2. A função T : R2 7→ R2 definida por T (x, y) = (2x,2y) é um exemplo de transfor-
mação do plano. Ela tem as seguintes particularidades: é uma bijeção do plano sobre o plano,
transporta qualquer segmento AB sobre o segmento T (A)T (B), sendo que o comprimento desse
é o dobro do primeiro. Em particular T transporta um triângulo em outro triângulo semelhante
ao primeiro, e a razão de semelhança é 2. Confira a Figura 21.1, em que vemos ilustrada a ação de
T sobre um triângulo. Observe que podemos usar notação matricial para expressar T :

T (x, y) =
(

2 0
0 2

)(
x
y

)
.

15
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Figura 21.1. Ação de T :R2 7→R2, T (x, y) = (2x,2y) sobre um triângulo.

Definição 21.3. Uma transformação linear do plano é uma função T : R2 7→ R2 da forma T (x, y) =
(ax +by,cx +d y), em que a, b, c e d são números reais. Em outros termos,

T (x, y) =
(

a b
c d

)(
x
y

)
.

Exemplo 21.4. Sejam k e l números reais não simultaneamente nulos. A função T :R2 7→R2 defi-
nida por T (x, y) = (x +k, y + l ) é um exemplo de transformação do plano, denominada translação.

Exemplo 21.5. A função T : R2 7→ R2 definida por T (x, y) = (x,0) é um exemplo de transformação
do plano, denominada projeção ortogonal sobre o eixo Ox.

Exemplo 21.6. Seja r uma reta. Se (x, y) é um ponto fora de r , seu simétrico em relação a r é o
único ponto (x, y) tal que r é a mediatriz do segmento de extremos (x, y) e (x, y). Por outro lado,
se (x, y) ∈ r dizemos que seu simétrico em relação a r é ele mesmo. Definimos agora a função
Tr : R2 7→ R2 tal que Tr (x, y) é o simétrico de (x, y) em relação a r . Essa transformação do plano é
denominada reflexão em relação a r . A reta r é denominada reta de simetria da reflexão.

Exemplo 21.7. Fixemos um ângulo de medida θ ̸= 0. A rotação de ângulo θ em relação a (0,0) é
a transformação do plano Tθ : R2 7→ R2 definida da seguinte forma. Primeiro, T (0,0) = (0,0). Se
(x, y) ̸= (0,0), consideramos o segmento (0,0)(x, y), e o rotacionamos em um ângulo de valor |θ| no
sentido anti-horário se θ > 0, e no sentido horário se θ < 0. Obtemos dessa forma um segmento
(0,0)(x, y). Definimos então Tθ(x, y) = (x, y).
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x

y

(x, y)

Tθ(x, y)

α

θ

↖

Figura 21.2. Ação de uma rotação de ângulo θ > 0 sobre um ponto.

Para calcular a expressão de Tθ em coordenadas, fixemos (x, y) ̸= (0,0), e seja α o ângulo deter-
minado pelo segmento (0,0)(x, y) e o semieixo positivo Ox, no sentido anti-horário. Então θ+α é
o ângulo determinado pelo segmento (0,0)Tθ(x, y) e o semieixo positivo Ox (confira ilustração na



Isometrias do plano 17

Figura 21.2 para o caso em que θ > 0). Usando o Teorema de Pitágoras e escrevendo d =√
x2 + y2

temos
(x, y) = (d cosα,d senα)

e
Tθ(x, y) = (d cos(θ+α),d sen(θ+α)).

Usando as fórmulas cos(θ+α) = cosθcosα−senθ senα e sen(θ+α) = cosθ senα+senθcosα vem

Tθ(x, y) = (x cosθ− y senθ, x senθ+ y cosθ).

Observe que Tθ é uma transformação linear, pois pode ser escrita na forma

Tθ(x, y) =
(

cosθ −senθ
senθ cosθ

)(
x
y

)
.

21.3 Isometrias do plano

Conforme já comentamos, estamos interessados, nesta exposição de nosso modelo algébrico
de Geometria, em estudar movimentos do plano que transportam um triângulo sobre outro con-
gruente. Naturalmente o principal requisito para esse tipo de transformação é que ela deve trans-
portar um segmento sobre outro segmento de mesmo comprimento. Veremos que é suficiente
definir
Definição 21.8. Uma transformação do plano T :R2 7→R2 chama-se isometria euclidiana ou, sim-
plesmente, isometria, quando d(T (A),T (B)) = d(A,B) para quaisquer pontos A e B do plano.

Em outros termos, as isometrias são transformações que preservam distâncias. Em particular,
aqui estamos pensando na distância euclidiana d , definida em 20.3, página 5.

Vejamos, antes de mais nada, exemplos de isometrias. Uma isometria trivial é a identidade
I d :R2 7→R2, dada por I d(x, y) = (x, y). Outros exemplos são:

Exemplo 21.9. Toda translação T : R2 7→ R2, dada por T (x, y) = (x +k, y + l ), definida no Exemplo
21.4, é uma isometria. De fato, se A = (x1, y1) e B = (x2, y2) são pontos quaisquer do plano, temos

d(T (A),T (B)) =
√

(x1 +k − (x2 +k))2 + (y1 + l − (y2 + l ))2 =

=
√

(x1 −x2)2 + (y1 − y2)2 = d(A,B).

Exemplo 21.10. Toda reflexão Tr : R2 7→ R2 em relação a uma reta r , conforme definida no Exem-
plo 21.6, é uma isometria. A demonstração desse fato está solicitada no Problema 21.8.7.

Exemplo 21.11. Toda rotação Tθ : R2 7→ R2 de ângulo θ em relação a (0,0), definida no Exemplo
21.7, é uma isometria. Isso pode ser verificado usando-se sua expressão em coordenadas (a de-
monstração desse fato está solicitada no Problema 21.8.8). Esse fato também é consequência do
Teorema 21.13 demonstrado logo abaixo.

No Exemplo 21.7 definimos rotação de ângulo θ em relação a (0,0), mas podemos definir rota-
ção de ângulo θ em relação a um ponto qualquer C do plano.
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Definição 21.12. Sejam C um ponto de R2 e θ ̸= 0 um ângulo. A rotação de ângulo θ em relação a
C é a transformação do plano R = TC ,θ :R2 →R2 definida da seguinte forma: R(C ) =C , e, se P ̸=C
é um ponto qualquer de R2, R(P ) é o ponto tal que C R(P ) = C P e a medida do ângulo áPC R(P ) é

|θ|, medida contada a partir da semirreta
−→
C P no sentido horário se θ > 0 e no sentido anti-horário

se θ < 0.

Temos

Teorema 21.13. Toda rotação é uma isometria.

Demonstração. Seja R a rotação de centro C e ângulo θ. Sejam P e Q dois pontos quaisquer do
plano. Para provar que R é uma isometria devemos verificar que PQ = R(P )R(Q).

Se P = C e Q ̸= C , temos R(P )R(Q) = C R(Q) = CQ = PQ, por definição de rotação. O mesmo
ocorre se P ̸=C e Q =C .

Suponhamos P ̸=C e Q ̸=C . Se C , P e Q forem colineares, então C , R(P ) e R(Q) são colineares, e
suas posições relativas na reta são respectivamente as mesmas que as daqueles três pontos. Como
C P =C R(P ) e CQ =C R(Q), então R(P )R(Q) = PQ.

Suponhamos que C , P e Q não sejam colineares. Temos uma situação como a que está ilus-
trada na Figura 21.3. Os triângulos PCQ e R(P )C R(Q) são congruentes pelo caso LAL, pois C P =
C R(P ), CQ =C R(Q) e �PCQ ∼= áR(P )C R(Q). Logo R(P )R(Q) = PQ, e R é uma isometria.
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Figura 21.3. Ilustração do Teorema 21.13.

21.4 Propriedades geométricas das isometrias

Estamos interessados em compreender como as isometrias transformam as figuras. A figura
mais elementar (depois do ponto) é o segmento. Por definição, toda isometria preserva a distância
de pontos. Portanto, dados A e B , temos d(T (A),T (B)) = d(A,B). Mas isso não significa de ime-
diato que o segmento AB é transportado no segmento T (A)T (B). A imagem de AB por T poderia
ser uma curva. Mas podemos esperar que segmento vai em segmento, pois todo X ∈ AB tem suas
distâncias até A e até B preservadas.

Vamos investigar essas questões começando com a
Proposição 21.14. Toda isometria T :R2 7→R2 é injetiva.
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Demonstração. É uma consequência imediata da definição de isometria. Se A ̸= B então d(T (A),T (B)) =
d(A,B) > 0, portanto T (A) ̸= T (B).

Proposição 21.15. Seja T :R2 7→R2 uma isometria e sejam A e B pontos diferentes quaisquer. Então
T transporta o segmento AB sobrejetivamente no segmento T (A)T (B).

Demonstração. Não custa observar inicialmente que T (A)T (B) é realmente um segmento, pois
T (A) ̸= T (B).

Provemos primeiro que se X é um ponto do segmento AB então T (X ) é um ponto do segmento
T (A)T (B). Como X está em AB temos d(A, X )+d(X ,B) = d(A,B), em virtude da Definição ??,
página ??. Em virtude de T ser uma isometria temos

d(T (A),T (X ))+d(T (X ),T (B)) = d(A, X )+d(X ,B) =

= d(A,B) = d(T (A),T (B)).

Portanto T (X ) é um ponto do segmento T (A)T (B). Provamos assim que a imagem T (AB) do seg-
mento AB por T está contida em T (A)T (B).

Seja agora Y um ponto do interior do segmento T (A)T (B). Pelo Axioma da colocação da régua

aplicado à reta
←−−−−−−→
T (A)T (B) podemos supor que a coordenada de T (A) é zero, a de T (B) é z > 0 e a

de Y é y . Como Y está entre T (A) e T (B) então 0 < y < z. Pelo mesmo Axioma da colocação da

régua, mas agora aplicado à reta
←→
AB podemos supor que a coordenada de A é zero e a de B é b > 0.

Como T é uma isometria temos b = z. Logo 0 < y < b, e existe no segmento AB um ponto X de

coordenada y . Como T é uma isometria, a coordenada de T (X ) na reta
←−−−−−−→
T (A)T (B) é y , portanto

T (X ) = Y . Isso prova a afirmação.

Na demonstração da Proposição acima vimos que se A−X −B então T (A)−T (X )−T (B), e as
distâncias são preservadas. Podemos ver assim que vale o

Escólio 21.16. Seja T : R2 7→ R2 uma isometria. Então T transporta pontos colineares em pontos
colineares, preservando sua ordem na reta e suas distâncias.

Corolário 21.17. A imagem de três pontos não colineares por uma isometria T : R2 7→ R2 são três
pontos não colineares.

Demonstração. Sejam A, B e C três pontos não colineares. Se T (A), T (B) e T (C ) fossem colineares,
com T (B) entre T (A) e T (C ), por exemplo, teríamos d(T (A),T (B))+d(T (B),T (C )) = d(T (A),T (C )).
Mas, pela desigualdade triangular, temos d(A,B)+d(B ,C ) > d(A,C ), contrariando a definição de
isometria.

Vejamos agora o

Proposição 21.18. Seja T :R2 7→R2 uma isometria. Então T transporta reta sobre reta.

Demonstração. Seja r uma reta, e sejam A e B pontos de r . Seja s a reta determinada por T (A) e
T (B). Afirmamos que T transporta r sobre s.

Vamos provar primeiro que T transporta r em s. Consideremos um ponto arbitrário X de r .
Como A, B e X são colineares, segue que T (A), T (B) e T (X ) são colineares. Dessa forma T (X ) está
em s, e temos T (r ) ⊂ s.

Vamos provar agora que T transporta r sobrejetivamente em s. Para provar isso, colocamos
em r um sistema de coordenadas de forma que a coordenada de A seja 0 e a de B seja b > 0. De
forma análoga, colocamos em s um sistema de coordenadas de forma que a coordenada de T (A)
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seja 0. Observe que, pelo fato de ser T uma isometria, a coordenada de T (B) tem que ser b ou −b;
escolhemos que seja b.

Consideremos um ponto arbitrário Y de s, e seja y sua coordenada. Podemos supor Y ̸= T (A)
e Y ̸= T (B), pois esses pontos já estão na imagem de T . Logo y ̸= 0 e y ̸= b. Seja X o ponto de
r de coordenada y . Então X ̸= A e X ̸= B . Afirmamos que T (X ) também tem coordenada y . De
fato, se A − X −B ou A −B − X , temos respectivamente T (A)−T (X )−T (B) e T (A)−T (B)−T (X ),
e a coordenada c de T (X ) é positiva. Ainda, c = d(T (X ),T (A)) = d(X , A) = y , e a coordenada de
T (X ) é y . Se X − A−B , a coordenada c de T (X ) é negativa, e −c = d(T (X ),T (A)) = d(X , A) =−y , e
novamente a coordenada de T (X ) é y . Então T (X ) = Y , e terminamos.

O estudante pode observar que a demonstração da Proposição acima contém a do

Escólio 21.19. Toda isometria T :R2 7→R2 transporta semirreta sobre semirreta.

Sendo assim temos o

Corolário 21.20. A imagem de um ângulo por uma isometria T : R2 7→ R2 é um ângulo de mesma
medida.

Demonstração. Seja T : R2 7→ R2 uma isometria e �B AC um ângulo. Como A, B e C são não co-
lineares, T (A), T (B) e T (V ) também não são colineares, de modo que áT (B)T (A)T (C ) é um ân-

gulo. Ainda, as semirretas
−→
B A e

−→
BC são levadas, respectivamente, sobre as semirretas

−−−−−−−→
T (B)T (A)

e
−−−−−−−→
T (B)T (C ). Portanto a imagem de �B AC por T é o ângulo áT (B)T (A)T (C ). Notemos agora que os

triângulos ABC e T (B)T (A)T (C ) são congruentes pelo caso LLL pois, sendo T uma isometria, pre-
serva a medida dos lados. Segue que os ângulos �B AC e áT (B)T (A)T (C ) têm a mesma medida.

Vamos provar agora o

Proposição 21.21. Toda isometria T :R2 −→R2 é sobrejetiva (sua imagem é R2).

Demonstração. Sejam T : R2 → R2 uma isometria e Q um ponto de R2. Queremos mostrar que
existe P ∈ r tal que T (P ) =Q.

Sejam A e B pontos diferentes de R2. Sabemos que toda isometria é injetiva, assim T (A) ̸=
T (B). Se T (A) = Q ou T (B) = Q, terminamos. Suponhamos T (A) ̸= Q e T (B) ̸= Q. Ponhamos
T (A) = A′ e T (B) = B ′. Existem apenas duas possibilidades para os pontos A′, B ′ e Q: eles são
colineares ou não.

Suponhamos primeiro que A′, B ′ e Q sejam colineares. Então estão em uma reta s, que é
imagem da reta r que contém A e B . Em virtude da Proposição 21.18 existe P ∈ r tal que T (P ) =Q.

Suponhamos agora que A′, B ′ e Q não sejam colineares, e consideremos o triângulo Q A′B ′.
Construímos no lado AB os triângulos PAB e R AB congruentes a Q A′B ′, com P e R em semiplanos

opostos em relação à reta AB . As semirretas
−→
AP e

−→
AR são levadas em semirretas diferentes com

origem A′, pois T é injetiva, P ̸= R e AP = AR. Além disso elas formam ângulos de mesma medida

que àQ A′B ′ com a semirreta
−−−→
A′B ′. Logo, como T preserva distância, T (P ) =Q ou T (R) =Q.

Com essa propriedade temos a

Proposição 21.22. Toda isometria é invertível, e a inversa de qualquer isometria é também uma
isometria.

Demonstração. Seja T : R2 → R2 uma isometria. Como T é bijetiva, ela tem uma transformação
inversa T −1 : R2 → R2. Provemos que T −1 também preserva distância. Sejam A e B pontos de R2.
Então d(T −1(A),T −1(B)) = d(T (T −1(A),T (T −1(B)) = d(A,B). Logo T −1 é uma isometria.
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Aproveitamos a oportunidade para demonstrar a

Proposição 21.23. A composta de duas isometrias é também uma isometria.

Demonstração. Sejam T,S : R2 → R2 isometrias, e A e B pontos de R2. Temos d((T ◦ S)(A), (T ◦
S)(B)) = d(T (S(A)),T (S(B)) = d(S(A),S(B)) = d(A,B). Portanto a composta de isometrias é uma
isometria.

Na Definição 21.12 vimos o que é uma rotação TC ,θ : R2 → R2 de ângulo θ em relação a um
ponto C , e no Teorema 21.13 vimos uma demonstração geométrica de que essas rotações são iso-
metrias. Essa demonstração pode ser feita de outra forma. Sabemos que a rotação Tθ :R2 →R2 de
ângulo θ em relação à origem é uma isometria. Seja T : R2 → R2 a translação que leva a origem a
C . Então TC ,θ = T ◦Tθ ◦T −1. Usando as Proposições 21.22 e 21.23 vemos que TC ,θ é uma isometria.

Pelas propriedades geométricas das isometrias, estudadas acima, vemos que a condição de
preservar distância é bastante restritiva. Podemos prever que existem poucos tipos de isometrias.
Uma forma de fazer esse estudo é considerar seus pontos fixos. Veremos que a quantidade e o
posicionamento dos pontos fixos de uma isometria determinam seu tipo.

Definição 21.24. Seja T :R2 →R2 uma transformação. Chamamos de ponto fixo de T a todo ponto
P tal que T (P ) = P .

Para estudar os pontos fixos de uma isometria começaremos com a seguinte propriedade:

Proposição 21.25. Se A e B são pontos fixos de uma isometria T , então todos os pontos da reta que
passa por A e B são fixos.

Demonstração. Sabemos que T transforma a reta r que passa por A e B na reta que passa por
T (A) e T (B). Uma vez que A e B são pontos fixos, a reta r é levada sobre si mesma. Seja P um
ponto qualquer de r . Suponha que P está entre A e B . Sabemos que T (P ) está entre A e B . Como
AP = T (A)T (P ) = AT (P ) e como P e T (P ) estão na mesma semirreta com origem A, são o mesmo
ponto, isto é, T (P ) = P . A demonstração para P em outras posições é análoga.

Proposição 21.26. Sejam S e T isometrias e r uma reta do plano. Se existirem pontos A ̸= B em r
tais que S(A) = T (A) e S(B) = T (B) então S(X ) = T (X ) para todo X ∈ r .

Demonstração. Com efeito, nesse caso a isometria R = T −1 ◦S é tal que R(A) = A e R(B) = B . Pela
Proposição 21.25, todo ponto de r é fixado por R, ou seja S = T em r .

Lembremos que a transformação I d :R2 →R2 definida por I d(P ) = P para todo P ∈R2 chama-
se identidade. Portanto a identidade do plano é uma isometria que fixa todos os pontos.

Veremos que isometrias diferentes podem fixar, simultaneamente, no máximo, os pontos de
uma reta. Para ver isso façamos primeiro o

Teorema 21.27. Se uma isometria T fixa três pontos não colineares, então T é a identidade.

Demonstração. Sejam A, B e C três pontos fixos não colineares da isometria T . Do teorema ante-
rior concluímos que T fixa as retas que contêm AB , AC e BC . Seja P um ponto fora dessas retas e
seja Q um ponto entre A e B (diferente de A e B). A reta r determinada por P e Q intercepta um
dos outros dois lados do triângulo ABC em um ponto R (Teorema de Pasch, página ??). Logo r
tem dois pontos fixados por T , a saber, Q e R. Pelo teorema anterior T fixa a reta r e portanto fixa
o ponto P. Uma vez que P foi escolhido arbitrariamente, T fixa todos os pontos do plano, ou seja,
T é a identidade.
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Teorema 21.28. Se as isometrias T e S coincidem em três pontos não colineares, então T = S.

Demonstração. Vimos que toda isometria é uma bijeção do plano, logo tem inversa, e sua inversa
é uma isometria. Sabemos também que a composta de duas isometrias é uma isometria. Logo
T ◦S−1 é uma isometria.

Sejam então A, B e C os três pontos não colineares fixados por T e S simultaneamente. No-
temos que S−1 também fixa esses três pontos. Logo T ◦S−1 fixa esses três pontos. Pelo Teorema
21.27 T ◦S−1 = I d . Concluímos que T = S.

Com esses resultados podemos classificar as isometrias em quatro tipos diferentes:

i) a identidade, que fixa todos os pontos;

ii) as isometrias com dois pontos fixos (e, portanto, com uma reta fixa);

iii) as isometrias com um ponto fixo;

iv) as isometrias com nenhum ponto fixo.

Já temos exemplos de todos esses casos. As reflexões são isometrias que têm um reta de pontos
fixos, e apenas eles. As rotações são isometrias com um único ponto fixo. As translações são
isometrias sem pontos fixos.

21.5 Isometrias e congruência de triângulos

Observamos no início deste Capítulo que estamos interessados em ver como transformações
do plano podem movimentar triângulos sobre triângulos congruentes. Estamos interessados nas
duas questões seguintes:

Questão 1 A imagem de um triângulo por uma isometria é um triângulo congruente ao primeiro?

Questão 2 Se dois triângulos são congruentes, existe uma isometria que transporta um sobre o
outro?

A Questão 1 praticamente já foi respondida na Seção anterior. Temos
Proposição 21.29. Sejam T :R2 7→R2 uma isometria e ABC um triângulo. Então a imagem T (ABC )
de ABC por T é o triângulo T (A)T (B)T (C ), que é congruente a ABC .

Demonstração. Como A, B e C não são colineares vimos, na Seção anterior, que T (A), T (B) e T (C )
não são colineares, e formam um triângulo. Vimos também que T (AB) é o segmento T (A)T (B),
T (AC ) é o segmento T (A)T (C ) e T (BC ) é o segmento T (B)T (C ). Logo a imagem T (ABC ) de ABC
é o triângulo T (A)T (B)T (C ). Como T preserva distâncias, esses triângulos são congruentes pelo
caso LLL.

Respondemos agora a Questão 2:

Teorema 21.30. Sejam ABC ∼= DEF triângulos congruentes. Existe uma isometria T de modo que
T (A) = D, T (B) = E e T (C ) = F . Portanto T transporta ABC sobre DEF .

Demonstração. Construímos no plano um sistema de coordenadas cartesianas de modo que A =
(0,0) e B = (b,0), com b > 0. Confira a Figura 21.4. Seja TAD a translação do plano tal que TAD (A) =
D . Essa transformação é uma isometria e transporta o semieixo positivo de Ox no semieixo posi-
tivo Ox ′ e o semieixo positivo de O y no semieixo positivo O y ′. Sejam A′ = TAD (A), B ′ = TAD (B) e
C ′ = TAD (C ). Portanto A′ = D .
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Sejaα a medida do ângulo entre semieixo positivo de Ox ′ e a semirreta
−−→
DE , medido no sentido

antihorário. Consideremos a rotação Tα de ângulo α em torno da origem A′. Como Tα é uma

isometria temos Tα(B ′) = E e Tα(C ′) = F , pois o ângulo entre
−−→
DC ′ e

−−→
DF também mede α.

Para encerrar a demonstração da afirmação basta considerar a isometria T = Tα ◦TAD .
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Figura 21.4. Construção de uma isometria que transporta um triângulo sobre outro congruente.

21.6 Isometrias em coordenadas

Não é difícil obter uma expressão em coordenadas para qualquer isometria. Isso é dado pelo
Teorema 21.31. Seja T : R2 7→ R2 uma isometria. Então existem números reais k, l , m e n tais que
m2 +n2 = 1 e

T (x, y) = (mx −ny +k,nx +my + l ) (21.1)

ou
T (x, y) = (mx +ny +k,nx −my + l ). (21.2)

Demonstração. Seja OX Y o sistema cartesiano de coordenadas (x, y). Os eixos numéricos
←→
OX e←→

OY são perpendiculares e se encontram no ponto O = (0,0), e seus semieixos positivos são
−−→
OX e−−→

OY , respectivamente. A isometria T transporta essas retas em um sistema cartesiano O′X ′Y ′, pois

T transporta reta em reta e conserva a medida do ângulo. As retas
←−→
O′X ′ e

←−→
O′Y ′ são perpendiculares

e se encontram no ponto O′ = T (0,0). Consideremos em
←−→
O′X ′ um sistema de coordenadas de

forma que o semieixo positivo
−−−→
O′X ′ seja imagem por T de

−−→
OX . Feita essa escolha, a imagem

−−−→
O′Y ′

do semieixo positivo
←→
OY pode ser qualquer uma das semirretas de T (

←→
OY ) com origem em O′.

Temos assim duas opções.

Suponhamos que o ângulo do semieixo positivo
−−→
OX ao semieixo positivo

−−→
OX ′, medido no sen-

tido anti-horário, seja θ. Então o ângulo do semi-eixo positivo
←→
OY ao semi-eixo positivo

−−−→
O′Y ′,

também medido no sentido anti-horário, pode ser θ ou 180+θ.
Vamos examinar separadamente cada um desses casos. Escrevemos T (0,0) = (k, l ).

Caso 1. O ângulo do semieixo positivo
←→
OY ao semieixo positivo

−−−→
O′Y ′, medido no sentido anti-

horário, é θ.
Nesse caso a isometria T é uma mudança de coordenadas que leva o sistema OX Y , de co-

ordenadas (x, y), no sistema O′X ′Y ′, de coordenadas (x ′, y ′), preservando a orientação. O ponto
P = (x, y) é levado no ponto P ′ = (x ′, y ′) por T . Confira ilustração na Figura 21.5.

Nesse caso, as equações da mudança de coordenadas, segundo demonstrado em [33], página
117 e seguintes, são
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Figura 21.5. Ação de uma isometria que preserva orientação.

x ′ = x cosθ− y senθ+k
e y ′ = x senθ+ y cosθ+ l .

Chamando cosθ = m e senθ = n obtemos a expressão (21.1), com m2 +n2 = 1.

Caso 2. O ângulo do semieixo positivo
←→
OY ao semieixo positivo

−−−→
O′Y ′, medido no sentido anti-

horário, é 180+θ.
Nesse caso a isometria T é uma mudança de coordenadas que leva o sistema OX Y , de co-

ordenadas (x, y), no sistema O′X ′Y ′, de coordenadas (x ′, y ′), invertendo a orientação. O ponto
P = (x, y) é levado no ponto P ′ = (x ′, y ′) por T . Confira ilustração na Figura 21.6.
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Figura 21.6. Ação de uma isometria que não preserva orientação.

Nesse caso, as equações da mudança de coordenadas, segundo demonstrado em [33], página
117 e seguintes, são

x ′ = x cosθ+ y senθ+k
e y ′ = x senθ− y cosθ+ l .

Chamando cosθ = m e senθ = n obtemos a expressão (21.2), com m2 +n2 = 1.

Da demonstração do Teorema 21.31 vemos que existem dois tipos de isometrias: as que pre-
servam orientação e as que invertem. As primeiras são da forma (21.1), e as outras da forma (21.2).
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Está claro que as translações e as rotações preservam a orientação. No Problema 21.8.27 é solici-
tado do estudante verificar que as reflexões invertem a orientação.

21.7 Isometrias e o modelo algébrico

Comentamos no Capítulo 20 que a Geometria Analítica Plana constitui um modelo algébrico
da Geometria Euclidiana Plana. Nesse contexto podemos definir as isometrias através de sua ex-
pressão em coordenadas e demonstrar suas propriedades de forma independente dos axiomas da
Geometria Euclidiana. Nesse contexto podemos fazer uma definição algébrica de congruência da
seguinte forma:
Definição 21.32. Os subconjuntos F e G do plano se dizem congruentes quando existe uma iso-
metria T :R2 7→R2 tal que T (F ) =G .

Com essa definição vemos que as isometrias realizam a noção espontânea de congruência en-
tre triângulos, que consiste em considerar congruentes triângulos que podem ser movimentados
um sobre o outro, coincidindo como conjunto de pontos.

21.8 Problemas

Problema 21.8.1. Estude a transformação do plano T (x, y) = (x, y/2). Observe que ela tem o efeito
de reduzir verticalmente qualquer figura do plano. Como exemplo, determine a imagem por T
da circunferência C = {(x, y)|x2 + y2 = 1}. Mostre que T é injetiva e sobrejetiva. Dê a expressão
transformação da inversa de T .

Problema 21.8.2. Dada a transformação linear T : R2 7→ R2 definida por T (x, y) = (x +2y,2x + y),
descreva a imagem por T da circunferência x2 + y2 = 1.

Problema 21.8.3. Verifique todas as afirmações do Exemplo 21.2 usando diretamente a expressão
de T em coordenadas.

Problema 21.8.4. Estude as propriedades das translações, definidas no Exemplo 21.4. Em parti-
cular: a) prove que toda translação leva reta sobre reta, e calcule qual é a reta que é imagem da
reta Ra,b,c ; b) prove, usando a fórmula (20.4), que toda translação conserva a medida de ângulos.

Problema 21.8.5. Considere a reta r = Ra,−1,0. Determine a expressão em coordenadas da trans-
formação do plano T : R2 7→ R2 denominada “projeção ortogonal sobre r ”, isto é, para qualquer
(x, y) ∈R2, T (x, y) é o pé da projeção de (x, y) sobre r .

Problema 21.8.6. Considere a reta r = Ra,−1,0. Determine a expressão em coordenadas da reflexão
em relação a essa reta.

Problema 21.8.7. Mostre que a reflexão Tr : R2 7→ R2 em relação a uma reta r , conforme definida
no Exemplo 21.6, é uma isometria. Sugestão: tome um reta r e pontos quaisquer A e B do plano.
Sejam A′ e B ′ os pontos simétricos respectivamente de A e B em relação à reta r . Prove que A′B ′ =
AB usando congruências de triângulos. Considere os vários casos necessários, como A ∈ r , a ∉ r ,
o mesmo para B , e ainda se A e B estão do mesmo lado de r , ou não.

Problema 21.8.8. Prove que toda rotação Tθ :R2 7→R2 de ângulo θ em relação a (0,0), definida no
Exemplo 21.7, é uma isometria, usando sua expressão em coordenadas.
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Problema 21.8.9. Vimos, no Exemplo 21.7, que toda rotação Tθ : R2 7→ R2 de ângulo θ em relação
a (0,0), é uma transformação linear e uma isometria. Considere agora uma transformação linear
qualquer do plano T :R2 7→R2, da forma T (x, y) = (ax+by,cx+d y), em que a, b, c e d são números
reais. a) Encontre condições sobre os números a, b, c e d para que T seja uma isometria. b)
Investigue se existem transformações lineares que sejam isometrias mas não são rotações.

Problema 21.8.10. Prove que a transformação do plano T :R2 →R2 definida por T (x, y) =
(

x − yp
2

,
x + yp

2

)
é uma isometria. Ache a imagem da reta diagonal {(x, y)|x = y} por T .

Problema 21.8.11. Prove que toda isometria transporta retas paralelas em retas paralelas.

Problema 21.8.12. Sejam T :R2 7→R2 uma isometria e r uma reta. Mostre que T transporta semi-
plano determinado por r sobre semiplano determinado por T (r ).

Problema 21.8.13. Prove que toda isometria T : R2 7→ R2 transporta o interior do ângulo �ABC
sobre o interior do ângulo áT (A)T (B)T (C ).

Problema 21.8.14. Prove que toda isometria T : R2 7→ R2 transporta o interior do triângulo ABC
sobre o interior do triângulo T (A)T (B)T (C ).

Problema 21.8.15. Prove, usando a recíproca do Teorema de Pitágoras, que toda isometria T :
R2 7→R2 transporta ângulo reto em ângulo reto.

Problema 21.8.16. Demonstre que toda isometria transporta qualquer circunferência em uma
circunferência de mesmo raio.

Problema 21.8.17. Considere um triângulo isósceles não equilátero. Encontre duas isometrias
que transportam esse triângulo em si mesmo. Existem outras isometrias?

Problema 21.8.18. Considere um triângulo equilátero. Encontre seis isometrias que transportam
esse triângulo em si mesmo. Existem outras isometrias?

Problema 21.8.19. Sejam A e B pontos (diferentes) de R2. Prove que existe uma única reflexão
R :R2 7→R2 tal que R(A) = B .

Problema 21.8.20. Prove que se uma isometria T : R2 7→ R2 fixa todos os pontos de uma reta r ,
então T é a identidade ou a reflexão em relação a r . Sugestão: tome um ponto P fora de r e mostre
que T (P ) = P ou T (P ) é o simétrico de P em relação a r .

Problema 21.8.21. Sejam ABC ∼= DEF triângulos congruentes. Mostre que existe uma isometria
que transporta um sobre o outro composta de no máximo três reflexões.

Problema 21.8.22. Prove que toda isometria é a composição de no máximo três reflexões.

Problema 21.8.23. Demonstre que toda translação é a composição de duas reflexões cujas retas
de simetria são paralelas.

Problema 21.8.24. Prove a recíproca do Teorema 21.31. Isto é, se T :R2 7→R2 é de uma das formas
(21.1) ou (21.2), então T é uma isometria.

Problema 21.8.25. Explique por que as translações e as rotações preservam a orientação.
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Problema 21.8.26. Demonstre que as equações da reflexão R(x, y) = (x1, y1) em relação à reta
y = ax +b são 

x1 = 1−a2

1+a2
x + 2a

1+a2
(y −b),

y1 = 2a

1+a2
x − 1−a2

1+a2
(y −b)+b.

Problema 21.8.27. Prove que as reflexões invertem a orientação.

Problema 21.8.28. a) Encontre a imagem da reta reta Ra,b,c pela isometria T : R2 7→ R2 definida
por T (x, y) = (mx −ny +k,nx +my + l ). b) Encontre a imagem da reta reta Ra,b,c pela isometria
T :R2 7→R2 definida por T (x, y) = (mx +ny +k,nx −my + l ).

Problema 21.8.29. Usando a expressão em coordenadas das isometrias e a fórmula (20.4), dê ou-
tra demonstração de que qualquer isometria conserva a medida de ângulos.

Problema 21.8.30. Dado um número real positivo t , uma semelhança de razão t no plano é uma
transformação T : R2 7→ R2 tal que d(T (A),T (B)) = td(A,B) quaisquer que sejam os pontos A e B
do plano. Mostre que toda semelhança é uma bijeção do plano do plano sobre o plano. Ainda
transporta o segmento AB sobre o segmento T (A)T (B), sendo que o comprimento desse é t vezes
o comprimento do primeiro. Em particular T transporta um triângulo em outro triângulo. Mostre
que T transporta retas em retas, e retas paralelas em retas paralelas. Prove que T transporta triân-
gulos retângulos em triângulos retângulos, e, em consequência, transporta retas perpendiculares
em retas perpendiculares. Prove que a transformação inversa de uma semelhança de razão t é
uma semelhança de razão 1/t . Prove que a composta de duas semelhanças é uma semelhança, e
calcule sua razão. Demonstre que toda semelhança conserva a medida de ângulos.

Problema 21.8.31. Mostre que toda transformação linear da forma

T (x, y) =
(

t 0
0 t

)(
x
y

)
sendo t um número real positivo, é uma semelhança, mas nem toda semelhança é dessa forma.

Problema 21.8.32. Dizemos que duas figuras F e G do plano são semelhantes se existe uma se-
melhança T :R2 7→R2 tal que T (F ) =G . Se t é a razão de T , dizemos que t é a razão de semelhança
de F para G . Prove que se dois triângulos têm ângulos correspondentes congruentes, então são
semelhantes.

Problema 21.8.33. A transformação T : R 7→ R definida por T (x, y) = (kx,k y) para algum número
real positivo k chama-se homotetia de razão k e centro O. a) Prove que toda homotetia leva seg-
mento sobre um segmento cujo comprimento é k vezes o comprimento do primeiro segmento.
Ainda, leva ângulo sobre ângulo, preservando sua medida. b) Como é a imagem de uma circunfe-
rência por uma homotetia? c) E de um polígono regular?

Problema 21.8.34. Chamamos de reflexão com deslizamento à composição de uma reflexão em
relação a uma reta r com uma translação com vetor de deslocamento não nulo e paralelo à reta
r . Prove que as isometrias do plano são: a identidade, as translações, as rotações, as reflexões e as
reflexões com deslizamento. Sugestão: seja T : R2 → R2 uma isometria diferente da identidade e
seja A ∈R2 tal que A′ = T (A) ̸= A. Seja A′′ = T (A′). Então d(A′, A′′) = d(A, A′) > 0. Considere os três
casos relativos ao posicionamento dos pontos A, A′ e A′′: (i) A, A′ e A′′ são não colineares; (ii) A,
A′ e A′′ são pontos diferentes e colineares; (iii) A′′ = A.
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21.9 Temas para investigação

Tema 21.9.1. Investigue como são as imagens de elipses, hipérboles e parábolas por transforma-
ções lineares do plano.

Tema 21.9.2. Investigue como são as isometrias que são compostas por duas reflexões.

Tema 21.9.3. Estude as isometrias que preservam o triângulo equilátero. Mostre que elas formam
um grupo algébrico em relação à operação de composição. Estude as propriedades desse grupo.

Tema 21.9.4. Identifique todas as isometrias que preservam o quadrado. Mostre que elas formam
um grupo algébrico em relação à operação de composição. Estude as propriedades desse grupo.

Tema 21.9.5. Identifique todas as isometrias que preservam um polígono regular com n ≥ 5 lados.
Mostre que elas formam um grupo algébrico em relação à operação de composição. Estude as
propriedades desse grupo.

Tema 21.9.6. Dizemos que uma figura do plano tem simetria bilateral quando existe uma reta tal
que a reflexão em relação a essa reta transporta a figura sobre si mesma. Investigue figuras com
simetria bilateral. Um bom começo pode ser polígonos regulares.



Capítulo 22

Geometria da Superfície Esférica

22.1 Introdução

Até o início do Século XVII existia uma forte concepção na mente dos intelectuais de que a
Geometria Euclidiana era a única possível. Certamente que essa ideia advinha de nossa forma de
olhar o espaço e o movimento das coisas. Embora vivemos em um planeta cuja superfície tem a
forma aproximada de uma esfera, no dia a dia não nos damos conta disso, e, quando andamos
nessa superfície imaginamos que estamos nos movimentando em um plano. Isso talvez ocorra
por que a superfície da Terra é, para nós, imensa, e não temos quotidianamente a consciência de
que ela tem o formato de uma esfera. Hoje temos maior facilidade em compreender essa situação
devido ao progresso no conhecimento e na exploração do espaço. Todos temos em nosso imagi-
nário aquela famosa foto do planeta Terra obtida pelos astronautas da Apollo 17 em sua viagem
à Lua. Ao contrário do que ocorria antigamente, não temos mais dúvida de que moramos na su-
perfície de uma esfera, e podemos até nos conscientizar desse fato no dia a dia, embora isso cause
pouco efeito em nossa movimentação diária.

Figura 22.1

Fotografia da Terra tirada em 7 de dezembro de 1972 a partir
da espaçonave Apollo 17, a uma distância de 29 000 km. A foto
mostra a África, a Antártida e a Península Arábica. Essa foi a
sexta e última viagem do programa Apollo, em que astronau-
tas deixaram a órbita da Terra e pousaram na Lua.

Essa imagem passou a fazer parte de nossos livros escola-
res e foi reproduzida amplamente nos meios de comunicação.
Ela modificou definitivamente a forma como vemos o lugar
onde moramos e sua posição relativa dentro do espaço.

Vemos, neste Capítulo, como podemos construir uma ge-
ometria diferente da euclidiana simplesmente imaginando um mundo constituído pela superfície
da esfera. Essa Geometria, que denominamos Geometria da Superfície Esférica, abreviadamente
GSE, tem aplicações na Matemática, na Astronomia e na Geografia.

22.2 Ideias iniciais

Imaginemos, como um exercício de abstração, que vivemos restringidos à superfície de uma

29
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esfera e que, ao nos movimentarmos, ficamos limitados a ela, sem poder nos mover para o espaço
circundante, seja para o interior, seja para o exterior dessa esfera. Ou então, se for mais fácil,
imagine um pequeno ser de duas dimensões que tem sua vida delimitada à superfície de uma
esfera.

Figura 22.2

Essa ideia não é original! No livro Flatland: A Romance of
Many Dimensions, escrito pelo professor Edwin Abbott Ab-
bott e publicado em 1884 na Inglaterra, o autor descreve
uma sociedade que funciona em duas dimensões. Os perso-
nagens são figuras como segmentos e polígonos, e o próprio
autor se coloca nela como um quadrado. Na estória o qua-
drado descobre a existência de um ser de três dimensões,
uma esfera, mas essa ideia não é aceita pelo grupo domi-
nante daquela sociedade.

Esse romance sobre um mundo de duas dimensões teve uma continuação em Sphereland: A
Fantasy About Curved Spaces and an Expanding Universe, escrito em 1965 por Dionys Burger.

Imaginemos então que o ser que mora na superfície da esfera precisa ir do ponto A ao ponto B .
Se ele deseja percorrer o menor caminho possível, que trajetória deve seguir? Não é difícil perce-
bermos que o menor caminho que conecta dois pontos em uma superfície esférica é o menor arco
do círculo máximo que contém esses dois pontos. Vimos, na Seção 17.7 do Tomo III, que sempre
existe um círculo máximo ligando dois pontos dados de uma superfície esférica. Veja ilustração
na Figura 22.3.
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Figura 22.3. Círculo máximo passando por dois pontos na superfície esférica, com destaque para
o caminho mais curto.

A percepção dessa propriedade pode ser feita experimentalmente. Tomamos uma esfera de
isopor e desenhamos em sua superfície um círculo máximo. Fixamos dois alfinetes nessa curva e
esticamos de um ao outro um elástico, deixando-o tensionado. Vemos que a tendência do elástico
é se acomodar ao longo do círculo máximo. Isso significa que essa curva proporciona o lugar
geométrico de menor tensão para o elástico e, portanto, é seu formato mais curto.

Uma demonstração mais formal dessa propriedade utiliza recursos de Cálculo Diferencial e
Integral. O estudante pode consultar [36], páginas 117 e 128. Para constar enunciamos esse resul-
tado como o

Teorema 22.1. Sejam A e B pontos não antípodas de uma esfera. O menor caminho sobre a esfera
ligando A a B é o menor arco do único círculo máximo que os contém. Se A e B são antípodas,
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o menor caminho sobre a esfera ligando A a B é qualquer um dos semicírculos máximos que os
contém.

Na Geometria Euclidiana, uma das noções que temos agregada ao campo conceitual “reta” é a
de que o segmento de reta que une dois pontos é o menor caminho de um ao outro. Essa é uma
noção que pouco exploramos aqui, mas é muito utilizada na Física, por exemplo, na Ótica. Isso
nos dá a ideia de construir uma geometria na superfície esférica em que as retas são os círculos
máximos. Vemos, na próxima seção, o que ocorre nessa geometria.

22.3 Bases da Geometria da Superfície Esférica

Consideremos uma esfera S de raio r e centro O. Denominamos Geometria da Superfície Es-
férica, ou, simplesmente, GSE, ao conjunto S em que consideramos seus pontos como os pontos
de S e como retas os subconjuntos distinguidos, denominados geodésicas, definidos como segue:

Definição 22.2. Chamamos de geodésica da esfera a qualquer um de seus círculos máximos.

Nosso objetivo é investigar as propriedades das figuras formadas na esfera por suas geodési-
cas. Procedemos de forma similar ao que fizemos na Geometria Euclidiana, sendo que agora as
geodésicas fazem o papel que as retas tinham naquela geometria.

Lembremos que dados dois pontos não antípodas A e B da esfera, eles e o centro O são não
colineares, portanto determinam um único plano no espaço. A interseção desse plano com a es-
fera é uma circunferência de raio r no plano, denominada círculo máximo da esfera, e que agora
passamos a chamar de geodésica determinada por A e B .

Dois pontos não antípodas A e B de uma geodésica a repartem em dois arcos, um menor e
outro maior (ambos contendo os pontos A e B). Isso nos dá a ideia de definir segmentos nessa
Geometria.

Definição 22.3. Dados dois pontos não antípodas A e B de uma geodésica, o arco menor por
eles determinado é chamado de segmento geodésico de extremidades A e B , e indicado por ÙAB .
Também dizemos que ÙAB é o segmento geodésico que liga A a B . Se for necessário o arco maior
determinado por A e B pode ser chamado de segmento geodésico oposto de extremidades A e B .

Vemos que, dados dois pontos não antípodas da esfera, existe um único segmento geodésico
que os liga. Por outro lado, se A e B são pontos antípodas, existem infinitos semicírculos máximos
com extremidades nesses pontos.

Dado um segmento geodésico ÙAB podemos associar a ele o ângulo ∠AOB . Esse é o ângulo
central determinado pelo arco ÙAB na circunferência de raio r e centro O que contém os pontos
A e B . Se estivermos usando a unidade graus para medir ângulos, diremos que α = m(∠AOB) é
a medida angular em graus do segmento geodésico ÙAB . Sabemos que o comprimento desse arco
é πrα/180, que chamamos de comprimento em graus do segmento geodésico ÙAB . Se estivermos
usando a unidade radiano para medir ângulos, α é a medida angular em radianos do segmento
geodésico ÙAB , e o seu comprimento em radianos é rα.

Na GSE definimos o equivalente a semirretas da Geometria Euclidiana da seguinte forma. Se-
jam A um ponto de S e B seu antípoda. Consideremos um círculo máximo contendo A (e, por-
tanto, B). Então esse círculo máximo é repartido por A e B em dois semicírculos máximos, di-
gamos C1 e C2 (ambos os semicírculos contêm A e B). Então C1 − {B} e C2 − {B} são chamados
semigeodésicas de origem A.
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Imitando o que é feito na Geometria Euclidiana, definimos ângulo como subconjunto de S da
seguinte forma. Sejam C e C ′ duas semigeodésicas de mesma origem A e não contidas na mesma
geodésica. Dizemos que C ∪C ′ é um ângulo de vértice A. Sejam B um ponto de C diferente de A
e C um ponto de C ′ diferente de A. O ângulo C ∪C ′ pode ser indicado por ∠B AC , se estiver claro
que se trata de um ângulo emS. A medida desse ângulo é a medida do diedro definido pelos arcosÙAB e ÙAC . Mais exatamente, esse diedro tem como aresta a reta r determinada pelo ponto A e por
seu antípoda, uma das faces desse diedro é o semiplano determinado por r e por B , e a outra face
é o semiplano determinado por r e por C .

Dado um ponto A em uma geodésica, existe a reta tangente a essa circunferência em A, contida
no plano determinado pela geodésica. Essa reta será denominada reta tangente à geodésica em A.

Consideremos duas geodésicas que se encontram em um ponto A e, portanto, também se en-
contram no antípoda de A, e em mais nenhum outro ponto. Podemos associar a essas geodésicas
um ângulo da seguinte forma. Consideramos os dois planos definidos por essas geodésicas. Eles
formam quatro diedros com aresta comum contendo o centro O da esfera. Se esses diedros não
são retos, o ângulo associado às duas geodésicas é o menor ângulo normal determinado por eles.
Se os diedros são retos, o ângulo associado às duas geodésicas é qualquer um desses diedros retos.
Dizemos também que o ângulo associado entre duas geodésicas é o ângulo entre as geodésicas.

Outra forma equivalente de definir o ângulo entre duas geodésicas é considerar as duas retas
tangentes a elas num de seus pontos de encontro. Essas retas formam quatro ângulos, opostos
pelo vértice aos pares, e, se foram diferentes, escolhemos o menor deles, ou qualquer um se forem
retos. Se considerarmos o outro ponto de encontro das geodésicas, os ângulos correspondentes
determinados pelas retas tangentes nesse ponto são congruentes aos anteriores. A medida desse
ângulo é igual à medida do menor diedro determinado por essas geodésicas. Confira o Problema
22.7.3, em que são solicitadas as demonstrações dessas afirmações.

Definição 22.4. Sejam A, B e C pontos de uma esfera não contidos em uma mesma geodésica (em
particular dois quaisquer desses pontos não são antípodas). O triângulo esférico de vértices A, B
e C e lados ÙAB , ÙBC e ÙAC é o conjunto ÙAB ∪ÙBC ∪ÙAC . Indicamos esse conjunto por ABC , desde
que esteja claro que se trata de uma figura na superfície esférica. Os ângulos desse triângulo são
∠B AC , ∠ABC e ∠AC B , que podem ser indicados respectivamente por Â, B̂ e Ĉ .

β
BA

C

α

b
a

c

γ

Figura 22.4. Desenho de um triângulo esférico mostrando as geodésicas que contêm os lados.

Enunciamos algumas propriedades elementares dos triângulos na GSE. Confira [58], página 57
e seguintes.

Na GSE podemos definir triângulo isósceles. Valem as seguintes propriedades: os ângulos da
base são congruentes, e a mediana relativa à base também é bissetriz e é perpendicular à base.
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Na GSE podemos definir congruência entre triângulos e demonstrar os casos de congruência
LAL, ALA e LLL. Diferentemente da Geometria Euclidiana, na GSE a correspondência AAA implica
em congruência. Portanto não é possível desenhar dois triângulos com três pares de ângulos cor-
respondentes congruentes e que não sejam, eles mesmos, congruentes.

Na GSE vale uma versão mais fraca da desigualdade do ângulo externo. Se α, β e γ são as
medidas dos ângulos de um triângulo, então

180−γ> |α−β|. (22.1)

Na GSE vale: em um triângulo qualquer, ao maior ângulo se opõe o maior lado.
Na GSE vale a desigualdade triangular: em qualquer triângulo, qualquer um dos lados é menor

do que a soma dos outros dois.
Não vamos continuar nossos estudos sobre a GSE por “imitação” com a GE. O estudante pode

investigar outros resultados por conta própria ou consultando textos especializados. Por exemplo
em [50] e [47] pode obter mais informações.

Fazemos aqui apenas mais uma intervenção: como é a soma dos ângulos de um triângulo
esférico? Estudamos essa questão a seguir.

22.4 Um resultado não tão surpreendente na GSE

Investigando como são os triângulos esféricos, um fato nos chama de imediato a atenção: em S

existem triângulos com dois ângulos retos. Vemos um exemplo na Figura 22.5. Escolhemos uma
geodésica e nela tomamos dois pontos não antípodas A e B . Tomamos a reta perpendicular ao
plano da geodésica que passa por O. Essa reta intersectaS em dois pontos. Escolhemos um deles,
digamos N . Então o triângulo esférico AB N tem dois ângulos retos, em A e em B .
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Figura 22.5. Triângulo esférico com dois ângulos retos.

Está claro que os ângulos de triângulos esféricos não se comportam como seus corresponden-
tes da Geometria Euclidiana. Não é difícil compreender isso se olharmos diversas figuras de triân-
gulos esféricos. Parece que eles sempre tem algum lado “curvado para fora”, e o próprio interior
do triângulo também tem essa característica.

Vamos investigar essa percepção. Consideremos um triângulo esférico ABC . Desenhando por
completo as geodésicas determinadas pelos seus lados, vemos que elas formam outros triângulos.
Em particular, um desses triângulos é formado pelos antípodas dos pontos A, B e C , e é congruente
a ABC .

Vemos na Figura 22.6 uma ilustração desse fenômeno. Nessa Figura, em que indicamos o an-
típoda de P por −P , vemos a esfera segundo a perspectiva da reta que é perpendicular ao plano



34 Geometria Elementar: gênese e desenvolvimento Tomo IV

determinado pelo círculo máximo que passa por ÙAB . Observemos o triângulo esférico ABC e seu
antípoda (−A)(−B)(−C ), e que ambos são congruentes.
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Figura 22.6. Fusos determinados por um triângulo esférico.

Teorema 22.5. Dados uma esfera de raio r e um triângulo esférico ABC , a soma, em radianos, de
seus ângulos é

m(Â)+m(B̂)+m(Ĉ ) =π+ área(ABC )

r 2
. (22.2)

Demonstração. Na Figura 22.6 [AC (−C )B ] é o diedro cuja aresta contém o diâmetro C (−C ) e lados
que contêm os pontos A e B . Esse diedro determina na esfera um fuso que chamaremos de fuso C .
Note que esse fuso tem ângulo Ĉ . Portanto a área do fuso C é 2r 2m(Ĉ ). De modo análogo temos
os fusos A e B cujas áreas são, respectivamente, 2r 2m(Â) e 2r 2m(B̂). Portanto

área fuso A+área fuso B +área fuso C = 2r 2 (
m(Â)+m(B̂)+m(Ĉ )

)
.

Por outro lado,
área fuso A+área fuso B +área fuso C =

= área da semiesfera +2 área(ABC )+área(AB(−C ))−área((−A)(−B)C ) .

Como área(AB(−C )) = área((−A)(−B)C ), segue o resultado.

Observemos que na fórmula (22.2) do Teorema 22.5 o fator área(ABC )/r 2 é sempre positivo.
Portanto, na GSE, a soma dos ângulos de qualquer triângulo excede π radianos, ou 180 graus.
Vamos destacar esse resultado no

Teorema 22.6. Na GSE, a soma dos ângulos de qualquer triângulo excede π radianos, ou 180◦.

22.5 Comparando a GSE com a GE

Pudemos ver, nas seções anteriores, que a Geometria da Superfície Esférica (GSE) tem várias
diferenças em relação à Geometria Euclidiana (GE). A mais marcante é que, na GSE, a soma dos
ângulos de qualquer triângulo excede 180◦. Mas existem mais diferenças, algumas das quais co-
mentamos agora. Outras serão objeto de problemas da Seção 22.7.

a) Não vale na GSE a afirmação: “Dados dois pontos diferentes, existe exatamente uma reta que
os contém”. Essa afirmação tem que ser modificada para: “Dados dois pontos diferentes e não
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antípodas, existe exatamente uma geodésica que os contém”. Dois pontos antípodas quaisquer
estão em infinitas geodésicas.

b) Não vale na GSE a afirmação: “Os pontos de uma reta podem ser postos em correspondência
biunívoca com os números reais”. Essa afirmação tem que ser modificada para: “Os pontos de uma
geodésica podem ser postos em correspondência biunívoca com os números reais do intervalo
[0,2π).”.

c) A GSE não tem um resultado correspondente ao Axioma das paralelas: “por um ponto dado fora
de uma reta passa uma única paralela à reta dada”. Não vale nem mesmo a afirmação da GE: “por
um ponto fora de uma reta passa uma paralela à reta dada”, pois não existem retas paralelas.

Conforme comentamos anteriormente, dados uma reta e um ponto fora dela podemos, a prin-
cípio, considerar as seguintes possibilidades:

(i) não existe uma reta paralela à reta dada contendo o ponto dado;

(ii) existe uma única reta paralela à reta dada contendo o ponto dado;

(iii) existe mais de uma reta paralela à reta dada contendo o ponto dado.

Vemos que a possibilidade (i) corresponde à GSE, e a possibilidade (ii) à GE. Estudaremos, no
Capítulo 23, a Geometria Hiperbólica, que satisfaz à condição (iii).

22.6 Geometrias elípticas

Para encerrar esta seção observamos que nossa apresentação da Geometria da Superfície Es-
férica depende do fato de a estarmos modelando com a esferaS como um objeto do espaço eucli-
diano tridimensional. Portanto nessa geometria não temos axiomas, pois todas as propriedades
podem ser provadas usando os recursos da Geometria Euclidiana. O que fizemos foi, na verdade,
apresentar um modelo de uma das chamadas Geometrias Elípticas.

Existem versões intrínsecas de Geometrias Elípticas em que não se utiliza o espaço euclidiano.
Elas começam com uma lista de axiomas, e o primeiro deles pode ser: “duas retas quaisquer se
intersectam”.

Para obter mais detalhes o estudante pode consultar [10], página 84 e seguintes, assim como
[36], página 129 e seguintes.

22.7 Problemas

Problema 22.7.1. Explique a observação feita na Definição 22.4, que afirma que se os pontos A, B
e C não estão na mesma geodésica então dois quaisquer deles não são antípodas.

Problema 22.7.2. Prove que as retas tangentes a uma geodésica em pontos antípodas são parale-
las.

Problema 22.7.3. Considere duas geodésicas que se encontram em um ponto A e em seu antípoda
−A. a) Explique por que as retas tangentes às geodésicas em A determinam ângulos congruentes
àqueles correspondentes determinados pelas tangentes em −A. b) Prove que a medida do ângulo
entre duas geodésicas é a mesma considerando as duas possibilidades definidas no texto (medida
do diedro ou medida do ângulo dado pelas retas tangentes).

Problema 22.7.4. Explique por que dados pontos não antípodas A e B da esfera de raio r , existe
uma correspondência biunívoca entre os pontos da geodésica que os contém e os números reais
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do intervalo [0,2πr ), de modo que ao ponto A corresponde o valor 0 e ao ponto B um valor b tal
que b ∈ [0,πr ). Explique por que essa propriedade substitui, na GSE, os axiomas de medida da GE,
e qual a diferença das duas geometrias nesse aspecto.

Problema 22.7.5. Defina o que é conjunto convexo na GSE. Depois prove o seguinte. Seja g uma
geodésica qualquer. Então S− g é a união de dois conjuntos (chamadas semiesferas abertas de-
terminadas por g ) tais que: (i) cada um deles é convexo; (ii) se um ponto A está em um desses
conjuntos e B no outro, então ÙAB intersecta g .

Problema 22.7.6. Explique por que na GSE vale o Teorema de Pasch.

Problema 22.7.7. Seja C uma semirreta de origem A e H uma das semiesferas abertas determi-
nada pela geodésica que contém C . Seja x ∈ (0,180). Explique por que existe um ponto C ∈H de
forma que x é a medida em graus do ângulo determinado por C e pela semigeodésica de origem
A que contém C . Explique por que na GSE valem os axiomas sobre ângulos adotados na GE.

Problema 22.7.8. Dada uma geodésica, consideremos o plano por ela determinado e o diâmetro
da esfera perpendicular a ele. Os extremos desse diâmetro chamam-se polos da geodésica. Prove
que, dada uma geodésica e um ponto que não é um de seus polos, existe uma única geodésica
que contém o ponto e é perpendicular à geodésica dada. O que ocorre se o ponto for um polo da
geodésica?

Problema 22.7.9. Justifique por que o triângulo esférico dado na Figura 22.5 tem dois ângulos
retos, em A e em B . A construção usada nessa Figura está explicada no texto que a precede.

Problema 22.7.10. Explique por que um triângulo esférico ABC e o triângulo antípoda (−A)(−B)(−C )
são congruentes.

Problema 22.7.11. Defina interior de um ângulo da GSE, e descreva esse conjunto.

Problema 22.7.12. Na GSE três pontos não colineares (isto é, que não estão na mesma geodésica)
determinam um único triângulo? É possível definir interior de um triângulo?

Problema 22.7.13. Dada uma geodésica da GSE, prove que todas as geodésicas perpendiculares a
ela se encontram em dois pontos.

Problema 22.7.14. Prove que na GSE todo triângulo está contido em uma semiesfera.

Problema 22.7.15. Prove que na GSE a soma dos lados de qualquer triângulo é menor do que 2π.
Sugestão: dado um triângulo ABC , para mostrar que a soma de seus lados satisfazem à proprie-
dade requerida, aplique a desigualdade triangular ao triângulo (−A)BC , em que −A é o antípoda
de A.

Problema 22.7.16. Dê exemplo de um triângulo equilátero retângulo na GSE.

Problema 22.7.17. Explique por que na GSE não vale o Teorema de Pitágoras.

Problema 22.7.18. Na GSE, qual é o maior valor que pode atingir a soma dos ângulos de um tri-
ângulo?

Problema 22.7.19. Existem retângulos na GSE?

Problema 22.7.20. Prove que na GSE os ângulos do topo de um quadrilátero de Saccheri qualquer
são congruentes e obtusos.
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Figura 22.7. Figura do Problema 22.7.22.

Problema 22.7.21. Prove que na GSE a área do triângulo ABC é

área(ABC ) = r 2[m(Â)+m(B̂)+m(Ĉ )−180

se os ângulos estão medidos em graus.

Problema 22.7.22. Interprete e explique a Figura 22.7.

Problema 22.7.23. Verifique se na GSE vale um resultado correspondente ao Teorema do ângulo
externo ?? da GE.

Problema 22.7.24. Verifique se na GSE vale o caso de congruência LAA.

Problema 22.7.25. No Tomo II, Capítulo 10, foi provado que “Por um ponto fora de uma reta
passa uma paralela à reta dada”. Esse resultado naturalmente não vale na GSE. Identifique em
quais passos falha a demonstração utilizada ali.

Problema 22.7.26. Calcule a soma dos ângulos de um polígono esférico.

Problema 22.7.27. Explique o que ocorre na fórmula (22.2) do Teorema 22.2 quando r →∞.

22.8 Temas para investigação

Tema 22.8.1. Na Geometria da Superfície Esférica (GSE) existem figuras poligonais de dois lados,
que chamaremos de diágonos. Estude as propriedades dessas figuras.

Tema 22.8.2. Na GSE existem triângulos esféricos isósceles? Se existirem, investigue suas propri-
edades.

Tema 22.8.3. Defina quadrilátero na GSE e estude suas propriedades.

Tema 22.8.4. Defina circunferência na GSE e estude suas propriedades. Dada uma circunferência,
ela tem um único centro?

Tema 22.8.5. O termo “Geometria Elíptica”, utilizado na Seção 22.6, sugere que essa geometria
pode ser modelada na superfície de um elipsoide. Investigue como são as “retas” nessa superfície.
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Tema 22.8.6. Existe uma trigonometria esférica, descoberta pelos matemáticos árabes do Século
X, que estuda propriedades trigonométricas dos triângulos esféricos. Investigue isso. Por exemplo,
em um triângulo ABC vale a seguinte fórmula (lei dos senos da trigonometria esférica):

senα

sen a
= senβ

senb
= senγ

senc

sendo: α a medida do ângulo interno Â, a a medida angular do lado ÙBC , etc, conforme notações
da Figura 22.4.

Tema 22.8.7. Neste projeto o estudante está convidado a estudar ladrilhamentos da esfera com
polígonos da GSE. Assim como ladrilhamos o plano, figuras planas, o espaço, etc., podemos ladri-
lhar a esfera. Os lados desses polígonos devem ser segmentos geodésicos.

Observe que todo poliedro inscritível em uma esfera pode ser projetado na esfera e gerar um
ladrilhamento com polígonos regulares. O exemplo mais conhecido é o do icosaedro truncado,
cuja estrutura é utilizada em bolas de futebol. Confira a Figura 22.8. Descreva que poliedros estão
nessa categoria. Faça desenhos desses ladrilhamentos na esfera.

Figura 22.8. Ilustrações do icosaedro truncado e o correspondente ladrilhamento na esfera.

Existem ladrilhamentos da esfera que não têm correspondentes com poliedros inscritos. São
os hosoedros. Confira as Figuras 22.9 e 22.10. Descreva esses ladrilhamentos e explique por que
não existem como poliedros.

Informações podem ser obtidas na Wikipedia, através das palavras chaves “spherical polyhe-
dron” e “spherical tiling”.

Figura 22.9 Hosoedro trigonal Figura 22.10 Hosoedro quadrigonal.



Capítulo 23

Geometria hiperbólica

23.1 Introdução

Neste capítulo estudamos alguns aspectos da chamada Geometria Hiperbólica (GH). Essa Ge-
ometria admite todos os axiomas da Geometria Euclidiana com exceção de um, o axioma das pa-
ralelas. Em seu lugar estabelece que “por um ponto fora de uma reta existe mais de uma paralela
à reta dada”.

Desde a antiga civilização grega até meados do Século XIX o modelo euclidiano de geome-
tria era o único vigente. Todo cientista, ao medir ou estudar fenômenos no espaço circundante,
admitia, implicitamente, que a organização geométrica desse espaço obedecia aos axiomas eu-
clidianos. Essa concepção era tão forte na mente de todas as pessoas que não era nem mesmo
questionada, contrariando o antigo aforisma da Filosofia: “duvide de tudo”. Muitos filósofos afir-
mavam que a geometria (como a descrevia Euclides, pois não havia outra) era a geometria natural
do universo.

De fato, algumas propriedades da geometria euclidiana parecem ser bem naturais. Por exem-
plo, existe uma única reta contendo dois pontos dados. Outra propriedade, que é o chamado
“axioma das paralelas”: dada uma reta e um ponto fora dela, existe uma única reta paralela à reta
dada passando pelo ponto.

Os matemáticos do tempo de Euclides e os que vieram depois dele tampouco questionavam a
existência de outra geometria. Para eles aquela era a única que existia. Os matemáticos simples-
mente estudavam a geometria, expandindo seus resultados e melhorando a estrutura proposta
por Euclides. Foi esse estudo minucioso que levou à descoberta de outras geometrias. Isso se deu
da seguinte forma.

Conforme já comentamos, a estrutura da geometria proposta por Euclides era composta de
definições, axiomas e teoremas. Esses elementos eram dispostos em uma ordem, do mais simples
para o mais complexo. Assim, Euclides inicia com as definições e os axiomas mais simples possí-
veis. Depois de cada grupo de definições e axiomas, demonstra o maior número de teoremas que
é possível deduzir desses elementos.

Observando a ordem com que Euclides dispôs esses elementos, vemos que ele postergou o
axioma das paralelas o máximo possível, e demonstrou todos os teoremas que pôde sem usar esse
axioma. Os matemáticos perceberam que Euclides teria tentado admitir o axioma das paralelas
não como um postulado, mas como um teorema, mas não conseguiu uma demonstração. As-
sim se perguntava: o axioma das paralelas poderia ser demonstrado usando apenas os axiomas
e definições anteriores a ele? Seria possível descobrir alguma demonstração que teria passado
despercebida a Euclides e seu grupo de matemáticos da Escola de Alexandria?

39
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O fato é que, por muitos séculos, os matemáticos tentaram descobrir essa demonstração. Por
vezes acharam que a haviam encontrado, mas depois sempre se percebia algum defeito, alguma
pequena afirmação que fora usada mas não demonstrada. Depois de tanto esforço e com poucos
resultados, começaram a desconfiar que essa demonstração não existia. Aos poucos os matemá-
ticos aprenderam a olhar com mais maleabilidade para uma estrutura axiomática, e perceber que
essas estruturas podiam variar, cada uma com seus axiomas e resultados. Começaram então a se
perguntar o que significaria uma estrutura geométrica sem o axioma das paralelas, ou com um
enunciado diferente daquele de Euclides. Perceberam que se obtinha outra estrutura lógica, per-
feitamente coerente, mas com propriedades geométricas diferentes das usuais.

Esses estudos levaram à descoberta de outras geometrias. Num primeiro momento se pensava
que essas geometrias constituiam um mero exercício lógico, mas logo se percebeu que existiam
espaços matemáticos nos quais essas geometrias eram naturais. Assim se foi modificando a mente
humana, e a geometria euclidiana deixou de ser a única estrutura geométrica residente em nosso
mecanismo psicológico, tendo esse se ampliado para abarcar outras possibilidades. Esse amadu-
recimento levou à descoberta da teoria da relatividade, a qual propõe que a geometria natural do
espaço não é necessariamente a euclidiana.

Essas descobertas tiveram outra consequência. Os matemáticos compreenderam que era im-
portante estudar teoricamente as estruturas axiomáticas, sem se importar, a princípio, com sua
correlação com a realidade física ou com pré-concepções psicológicas. Essa nova forma de in-
vestigar trouxe muitas descobertas através das estruturas geométricas, algébricas e analíticas. A
Matemática passou por um grande avanço, que ocorre até hoje. Com isso se explica a importân-
cia que os matemáticos dão às estruturas axiomáticas. É necessário observar, entretanto, que o
estudo da Matemática através de estruturas axiomáticas exige muito amadurecimento mental, e
por isso esse método não deve, em geral, ser utilizado para estudantes do ensino básico.

23.2 Axiomas da Geometria Hiperbólica Plana

Nesta seção estudamos uma geometria diferente da Geometria Euclidiana. Admitimos a exis-
tência de um plano como conjunto de pontos, de subconjuntos desse plano chamados retas, que
obedecem a determinadas propriedades, que são seus axiomas. Esses axiomas são equivalentes
aos da Geometria Euclidiana, exceto um. Apresentamos os seus enunciados e não vamos repetir
aqui as definições e teoremas que deles decorrem.

Axioma H1 (da incidência da reta)
Dados dois pontos diferentes, existe uma única reta que os contém.

Axioma H2 (da régua)
1) Dados dois pontos diferentes A e B, existe um número positivo a eles associado chamado distância
de A a B e indicado por AB.
2) Os pontos de uma reta qualquer podem ser postos em correspondência com os números reais de
modo que:
(i) a cada ponto da reta corresponde um único número real, chamado coordenada do ponto;
(ii) a cada número real corresponde um único ponto da reta;
(iii) a distância entre dois pontos quaisquer é o valor absoluto da diferença de suas coordenadas.
3) Dados dois pontos A e B em uma reta, o sistema de coordenadas pode ser escolhido de tal modo
que a coordenada de A seja zero e a de B seja positiva.

A partir desses axiomas podemos definir estar entre, segmento AB , semirreta, ângulo ∠B AC ,
triângulo, conjunto convexo, etc, e obter várias propriedades, como “dados três pontos colineares,
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exatamente um deles está entre os outros dois”.

Axioma H3 (da separação do plano)
Dada uma reta em um plano, os pontos do plano que não estão na reta formam dois conjuntos
chamados semiplanos, que satisfazem as seguintes condições:
(i) Cada semiplano é não vazio e convexo;
(ii) Se o ponto A está em um semiplano e o ponto B no outro, então o segmento AB intersecta a reta.

A partir desse axioma podemos definir interior de triângulo e obter muitos resultados sobre a
posição relativa entre pontos e retas.

Axioma H4 (da medida de ângulos)
A todo ângulo ∠B AC corresponde um número real a tal que 0 < a < 180, chamado medida em

graus do ângulo, ou, simplesmente, medida, e indicado por m(∠B AC ).

Axioma H5 (da construção de ângulos)

Seja
−→
AB uma semirreta contida na origem de um semiplano. Para todo número real a tal que

0 < a < 180, existe uma única semirreta
−→
AC , com C no semiplano dado, tal que m(∠B AC ) = a.

Axioma H6 (da adição de ângulos)
Se o ponto D está no interior de ∠B AC então m(∠B AC ) = m(∠B AD)+m(∠D AC ).

Axioma H7 (do suplemento)
Quaisquer dois ângulos que formam um par linear são suplementares.

Axioma H8 (da congruência LAL)
Toda correspondência LAL é uma congruência.

Axioma H9 (da não unicidade da reta paralela)
Por um ponto dado fora de uma reta passa mais de uma reta paralela à reta dada.

Em nossa breve exposição da geometria hiperbólica poderemos eventualmente usar também
os seguintes axiomas:

Axioma H10 (da área)
A toda região poligonal corresponde um número positivo, denominado área da região poligonal.

Axioma H11 (da adição de áreas)
Se uma região poligonal é a união de duas ou mais regiões poligonais tais que duas a duas não

têm ponto interior em comum, então a área da região poligonal é a soma das áreas das regiões que
a formam.

Axioma H12 (da área de triângulos)
As áreas de regiões triangulares delimitadas por triângulos congruentes são iguais.

Definição 23.1. O sistema de axiomas H1-H12 e o conjunto de propriedades que podem ser obti-
das deles chama-se Geometria Hiperbólica Plana (GH), e é um exemplo de geometria não-euclidiana.

Esperamos que na Geometria Hiperbólica apareçam propriedades e resultados diferentes da
Geometria Euclidiana. Certamente que um deles diz respeito à soma dos ângulos de um triân-
gulo qualquer. Vamos provar que, na Geometria Hiperbólica, a soma dos ângulos de qualquer
triângulo é ≤ 180, e que existem triângulos para os quais a soma é < 180. Devido às dificuldades
técnicas, para não alongar demasiadamente este texto, deixamos para o estudante provar que, na
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Geometria Hiperbólica, a soma dos ângulos de um triângulo qualquer é < 180. Confira o Problema
23.6.29 e o Tema 23.7.4.

23.3 Propriedades de triângulos na GH

Observemos inicialmente que na GH (Geometria Hiperbólica) valem todas as definições e re-
sultados demonstrados até (inclusive) o Teorema 10.6, visto no início da Seção 10.2 (Retas parale-
las em um plano) do Tomo II. Destacamos que o Teorema do Ângulo Externo e suas consequên-
cias, estudadas na Seção 9.14 do Tomo II (Teorema 9.37), valem nas duas geometrias. Em parti-
cular, nas duas geometrias vale que: “Em todo triângulo, a soma das medidas de quaisquer dois
ângulos internos é menor do que 180◦.”

Os três primeiros resultados que estudamos logo a seguir são atribuídos a Giovanni Saccheri
e a Adrien-Marie Legendre, e ainda valem na GE e na GH, pois se baseiam nos axiomas H1 a H8,
admitidos em ambas.

Teorema 23.2. Dado um triângulo qualquer ABC , existe outro tal que a soma dos seus ângulos
internos é igual à soma dos ângulos do anterior mas tem um ângulo que mede 1

2 m(Â) ou menos.

Demonstração. Consideremos, como referência, a Figura 23.1. Dado o triângulo ABC , seja M o
ponto médio do lado BC e seja AE o segmento do qual M é também o ponto médio.
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Figura 23.1. Figura ilustrativa do Teorema 23.2.

Afirmamos que o triângulo AEC é o outro triângulo procurado. Vamos mostrar primeiro que
a soma dos ângulos desses triângulos são iguais. Temos B AM ∼=C E M , o que implica que m(B̂) =
m(∠EC M) e m(∠B AM) = m(Ê). Portanto

soma dos ângulos do triângulo ABC =

m(∠M AC )+m(∠B AM)+m(B̂)+m(∠BC A) = m(∠M AC )+m(Ê)+m(∠EC M)+m(∠BC A) =
= m(∠M AC )+m(Ê)+m(∠EC A) = soma dos ângulos do triângulo AEC .

Notemos agora que pelo menos um dos ângulos ∠B AM e ∠E AC tem medida ≤ (1/2)m(Â).
Como B AM ∼= C E M , temos ∠B AM ∼= Ê . Portanto pelo menos um dos ângulos Ê e ∠E AC tem
medida ≤ (1/2)m(Â).

Como consequência obtemos o teorema abaixo, ainda válido igualmente na GE e na GH.

Teorema 23.3. A soma dos ângulos de um triângulo qualquer é ≤ 180.

Demonstração. Seja ABC um triângulo, e suponhamos que a soma de seus ângulos seja > 180.
Então

m(Â)+m(B̂)+m(Ĉ ) = 180+ r
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para algum número r > 0. Aplicando n vezes o Teorema 23.2, encontramos um triângulo DEF tal
que a soma de seus ângulos é igual à soma dos ângulos de ABC e que tem um ângulo que mede
≤ 1

2n m(Â). Digamos que esse ângulo seja D̂ . Se n for suficientemente grande para que 1
2n m(Â) < r

podemos admitir que m(D̂) < r . Temos então

m(D̂)+m(Ê)+m(F̂ ) = 180+ r e m(D̂) < r.

Combinando esses dois resultados temos m(Ê)+m(F̂ ) > 180. Mas isso contraria o Teorema do
Ângulo Externo.

Teorema 23.4. A medida de um ângulo externo qualquer de um triângulo arbitrário é maior ou
igual à soma das medidas dos dois ângulos internos não adjacentes.

Demonstração. Tomando a Figura 23.2 como referência, temos a + b + c ≤ 180 (Teorema 23.3).
Como c e θ são suplementares temos c +θ = 180. Juntando essas informações vem a +b ≤ θ.
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Figura 23.2. Figura do Teorema 23.4

Chegou o momento em que mostramos que na GH existe um triângulo com ângulos que so-
mam menos do que 180. Naturalmente para isso precisamos usar o Axioma H9. A ideia inicial é a
seguinte.

Consideremos a Figura 23.3 em que temos uma reta r , um ponto A em r , um segmento AB
perpendicular a r em A e uma reta s perpendicular a AB em B . As retas r e s são paralelas pois,
se não o fossem, se encontrariam em um ponto P , e o triângulo ABP teria dois ângulos retos,
contrariando o Teorema 23.3.
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C C1 C2

r

s

s′
↑
ε

γ γ1 γ2

Figura 23.3. Figura referente ao Teorema 23.5.

Em virtude do Axioma H9, existe outra reta paralela a AB por B , a qual chamaremos de s′. Seja

ε a medida do ângulo determinado por s e s′. Vamos trabalhar no lado de
←→
AB em que a medida do

ângulo determinando por
−→
B A e s′ é 90−ε.



44 Geometria Elementar: gênese e desenvolvimento Tomo IV

Consideremos um ponto C em r e movimentemos esse ponto para a direita, assim C assume
posições C1, C2, ... Sejam γ a medida do ângulo∠AC B , γ1 a medida do ângulo∠AC1B , etc. A soma
dos ângulos dos triângulos ABCi é

Si = m(∠B ACi )+γi +m(∠ABCi ).

Notemos que m(∠B ACi ) = 90 e m(∠ABCi ) < 90−ε. Logo

Si < 90+γi +90−ε,

ou

Si < 180+γi −ε.

Se conseguirmos um triângulo ABCi para algum i em queγi−ε≤ 0, encontramos um triângulo
em que a soma dos ângulos é < 180◦.

Teorema 23.5. Na GH existe um triângulo tal que a soma de seus ângulos é < 180◦.

Demonstração. Consideremos a construção iniciada acima com a Figura 23.3, sendo que agora
tomamos C1 de modo que CC1 = BC , tomamos C2 de modo que C1C2 = BC1, e assim por diante.
Obtemos a Figura 23.4.

Agora o triângulo BCC1 é isósceles com base BC1, logo m(∠C BC1) = γ1, o triângulo BC1C2 é
isósceles com base BC2, logo m(∠C1BC2) = γ2, etc. Por causa do Teorema 23.4 temos γ1 +γ1 ≤ γ,
logo γ1 ≤ (1/2)γ, e depois temos γ2 +γ2 ≤ γ1, logo γ2 ≤ (1/22)γ, e assim por diante, no i -ésimo
triângulo obtemos γi ≤ (1/2i )γ. Se i é suficientemente grande para que (1/2i )γ< ε, temos γi < ε.
Então a soma S dos ângulos do triângulo ABCi é

S < 180+γi −ε< 180
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Figura 23.4. Figura 2 referente ao Teorema 23.5.

Vemos que é possível construir logicamente uma geometria em que são válidos os axiomas
euclidianos com exceção do axioma das paralelas. A pergunta que surge é se essa geometria é um
mero exercício especulativo ou se tem existência como ente matemático ou natural. Vemos, na
próxima Seção, que podemos construir modelos euclidianos de GH. Com isso podemos afirmar
que a GH é tão consistente quanto a GE.
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23.4 Modelos euclidianos de GH

Existem muitos modelos de Geometria Hiperbólica construídos como objetos euclidianos. Es-
ses modelos não são simples e, a princípio, parecem bem estranhos. Mas têm a função de nos
convencer de que a GH tem existência na Matemática. Quanto à existência da GH no mundo
físico, esse é um problema cujo entendimento ainda está por ser aprofundado.

Exemplo 23.6. O seguinte exemplo de geometria não-euclidiana é atribuído a Felix C. Klein e
Eugenio Beltrami. Sejam C uma circunferência e D o disco aberto formado pelos pontos interiores
de C . O espaço de nossa geometria é D. As “retas” dessa geometria são as cordas abertas de C ,
isto é, são todas as cordas de C sem os pontos extremos. A Figura 23.5 mostra uma reta r nessa
geometria, um ponto P fora dessa reta e retas que passam por P e não intersectam r . Portanto,
são retas paralelas a r . Dessa forma essa geometria obedece ao Axioma H9 e é um exemplo de
geometria não-euclidiana. Se usarmos o conceito de distância usual não vale o Axioma H2, e esse
modelo não é uma geometria hiperbólica no sentido que definimos neste texto. Mas é possível
redefinir distância e medida de ângulo de modo que estejam satisfeitos os axiomas da geometria
hiperbólica.

Vamos comentar apenas a definição de distância nesse modelo. Sejam P e Q pontos de D e
sejam S e T os pontos extremos da corda que contém P e Q na ordem S −P −Q −T ou na ordem
S −Q −P −T . Definimos a distância entre P e Q por

d(P,Q) = 1

2

∣∣∣∣log
PT ·QS

PS ·QT

∣∣∣∣ .

Nessa fórmula X Y é a distância euclidiana entre os pontos X e Y , log é o logaritmo neperiano e se
S −P −Q −T podemos dispensar o sinal de valor absoluto nessa fórmula. Os Problemas 23.6.20 e
23.6.22 complementam esse estudo.
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Figura 23.5. Ilustração do modelo de GH de Klein-Beltrami.

Exemplo 23.7. O seguinte exemplo de geometria não-euclidiana é atribuído a Jules H. Poincaré.
Seja C uma circunferência e D o disco aberto formado pelos pontos interiores de C . O espaço de
nossa geometria é D. As “retas” dessa geometria são os diâmetros de C e os arcos de circunferência
que intersectam C em ângulos retos, isto é, a tangente a C e a tangente ao arco nos pontos de
interseção são perpendiculares.

É fácil observar, antes de mais nada, que essa Geometria obedece ao Axioma H9. Isso está ilus-
trado na Figura 23.6, em que vemos uma reta r , um ponto P fora de r , e duas retas s e t passando
pelo ponto P e ambas paralelas a r .

A distância entre dois pontos na GH do disco de Poincaré é dada pela mesma fórmula da dis-
tância do modelo da Klein-Beltrami. Portanto os resultados dos Problemas 23.6.20 e 23.6.22 tam-
bém se aplicam aqui. Podemos definir semirretas (que são arcos de circunferências) e ângulos, e
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tomar como medida de um ângulo a medida euclidiana do ângulo correspondente formado pelas
tangentes às semirretas no vértice.
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Figura 23.6. Ilustração do modelo de GH do disco de Poincaré.

Exemplo 23.8. O seguinte exemplo de geometria não-euclidiana é denominado “modelo do se-
miplano de Poincaré”. Dado um sistema de coordenadas cartesianas Ox y , consideremos o semi-
plano superior H = {(x, y)|y > 0}. O conjunto de pontos de H é o nosso espaço. As “retas” dessa
geometria são as semirretas abertas {(a, y)|y > 0}, a ∈ R, perpendiculares ao eixo Ox, e as semi-
circunferências abertas com centro no eixo Ox e contidas em H . Confira a Figura 23.7, em que
vemos uma reta r , um ponto P fora de r , e três retas s, t e u passando pelo ponto P e paralelas a r .
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Figura 23.7. Ilustração do modelo de GH do semiplano de Poincaré.

23.5 Outras propriedades da GH

Para informação do estudante enunciamos sem demonstração outras propriedades da GH.
Certamente a que mais chama a atenção é
Teorema 23.9. Na GH em qualquer triângulo a soma dos ângulos é < 180.

O Problema 23.6.29 e o Tema 23.7.4 trazem mais detalhes sobre esse resultado.

Figura 23.8

Uma bela figura disponibilizada na Wikipe-
dia. Mostra um triângulo hiperbólico dese-
nhado na superfície de um parabolóide hi-
perbólico. Vemos também (parte de) duas
retas paralelas mostrando uma perpendicu-
lar comum.
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As áreas de triângulos na GH têm também um comportamento peculiar. Vemos abaixo uma
sequência de resultados. Confira mais detalhes em [10], página 74 e seguintes, [37], página 345, e
[23], página 297 e seguintes.

Lema 23.10. Se dois triângulos têm a mesma soma dos ângulos e um par de lados congruentes,
então eles têm a mesma área.

Lema 23.11. Seja ABC um triângulo, seja E o ponto médio de AC e seja F um ponto de AB tal que
EF é perpendicular à mediatriz de BC . Então F é ponto médio de AB.

Lema 23.12. Têm a mesma área dois triângulos quaisquer cuja soma dos ângulos é a mesma.

Definição 23.13. Chama-se deficiência angular, ou simplesmente deficiência, de um triângulo
ABC ao número d(ABC ) = 180− [m(Â)+m(B̂)+m(Ĉ )].

Teorema 23.14. Na GH existe uma constante k tal que área(ABC ) = k2d(ABC ), qualquer que seja
o triângulo ABC .

Dado um triângulo retângulo de hipotenusa a e catetos b e c, vale a fórmula

cosh a = coshb coshc.

Essa fórmula é considerada o “Teorema de Pitágoras” da GH, pois é uma relação algébrica entre os
lados de um triângulo retângulo qualquer. Confira ilustração na Figura 23.9.
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Figura 23.9. Um triângulo retângulo hiperbólico.

Dado um triângulo qualquer ABC , sejam a a medida do lado oposto ao vértice A, b a medida
do lado oposto ao vértice B e c a medida do lado oposto ao vértice C . Vale a seguinte versão da lei
dos senos:

sen A

senh a
= senB

senhb
= senC

senhc
.

Para o estudante que não conhece, definimos as funções cosh (denominada cosseno hiperbó-
lico) e senh (denominada seno hiperbólico):

cosh x = ex +e−x

2
, senh x = ex −e−x

2
, para todo x ∈R.
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23.6 Problemas

Problema 23.6.1. Sejam r e s retas da GH perpendiculares. Toda paralela a r encontra s?

Problema 23.6.2. Seja r uma reta da GH, P um ponto de r e s uma reta perpendicular a r por
P . Seja T um ponto de s diferente de P . Explique por que existem por T uma paralela a r que é
perpendicular a s, e uma paralela que não é perpendicular a s.

Problema 23.6.3. Explique por que na GH não vale o seguinte resultado da GE: “Em um plano, se
duas retas são paralelas a uma terceira, então elas são paralelas entre si”.

Problema 23.6.4. Existem retângulos na GH? Justifique. (lembrete: retângulos são quadriláteros
com quatro ângulos retos.)

Problema 23.6.5. Explique por que na GH não vale a seguinte afirmação: “dadas duas retas para-
lelas, qualquer transversal determina ângulos correspondentes congruentes”.

Problema 23.6.6. Na GH, qual é o número máximo de ângulos retos que um quadrilátero pode
ter? Faça uma construção que exemplifique sua proposta.

Problema 23.6.7. Prove que na GH duas retas não podem ter mais de uma reta perpendicular
comum.

Problema 23.6.8. Prove que na GH não existem duas retas equidistantes.

Problema 23.6.9. Explique como se pode construir, na GH, um quadrilátero no qual a soma dos
ângulos é menor do que 360. Faça isso sem usar o Teorema 23.9.

Problema 23.6.10. Tendo em vista o Teorema 23.9, o que se pode afirmar, na GH, a respeito da
soma dos ângulos de quadriláteros, pentágonos, etc?

Problema 23.6.11. Prove que, na GH, dois triângulos que têm ângulos correspondentes congru-
entes são congruentes. Portanto, na GH, a similaridade A A A é sempre uma congruência.

Problema 23.6.12. Lembramos que, segundo a Definição 23.13, d(ABC ) é a deficiência angular
do triângulo ABC . Dado um triângulo ABC , seja D um ponto entre A e B . Mostre que d(ABC ) =
d(AC D)+d(BC D).

Problema 23.6.13. Na GH construa, a partir de qualquer triângulo retângulo, um triângulo cuja
deficiência é o dobro da do triângulo original.

Problema 23.6.14. Seja k a constante definida no Teorema 23.14. Explique por que na GH a área
de qualquer triângulo é menor do que 180k2 (ou πk2 se os ângulos são medidos em radianos).

Problema 23.6.15. Na GH dê uma definição apropriada de deficiência de quadrilátero convexo,
de modo que se tomarmos um quadrilátero e o dividirmos em dois quadriláteros com um seg-
mento que liga um lado ao lado oposto, então a soma das deficiências dos novos quadriláteros é
igual à deficiência do quadrilátero original. Com essa definição, o que ocorre com a deficiência
de um quadrilátero quando o dividimos em dois triângulos com uma diagonal? E se dividimos o
quadrilátero em um triângulo e um quadrilátero ligando um vértice com um lado?

Problema 23.6.16. De uma certa geometria sabe-se que valem os axiomas de H1 a H8. Sabe-se
também que em qualquer triângulo a soma dos ângulos é 180. Prove que vale o Axioma 16 da GE
(unicidade da reta paralela).
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Problema 23.6.17. De uma certa geometria sabe-se que valem os axiomas de H1 a H8. Sabe-se
também que em qualquer triângulo a soma dos ângulos é < 180. Prove que vale o Axioma H9 (não
unicidade das paralelas).

Problema 23.6.18. Complementando o Problema 22.7.22, interprete e explique a Figura 23.10.

...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...........
...............................................................................................................................................................................................a

b

c θ

θ > a +b na GH
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θ < a +b na GSE

Figura 23.10. Figura do Problema 23.6.18.

Problema 23.6.19. Sabemos que na GE qualquer ângulo inscrito em uma semicircunferência é
reto. Explique por que, na GH, esses ângulos são agudos.

Problema 23.6.20. Explique por que o modelo de Klein de GH, descrito no Exemplo 23.6, satisfaz
o Axioma H2.

Problema 23.6.21. Explique por que o modelo de Poincaré de GH, descrito no Exemplo 23.8, sa-
tisfaz o Axioma H1.

Problema 23.6.22. Retomando o modelo de Klein de GH descrito no exemplo 23.6, prove que se
P , Q e R são pontos de uma reta dessa geometria, com P −Q −R, então d(P,Q)+d(Q,R) = d(P,R).

Problema 23.6.23. Desenhe circunferências e seus centros no modelo de Poincaré de GH, descrito
no exemplo 23.7.

O quadrilátero de Saccheri foi definido no Tomo II. Relembramos aqui sua definição e as pro-
priedades já estudadas.

O quadrilátero ABC D chama-se quadrilátero de Saccheri se AD = BC e se Â = B̂ = 90. A medida
de AD chama-se lado lateral, AB chama-se base, C D chama-se cume, e Ĉ e D̂ chamam-se ângulos
do cume. Confira a Figura 23.11.

D C

BA base

cume

Figura 23.11. O quadrilátero de Saccheri.

No Tomo II foi visto que o segmento que liga os pontos médios da base e do cume de um
quadrilátero de Saccheri é perpendicular a ambos. Foi provado também que AC = BD e que os
ângulos do cume são congruentes. Para provar esses resultados foram utilizados os Axiomas de 1
a 15, portanto valem na GE e na GH.

Por outro lado, para provar que todo quadrilátero de Saccheri é um retângulo foi usado o Axi-
oma 16 (unicidade da paralela).



50 Geometria Elementar: gênese e desenvolvimento Tomo IV

Problema 23.6.24. Explique por que, na GH, é possível construir quadriláteros de Saccheri. Faça
isso teoricamente, isto é, usando os axiomas. Desenhe esses quadriláteros nos modelos 23.7 e 23.8
de GH de Poincaré. Explique por que, em qualquer quadrilátero de Saccheri, o cume é paralelo à
base.

Problema 23.6.25. Explique por que, na GH, os ângulos do cume de qualquer quadrilátero de
Saccheri não são retos, mas são agudos. Explique por que, usando apenas os axiomas de 1 a 15 da
GE, não é possível mostrar que um quadrilátero de Saccheri qualquer é um retângulo.

Problema 23.6.26. Mostre que na GH todo quadrilátero de Saccheri tem base menor do que o
cume. Prove também que o segmento que une os pontos médios da base e do cume é menor do
que o lado lateral.

Problema 23.6.27. Chamamos de quadrilátero de Lambert a qualquer quadrilátero com três ân-
gulos retos. Explique por que na GE todo quadrilátero de Lambert é um retângulo, mas na GH
qualquer quadrilátero de Lambert não é um retângulo. Verifique que uma forma de obter qua-
driláteros de Lambert é “dividir ao meio” um quadrilátero de Sacheri, e que todo quadrilátero de
Lambert está dessa forma associado a um quadrilátero de Sacheri. Explique por que num quadri-
látero de Lambert é agudo o ângulo não reto. Prove que num quadrilátero de Lambert cada um
dos lados contíguos ao ângulo agudo é maior do que o respectivo lado oposto.

Problema 23.6.28. Mostre que na GH existem pentágonos quadriretângulos, isto é, com quatro
ângulos retos. Desenhe esses pentágonos nos modelos 23.7 e 23.8 de GH de Poincaré.

Problema 23.6.29. Suponha que em uma certa geometria valem os axiomas H1 a H9 e que os ân-
gulos do cume de qualquer quadrilátero de Saccheri são agudos. Prove que em qualquer triângulo
a soma dos ângulos é < 180.
Sugestão: Siga os seguintes passos. Seja ABC um triângulo qualquer. Sejam D e E os pontos

médios de AB e AC , respectivamente. Sejam F , G e H pontos de
←→
DE tais que BF , AG e C H

são perpendiculares a essa reta. a) Prove que G = D = F ou que F e G estão em lados opostos

em relação à reta
←→
AB . Portanto ocorrem apenas os casos descritos na Figura 23.12. b) Vamos

provar o resultado no caso (1) da Figura 23.12. Complete os detalhes. Temos BDF ∼= ADG logo
BF = AG . Ainda HC E ∼= G AE logo AG = C H . Portanto BF = C H e BC HF é um quadrilátero de
Saccheri com base HF e cume BC . Por hipótese os ângulos do cume são agudos, e sua soma é
m(∠F BC )+m(∠HC B) < 180. Mas essa soma é igual à soma dos ângulos do triângulo ABC . c)
Prove o resultado nos casos (2) e (3) da Figura 23.12.
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Figura 23.12. Figura do Problema 23.6.29.
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23.7 Temas para investigação

Tema 23.7.1. Leia em livros de História da Matemática qual foi o papel dos seguintes pesquisado-
res no descobrimento das geometrias não-euclidianas: Gerolamo Saccheri, Nicolai Lobachevski,
Johann Bolyai e Karl F. Gauss, dentre outros.

Tema 23.7.2. O matemático William K. Clifford, referindo-se ao trabalho de Lobachevski sobre ge-
ometrias não-euclidianas, teria escrito que ele está para Euclides assim como Nicolau Copérnico
está para Cláudio Ptolomeu ([19], pág. 125). Explique esse comentário.

Tema 23.7.3. Estude as implicações filosóficas e científicas da descoberta das geometrias não eu-
clidianas. Uma possibilidade é o Capítulo 8 de [20].

Tema 23.7.4. O Problema 23.6.29 encaminha a demonstração do Teorema 23.9. Está faltando
provar que “se valem os axiomas H1 a H9, então os ângulos do cume de todo quadrilátero de
Saccheri são agudos”. Estude uma demonstração desse resultado em algum livro de Geometria
Hiperbólica.

Tema 23.7.5. Investigue sobre a conveniência ou não de abordar conceitos de geometrias hiper-
bólicas no ensino básico, e, se for o caso, como isso poderia ser feito.

Tema 23.7.6. Professores do ensino fundamental devem aprender geometrias não-euclidianas?
Se sim, como e o que assuntos.
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Capítulo 24

Outros Tópicos de Geometria Euclidiana

EM CONSTRUÇÃO

24.1 Introdução

24.2 Os Princípios de Cavalieri para áreas e volumes

O estudo de volumes de sólidos no ensino médio tem como base o Princípio de Cavalieri. Esse
princípio também pode ser usado para áreas de regiões do plano. Existem, inclusive, versões mais
gerais desse princípio, tanto para áreas como para volumes, em que a razão entre os comprimen-
tos ou áreas das fatias não precisa ser 1, mas pode ser uma razão positiva qualquer.

Não nos esqueçamos de que o Princípio de Cavalieri, normalmente adotado como postulado
nos textos para ensino da Matemática Elementar, é na verdade um teorema. Para demonstrá-lo é
suficiente usar alguns poucos conceitos da teoria de integração de funções reais. O Princípio de
Cavalieri é adotado sem demonstração para evitar as dificuldades de se apresentar precocemente
essa teoria. As dificuldades ficam concentradas em uma única afirmação, que é assumida como
plausível mediante uma boa explicação do professor. A ideia traduzida por esse princípio é fácil
de entender, e parece que os estudantes do ensino médio não têm resistência em aceitá-la.

Esses princípios levam o nome do matemático italiano Bonaventura Francesco Cavalieri, que
os chamava de método dos indivisíveis, e os divulgou (em versões mais restritas) através de seu
famoso livro Geometria Indivisibilibus, de 1635. Mas, na verdade, esse método é muito anterior
a Cavalieri. Era conhecido dos antigos gregos, como Demócrito e Arquimedes, que o utilizavam
para obter volumes de sólidos. Esses resultados eram depois demonstrados pelo método da dupla
redução ao absurdo, já que na época não tinham uma teoria de integração. O mesmo faziam
muitos matemáticos dos séculos XVI e XVII.

Vejamos duas versões desse princípio, uma para áreas e outra para volumes.

Princípio de Cavalieri para áreas Sejam R e S regiões limitadas de um plano, e seja r uma reta
desse plano. Suponha que, para toda reta s paralela a r , as interseções de R e S com s sejam
vazias ou segmentos tais que a razão entre seus comprimentos é constante. Então a razão entre as
áreas de R e S é essa mesma constante.

Princípio de Cavalieri para volumes Sejam P e Q sólidos limitados, e seja α um plano. Suponha
que, para todo plano β paralelo a α, as interseções de P e Q com β sejam vazias ou regiões tais
que a razão entre suas áreas é constante. Então a razão entre os volumes de P e Q é essa mesma
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constante.

Veremos agora como ficam as versões dos Princípios de Cavalieri como teoremas.

Consideremos inicialmente o Princípio de Cavalieri para áreas. É possível demonstrar esse
resultado desde que as regiões não sejam muito complicadas. Em particular, vale para discos e
regiões elípticas. A ideia inicial da demonstração é simples: estamos “fatiando” as duas regiões. Se
a quantidade de fatias for finita e se cada fatia de uma região tiver área sempre na mesma razão
que a fatia correspondente da outra região, então somamos as áreas das fatias de cada região e
obtemos o resultado. A dificuldade é que, no Princípio de Cavalieri para áreas, as “fatias” são
segmentos. Portanto não têm área, mas comprimentos, e sua quantidade é infinita. Assim, para
a demonstração, precisamos de uma técnica que permita obter a área de uma região através da
soma dos comprimentos de infinitos segmentos. Essa técnica é fornecida pela teoria de integração
de funções reais, estudada nos cursos de Cálculo Diferencial e Integral.

Considerações semelhantes podem ser feitas para o Princípio de Cavalieri para volumes. Por-
tanto as demonstrações dos dois princípios de Cavalieri constituem uma aplicação direta da teo-
ria de integração de funções reais. Observamos inicialmente que os enunciados desses princípios
feitos acima não se preocupam em definir condições sobre as fronteiras das regiões e dos sólidos.
Mas sabemos que é necessário impor condições de integrabilidade. Entendemos que isso não é
feito nos livros textos do ensino básico, primeiro para não desviar a atenção do estudante, segundo
por que, naqueles contextos, os princípios são aplicados para regiões e sólidos muito simples, que
satisfazem naturalmente as condições de integrabilidade.

Vejamos então como podemos enunciar os princípios de Cavalieri na forma de teoremas. Se
R é uma região do plano, indicaremos sua área por a(R).

Princípio de Cavalieri para áreas Consideremos em um plano um sistema de coordenadas carte-
sianas Ox y , e seja R a região delimitada por y = 0, y = b > 0 e pelos gráficos das funções contínuas
x = f1(y) e x = f2(y), 0 ≤ y ≤ b, com f1(y) ≤ f2(y) para todo y . Seja S a região delimitada por y = 0,
y = b e pelos gráficos das funções contínuas x = g1(y) e x = g2(y), 0 ≤ y ≤ b, com g1(y) ≤ g2(y) para
todo y . Suponhamos que exista k > 0 tal que f2(y)− f1(y) = k

[
g2(y)− g1(y)

]
para todo y . Então

a(R) = ka(S ).

Demonstração. Da teoria de integração de funções reais temos:

a(R) =
Ï

R
d xd y =

∫ b

0

[∫ f2(y)

f1(y)
d x

]
d y =

∫ b

0

[
f2(y)− f1(y)

]
d y =

=
∫ b

0
k

[
g2(y)− g1(y)

]
d y = k

∫ b

0

[
g2(y)− g1(y)

]
d y = ·· · = ka(S ),

o que demonstra a afirmação.

Se P é um sólido, indicaremos seu volume por v(P ).

Princípio de Cavalieri para volumes Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas Ox y z,
e seja P um sólido finito delimitado por z = 0, z = c > 0 e por uma quantidade finita de gráficos
de funções contínuas do tipo y = f (x, z) e x = g (y, z). Para cada t tal que 0 ≤ t ≤ c, seja P t a inter-
seção de P com o plano z = t . Seja Q outro sólido finito delimitado por z = 0, z = c > 0 e por uma
quantidade finita de gráficos de funções contínuas do tipo y = f (x, z) e x = g (y, z). Para cada t tal
que 0 ≤ t ≤ c, seja Qt a interseção de Q com o plano z = t . Suponhamos que exista k > 0 tal que
a(P t ) = ka(Qt ) para todo t . Então v(P ) = kv(Q).
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Demonstração. Da teoria de integração de funções reais temos:

v(P ) =
Ñ
P

d xd yd z =
∫ c

0

Ï
Pz

d xd y

d z =
∫ c

0
a(Pz)d z =

=
∫ c

0
ka(Qz)d z = k

∫ c

0
a(Qz)d z = ·· · = kv(Q),

o que demonstra a afirmação.

Vejamos agora dois exemplos não usuais de aplicação dos princípios de Cavalieri, um para
áreas, e outro para volumes.

Área da elipse A área da região elíptica de semieixos a e b é πab.
Demonstração. Consideremos, em um sistema de coordenadas Ox y , a região semielíptica R dada
por x2/a2 + y2/b2 ≤ 1 e y ≥ 0, sendo b ≥ a > 0.
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Figura 24.1. Área da região elíptica

Sejam f1(y) =−a
√

1− y2/b2 e f2(y) = a
√

1− y2/b2, para 0 ≤ y ≤ b. Consideremos o semidisco
S dado por x2 + y2 ≤ b2 e y ≥ 0. Sejam g1(y) = −√

b2 − y2 e g2(y) = −√
b2 − y2, para 0 ≤ y ≤ b.

Notemos que

f2(y)− f1(y) = 2a

√
1− y2

b2
= 2a

b

√
b2 − y2 = a

b

[
g2(y)− g1(y)

]
.

Estamos assim em condições de aplicar o Princípio de Cavalieri para áreas, com k = a/b. Com isso
temos

a(R) = a

b
a(S ) = a

b

πb2

2
= πab

2
.

Essa é a área da região semielíptica. Duplicando, segue o resultado.

volume do elipsóide O volume do elipsóide de semieixos a, b e c é 4
3πabc.

Demonstração. Suponhamos c ≥ b ≥ a > 0, e consideremos o semielipsóide P definido por

x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
≤ 1, z ≥ 0.

É fácil ver que esse sólido é delimitado pelos planos z = 0, z = c e pelos gráficos de duas funções
contínuas do tipo y = f (x, z) (ou do tipo x = g (y, z)). Além disso, para cada t tal que 0 ≤ t ≤ c, a
interseção P t de P com o plano z = t é dada por

x2

a2
+ y2

b2
+ t 2

c2
≤ 1 ⇒ x2

a2
+ y2

b2
≤ 1− t 2

c2
= c2 − t 2

c2
.
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Figura 24.2. Volume do elipsóide

Seja d =
√

(c2 − t 2)/c2 = (1/c)
p

c2 − t 2. Então P t é dado por

x2

(ad)2
+ y2

(bd)2
≤ 1

e, em virtude do resultado anterior, sua área é

π(ad)(bd) =πabd 2 = ab

c2
π(c2 − t 2).

Consideremos agora a semiesfera Q definida por

x2 + y2 + z2 ≤ c2, z ≥ 0.

É fácil ver que esse sólido é delimitado pelos planos z = 0, z = c e pelos gráficos de duas funções
contínuas do tipo y = f (x, z) (ou do tipo x = g (y, z)). Além disso, para cada t tal que 0 ≤ t ≤ c, a
interseção Qt de Q com o plano z = t é dada por

x2 + y2 + t 2 ≤ c2 ⇒ x2 + y2 ≤ c2 − t 2.

Seja r =
p

c2 − t 2. Então Qt é dado por
x2 + y2 ≤ r 2,

e sua área é πr 2 =π(c2 − t 2).
Notemos que, para cada t tal que 0 ≤ t ≤ c,

a(P t ) = ab

c2
π(c2 − t 2) = ab

c2
a(Qt ).

Estamos assim em condições de aplicar o Princípio de Cavalieri para volumes com k = ab/c2.
Temos então

v(P ) = kv(Q) = ab

c2

1

2

4

3
πc3 = 1

2

4

3
πabc.

Esse é o volume do semielipsóide. Duplicando, segue o resultado desejado.

24.3 Problemas

Problema 24.3.1. Use o Princípio de Cavalieri para áreas para deduzir a área de um paralelogramo
qualquer a partir da área de um retângulo conveniente.

Problema 24.3.2. Deduza a área de um triângulo retângulo qualquer a partir da área de um re-
tângulo conveniente. Usando o Princípio de Cavalieri para áreas deduza a área de um triângulo
qualquer a partir da área de um triângulo retângulo conveniente.
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24.4 Volumes e áreas de superfícies por integração

Vimos que a Matemática Elementar aborda o conceito de área de algumas superfícies, como as
dos cones, de cilindros e da esfera. Esse conceito é mais complicado do que o de áreas de regiões
planas, e para demonstrar algumas fórmulas relativas a áreas de superfícies o melhor caminho é
usar técnicas de Cálculo Diferencial e Integral.

Comecemos com superfícies de revolução. Seja f : [a,b] 7→ R uma função positiva e diferen-
ciável, com derivada f ′ : [a,b] 7→R contínua. Se existir o número

2π
∫ b

a
f (x)

√
1+ f ′(x)2d x

ele se chama área da superfície obtida pela rotação do gráfico de f em torno do eixo Ox.

Como primeira aplicação vamos demonstrar a fórmula da área da superfície esférica.
Teorema 24.1. A área da esfera de raio ρ é 4πρ2.

Demonstração. A esfera pode ser considerada como a superfície gerada pela rotação em torno do
eixo Ox do gráfico da função f : [−ρ,ρ] 7→R dada por f (x) =√

ρ2 −x2. Confira a Figura 24.3.
A área é então

2π
∫ ρ

−ρ
f (x)

√
1+ f ′(x)2d x = 2π

∫ ρ

−ρ

√
ρ2 −x2

√√√√1+
(

−x√
ρ2 −x2

)2

d x =

= 2π
∫ ρ

−ρ

√
ρ2 −x2

√
1+ x2

ρ2 −x2
d x = 2π

∫ ρ

−ρ

√
ρ2 −x2 +x2d x =

= 2π
∫ ρ

−ρ
ρd x = 2πρ

[
1
]ρ
−ρ = 4πρ2.

−ρ x

y

ρ

f (x) =
√
ρ2 −x2

Figura 24.3. A esfera de raio ρ como um sólido de revolução.

Usando esses mesmos recursos técnicos demonstremos agora a fórmula da área de uma calota
esférica.

Teorema 24.2. A área de uma calota esférica de altura h em uma esfera de raio ρ é 2πρh.
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Demonstração. Seja d = ρ−h a distância do plano da base da calota ao centro da esfera. A calota
esférica é obtida pela rotação em torno de OX do gráfico da função f : [d ,ρ] 7→ R dada por f (x) =√
ρ2 −x2. Confira a Figura 24.4.

A área de superfície é então

2π
∫ ρ

d
f (x)

√
1+ f ′(x)2d x = 2π

∫ ρ

d

√
ρ2 −x2

√√√√1+
(

−x√
ρ2 −x2

)2

d x =

= 2π
∫ ρ

d

√
ρ2 −x2

√
1+ x2

ρ2 −x2
d x = 2π

∫ ρ

d

√
ρ2 −x2 +x2d x =

= 2π
∫ ρ

d
ρd x = 2πρ

[
1
]ρ

d = 2πρ(ρ−d) = 2πρh.

f (x) =√
ρ2 −x2

x

y

ρdO

Figura 24.4. Área de uma calota esférica de altura h em uma esfera de raio ρ.

Volumes de sólidos de revolução também podem ser calculados através de uma integral. Seja
f : [a,b] 7→R uma função positiva. Se existir o número

π

∫ b

a
f (x)2d x

ele se chama volume do sólido obtido pela rotação do gráfico de f em torno do eixo Ox.
Vejamos outra demonstração da fórmula do volume da esfera.

Teorema 24.3. O volume da esfera de raio ρ é 4
3πρ

3.

Demonstração. A esfera sólida pode ser obtida pela rotação do gráfico da função f : [−ρ,ρ] 7→ R

dada por f (x) =√
ρ2 −x2 em torno de Ox. Confira a Figura 24.3.

O volume é então

π

∫ ρ

−ρ
f (x)2d x = 2π

∫ ρ

−ρ
ρ2 −x2d x =

=π[
ρx − x3

3

]ρ
−ρ =

4

3
πρ3.
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Para obter as fórmulas de volume e área de superfície de uma cunha (ou fuso) de ângulo α em
uma esfera de raio ρ, o melhor é usar integração múltipla em coordenadas polares.

Teorema 24.4. Em uma esfera de raio ρ, a área do fuso cujo ângulo mede α radianos é 2ρ2α, e o
volume é 2

3ρ
3α.

Demonstração. Em coordenadas polares (r,θ,φ) suponhamos que a cunha (sólido) esteja dada
por r ∈ [0,ρ], θ ∈ [0,α] e φ ∈ [0,π]. Então seu volume é∫ α

0

∫ π

0

∫ ρ

0
r 2 senφdr dφdθ =

∫ α

0

∫ π

0

[∫ ρ

0
r 2dr

]
senφdφdθ =

= ρ3

3

∫ α

0

[∫ π

0
senφdφ

]
dθ = 2ρ3

3

∫ α

0
dθ = 2

3
ρ3α.

Para calcular a área de superfície notemos que r = ρ está fixado. Sua área é∫ α

0

∫ π

0
ρ2 senφdφdθ = ρ2

∫ α

0

[∫ π

0
senφdφ

]
dθ = 2ρ2

∫ α

0
dθ = 2ρ2α.

24.5 Problemas

Problema 24.5.1. Usando integração mostre que a área da superfície lateral do cilindro circular
reto de raio ρ e altura h é 2πρh.

Problema 24.5.2. Usando integração mostre que a área da superfície lateral do cone circular reto
de raio ρ e altura h é πρ

√
ρ2 +h2.

Problema 24.5.3. Usando integração dê uma demonstração do Teorema ??, que afirma que o vo-
lume de um segmento esférico sólido de uma base de altura h em uma esfera de raio ρ é

1

3
πh2(3ρ−h).

Problema 24.5.4. A base de uma capa esférica em uma esfera de raio ρ é também base de um cone
circular reto com vértice no centro da esfera. Sabendo-se que a metade a abertura desse cone é φ,
mostre que o volume dessa capa (ou segmento esférico sólido) se escreve como

π

3
ρ3(2+cosφ)(1−cosφ)2.

Sugestão: ao calcular o volume da capa como o de um sólido de rotação, tome x ∈ [d ,ρ] mas
escrevendo d em função de φ.
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24.6 Exemplos em Probabilidade Geométrica

O jogo dos discos
A agulha de Buffon
O Método de Monte Carlo
Lançamentos no quadrado unitário

24.7 Alguns desafios da Geometria Plana

Mesmo um assunto tão antigo como a Geometria Elementar tem inúmeros problemas dos
quais não conhecemos a solução. Uma lista desses problemas, com pequena descrição de cada
um, pode ser consultada em [12].

Apresentamos aqui apenas um deles para apreciação de nosso leitor. Trata-se de um problema
de Geometria Discreta, chamado “espalhamento de pontos em um quadrado”. Outros problemas
dessa área podem ser estudados em [?].

Dados n pontos espalhados em um quadrado de lado 1, consideremos a menor das distâncias
entre dois quaisquer desses pontos. Tomando todos os espalhamentos possíveis de n pontos, seja
dn a maior dentre essas menores distâncias.

Por exemplo, espalhando dois pontos em um quadrado unitário, a maior distância possível
entre eles é obtida quando os pontos estão em vértices opostos. Confira a Figura 24.5. Portanto
d2 =

p
2. Pode-se ainda ver na mesma Figura as configurações para n = 4, 5 e 9.

São conhecidos valores exatos de dn para 2 ≤ n ≤ 9, assim como para n = 14, 16, 25 e 36. Ou-
tros valores até 28 foram obtidos com a ajuda de algoritmos computacionais. Para mais detalhes
confira [?] págs. 28 a 43 e [12] págs. 108 a 110.

d2 =
p

2

..........................................................................................................................•
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p
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Figura 24.5. Espalhamento de pontos em um quadrado unitário.

Alguns valores conhecidos:
d2 =

p
2

d3 =
p

6−p
2

d4 = 1
d5 =

p
2/2

d6 =
p

13/6
d7 = 2(2−p

3)
d8 = (

p
6−p

2)/2
d9 = 1/2
d10 ≈ 0,42127
d11 ≈ 0,398
d12 ≈

p
34/15

d13 ≈ (
p

3−1)/2
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d14 = (
p

6−p
2)/3

Alguns valores sugeridos:
d15 = 4/(8+p

2+p
6)

d20 = (6−p
2)/16

d23 = (
p

6−p
2)/4

d24 = 2/(4+p
2+p

6)

Para n suficientemente grande vale o seguinte:

dn ∼
p

2
4
p

3
p

n

24.8 Problemas

Problema 24.8.1. Estude alguns casos do problema de espalhamento de pontos em um quadrado.
Por exemplo, para n = 3, 6, 25.

Problema 24.8.2. Seja s(n) o lado do menor quadrado no qual se pode empacotar n quadrados
unitários. Prove que s(n) = p

n se n for um quadrado perfeito. Prove que
p

n ≤ s(n) ≤ ⌈n⌉ para
todo n. Estude os seguintes valores: s(2) = s(3) = 2, s(5) = 2+ 1

2

p
2 e s(7) = s(8) = s(9) = 3.

24.9 Temas para investigação

Tema 24.9.1. Examine os livros didáticos que são ou foram adotados para o estudo da Matemática
no ensino médio e analise como eles apresentam o Princípio de Cavalieri e exatamente em que
pontos da teoria de volumes esse princípio é utilizado.

Tema 24.9.2. Uma das mais belas aplicações do Princípio de Cavalieri é no cálculo do volume da
esfera. Por que não vemos um cálculo similar para a área do disco?

24.10 Atividades para licenciandos e professores

Atividade 24.10.1. Comente a afirmação feita nesse texto (início da Seção 24.2), de que a ideia
traduzida pelo Princípio de Cavalieri é fácil de entender e parece que os estudantes do ensino
médio não têm resistência em aceitá-la. Ela está de acordo com sua experiência pessoal?

Atividade 24.10.2. No ensino médio o Princípio de Cavalieri é aceito como uma afirmação plau-
sível, isto é, o professor dá uma boa explicação, que é suficiente para os estudantes entenderem,
mas a afirmação não é demonstrada. Dê exemplos de outras afirmações matemáticas plausíveis
que costumam aparecer no ensino básico.
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Apêndice A

Respostas e sugestões

Observações: Nem sempre as respostas dadas estão completas. Fique atento ao enunciado do
problema para ver se é necessário completar. Na maioria das vezes não apresentamos nenhum
argumento, o que significa que ficou por conta do estudante. Portanto, muitas respostas devem
ser vistas como dicas. Lembramos que, na resolução de um problema, apenas encontrar a res-
posta correta não é suficiente. O processo de descoberta e uma justificativa adequada são muito
importantes, e o estudante deve aprender a descrevê-los.

Problemas 20.8
20.8.1 O conjunto R0,0,c seria vazio ou todo o plano, e não nos interessa chamar de retas esses conjuntos.
20.8.2 Comece com o caso em que a1 ̸= 0 e a2 ̸= 0, e então os pontos (−c1/a1,0) e (−(b1 +c1)/a1,1) estão em ambas as
retas.
20.8.3 Para mostrar que a condição é necessária, use propriedades dos determinantes. Para mostrar que a condição é
suficiente, considere o sistema de equações lineares homogêneo nas incógnitas a, b e c e com coeficientes (xi , yi ,1),
e verifique que ele tem solução não nula.
20.8.4 Use as expressões obtidas no Teorema 20.2. Ou então use o resultado do Problema 20.8.3.
20.8.5 Use a condição do Problema 20.8.3.
20.8.6 Use diretamente a expressão da distância dada em 20.4.
20.8.7 d) Num rascunho desenvolva ||X +Y || ≤ ||X ||+ ||Y || em coordenadas até chegar a uma relação verdadeira. Para
redigir, caminhe do fim para o começo.
20.8.8 Siga a sugestão.
20.8.9 a) Examine separadamente os três casos definidos pelas condições sobre a e b.
20.8.10 a) Use o resultado do Problema 20.8.4. c) Use o resultado do Problema 20.8.9 parte b).
20.8.11 Use o Teorema 20.6 parte (ii).
20.8.12 Para ver que r ⊥ s use a definição 20.8. Para ver que é única, use as condições para escrever um sistema de
equações lineares homogêneo 3×2, e observe que a característica da matriz dos coeficientes é 2.
20.8.13 a) Ache as coordenadas de X e verifique as condições para que X ∈ Ra,b,c . c) Veja que ξ está bem definida e é
sobrejetiva e injetiva.
20.8.14 c) Expresse os pontos em coordenadas e calcule d(A,B)+d(B ,C ).

20.8.15 a) Inspire-se na expressão paramétrica da reta. b) Demonstre que
−→
AB =−→

AC para todo C ∈−→
AB − {A}.

20.8.16 a) Use a equação geral da reta. b) Expresse o segmento usando um parâmetro. c) Pode usar continuidade.
20.8.17 Use o resultado do Problema 20.8.4 e a condição de perpendicularidade 20.8.
20.8.18 a) Use o Teorema de Pitágoras considerando a altura oposta ao ângulo, ou a seu suplemento.

20.8.19 Deduza que o baricentro é 1
3 (A +B +C ) e sua distância a qualquer vértice é 2

3 do comprimento da mediana

correspondente. Não é necessário usar coordenadas.

Temas para investigação 20.9
20.9.1

Problemas 21.8
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21.8.1
21.8.2

Temas para investigação 21.9
21.9.1
21.9.2

Problemas 22.7
22.7.1
22.7.2

Temas para investigação 22.8
22.8.1
22.8.2

Problemas 23.6
23.6.1
23.6.2

Temas para investigação 23.7 23.7.1

23.7.2

Problemas 24.3
24.3.1
24.3.2

Problemas 24.5
24.5.1
24.5.2

Problemas 24.8
24.8.1
24.8.2

Temas para investigação 24.9
24.9.1
24.9.2



Apêndice B

Créditos das figuras

Observação: As figuras aqui não referidas foram construídas pelo autor com o uso do aplicativo Geogebra, do pro-
grama gráfico vetorial Inkscape, do PicTex e do Tikz. Às vezes usamos o GIMP para manipular figuras.

Capa e Apresentação

Figura da capa externa Imagem de domínio público, obtida em http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_
geometry Autor: LucasVB. Consultado em abril de 2011.

Figura da capa interna Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autor: Kattekrab. Domínio público. Con-
sultado em outubro de 2010.

Figura da Apresentação, página iii Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autor: Krauskopf Tom Ma-
chovka. Domínio público. Consultado em outubro de 2010.

Capítulo 20: Geometria euclidiana plana com coordenadas

Figura 20.2: Foto de André Hatala de cópia de retrato de René Descartes, depositada no Museu do Louvre. A pintura,
de 1649, é atribuída ao artista holandês Frans Hals. Disponibilizada no endereço https://commons.wikimedia.
org/wiki/File:Frans_Hals_-_Portret_van_Ren%C3%A9_Descartes.jpg Domínio público. Consultado em 13
de outubro de 2026.

Figura 20.6: Foto de monumento a Pierre de Fermat realizado por Alexandre Falguière em Beaumont-de-Lomagne
Tarn-et-Garonne, France, em 1881. Disponibilizada no endereço https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Beaumont-de-Lomagne_-_Monument_a_Fermat.jpg Fonte: Didier Descouens. Licenciado sob Creative Commons
Attribution-Share Alike 4.0 International license. Consultado em 16 de junho de 2025.

Capítulo 22: Geometria na superfície esférica

Figura 22.1: Imagem dos astronautas Harrison Schmitt ou Ron Evans da Apollo 17, disponível em NASA Goddard
Space Flight Center http://nssdc.gsfc.nasa.gov/imgcat/midres/a17_h_148_22727.gif Consultado em abril
de 2011. Imagem de domínio público.

Figura 22.2: Capa da sexta edição do livro Flatland: A Romance of Many Dimensions, escrito pelo professor Edwin
Abbott Abbott e publicado em 1884 na Inglaterra. Imagem de domínio público, obtida em http://en.wikipedia.
org/wiki/Flatland Consultado em abril de 2011.

Figura 22.8: Imagem de domínio público, obtida em http://en.wikipedia.org/wiki/File:Trunc-icosa.jpg
Consultado em abril de 2011.

Figura 22.9: Imagem de domínio público, obtida emhttp://en.wikipedia.org/wiki/File:Trigonal_hosohedron.
png Consultado em abril de 2011.

Figura 22.10: Obtida em http://en.wikipedia.org/wiki/File:4hosohedron.svg Consultado em abril de 2011.
Autor: Papa November. Data da imagem: 2008-03-08. Permissão de cópia, distribuição e modificação sob a GNU Free
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Documentation License.

Capítulo 23: Geometria hiperbólica

Figura 23.8, e capa: Imagem de domínio público, obtida emhttp://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_geometry
Autor: LucasVB. Consultado em abril de 2011.

http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbolic_geometry
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