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Apresentacao

Hd um caminho fdcil para a Geometria ?*

Sobre este texto

Inicialmente este texto foi escrito como uma tentativa de orientacao para
os estudos de Geometria a serem realizados na disciplina Geometria - Te-
oria e Experimentacdo do Programa de p6s-graduacao em Ciéncias Exa-
tas (PPGECE) da UFSCar. Foi aplicado para as turmas de 2010, 2011 e
2012. Estamos agora fazendo ampliacdes e incluindo mais detalhes com
o objetivo de preparar um texto para ser usado também em cursos de
formacao e atualiza¢do de professores do ensino bdsico.

Nossa concepc¢ao fundamental

A interagdo entre o ensinar e o aprender no campo das formas, em
todos os reinos da natureza, gera a Geometria como forca criativa.

Agradecimentos

Agradeco aos colegas professores do PPGECE e demais colegas do Departamento de Matemad-
tica da UFSCar que tém contribuido com esse texto. Agradeco principalmente aos estudantes de
mestrado do PPGECE das turmas de 2010, 2011 e 2012, e aos estudantes do curso de licenciatura
em Matematica da UFSCar.

Tudo que estd escrito aqui (bem, quase tudo) aprendi com meus professores ou em livros e
outros textos, a todos minha gratidao. Esforcei-me em fazer as referéncias corretas na Bibliografia.

Uma observacao especial: inimeras informacgoes e imagens que aqui utilizei eu as obtive na
Wikipedia, um belo projeto coletivo.

Sao Carlos, 23 de abril de 2015.

Prof. Roberto Ribeiro Paterlini.

Sobre a 22 edicdo

Para facilitar as atualizacdes assim como o uso docente e discente, repartimos o texto da 12
edicao em Tomos. Realizamos correcoes e completamos partes faltantes.

Sao Carlos, 30 de marco de 2026.

Prof. Roberto Ribeiro Paterlini.

'Pergunta que teria sido feita a Euclides pelo Rei do Egito Ptolomeu I.
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https://pt.wikipedia.org/wiki/




Parte I

Geometria como conhecimento espontianeo e
social






Apresentacao da Parte I

Nesta primeira parte de nosso curso refletimos sobre o que é Geometria e qual nossa posi-
¢do perante ela como seres pensantes e sociais. Vemos que a Geometria constitui uma energia
do Universo que trabalha para a evolu¢do das formas e com a qual temos uma estreita relacdao
desde nossos primeiros momentos de experiéncia de vida. Vemos que os objetos geométricos sdo
muito importantes para a humanidade e por isso os estudamos e os manipulamos criativamente
de vérias maneiras.

No Capitulo 1 consideramos os trés niveis com que percebemos a Geometria, a saber, o ni-
vel ontolégico, o nivel filogenético e o nivel cosmolégico. Dessa forma podemos situar melhor a
relatividade de nossa visdo sobre essa extraordindria acao do Espaco que assiste a evolucao das
formas.

No Capitulo 2 vemos que os seres humanos constroem conceitos abstratos sobre as formas
geométricas e sobre o espaco mediante o desenvolvimento de suas capacidades bioldgicas e psi-
quicas e de sua participacao nas atividades sociais, particularmente na escola. Para descrever
alguns aspectos da experiéncia infantil utilizamos como referencial teérico a psicologia genética
proposta por Jean Piaget e seus colaboradores.

No Capitulo 3 apresentamos alguns aspectos do uso da Geometria pela sociedade, mostrando
a extensa gama de conceitos geométricos que ela manipula para construir objetos que lhe sao tteis
para a vida cotidiana ou para expressar a beleza. Fazemos também uma brevissima exposicao
sobre a presenca da Geometria nas Ciéncias Naturais.
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Capitulo 1

Origem da Geometria

1.1 Introducao

Um dos aspectos criativos da natureza e que fazem parte do Espaco é o que trabalha com
a evolucdo das formas. De nossa interacdo com essa agdo surgem o0s objetos geométricos, que
sdo representacoes mentais das formas naturais, frutos de nossa percepcao e labor intelectual. A
Geometria é a ciéncia que organiza esse conhecimento.

Uma maneira de descrever a Geometria é dizer que ela tem como meta criar objetos abstratos
para representacao das formas do espago circundante e estudar relacoes desses objetos entre si
e com os niumeros. Além disso, como disciplina da Matematica, a Geometria participa de seus
métodos, e sua estruturagdo légico-dedutiva constitui, na atualidade, a principal forma de orga-
nizacao e autoverificacao de suas proposicoes.

Etimologicamente o termo Geometria significa “medir terras” (do
grego geo = terra, e metria = medida). Trata-se de uma palavra uti-
lizada desde o tempo dos antigos matemadticos gregos, hd trés mil
anos, época em que os estudiosos procuravam compreender o uni-
verso tendo como referéncia a prépria Terra. Hoje, com a evolucao de
sua consciéncia, 0 homem comeca a estudar o espaco em que ela se
insere. Considerando esse aspecto o termo Geometria poderia ser tro-
cado por “Cosmometria” para representar essa evolucao no caminho
do conhecimento. Mas, por uma questdo de prudéncia e também de
tradicao, continuamos a usar o nome Geometria para denominar essa
Figura 1.1 extraordindria ciéncia.

Estudamos neste Capitulo os trés niveis de percep¢ao da Geometria exercidos pelos homens.
Discorremos primeiro sobre o nivel ontolégico, segundo o qual o conhecimento geométrico se
desenvolve nos individuos pela forca de seus recursos biol6gicos e animicos. Depois abordamos
o nivel filogenético, em que o desenvolvimento do conhecimento ocorre ao longo das geracdes
através do labor dos grupos humanos. Finalmente temos o nivel cosmolégico, em que o homem
observa as formas que se desenvolvem no espaco considerado em seus aspectos micro, meso e
macrocosmico.

Dessas trés vertentes construimos nosso conhecimento geométrico, que € assim fruto de duas
tensdes opostas, uma interna, exercida de dentro para fora pela forca do mecanismo psicolégico,
e outra externa, que é a soma das solicitacoes da vida social e da evolucao do espaco.
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1.2 Génese psicoldgica da Geometria

A psicologia genética estuda os primeiros passos da crianca no desenvolvimento das nocoes
de espaco e de objeto. Observagdes de seu comportamento ([25], pdg. 13) sugerem que ela cons-
tréi pouco a pouco esses conceitos. Parece que, nas primeiras semanas, a crianca nao percebe o
universo proximo repartido em objetos, concebidos como coisas permanentes, substanciais, ex-
teriores ao eu. Sua percep¢ao € um ato elementar de assimilacao sensério-motora, provavelmente
sem a formacao de uma imagem mental dos objetos, suscetivel de evocacdo na auséncia dos mes-
mos. A crian¢a comeca, através dos sentidos, a reconhecer coisas, sons ou figuras familiares que
se lhe apresentam repetidamente, e a diferencid-las de sons ou figuras inabituais, apresentando,
diante dessas, uma expressao de surpresa. Quando a crian¢a busca um objeto que escapou de seu
tato, faz isso por reflexo ou por um hébito nascente. Observam-se comportamentos andlogos com
os sentidos da audicdo e da visdo. Se um objeto desaparece de sua visdo, ela desiste logo de esperar
que ele reapareca pois para ela o objeto que desaparece ndo é algo permanente que se deslocou.
Por volta de nove a dez meses de idade a crianca adquiriu comportamen-
tos que lhe conferem um progresso na constru¢do da nocao de objeto.
Ela exercita um acomodamento visual que lhe permite antecipar a posi-
¢do futura de um objeto que cai diante de seus olhos, e aprende a seguir
com a mdo um objeto que lhe escapa. Consegue recomecar um ato que
foi anteriormente interrompido por alguma circunstancia. O autor ([25],
pag. 30) relata que observou uma crianca de oito meses ocupar-se em
arranhar um estojo colocado a sua esquerda. Abandona o jogo quando
vé o pai a sua direita e brinca um pouco com ele. Bruscamente volta-se
para apanhar o estojo, o que significa que ela, de certo modo, acredita
na permanéncia do objeto: ele ndo desapareceu por que ela deixou de
vé-lo ou de toca-lo. Outro comportamento caracteristico € que a crianca torna-se capaz de pro-
curar um objeto invisivel a partir de uma fracao visivel: se a mae se esconde atrds do berco e lhe
mostra as maos, ela a procura com os olhos. A crianca também exerce a capacidade de deslocar
um obstaculo que lhe impede a visao de alguma coisa. Sao habilidades que indicam um inicio
da construcdo da ideia de permanéncia dos objetos, mas ndo testemunham a existéncia dessa no-
¢do. Trata-se mais de uma permanéncia global e prética, os objetos estdo “a disposi¢cdo” da crianga
quando ela realiza certos atos.

|
N5

Figura1.2

Jean Piaget, cientista suico, especialista em psicologia do
desenvolvimento. Criou a epistemologia genética, que es-
tuda o conhecimento a partir de sua histéria e da psicolo-
gia.

Figura 1.3

Na fase seguinte, dos 10 aos 12 meses, a crian¢a aprende a buscar um objeto desaparecido mas
sem levar em conta seu deslocamento antes de desaparecer. O pai coloca o objeto desejado sob
uma manta, a esquerda da crianca. Ela levanta a manta, apanha o objeto e o leva a boca. Em
seguida o pai coloca o objeto sob o cobertor, que estd a direita da crianca, bem devagar, de modo
que ela veja o movimento. Quando o objeto desaparece de sua vista, ela o procura novamente sob
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a manta. Isso significa que a crianca ndo distingue o objeto como algo permanente, mas o que
existe é o “objeto sob a manta”. Depois, dos 12 aos 18 meses, a crianca estd mais a vontade em
seu espaco, e ela aprende a observar os deslocamentos do objeto, e o procura mesmo apoés varios
deslocamentos. Esse € 0o momento em que o objeto é abstraido de seu contexto e adquire uma
permaneéncia.

Por fim, depois dos 18 meses, a crianca aprende a procurar um objeto cujo deslocamento é
parcialmente invisivel para ela. Dessa forma o objeto libertou-se da percepcao, passando a ter
existéncia propria. Pressupde-se que a crianca seja capaz de construir, nessa fase, uma imagem
mental de um objeto de seu interesse, suficientemente clara para ser evocada em sua auséncia.

Concomitantemente a constru¢do da noc¢ao de objeto, a crianca ini-
cia a organizacao do seu campo espacial através de processos paralelos
aos utilizados no primeiro caso. No inicio, o espago, para a crianca, é
uma propriedade de sua acdo: ele existe apenas como um espaco pra-
tico, centrado no eu, no qual o sujeito ndo se sente como uma parte. Se-

gue uma sucessdo de fases experimentais, nas quais a crianca aprende ‘.*
a lidar com os deslocamentos das coisas e de si propria. A organiza-
¢ao desses deslocamentos, primeiro sensério-motora e depois mental, ”
aleva a construir a nogdo de espago como uma propriedade das coisas
e do qual ela mesmo faz parte. .
q P Figura 1.4

A crianca, com o passar dos anos, processando com maestria sua vi-
véncia experencial e participando da cultura, refina os objetos geométricos, tornando-os objetos
mentais cada vez mais claros e exatos. Dentre esses objetos estdo os que servem de partida para a
construcdo da Geometria, como o ponto, o segmento, a reta, o angulo, o quadrado, a circunferén-
cia, etc., e suas medidas, como comprimento, drea, volume e medida de angulos.

Diversas linhas da psicologia procuram explicar os processos intelectuais através dos quais
a crianca progride, transitando da inteligéncia sens6rio-motora para o pensamento conceitual,
e dando inicio a maravilhosa construgdao dos objetos abstratos geométricos. Trata-se de um as-
sunto bastante complexo, e ndo vamos nos deter nessas explicacoes, tanto que existem muitas
discussoes a esse respeito. Para nds o que importa é observar por um momento que os objetos ge-
ométricos sdo construidos através de nossos recursos biolégicos e animicos, e podemos constatar
as propriedades que essa construcao lhes confere. Elas constituem o ponto de partida da ciéncia
que estamos estudando.

Ficamos maravilhados ao certificar que seres “que vieram da poeira das estrelas” sejam ca-
pazes de tais feitos, mas de imediato um alerta se nos apresenta: essas construcoes abstratas sdao
relativas, dependentes do alcance de nossos recursos psicolégicos, do momento evolucionério em
que se encontram e das experiéncias individuais e coletivas. Precisamos ficar atentos aos ensina-
mentos advindos de outras geracoes e de outras ciéncias, assim como do ensinamento que vem do
cosmos. Pode ser necessario ampliarmos nossas concepgoes pessoais sobre os entes geométricos
para incluir maiores possibilidades.

1.3 Origem antropoldgica da Geometria

O ser humano construiu abstracoes de objetos geométricos desde o alvorecer de seu desen-
volvimento, e deixou muitos testemunhos em artefatos e desenhos. As inovac¢des obtidas a partir
de abstra¢coes geométricas eram certamente concentradas na construcao de objetos destinados a
sobrevivéncia imediata. Mas individuos que viviam em agrupamentos primitivos também se de-
dicaram a arte, e sobrevivem até hoje desenhos gravados em pedras, denominados desenhos ru-
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pestres. Podemos observar que alguns elementos geométricos basicos fazem parte dessas figuras,
como circulos, isolados ou concéntricos, tridangulos, quadrados e retangulos, losangos e trapézios,
espirais, linhas retas, onduladas e em zig-zag. Observamos que esses antigos artistas tinham uma
nascente habilidade de abstrair elementos geométricos a partir de suas observacoes da natureza.

Pictografia com elementos geométri-
cos e zoomorficos, descoberta no Cerro
Inti Huasi, e atribuida a indigenas que
viviam na regido de Cérdoba, Argen-
tina, em época anterior a sua conquista
pelos espanhdis. “Inti Huasi”, da lingua
Quechua, significa “Casa do Sol”.

Figura 1.5. Pintura rupestre.

Pictografia com elementos geométri-
cos e zoomorficos, descoberta no Cerro
Colorado, em Coérdoba, Argentina, e
atribuida a indigenas que viviam na re-
gido em época anterior a sua conquista
pelos espanhois.

Figura 1.6. Pintura rupestre.

Muitos monumentos antigos, construidos com blocos de pedra, trazem petroglificos com ele-
mentos geométricos. Vemos um exemplo na Figura 1.7, com complexos desenhos compostos por
curvas espiraladas. Essa pedra foi encontrada na entrada de uma tumba que faz parte do conjunto
pré-historico de Newgrange, na Irlanda, construido entre 3100 e 2900 a.C.

As informacgoes arqueoldgicas sobre o modo de vida e de pensar de individuos pertencentes a
agrupamentos humanos primitivos sdo bastante escassas, e é muito dificil obter uma ideia sobre
seu pensamento geométrico. A Antropologia, por outro lado, estuda os povos e sua cultura, em
particular povos que viveram ou que ainda vivem em condicoes similares ao que se pensa ter
ocorrido na antiga Idade da Pedra. Examinando o modo de vida desses povos percebemos que seu
contato com a natureza lhes possibilitou construir abstragoes de objetos geométricos de diversos
tipos. Esse conhecimento era entao aplicado as suas necessidades de moradia e de confec¢ao de
instrumentos para uso na vida didria. Os formatos dessas moradias e dos instrumentos, assim
como os desenhos artisticos que os acompanhavam, nos mostram como as formas geométricas
eram consideradas pelos antigos.
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Figura 1.7. Petroglifico com linhas espiraladas.

Imagens naturais que apresentam simetrias sempre exerceram grande atracao para os artis-
tas de todos os tempos. Essas imagens foram trabalhadas e representadas em todos os tipos de
utensilios e objetos de arte por inimeros povos. Chamam-nos também a aten¢do o uso de pa-
droes geométricos com simetrias em frisos esculpidos em construcdes ou desenhados em potes
de barro.

Foto de um cesto datado de 450-750 e atri-
buido ao povo indigena denominado Pu-
eblo, que se desenvolveu na América do
Norte e sobrevive até hoje. Vdrias tribos
desse povo sao conhecidas como “fazedores
de cestos”. Podemos observar o formato de
semi-esfera do cesto, assim como as sime-
trias do desenho constituido de linhas e pe-
quenos quadrados.

Figura 1.8. Cesto Pueblo.

Fotografia de vaso da Mesopotamia do fim
do periodo Ubaid (4500-4000 a.C.) Para en-
feitar o vaso o artista utilizou uma faixa que
traz padroes de repeticdao e de simetria. O
objeto pertence ao Museum of Fine Arts, da
cidade de Boston. Ubaid se refere a um pe-
riodo pré-histérico da Mesopotamia ocor-
rido na regido em que se situa hoje o sul do
Iraque.

Figura 1.9. Vaso mesopotamico.
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As grandes civiliza¢es da antiguidade deixaram testemunhas significativas de sua visao geo-
métrica. Destacamos as piramides do Egito Antigo, das quais as mais famosas podem ser vistas
na foto da Figura 1.10. Esses monumentos sempre exerceram um grande fascinio sobre a huma-
nidade, e ao contemplar os elementos sugeridos por sua geometria sentimos nosso pensamento
ser elevado ao alto.

—m

Figura 1.10. Piramides do Antigo Egito.

1.4 A Geometria estd em toda parte

O homem pode observar as mais belas formas geométricas geradas pela natureza. Essas for-
mas ocorrem em profusdo na vida mineral, vegetal e animal, e, gracas as técnicas de que dispomos,
podemos examind-las ndo s6 no espaco préximo de nossa visdo, mas também no micro e no ma-
crocosmos. Se pretendemos que a Geometria seja a ciéncia que descreve o espaco, suas formas
e como elas evoluem, a primeira providéncia que temos que tomar é observar acuradamente as
formas da natureza. Assim o proprio Espaco se torna nosso mestre.

Neste texto apresentamos alguns poucos exemplos de formas naturais, e o fazemos com o
intuito de incentivar o estudante a realizar ele mesmo essa observacao.

As formas anatdmicas externas de animais e vegetais sao frequentemente simétricas em rela-
¢do a um plano. Isso certamente ocorre pelo fato de que a simetria deve facilitar o equilibrio du-
rante 0 movimento ou exigir menor esforco para manter a estabilidade e a sustentacdo. Podemos
observar também que muitos animais fazem construcdes que acompanham figuras ou proprie-
dades geométricas. As teias de aranha sdo, as vezes, formadas por linhas poligonais, e as casas de
certos animais tém formato espiralado. Um exemplo de uso da geometria entre os insetos, muito
comentado na literatura, sdo as colméias de abelhas. Elas sdo compostas por pequenas caixas,
denominadas favos, em foma de prismas com secdao hexagonal. Além disso, os favos terminam
com uma piramide num formato que favorece a economia de material.
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Figura 1.11. Elementos geométricos nos reinos vegetal e animal.

O mundo microscopico nos dé belas licdes sobre o uso de formas geométricas para as mais
diversas finalidades. Um exemplo classico sao os esqueletos de radioldrios, foraminiferos e diato-
maceas.

Formas geométricas surpreendentes. Sao
desenhos de esqueletos minerais micros-
copicos de radioldrios, protozodrios ame-
boéides que vivem nos oceanos. O bidlogo
alemdo Ernst Haeckel divulgou vérios de-
senhos desses animais em 1904, causando
grande espanto. Na ilustracdo da Figura ao
lado vemos esqueletos de discoidea, uma
subclasse de protozodrios.

Figura 1.12. Esqueletos de discoidea.

O mundo mineral tem exemplos belissimos de estruturas geométricas. Ha algum tempo tinha-
se a ideia de que estruturas cristalinas estavam associadas a materiais nobres, como as pedras
preciosas. Mas hoje se propde que o reino mineral procura se organizar em estruturas geomé-
tricas simétricas, e estudos recentes indicam que essas estruturas conferem propriedades nunca
imaginadas aos elementos quimicos. O grafeno é um material descoberto recentemente. Trata-se
de uma microestrutura extremamente forte constituida por uma camada de &tomos de carbono
arranjados em formato hexagonal. As estruturas planas de grafeno tendem a se estabilizar em
estruturas tridimensionais, como os nanotubos. Confira a Figura 1.13.
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Figura 1.13. Desenhos artisticos do grafeno e do nanotubo.

Para encerrar essa singela apresentacdo nada melhor do que apreciarmos os elementos geo-
métricos da magnifica Galdxia do Sombrero vista em uma imagem obtida com o telesc6pio espa-
cial Hubble. Foi descoberta em 1781, e em 1912 constatou-se que ndo era um objeto da Via Lactea.
Os astronomos calculam que fica a 28 milhdes de anos luz da Terra. E uma galéxia com formato
espiralado e cercada por um fino anel de material escuro.

Figura 1.14. Galéxia do Sombrero.

1.5 Problemas

Problema 1.5.1. Descreva os elementos geométricos que compdem algumas das figuras das Se-
¢oes 1.3 e 1.4, a sua escolha.

Problema 1.5.2. No desenho de uma paisagem mostrada na Figura 1.15, o artista utilizou-se de
alguns elementos geométricos. Descreva-os.

Problema 1.5.3. a) No texto foi usado vérias vezes o termo simetria. Descreva o que vocé entende
por isso. b) Vemos na Figura 1.16 um desenho representando uma planificacdo do motivo do cesto
indigena da Figura 1.8. Descreva o que é simetria nesse desenho.
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Problema 1.5.4. Na Figura 1.17 vemos o desenho de um friso inspirado pelo motivo da ceramica
mesopotamica da fotografia 1.9. Identifique quais sdo as retas em relacdo as quais essa figura é
simétrica.

=_=====

Figura 1.17. Friso mesopotamico.

1.6 Temas para investigacao

Tema 1.6.1. Faca uma pesquisa bibliogréfica sobre os radiolarios. Em particular estude os dese-
nhos que Ernst Haeckel publicou em seu livro Kunstformen der Natur de 1904 mostrando o esque-
letos de radiolérios, foraminiferos e diatoméceas, e identifique os elementos geométricos que os
compodem. Qual seria o motivo desses mintsculos seres adotarem essa geometria?

Tema 1.6.2. Estude as propriedades das formas geométricas assumidas por cristais de gelo. A
Figura 1.18 traz uma foto (no canto superior esquerdo) assim como desenhos de algumas das
formas que esses cristais podem assumir. Fa¢a pesquisas adicionais na internet.

Tema 1.6.3. E muito comentado na literatura matematica o fato de que as abelhas constroem seus
favos usando formas geométricas que proporcionam economia de material. Estude esse assunto,
por exemplo em [32] ou no verbete Honeycomb da Wikipedia.

1.7 Atividades para licenciandos e professores

Atividade 1.7.1. Imagine uma atividade para estudantes descreverem elementos geométricos em
pinturas rupestres localizadas em territério brasileiro.
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Figura 1.18. Foto e desenhos de cristais de gelo.

Atividade 1.7.2. Imagine uma atividade para estudantes que permita que eles observem e descre-
vam elementos geométricos em sua propria residéncia ou na escola. Considere também outros
temas, como uma praca, um jardim botanico, etc.

Atividade 1.7.3. Prepare uma aula na qual as crianc¢as tenham oportunidade de desenhar frisos
que contenham conceitos geométricos.

Atividade 1.7.4. Talvez as criangas que viviam em séculos passados tinham estimulos diferen-
tes daqueles que tém hoje. Compare as oportunidades que tém as criancas hoje com aquelas de
antigamente, oportunidades que possam influenciar na constru¢cao mental/abstrata de objetos
geométricos.

Atividade 1.7.5. Comente a seguinte recomendacao de [3], p4g. 48, sobre educacao infantil: Ex-
pressar-se livremente por meio de desenho, pintura, colagem, dobradura e escultura, criando pro-
ducoes bidimensionais e tridimensionais. Essas atividades contribuem para a constru¢ao men-
tal/abstrata de objetos geométricos?

Atividade 1.7.6. A Base Nacional Comum Curricular [3], pag. 292, propde a abordagem da simetria
de reflexdo no 4¢ ano do Ensino Fundamental. Recomenda o desenvolvimento da habilidade
Reconhecer simetria de reflexdo em figuras e em pares de figuras geométricas planas e utilizd-la na
construgdo de figuras congruentes, com o uso de malhas quadriculadas e de softwares de geometria.
Como voceé imagina que o aplicativo Geogebra pode ser utilizado para o estudo da simetria de
reflexdo?



Capitulo 2

Génese dos conceitos geométricos

2.1 Introducao

Neste capitulo vemos como o amadurecimento do mecanismo biolégico da crianca e o des-
pertar de seu aparato psicologico a levam a construir a no¢do de espaco como uma propriedade
das coisas, assim como o conceito de objeto em geral e de objetos particulares que compdem esse
espaco. Dentre esses objetos estdo os que interessam a Geometria, como o ponto, o segmento, a
reta, o angulo, o quadrado, a circunferéncia, etc. A crianca desenvolve também, desde seus as-
pectos mais elementares, a no¢do de medida desses objetos, mediante comparacdo entre suas
extensOes (comprimento, drea, volume, medida de angulos).

Estaremos atentos ainda, neste Capitulo, a algumas peculiaridades da construcao de represen-
tacoes dos objetos geométricos, suas possibilidades e alguns cuidados necessarios.

2.2 Astrés fases iniciais da construcao dos objetos geométricos

O psicologo Jean Piaget e seus colaboradores observaram que a crianca constréi lentamente
um conceito geométrico de espaco e dos objetos que o compdem, e distinguiram trés fases se-
gundo as quais essa evolugdo se processa. Essas fases sao denominadas topoldgica, projetiva e
euclidiana ([26]). Sao fases consecutivas mas ndo disjuntas.

Criancas entre 2,5 e 4 anos revelam capacidade de reconhecer, classificar e desenhar formas
como discos, anéis abertos e fechados, anéis entrelagcados ou superpostos, e superficies perfura-
das com um ou dois buracos.

‘ Temos a esquerda exemplos de objetos geométricos
‘ que sdo apresentados a criancas na forma de modelos
‘ ou desenhos. Vemos a direita desenho tipico de crian-
‘ cas com idade entre 2,5 e 4 anos, usado por elas para
- representar indistintamente aqueles objetos. _
Figura 2.2
Figura 2.1

Fazemos dessas ocorréncias a seguinte leitura: as crianc¢as captam da forma desses objetos o
fato de que eles tém um tnico contorno, uma curva fechada, envolvendo uma regido. Por isso os
representam com o mesmo desenho, como um lago fechado. Os matematicos chamam de topo-
logica a essa propriedade. Devido a isso os psicologos denominam a essa fase da crianca como

15
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“construcao do espaco topoléogico”. Constataram que criancas com idade entre 2,5 e 4 anos tém
dificuldade de classificar objetos com angulos, como tridngulos, quadrados, losangos, etc., e 0s
colocam na mesma classe. Esses objetos sao denominados “euclidianos” pelos autores de [26],
e o inicio de seu reconhecimento pelas criancas € descrito por eles como o principio da “cons-
trucao do espaco euclidiano”. Isso ocorre por volta dos 4 anos. Entre essas duas fases (em parte
permeando-as) a crianca contréi o “espaco projetivo”, quando os objetos sao considerados se-
gundo suas posicoes mutuas no espaco e segundo algum sistema de perspectiva geral.

Na primeira fase (constru¢do do espaco topoldgico) a crianca inicia o desenvolvimento de pro-
cessos mentais que podem ser denominados propriedades topoldgicas: proximidade e separacao,
ordem (como sintese das duas propriedades anteriores), percepcao de contorno e de continui-
dade e descontinuidade. Nos processos relativos a ordem temos a percepc¢ao de ordem dos tipos
linear, circular e em formato de oito, em ordem direta e inversa, e a transposicdao de um tipo para
outro. Da iteracdo entre os processos de ordem e contorno é construida a no¢do unidimensional
de “estar entre” que caracteriza os pontos de uma linha. As relagées de contorno e continuidade
estdo interligadas pois o contorno é suposto ser continuo.

A crianca adquire, entre os 7 e 12 anos, aproximadamente, a no¢ao de linha como objeto con-
tinuo mas constituido de pontos, apesar de serem os pontos objetos discretos. Essa construgdo é
denominada passagem da nocao perceptual para a nogao conceitual e operacional de continui-
dade. Por ser esse um aspecto importante para o estudo da Geometria descrevemos mais alguns
detalhes, conforme consta de [12], paginas 35 e seguintes.

Os psicélogos investigam o progresso do conceito de continuidade nas criancas através de
uma sequéncia de acdes que se resumem em quatro temas. Primeiro se ensina ou se verifica se a
crianca sabe subdividir figuras, por exemplo, desenhar quadrados dentro de um quadrado maior,
circulos dentro de um circulo, subdividir uma linha em linhas de menor comprimento, etc. Depois
que essas experiéncias estiverem bem consolidadas se pede para subdividir uma figura até aonde
seja possivel. O terceiro tema consiste em investigar o que a crianca apreende como 0 processo
final das subdivisoes, se € um ponto, se tem uma forma ou nao. O quarto tema explora o caminho
inverso desse processo: reconstruir a figura a partir de seus elementos atdbmicos. Procura-se aqui
perceber de que forma a crianca entende uma linha ou superficie como um conjunto de pontos.
Por volta de 11 a 12 anos as criancas concebem que as subdivisoes sdo ilimitadas, o elemento fi-
nal independe da forma inicial do objeto (superficie ou linha), e sdo todos homogéneos. Dessa
forma seu pensamento se libera das limitacdes do desenho, e comecam a compreender que o in-
finitamente pequeno ndo é um residuo estético, mas a representacao de um processo de infinitas
subdivisoes.

A percepcdo das propriedades topologicas dos objetos depende da anélise de suas proprieda-
des internas. Quando se considera os objetos sob variados pontos de vista, tanto em relacdo ao
sujeito quanto a outros objetos, surgem as propriedades projetivas e euclidianas. Elas dependem
da comparacao relativa das extensoes dos objetos ou de suas partes. Aquelas dizem respeito a lo-
calizacao dos objetos, uns em relagdo aos outros, e a sua configuracao dependente do ponto de
vista.

Vamos comentar primeiro as propriedades projetivas. Sdo elas: linhas projetivas, perspectiva,
projecdo de sombras, coordenac¢do de perspectivas, secoes geométricas, projecao e planificagio.

O elemento basico dessas propriedades € a linha projetiva. A crianca, inicialmente, reconhece
linhas retas de forma perceptual, através do toque ou da visualizacdo de objetos em que elas se
distinguem. Aos poucos contréi a capacidade de representar mentalmente uma linha reta em uma
direcdo previamente solicitada. O pesquisador pode acompanhar os progressos de criancas nessa
habilidade mediante experimentos simples. Solicita-se delas que alinhem objetos em uma mesa
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de tampo retangular interligando dois objetos previamente colocados (pontos A e Z nos desenhos
da Figura 2.3). Observa-se que criancas com até quatro anos tém dificuldade com o alinhamento.
De 4 a 5,5 anos elas conseguem alinhar os objetos quando os pontos A e Z estdo equidistantes de
um dos bordos da mesa, mas tém dificuldade em outras situacoes, que sdao superadas entre 6 e 7
anos.
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Figura 2.3. Experimentos sobre linhas projetivas

As criancas aprendem a distinguir a variacdo da forma de um objeto de acordo com a posi-
¢do do observador. Os progressos das criancas podem ser constatados quando se pede que elas
desenhem objetos, como varetas e discos, colocados em vdrias posicoes. Se a crian¢a tem muita
dificuldade em desenhar, pode-se solicitar dela escolher o desenho mais adequado em um con-
junto de figuras previamente preparadas. Experiéncias andlogas podem ser feitas com projecado
de objetos em um anteparo usando uma fonte luminosa, assim como quando se investiga a per-
cepcao das posicgoes relativas de objetos em relacdo a diversas posicoes do observador.

A compreensdo de se¢des geométricas exigem da crianca a combinac¢do de habilidades co-
muns as trés fases de construcao do espago (topoldgicas, projetivas e euclidianas). Os progressos
da crianca podem ser observados pedindo-lhe que antecipe a forma da superficie que vai apare-
cer depois que se cortar um determinado objeto, como um cilindro, ao longo de um plano (por
exemplo, perpendicular ou paralelo ao eixo de simetria). Pode-se solicitar que ela o desenhe ou
que escolha entre desenhos previamente preparados.

< o>

O

Figura 2.4. Duas tentativas de planificacdo de cilindro feita por estudante da 42 série do ensino
fundamental ([23], paginas 225 e 226).

O reconhecimento dos objetos euclidianos se inicia tipicamente apds os 4 anos. Trabalhando
com uma crianc¢a de 4 anos e 1 més, observou-se que ela reconhecia e desenhava objetos na forma
de anéis abertos ou fechados, superficies com um ou dois buracos, discos e elipses. Mas ao de-
senhar uma regido quadrada fez uma linha fechada com um vértice formando um angulo mais
ou menos reto e 0s outros vértices aparecem como curvas ([12], pag. 13). Solicitou-se de outra
crianga com pouco mais do que 4 anos que copiasse o desenho da Figura 2.5, a esquerda. Ela ndo



18 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento

teve duvidas sobre comecar o desenho com o circulo, e o fez sem hesitacao (Figura 2.5, a direita).
Mas ao desenhar as duas linhas em angulo fez vérias tentativas e terminou dizendo: “esse ndo sei’”.

Figura 2.5. Teste com objetos topolégicos e euclidianos.

A Figura 2.5 descreve uma situacdo inicial dos processos pelos quais a criang¢a aprende gradual-
mente a diferenciar as formas denominadas euclidianas, primeiro entre quadrados e retangulos,
depois triangulos, e por fim, o losango. Isso ocorre tipicamente em criancas entre 4 a 6,5 anos.
Nessa idade elas fazem os desenhos mediante c6pia de um modelo previamente apresentado a
ela. Observa-se em criancas a partir dos 7 anos o inicio do desenvolvimento da habilidade de
fazer desenhos de memodria, o que indica que elas ja estdo construindo representacdes abstratas
dessas formas.

Enquanto a construcado do espaco projetivo depende da conservacao do paralelismo, as pro-
priedades euclidianas derivam da conservacgao de angulos e distancias, que geram as similarida-
des geométricas e o desenvolvimento de sistemas simples de coordenadas. Vemos alguns detalhes
desses processos na secao seguinte.

2.3 Geénese da construcao de medidas e de coordenadas

Fazemos a seguir breves comentdrios sobre a génese na crianc¢a das seguintes propriedades:
conservacdo e medida de comprimentos e distancias, coordenadas retangulares, conceito e me-
dida de angulos, comprimento de curvas, drea de superficies e volume de sélidos. Esses assuntos
sao tratados em detalhes na obra de J. Piaget e colaboradores, em particular em [27]. Um resumo
desse livro pode ser lido em [13].

Para criancas pequenas (até 7 anos) as coordenadas do espaco euclidiano nada mais sao que
um sistema de relacoes de ordem que se aplicam aos objetos nas dire¢oes esquerda-direita, acima-
abaixo e frente-atrds. As distancias ndo sdao propriedades exteriores ao eu, mas dependem da sua
propria posicao e da importancia dos objetos para elas. Ao trabalhar em maquetes posicionando
no chao reproducoes reduzidas de sua escola, sua casa, e outras construcoes dos arredores, as
criancas tendem a colocar mais préximas aquelas de seu interesse, como sua escola e sua casa, e
dispor mais afastadas as que ndo sao de seu interesse. Essa mesma experiéncia, feita com criancas
de 7 a9 anos, mostram que elas conseguem coordenar corretamente os objetos ao longo de linhas
ou de partes do plano, mas as partes ndo se relacionam entre si com exatiddo. A partir de 9 ou 10
anos elas conseguem localizar corretamente os elementos das maquetes.

A aquisicdo da nocao de distancia € essencial para a habilidade de medir objetos e para a cons-
tru¢do de um sistema de coordenadas. O seguinte experimento pode esclarecer alguns dos passos
que sdo seguidos no desenvolvimento dessa no¢do. Sao colocados dois objetos idénticos proxi-
mos a crianga, um no ponto A, e outro no ponto B. Pergunta-se a ela se € mais perto ou mais longe
de A até B ou de B até A. Depois, interpondo-se uma tela entre os objetos, pergunta-se se eles estao
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mais perto ou mais longe do que antes. As mesmas perguntas sao feitas depois de se substituir um
dos objetos por outro cuja altura é o dobro, ou depois de se elevar verticalmente a posicao de um
dos objetos. Criancas até 4 ou 5 anos respondem que A e B estdo mais préximos com a presenca da
tela, pois consideram apenas a distancia do objeto até a tela. Mesmo aquelas que respondem que
AB=BA quando os objetos estdo no mesmo nivel, dizem que as distancias sdo diferentes quando
um dos objetos é levantado (a distancia de baixo para cima é considerada maior). Vemos que ndo
lograram uma nocao de conservacao de distancia, que ainda é dependente do ponto de vista da
crianca. Criancas de 7 anos em diante afirmam que a distancia entre dois objetos iméveis é sem-
pre a mesma, ndo importa o objeto que seja interposto entre elas, e que sempre se tem AB=BA.

A aquisi¢do da nocao de comprimento de objetos,
particularmente de retas e curvas, é também in-
vestigada através de experimentos simples. Duas
varetas de mesmo comprimento sdo colocadas
paralelamente, uma ao lado da outra, separadas
por alguns milimetros, de modo que os extre-
mos estejam na mesma direcdo perpendicular.
Pergunta-se a crianca se as varetas tém o mesmo
tamanho, ou se uma é maior do que a outra. Em
seguida se desloca uma das varetas uns dois centi-
Figura 2.6 metros, afastando-a da crianga, e se repete a per-
gunta. Criancas com até quatro anos tendem a
afirmar que a vareta afastada é maior, pois consideram apenas o extremo mais afastado. Criangas
entre 4 e 7 anos fazem ajustes progressivos, do tipo “daquele lado ela é maior”. Criancas de 7 anos
em diante respondem que sempre € 0 mesmo tamanho, e assim mostram que adquiriram a nogao
de conserva¢do do comprimento.

Em outra experiéncia, o investigador apresenta duas fileiras formadas pela mesma quantidade
de palitos de fésforo, colocados na mesma direcao, formando dois segmentos de reta. Pergunta-se
acrianca se as fileiras tém o mesmo comprimento (perguntando se uma formiga andasse em cima
dos palitos ...). Em seguida se modifica uma das fileiras, colocando-se os palitos em angulo. Nova-
mente se pergunta a criancga se as fileiras ttm o mesmo comprimento. Essa e outras experiéncias
mostram a evolucao da crianca no aprendizado da construcao do eixo numérico, que depende
da capacidade de construir uma unidade de medida e de subdividir uma linha reta, o que ocorre
por volta da idade de 8 anos. Dessa forma a crianca consegue localizar um objeto em uma reta
medindo a distdncia de um ponto de referéncia até ele.

A localizacao de objetos em um plano exige o desenvolvimento da capacidade de construir
coordenadas retangulares. Utilizando vérios tipos de experimentos se concluiu que criancas com
aproximadamente 9 anos sdo capazes de perceber a necessidade de se considerar duas dimensoes
e de combinar as medidas de dois eixos. Aos dez anos a crianca percebe a terceira dimensao.
Observamos que essas percepc¢des sdo operativas, e nao significam uma habilidade de trabalhar
com representacdes cartesianas em uma linguagem algébrica ou geométrica.

Para investigar como as crianc¢as percebem métodos para medir angulos, foi pedido que fizes-
sem uma copia a mais exata possivel do diagrama da Figura 2.7.
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Criancas com até 9 anos mostraram grande dificuldade D
de realizar essa tarefa, procedendo por tentativas e sem
tomar as medidas de todos os segmentos. Criangas com
idade de 9 anos ou pouco mais tentam reproduzir a incli-
nacdo correta medindo AB, BC, BD e CD ou AD. Poucas
criancas com idade aproximada de 9 anos se utilizam da

perpendicular de D a AC, mas essa técnica é a mais uti- A B C
lizada em crian¢as com 10 anos ou mais, demonstrando Figura 2.7

que ja dominam melhor a ideia de coordenadas retangu-

lares.

Dificuldades andlogas foram observadas com a reprodu-
¢ao a mais exata possivel do triangulo ABC da Figura 2.8.
Criancas com menos de 9 anos ndo conseguem a repro-
ducdo exata e tentam vdrias tdticas, a maioria do tipo en-
saio e erro. Observam-se criancas com idade entre 9 e
10 anos medindo o segmento BE perpendicular a AB e
assim conseguem seu intento. Criancas com 10 a 11 anos
desenham prolongamentos de lados, como BD, e medem
a perpendicular CD, mostrando maior desprendimento
com as limitacdes do desenho e um inicio de pensamento
formal.

Figura 2.8

Investigadores examinaram as posicoes de criancas de 4 a 11 anos a respeito da soma dos an-
gulos internos de tridngulos. Foi perguntado a essas criancas que aspecto terdo os angulos de um
triangulo se eles sao cortados com uma tesoura e juntados em um semicirculo. Sdo feitos alguns
exemplos e depois o problema é apresentado as criangas de varias formas. Esse problema nao
tem significado para criancas com idade até 6 anos, pois ainda ndo abstrairam o conceito de an-
gulo. Para elas angulo é algo concreto que se fixou em sua mente, como um telhado, por exemplo.
Criancgas de 6 a 7 anos percebem que, em um dado triangulo, a reunido dos angulos da um semi-
circulo, mesmo se os angulos forem colocados em outra ordem, mas ndo aceitam antecipar que o
mesmo se dard em algum outro tridngulo de formato diferente que lhes é apresentado, por exem-
plo, um tridngulo com um angulo muito agudo. Criancas de 8 a 10 anos sdo capazes de fazer a
generalizacdo, mas ndo percebem essa propriedade como uma lei geométrica, que pode ser usada
quando necessdrio, o que s6 ocorre para crianc¢as de 10 a 12 anos.

Criancas sdao também investigadas quanto a construgdo de lugares geométricos em um plano.
Os assuntos abordados sdo retas, circulos, curvas mecanicas e curvas compostas, assim como suas
representacoes. Tudo é contextualizado, como, por exemplo, “onde estdo os homenzinhos que se
encontram a mesma distancia de duas arvores”, ou “coloque essas criancinhas a mesma distancia
da bolinha”. Criancas com até 5 anos de idade ndo tém ideia de uma distancia estdvel. No caso da
reta indicam um ponto qualquer, e no caso do circulo dispéem as figuras ao redor da bolinha, sem
se preocuparem com a distancia. Criancas com 5 a 6 anos conseguem determinar com boa preci-
sdo o ponto médio entre as figuras das drvores, mas no caso do circulo controem um anel ao redor
da bolinha, sem se preocuparem em medir distancias. Na idade de 6 a 7 anos comegam a aparecer
sinais de generalizacao e de repeticdo, algo como “seguir uma dire¢do”, mas sem muito cuidado
com a simetria, ou seguindo um s6 sentido. De 7 a 8 anos a crianca consegue generalizar corre-
tamente. Depois de colocar alguns pontos conclui que todos os pontos da reta ou do circulo tém
a mesma propriedade. Outros problemas apresentados as criancas implicam na construgdo de
espirais e cicldides, e aquelas com idade de 7 anos ou mais conseguem gradualmente as solucoes
corretas.
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Para testar a conservacdo de area de super-
ficies e de volumes de sélidos, vérios expe-
rimentos sao utilizados. Descrevemos ape-
nas um deles. Sdo apresentados a crian-

LOL OO A o cas dois cartdes em forma retangular, de
mesmas dimensodes, e pintados de verde.

L A Se diz que sdo pastos, e em cada um estd

uma vaca pastando. Inicialmente se per-

Figura 2.9 gunta se as vacas tém a mesma quantidade

de pasto. Depois se diz que o fazendeiro re-
solveu construir uma casa dentro do pasto. Coloca-se entdo em cada retangulo verde um pequeno
retangulo de madeira, ambos idénticos, representando as casas. Em um retangulo a casa € colo-
cada no centro, e em outro, proximo a um canto. A crianca é inquirida se as vacas ficaram com a
mesma quantidade de pasto. Depois o fazendeiro resolveu fazer mais casas, e se vai colocando re-
tangulos de madeira idénticos em ambos os pastos, em um deles os retangulos sdo colocados em
fileira, juntos um dos outros, e em outro sao distribuidos aleatoriamente. Em cada passo se per-
gunta se as vacas continuam com a mesma quantidade de pasto. Criancas de 5 a 6 anos afirmam
que as dreas sao as mesmas apos a colocacdo da primeira casa, mas nas outras situagoes dizem
que se as casas estdo juntas o espaco que resta é maior. Criancas com idade préxima de 7 anos
admitem que as dreas restantes sdo sempre as mesmas, e conseguem separar a impressao visual
do raciocinio légico.

2.4 Aspectos das representacoes figurais

As representacoes de objetos geométricos usadas pelas criancas, criadas por elas mesmas ou
induzidas pela cultura ou pelo instrutor que acompanha seu progresso, também passam por evo-
lugbes. Em nossa civilizacdo a escrita e as representacdes com imagens constituem a técnica mais
disponivel de comunicacao. Devido a isso o desenho em folha de papel dos objetos geométricos é
a forma mais usada para sua representacao. Nos dias atuais somos testemunhas de uma possivel
mudanca com as propostas das novas tecnologias.

A representacao de objetos geométricos através de desenhos segue convengdes que devem ser
cuidadosamente trabalhadas na escola. E importante observar que o uso da representa¢ao por
figuras é bastante influenciada pela cultura geral, que hoje potencializa o uso da imagem como
forma de comunicacdo. Essas duas vertentes, a escola e a cultura, apresentam propostas e con-
vengoes que ora coincidem, ora se complementam, e ora se chocam. Assim é necessaria uma
atencao a esses detalhes para que o estudante saiba diferenciar as situacgoes.

Limitamos nossas observacoes a alguns poucos aspectos: a representacao de retas paralelas,
de poligonos planos e de solidos.

A convencao escolar sobre a representacao de
retas paralelas deve ser cuidadosamente expli-
cada pelo professor. Nos livros de Geometria
essa representa¢do, conforme costume secular,
é feita através do desenho de dois segmentos
equidistantes. Vemos exemplos na Figura 2.10.

Figura 2.10
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Por outro lado, em desenhos e pinturas, retas paralelas costumam ser representadas por dois
segmentos que se aproximam, respeitando a perspectiva com que nossa visdo vé linhas paralelas
que se afastam de nés. Nossa percepcao visual faz com que percebamos como paralelas duas
linhas desenhadas como se fossem se tocar ao longe (por exemplo, linhas que representam os
trilhos de uma ferrovia). Vemos na Figura 2.11 como sdo desenhados em perspectiva os degraus
paralelos de uma escada.

Figura 2.11. Retas paralelas em perspectiva no desenho de uma escada.

E muito comentado o fato de que desenhos de poligonos em livros didaticos sempre se apre-
sentam em certas posicoes, o que provavelmente provoca interpretacoes limitadas. Os desenhos
de triangulos, por exemplo, tém amitide um lado horizontal, o que pode acarretar dificuldades na
observacao de triangulos congruentes ou similares em desenhos mais complexos. Geralmente se
esquece de desenhar possibilidades um pouco mais exdticas, com tridngulos com alturas cujo pé
estd fora do lado oposto, ou com centro fora de seu interior.

A autora [23], p4ag. 17, observa que podem ocorrer enganos. Vemos, na Figura 2.12, que um
quadrado, quando desenhado diferente, pode ser interpretado como um losango, restringindo
assim suas propriedades. Por outro lado, na Figura 2.13, um losango, quando desenhado com um
lado na horizontal, pode ser interpretado como um paralelogramo, novamente restringindo suas
propriedades.

Figura 2.12 Figura 2.13

Atividades realizadas com criancas em escolas revelam como elas progridem na construgao
de representacoes de s6lidos. Em uma experiéncia realizada com estudantes com idade por volta
de 7 e 8 anos, conforme descrito em [20], pag. 240, a professora lhes prop6s desenhar um cubo.
Para isso lhes forneceu folhas de papel e disponibilizou um cubo. Com alguma interferéncia da
pesquisadora os estudantes conseguiram fazer desenhos significativos (Figura 2.14), mostrando
que eles conseguem compreender representacoes em perspectiva.



Génese dos conceitos geométricos 23

=l F‘P’j P
=B S Eed et | SR
= - \_:_‘_“'““--.‘_l
T e
[_J{;Q | _:f;.h—,#-r:r’n;i.:j
. .’/ﬁ————___
_..,—-""_'_ 35 _i.--"—’:._ f"':-.ﬁ-. _:'
il \'l‘ i [ y l
[ P! : et

Figura 2.14. Desenhos de cubos feitos por criancas, segundo [20], pagina 240.

Ao trabalhar com estudantes mais inexperientes, o professor precisa sempre verificar sua com-
preensdo e esclarecer as convencdes que pretende usar. Em [21] as autoras descrevem atividades
realizadas numa escola com estudantes com idades entre 9 e 10 anos com o objetivo de verifi-
car seu conhecimento sobre as convenc¢des usadas em representacoes de objetos tridimensionais.
Um dos desenhos testados foi o da Figura 2.15, a esquerda, (desenhado em uma folha de papel).
Os estudantes da classe foram divididos em grupos e lhes foi solicitado que construissem com
varetas o objeto representado pelo desenho. Foi-lhes informado previamente que o desenho re-
presentava um objeto tridimensional. Mesmo assim alguns estudantes construiram um objeto
plano. Na mesma Figura 2.15, a direita, o desenho mostra linhas interrompidas para sinalizar que
estdo localizadas na parte detras.

Figura 2.15. Desenhos de objeto geométrico tridimensional.

Vemos dessas experiéncias que a representacao de objetos geométricos tridimensionais atra-
vés de desenhos no plano exige a construgdo de certas convencoes, as quais devem ser trabalhadas
pelo professor.

2.5 Problemas

Problema 2.5.1. a) Se vocé dispoe de uma régua com escala, como faria uma cépia a mais exata
possivel do diagrama da Figura 2.7 apenas medindo os segmentos AB, BC, BD, AD e CD? b) Se
vocé dispoe de uma régua com escala e um esquadro, como faria uma cépia a mais exata possivel
do diagrama da Figura 2.7 medindo o segmento perpendicular de D a AC? ¢) Faca uma c6pia exata
do diagrama da Figura 2.7 usando uma régua sem escala e um compasso.
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Problema 2.5.2. Como voceé faria uma cépia a mais exata possivel do triangulo da Figura 2.16
usando apenas uma régua com escala e um esquadro? E com uma régua sem escala e um com-
passo?

Figura 2.16. Triangulo obtuso a ser reproduzido.

Problema 2.5.3. Desenhe triangulos nos quais o pé de uma altura: (i) estd no interior do lado; (ii)
coincide com um vértice; (iii) estd na reta suporte de um lado e fora dele.

Problema 2.5.4. Em um tridngulo qualquer as mediatrizes dos lados se encontram em um ponto,
denominado circuncentro (portanto é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo). Dese-
nhe tridangulos nos quais o circuncentro: (i) estd no seu interior; (ii) estd em um lado; (iii) estd fora
dele.

2.6 Temas para investigacao

Tema 2.6.1. Imagine como fazer uma investigacao com criancas com 4 a 5 anos de modo que vocé
possa verificar se ela ja construiu os elementos basicos do espaco topolégico e como estd se saindo
na construcdo de representacoes de figuras euclidianas. Quais figuras geométricas vocé pretende
utilizar e de que modo? Como separar a habilidade de desenhar da capacidade de construir mo-
delos mentais?

Tema 2.6.2. Imagine como fazer uma investigacao com criancas com até 7 anos para acompanhar
a construcao do conceito de reta projetiva.

Tema 2.6.3. Imagine como fazer uma investigacao com crian¢as com até 10 anos para acompa-
nhar a construcdo do conceito de conservagao de volume. Quais percepcoes a esse respeito vocé
procuraria verificar?



Capitulo 3

Presenca da Geometria na sociedade

3.1 Introducao

O homem, através de suas habilidades intelectuais e manipulativas, transforma os objetos na-
turais para obter outros que lhe sdo mais tteis, tendo em vista sua sobrevivéncia, conforto, ou seus
impulsos de explorar, investigar, retratar a beleza. Assim o homem faz construcdes arquitetonicas,
instrumentos mecanicos, objetos artisticos, etc. Frequentemente essas manipulacdes se utilizam
de conceitos geométricos adquiridos espontaneamente ou através do desenvolvimento de técni-
cas proprias de determinados ramos da atividade humana.

Vemos neste Capitulo como algumas atividades humanas utilizam conceitos geométricos para
alcancar seus objetivos. Também comentamos brevemente a relacdo da Geometria com as cién-
cias naturais.

3.2 Arquitetura

A arquitetura € a arte e a ciéncia de planejar e construir ambientes fisicos para uso do ser
humano e de outros seres viventes. Pressupde uma manipulacdo criativa de materiais e locais
fisicos, e utiliza principios cientificos e matemaéticos para alcancar seus objetivos.

Ao planejar um ambiente ou uma construcao, o arquiteto concebe uma combinac¢do de formas
a serem construidas e que possam atingir os objetivos desejados. Frequentemente essas formas
sdo derivadas de figuras geométricas simples, como poligonos regulares. Outras vezes sdo utiliza-
das formas complexas, como domos e poliedros. O arquiteto precisa calcular as dimensdes dessas
formas em funcao do volume necessario para abrigar as atividades desejadas. Considera também
a forma em funcao da beleza e de sua relacdo com o ambiente.

A construcao dos edificios e ambientes planejados pelos arquitetos exige o trabalho de diversos
tipos de profissionais, que empregam frequentemente conceitos geométricos. Uma vez tivemos a
oportunidade de presenciar o trabalho de um pedreiro. Observamos que, para construir paredes
perpendiculares (Figura 3.1), ele inicialmente dispde no perimetro do terreno longarinas de ma-
deira. A partir de um dos cantos mede 3 metros em uma direcdo, e marca o ponto com um prego.
Depois mede 4 metros na outra direcao, e também marca o ponto com um prego. Em seguida
ajusta as longarinas até que a distancia entre os pregos seja de 5 metros. Esse procedimento estd
ilustrado na Figura 3.2. Disse-me ele: “Nao sei dizer por que funciona, mas as paredes ficam em
angulo reto”.

25
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Figura 3.1

Figura 3.2

A Arquitetura nao se ocupa apenas com a funcao das construcoes, ou seja, em proporcionar
ambientes favordveis ao uso para o qual foram projetados. Além desse trabalho os arquitetos se
aprimoram em idealizar formas que traduzem estética, beleza e simetria. Segundo o arquiteto
brasileiro Oscar Niemeyer, “Arquitetura ndo constitui uma simples questdao de engenharia, mas
uma manifestacdo do espirito, da imaginac¢ao e da poesia”.

Formas geométricas simples .
conferem grande beleza ao
prédio do Congresso Nacio-
nal do Brasil (fotografia ao
lado), projetado pelo arqui-
teto Oscar Niemeyer.

Figura 3.3

Nas ultimas décadas foram construidas muitas estruturas arquitetonicas com formas geomé-
tricas espetaculares em vérias cidades do mundo. Um tipo que chama a atencado é o chamado
domo geodésico. Consiste de uma estrutura em forma de esfera, ou parte de uma esfera, e seus
elementos constitutivos sao tridngulos cujos lados formam linhas poligonais inscritas em circulos
maximos da esfera. Obtém-se uma estrutura esférica que se distingue pela beleza e estabilidade
devido a rigidez da forma triangular. Um exemplo é a Biosfera de Montréal, mostrado na Figura
3.4. Existem construcoes em forma de domo geodésico em todo o mundo, sendo que os maiores
edificios estdo no Canad4, Japao, Estados Unidos, Bolivia e Abu Dhabi.
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Vemos na Figura ao lado a Biosfera de Mon-
tréal, construida originalmente para a Exposi¢cdo
Internacional de 1967, hospedada pela cidade de
Montréal. Foi desenhada pelo arquiteto e enge-
nheiro americano R. Buckminster Fuller. A es-
trutura perdeu sua cobertura original, de acrilico
transparente, em um incéndio ocorrido em 1976.
Uma versao dessa foto com maior resolucdo pode
ser vista em http://en.wikipedia.org/wiki/
File:Biosphére_Montréal. jpg

Figura 3.4

As formas geométricas, desde as mais simples até as mais complexas, sdo utilizadas nos de-
talhes das construgdes e também na mobilia. Vemos nos objetos representados nas figuras 3.5,
3.6 e 3.7, o uso de elementos geométricos como prismas, planos paralelos, retangulos, arcos de
circunferéncia, e outras curvas. Observamos nessas figuras varias linhas de simetria. Vimos, no
Capitulo 1, como o homem se utiliza da simetria para expressar a beleza, e constatamos que essa
interpretacao persiste através dos tempos.

Figura 3.5 Figura 3.6 Figura 3.7

Sdo muito importantes na Arquitetura as técnicas de representagdo de objetos espaciais atra-
vés de desenhos planos. Os arquitetos e outros profissionais as usam para estudo e documentacao
de projetos, assim como para comunicacdo de ideias e conceitos. Essas técnicas utilizam métodos
geométricos de projecao.

A projecao axonométrica € muito utilizada
na Arquitetura e na Engenharia para repre-
sentacdo de objetos tridimensionais. As
linhas verticais do objeto sao desenhadas
verticalmente em relacdo a pagina. As li-
nhas transversais acompanham uma grade
(invisivel) de duas familias de linhas parale-
las e inclinadas em relacao a dire¢do hori-
zontal da pégina.

Figura 3.8
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3.3 Mecanica

A Mecanica se ocupa do planejamento e construcao de instrumentos que tém por finalidade
comunicar movimento, por em a¢do a energia, ou mudar a direcao ou a magnitude de uma forca.
A Mecanica se utiliza extensamente das formas dos objetos geométricos assim como das proprie-
dades que podem ser obtidas quando esses objetos interagem entre si.

Arquimedes propos a ideia de que toda mdquina é uma composicao de maquinas fundamen-
tais mais simples, sendo elas o parafuso, a alavanca e a roldana. Na Renascenca essa lista foi
aumentada e foram acrescentados a roda com eixo, a cunha e o plano inclinado. Vemos que essas
maquinas fundamentais se utilizam de determinadas formas geométricas e suas propriedades.
Um exemplo é o parafuso, que traduz as propriedades do helicéide, superficie de dimensao dois,
gerada por uma reta que gira e se desloca em torno de um eixo.

O parafuso consiste de uma la-
mina helicoidal posicionada em
volta de um cilindro ou de um
cone. Essa ideia tem intimeras
aplica¢cdes, como o mecanismo
que muda a direcao de um mo-
vimento de rotagdo, conforme
ilustrado no lado direito da Fi-
gura 3.9.

Figura 3.9

A abstracdo matematica da lamina helicoidal do parafuso se traduz em uma figura denomi-
nada “helicéide”. Uma forma de construir essa figura é considerarmos duas retas perpendiculares
em um ponto P. Mantemos a primeira reta fixada. A segunda reta gira em torno da primeira ao
mesmo tempo que o ponto P se desloca ao longo dela. Confira a Figura 3.10. A forma do helic6ide
depende de como sao feitos os movimentos. Uma possibilidade é vista na Figura 3.11, em que os
movimentos sao uniformes.

A

N

Figura 3.10 Figura 3.11
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O helic6ide abstrato, conforme descrito acima, é uma figura ndo limitada. As retas ndo sao
limitadas, de modo que o ponto P se move ao longo de toda a reta vertical, e a reta que se move
desenha uma figura que pode ser vista como um plano “entortado”. Para poder representar o
helic6ide através de um desenho as retas, na Figura 3.10, foram substituidas por segmentos, e
obtivemos uma figura limitada, como estd desenhado em 3.11.

O helicéide tem muitas aplicacdes. Uma das mais famosas é seu uso como transportador de
liquidos, sementes ou outros produtos. Essa ideia é muito antiga, e foi estudada por Arquime-
des com a funcdo de elevar dgua para irrigacdo de lavouras. Na Figura 3.12 vemos um desenho
indicando essa ideia. Na Figura 3.13 vemos um artefato moderno usado em uma esta¢ao de bom-
beamento.

Figura 3.12 A R
Figura 3.13

Outro aspecto da Mecanica que nos chama a atenc¢ao € o uso de sistemas articulados para obter
um determinado tipo de movimento. Esses sistemas consistem de pecas que se articulam através
de pivos, e seu movimento é estudado com as leis da Geometria. O tipo mais simples de sistema
articulado é a alavanca, e uma aplicagdo bastante simples é o alicate (confira a Figura 3.14). Por
outro lado, vemos na Figura 3.15 o esquema de um portdo basculante, um sistema articulado um
pouco mais complexo.

—Of— |

Figura 3.14

Figura 3.15
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3.4 Artes

A Geometria e a arte tétm uma relacdo muito antiga. Ja observamos como os conceitos geomé-
tricos foram utilizados para expressar a beleza em todos os tempos. Esses elementos incluem o
uso da simetria, das proporcdes técnicas de projecoes, etc.

Muitos artistas utilizaram ou desenvolveram elementos geométricos em suas obras artisticas.
Para incluir uma breve lista neste texto, citamos Paolo Uccello, Piero della Franscesca, Leonardo
da Vinci, Albrecht Diirer, Maurits C. Escher, Salvador Dali e John Robinson.

Observamos que investigacOes geométricas em certas dreas do conhecimento matematico,
tais como classificacdo de ladrilhamentos do plano, produzem belos desenhos, e vemos um exem-
plo na Figura 3.16. Com a facilidade oferecida pelos computadores podemos também apreciar de-
senhos produzidos por programas originalmente construidos para a investigacdo de fendmenos,
como dindmica caética, fractais, etc. Um desenho exdtico de fractal é mostrado na Figura 3.17.

1

Figura 3.17

Figura 3.16

Encerramos esta pequena secdo sobre a relacdo entre a Arte e a Geometria brindando o lei-
tor com uma pintura de Nicholas Roerich, artista russo (Figura 3.18). Em sua obra ele faz uso
frequente de tracos geométricos como forma de expressar uma beleza cheia de significados.

Figura 3.18. Tibet. Pintura de Nicholas Roerich de 1933.
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3.5 C(iéncias Naturais

A Geometria, como ciéncia, investiga as abstracdes das formas. Por isso ela tem interesses
comuns com todas as ciéncias naturais que também tém a forma como objeto de estudo. A par-
ceira mais antiga da Geometria é a Astronomia: pode-se dizer que, praticamente, nasceram jun-
tas. Da Teoria de Semelhanca de tridngulos surgiu a Trigonometria, de grande interesse dos astro-
nomos como instrumento para localizacdao dos corpos celestes e descricao de seus movimentos.
A Geometria divide com a Fisica muitos interesses, dos quais se destaca o estudo da forma do
espaco. Dessa parceria se desenvolveu a Geometria Riemanniana, particularmente os espagos
semi-riemannianos, conectados com a Teoria da Relatividade Geral. Vemos, de modo geral, que
a Geometria e a Fisica sdo ciéncias irmas, e muitos estudiosos eram fisicos e matematicos, como
Arquimedes e Isaac Newton, para citar apenas dois deles. Esses intelectuais tiveram papel proe-
minente no desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral, técnica fundamental para o estudo
das formas e suas medidas e para prover modelos para a Fisica e outras ciéncias.

AFigura 3.19ilustra aideia de que o sis-
tema de coordenadas é distorcido pela
presenca de um corpo no modelo ma-
tematico de espaco-tempo no contexto
relativistico.

Figura 3.19

A Biologia também interage com a Geometria, e uma de suas areas de estudo é a morfogénese,
conjunto de leis que descrevem a forma e a estrutura de organismos e seus tecidos. Na Figura
3.20 vemos uma fotografia de uma concha do nautilus, cortada ao meio, mostrando seu formato
espiralado.

Figura 3.20 Figura 3.21

Sem duvida uma das formas geométricas mais caracteristicas da Biologia é a dupla hélice do
DNA. Vemos uma representacao na Figura 3.21. Essa forma é consequéncia da estrutura mole-
cular do DNA, e confere estabilidade e compactacdo das informacdes quimicas em um espaco
relativamente reduzido.
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3.6 Quimica

Uma das vertentes da Quimica € a que estuda a forma no microcosmos, sendo assim ciéncia
irma da Geometria. Nesse estudo um dos aspectos mais interessantes € o uso de poliedros e outros
objetos geométricos para modelar moléculas. Fazemos aqui um pequeno recorte de [24].

Em 1865 o quimico alemao Friedrich A. Kekulé propos a forma hexagonal do benzeno. Essa
geometria (isto é, a forma hexagonal com que 4tomos se organizam no espaco), é caracteristica de
uma vasta classe de moléculas. Na Figura 3.22 vemos alguns exemplos.

Figura 3.22. Modelos hexagonais de moléculas. Da esquerda para a direita: benzeno Cg Hg; pyri-
dine Cs5 H5N; ciclohexano Cg H;»; bezantraceno Cig His.

Quanto aos poliedros, sem davida os mais conhecidos sdo os denominados sélidos de Platao.
Nos perguntamos se eles também sdo modelos de moléculas. Primeiro examinemos suas estrutu-
ras e organizacdo combinatoéria na Figura 3.23.

VHEDR G

Figura 3.23. Os s6lidos de Platdo. Da esquerda para a direita: o tetraedro, o hexaedro, o octaedro,
o icosaedro e o dodecaedro (todos regulares).

O tetraedro é modelo de muitas moléculas, podendo ter ou ndo um dtomo em seu centro.
Exemplos sdo o metano e o tetrafésforo. O cubane por sua vez € modelado pelo hexaedro e o
dodecaedrano pelo dodecaedro, sendo ambos compostos sintetizados em laboratério. Nesses po-
liedros os vértices tém valéncia trés, podendo assim serem modelos de hidrocarbonetos. Confira
a Figura 3.24. O tetraedrane, cuja férmula seria C4 Hy, € um hidrocarboneto platonico hipotético,
pois ainda nao foi sintetizado de forma isolada.

s 2 0

Figura 3.24. Da esquerda para a direita: representacdo da molécula do gids metano CH,; do
tetraf6sforo P4; do cubane Cg Hg; do dodecaedrano CsgHyg.

Célculos teéricos indicam que é improvavel a existéncia de um hidrocarboneto que tenha o
octaedro como modelo. Quanto ao icosaedro, seus vértices tém valéncia cinco, de modo que nao
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podem ser ocupados por d&tomos de carbono. Mas existem caixas de boro que tém como modelo
o octaedro e o icosaedro. Vemos exemplos na Figura 3.25.

Figura 3.25. Da esquerda para a direita, representacdes das moléculas dos anions [BsHgl>™ e
[B12 Hy2]%~, exemplos de “caixas de boro”.

Para encerrar esta se¢do apresentamos, na Figura 3.26, a molécula kekulene CygH»4: 12 anéis
benzémicos formando, por sua vez, um anel hexagonal. O kekulene, assim chamado em honra a
Friedrich A. Kekulé, foi sintetizado em 1978. Ao kekulene se seguem o septulene, o octulene, quem
sabe até qual. Vemos também na Figura 3.27 o esquema geométrico da molécula Cgp, um dos mais
conhecidos fulerenos.

Figura 3.26 Figura 3.27

3.7 Problemas

Problema 3.7.1. Na Figura 3.2 temos um triangulo com lados de medidas 3, 4 e 5. A afirmacdo
do pedreiro, conforme descrito no texto que antecede a figura, é que os lados de medidas 3 e 4
sdo perpendiculares. Isso é realmente verdadeiro? Qual € a explicacao? Existem outros ternos de
numeros inteiros com essa mesma propriedade?

Problema 3.7.2. Um pedreiro precisa construir duas paredes perpendiculares, mas o local é muito
pequeno e nao é possivel usar o método do triangulo com lados de medidas 3, 4 e 5. Como ele pode
se certificar da perpendicularidade das paredes?

Problema 3.7.3. Com o auxilio da foto da Figura 3.3 (e possivelmente pesquisando outras fontes)
descreva os elementos geométricos utilizados por Oscar Niemeyer na composi¢do arquitetdonica
do prédio do Congresso Nacional do Brasil.
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Problema 3.7.4. Utilize a grade da Figura 3.28 para desenhar um cubo através da proje¢do axono-
métrica. Descreva quais foram as dificuldades encontradas ou as informagdées que lhe faltam para
que o desenho seja correto.

Figura 3.28. Desenhar um cubo usando projecdao axonométrica.

Problema 3.7.5. Na Figura 3.29 vemos uma parte de um vitral da Catedral Notre-Dame de Chartres,
construida entre 1193 and 1250 na cidade de Chartres, Franca. Identifique, descreva e faca um
desenho esquematico com seus principais elementos geométricos.

Figura 3.29. Parte de um vitral da Catedral de Notre Dame de Chartres

Problema 3.7.6. Na Figura 3.30 vemos uma “triangulacdo” de uma semiesfera. Defina mais exa-
tamente o que vem a ser isso. Imagine que vocé planeja construir um domo geodésico com a
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triangulacao representada nessa figura. Quais sao as informacgdes bdsicas que vocé necessita so-
bre essa estrutura, e como pode obté-las? Por exemplo, pense em um estratagema que lhe permita
decidir quantos tridngulos, lados de triangulos e vértices existem. E quanto ao comprimento de
cada lado?

Figura 3.30. “Triangulacao” de uma semiesfera

Problema 3.7.7. Vimos nas figuras 3.10 e 3.11 que o helicéide é o conjunto dos pontos do espaco
percorridos por uma reta que se movimenta de uma determinada forma, tendo outra reta como
guia. Um conjunto de pontos do espaco chama-se superficie regrada se cada um de seus pontos
estd situado em uma reta que, por sua vez, estd inteiramente contida no conjunto. Como vimos,
o helicéide é uma superficie regrada. Encontre outras superficies regradas. Defina-as cuidadosa-
mente e as desenhe. Considere também como guia circunferéncias, elipses, etc.

Problema 3.7.8. A Figura 3.16, na pagina 30, é um desenho de um ladrilhamento de Penrose.
Observe que existem apenas duas pecas bdsicas, na forma de losangos. a) Distinga e desenhe al-
gumas combinacodes interessantes desses losangos que facam parte do ladrilhamento. b) Observe
que em certos pontos do ladrilhamento podemos ter uma visao de figuras espaciais. Estude essas
figuras, desenhando-as separadamente. ¢) Observe se nesse ladrilhamento existe algum conjunto
de pecas que se repete, formando o ladrilhamento inteiro.

Problema 3.7.9. Estude o poliedro da Figura 3.27. Observe que suas faces sdo formadas por pen-
tdgonos e hexdgonos regulares. Quantos existem de cada tipo? Quantos sdo os vétices e as arestas?
Observe que esse poliedro é trivalente, isto é, em cada vértice concorrem trés arestas.

3.8 Temas para investigacao

Tema 3.8.1. Com referéncia ao Problema 3.7.9, existem outros fulerenos em forma de poliedro.
Sao sempre trivalentes e formados por pentdgonos e hexdgonos. O menor deles é o Cyg. Investigue
esse poliedro.

Tema 3.8.2. O kekulene, mostrado na Figura 3.26, pertence a uma familia maior, chamada circu-
lene. Investigue a molécula seguinte, o septulene CsgHag, formado por 14 hexdgonos dispostos
em um formato heptagonal. Essa é também uma molécula sintética, ndo encontrada na natureza.
Usando um aplicativo de Geometria, faca um desenho das duas moléculas.

Tema 3.8.3. De grande interesse da morfogénese € a hipotese do campo morfogenético, proposto
pelo cientista russo Alexandre G. Gourvitch. Informe-se sobre esse assunto.
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3.9 Atividades para licenciandos e professores

Atividade 3.9.1. Imagine uma atividade para estudantes que permita que eles observem e descre-
vam elementos geométricos em obras de arte.

Atividade 3.9.2. Seus estudantes podem produzir um trabalho sobre as formas geométricas que
sao utilizadas em construcoes nas varias partes do mundo e diversas civilizagoes.



Parte I1

Presenca da Geometria na escola
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Apresentacao da Parte I1

Nesta segunda parte de nosso curso apresentamos um recorte da acao da escola naqueles as-
pectos em que ela procura organizar as nogoes geométricas espontaneas dos estudantes tendo em
vista a construcao de conhecimentos sociais e cientificos, assim como de habilidades das quais
eles necessitam para uma participagdo criativa e autbnoma na vida em sociedade.

Descrevemos alguns experimentos em Geometria que podem fazer parte do ensino basico. As
atividades pressupdem uma interferéncia minima do professor, e constituem uma oportunidade
de observacao do conhecimento espontaneo dos estudantes. Fazem-se presentes também experi-
mentos em que o professor direciona os primeiros passos do estudante para a construcdo de uma
ciéncia da Geometria, estimulando a iniciativa, a criatividade, o espirito de investigacao.

Nosso referencial teérico é o da metodologia da investiga¢cdo, segundo a qual nosso apren-
dizado ocorre quando temos uma participacao efetiva na constru¢do de nosso préprio conheci-
mento. Tentamos assim cumprir o desafio de apresentar os aspectos mais importantes do conhe-
cimento geométrico bdsico sob um ponto de vista de atividades investigativas.

Toda investigacdo é sempre realizada sob um determinado sistema de conhecimento. Nessa
parte de nosso texto acompanhamos o sistema normalmente adotado no ensino basico em nossas
escolas e que estdo de acordo, em média, com o aparato pensante dos estudantes dessa idade.
Assim consideramos vélidas as investigacoes realizadas através de métodos elementares, como
régua e compasso, dobraduras de folhas de papel, dissec¢oes de uma figura em outras menores,
ajuntamento de figuras, transporte de uma figura sobre outra. Consideramos também validas as
propriedades obtidas com a ajuda das mais simples manipulacdes algébricas.

Organizamos nossa exposicdo em quatro temas: investigacoes geométricas iniciais, inicio da
construcdo da Geometria como Ciéncia, construindo demonstragdes, e investigacoes sobre soli-
dos. Procuramos, com essa forma de apresentacao, acompanhar as etapas de amadurecimento de
um estudante do ensino bésico e proporcionar ao licenciando uma possivel reconstrucao de sua
experiéncia em Geometria.

Como este é um texto organizado para cursos de formacao de professores de Matemadtica da
escola basica, convém observar que nao repetimos aqui o material de Geometria que costuma ser
abordado na escola. Esses assuntos sdo objeto de muitos livros. O que fazemos, nesta Parte II de
nosso texto, é considerar o conhecimento geométrico sob um ponto de vista que, sob nossa o6tica,
falta na formacao tradicional do professor.

Bons experimentos e investigacdes geométricas para todos nos!
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Capitulo 4

Investigacoes geométricas iniciais

4.1 Introducao

Estudamos, neste capitulo, alguns experimentos com o objetivo de nos proporcionar uma
oportunidade de refletir sobre o ensino da Geometria em nossas escolas. Sugerimos que esses
experimentos sejam imaginados como atividades exploratério-investigativas a serem aplicadas
em sala de aula. Uma possibilidade é o professor apresentar a atividade a classe e, inicialmente,
delimitar sua ajuda a organizacao e a compreensdo da atividade. Uma forma do professor partici-
par da atividade é usar o método da interrogagdo, conforme proposto em [4], pag. 6. O professor
pergunta: o que € isso? por que vocé fez isso? Esse método permite ao professor conhecer seus
estudantes, e esses, por sua vez, percebem o que o professor acha que é importante.

Assim, pelo menos nos experimentos iniciais, o raciocinio dos estudantes nao deve ser di-
recionado. Deixando-os a vontade, eles mostrardo sua criatividade e encontrardo seus proprios
caminhos para justificar suas solucoes.

Um dos objetivos da escola é o de contribuir para a organizacdo do conhecimento espontaneo
e, aos poucos, dirigir o trabalho dos estudantes para a construcao do conhecimento social e cien-
tifico. Cada experimento se destina a estudantes com um determinado nivel de conhecimento e
de amadurecimento psiquico, e deve se constituir em um desafio para eles.

Os experimentos deste capitulo se inserem, a grosso modo, nos dois primeiros niveis de desen-
volvimento do pensamento geométrico, conforme proposto por Dina van Hiele-Geldof e Pierre
van Hiele (confira [4], pag. 2). O primeiro nivel é o do reconhecimento e visualizacdo dos obje-
tos geométricos. As atividades desse nivel consistem em observar os objetos, comparar uns com
0s outros por suas propriedades globais, dar-lhes nomes, descrevé-los com palavras e desenhos,
classificar e construir objetos similares usando papel, cola, etc. As atividades desse nivel se ini-
ciam com objetos s6lidos, e, posteriormente, com representacoes de objetos planos. O segundo
nivel é o da andlise, em que os estudantes observam os componentes dos objetos, medindo-os e
descrevendo-os, desenhando-os e construindo-os fisicamente com mais exatidao, e classificando-
os de acordo com seus componentes.

Os outros niveis do modelo de ensino de Van Hiele serdo considerados em capitulos posterio-
res. Sao eles: 3°) adeducao informal; 4°) a deducdo; 5°) o rigor. Embora ndo seguimos estritamente
o modelo referido, consideramos todos os niveis propostos nos diversos tomos deste livro.

41



42 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento

4.2 Iniciando com sélidos geométricos

O professor (ou o laboratério de Matematica da escola) tem caixas com objetos comuns que
inspiram diversas formas geométricas, como cubos, paralelepipedos, cilindros, esferas, etc. Ele
sempre inicia o primeiro curso de Geometria das criancas dividindo a sala em grupos e propondo
atividades com esses objetos.

O professor propde as criancas que descrevam
esses objetos usando suas proprias palavras e in-
ventando nomes para eles. Pede-lhes que agru-
pem objetos que tém alguma relacado entre si, e
descrevam o que tém em comum e o que tém de
diferente de outros objetos. Solicita-lhes que de-
senhem esses objetos e que construam, eles mes-
mos, representacoes usando arame, papel, canu-
dos interligados com fio ou cola, etc.
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Figura 4.1

Na construcao de objetos geométricos o professor propde técnicas simples, de modo que os
estudantes ndo percam muito tempo nesse trabalho, e ndo seja necessaria muita elaboracdo. Ve-
mos algumas construcoes simples nas Figuras 4.2 e 4.3. Na primeira temos uma pirdmide de base
quadrada construida com papel cartolina por estudantes do curso de licenciatura em Matemaética
da UFSCar. Pode-se ver no interior desse poliedro um tridngulo ilustrando sua altura. Na segunda
figura temos poliedros simples feitos de canudos e varetas. Havendo possibilidade, figuras ge-
ométricas confeccionadas de metal, madeira, plastico ou isopor podem ser adquiridas em lojas
especializadas. Vemos na Figura 4.4 uma esfera de pldstico e uma piramide de base quadrada feita
de metal.

Figura 4.2 Figura 4.3

Figura 4.4

Figura 4.5

Eventualmente, e tendo condicoes favoraveis, o professor pode estimular as criancgas a reali-
zarem construcoes mais elaboradas de objetos geométricos que possam servir para exposi¢cao ou
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para compor o material do laboratério de Matematica da escola. Na Figura 4.5 vemos um ico-
saedro e um cubo construidos com dobradura de papel pela Profa. Marlusa Benedetti da Rosa
(CAp-UFRGS). No texto [30] ela ensina como fazer esses poliedros. Nas Figuras 4.6 e 4.7 vemos
duas versoes caprichadas do icosaedro truncado feitas por um estudante da disciplina de Geome-
tria Espacial do curso de Licenciatura em Matemadtica da UFSCar.

Figura 4.6 Figura 4.7

Essas construcoes sao representativas dos objetos, e traduzem propriedades essenciais, como
lados de mesma medida, angulos retos, etc. A confec¢do e manipulacao desses objetos constituem
para os estudantes um auxilio para a construcao de abstragdes mentais de objetos geométricos
com precisdo crescente.

Os objetos geométricos podem ser estudados mediante a observacdo das relacdes reciprocas
entre seus elementos e os de outros objetos. Mas para a Geometria é também muito importante
o estudo das grandezas que possam ser associadas aos objetos, como comprimento, drea, volume
e medida de dngulos. Dessa forma sdo imprescindiveis as atividades que relacionam os nimeros
aos objetos. A caixa do professor da Figura 4.1 contém também instrumentos que permitem obter
medidas de objetos geométricos. Confira ilustracao na Figura 4.8.

Figura 4.8. Alguns instrumentos de medida de objetos geométricos.

O professor deve ainda estar atento a um tipo de exploracao dos sélidos que da origem a Ge-
ometria Combinatéria. Consiste em estudar as relacdoes que podem ser obtidas pela contagem
de elementos das figuras. Esse estudo nos leva a importantes propriedades, como a féormula de
Leonhard P. Euler, que relaciona a quantidade de vértices, arestas e faces de poliedros e grafos do
plano. Neste texto iniciamos o estudo da Geometria Combinatéria com varios problemas apre-
sentados na Secao 4.6.
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4.3 Percepcao de figuras geométricas planas

Com nossa visao fisica normal enxergamos objetos tridimensionais. Os objetos zero, uni e
bidimensionais sdao abstragdes de nossa mente. Eles, mesmo se existissem, nao seriam vistos por
noés. Seriam invisiveis. O nosso mecanismo de visdo decompoe estrategicamente os s6lidos em
suas partes mais simples, e essas sdo abstraidas como objetos geométricos de dimensdes baixas,
que sao mais faceis de serem processados logicamente. Por isso 0s objetos bidimensionais sdo
primeiro observados como as “capas” dos sélidos, os unidimensionais como os bordos ou arestas
dos objetos bidimensionais, e 0s pontos como as quinas ou dobras das arestas.

A escola, ao trabalhar com a Geometria, também adota essa reducdo. Por ser mais simples
do ponto de vista da légica, a Geometria Plana é construida primeiro. Com ela se estudam as
propriedades das retas, suas intersecoes, os pontos, e as figuras planas formadas por segmentos
de reta e outras linhas. O estudo mais formal da Geometria Espacial é deixado para uma etapa
posterior devido as dificuldades que apresenta.

Entretanto constatamos que a passagem da observacao dos sélidos para a abstracado de figuras
do plano é uma etapa complicada para as criancas e deve ter a maior atencao possivel da escola.
Em atividades em sala de aula, as figuras planas podem ser “destacadas” dos sélidos e representa-
das com o uso de desenhos, geoplanos, dobradura ou recortes de papel, objetos concretos feitos
de varetas, etc. Assim a crianca comeca a adquirir familiaridade com triangulos, quadrados, retan-
gulos, circulos, segmentos, retas, pontos, etc. As convenc¢des conexas a esses campos conceituais,
como nomes e formas de representacado, precisam ser cuidadosamente trabalhadas pelo profes-
SOr.

Experimentos com planificacdes de s6lidos geométricos sdo muito interessantes para desen-
volver a abstracao de formas tridimensionais e a visao espacial intuitiva, e podem servir de ponte
entre a geometria espacial e a geometria do plano.

O professor planeja uma aula para estudo de planificacdes de poliedros. Solicita dos estudan-
tes que tragam para a aula caixinhas de papel usadas para acondicionar alimentos ou remédios
em forma de cubos, paralelepipedos, prismas, cilindros, etc. Providencia também papel, régua,
tesouras, cola, etc.
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Figura 4.9

Na aula essas caixinhas sdo desdobradas formando regides poligonais planas (exemplo na Fi-
gura 4.9). Esses formatos (depois que sao retiradas as abas que servem para colagem) sao deno-
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minados “planificacdes”. Apds o estudo dessas figuras o professor propoe aos estudantes a acao
inversa: o planejamento da construcao de uma caixa de determinado formato come¢ando com a
construcdo de sua planificacao.

Em uma segunda atividade com planificacoes de poliedros, o professor propde aos estudantes
um trabalho com um sabor mais investigativo. D4 exemplo de uma planificacao do cubo (como
o da Figura 4.10) e solicita dos estudantes que descubram outras planificaces. Depois apresenta
problemas correlatos (por exemplo, Problemas 4.5.3 e 4.5.6).

Figura 4.10. Um exemplo de planificacao do cubo.

4.4 InvestigacoOes sobre objetos geométricos planos

Apresentamos uma lista de ideias de experimentos geométricos que podem ser preparados
para aplicacdo em sala de aula. Alguns desses experimentos foram aplicados por professores que
os publicaram em revistas ou livros. Em todos eles supomos que os estudantes ainda estao ini-
ciando seus estudos em Geometria, de modo que ndo se destinam, numa primeira abordagem, a
aprofundamentos.

4.4.1 Construindo triangulos

Nossa primeira experiéncia é uma proposta de atividade para percepcao da desigualdade tri-
angular.

O professor leva a sala de aula um pacote de canudos,
entrega um para cada estudante, e lhes pede que cortem
cada canudo em trés partes. Explica-lhes que o tamanho %
dessas partes precisa variar, assim cada um deve fazer os
cortes de forma a obter pedacos de tamanhos variados.
Em seguida pede que cada um faga um triangulo com as
trés partes de um canudo. Depois de constatar que esse
triangulo pode ser construido ou ndo, pede para os es-
tudantes investigarem como o canudo pode ser cortado
para que um tridngulo seja formado. Figura4.11

Os estudantes podem também investigar como os canudos devem ser cortados para se obter:
i) um triangulo com todos os lados de mesma medida; ii) um tridngulo com dois lados de mesma
medida e o terceiro diferente; iii) um triangulo com um angulo maior do que o angulo reto.

4.4.2 Investigando losangos e paralelogramos

O professor constroi com os estudantes quadrados e retangulos com varetas de modo que a
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unido das varetas permita seu giro, possibilitando a deformacao dos quadrados em losangos e dos
retangulos em paralelogramos. Sugere entdo aos estudantes que investiguem quais propriedades
dos losangos e paralelogramos se conservam mesmo depois de deformados, e quais propriedades
nao se conservam.

Figura 4.12. Um quadrado e duas deformacgdes como losangos.

Pode-se estudar também deformacdes de outros poligonos, quais propriedades se conservam
e quais ndo se conservam.

Vemos em [4], pagina 3, a ideia de usar um reticulado de dois feixes de retas paralelas equi-
distantes para que os estudantes se familiarizem com paralelogramos. E uma oportunidade para
o entendimento do que sdo lados opostos, lados adjacentes, angulos opostos, angulos adjacen-
tes, e paralelismo de lados opostos. Esse estudo pode ser aproveitado para a compreensao do
significado das seguintes frases: “um paralelogramo tem dois pares de lados opostos e dois pares
de angulos opostos”; e “em um paralogramo lados opostos sao paralelos”. A primeira frase vale,

naturalmente, para qualquer quadrilatero.
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Figura 4.13. Um reticulado de paralelogramos para investigar suas propriedades.

As seguintes questoes podem ser trabalhadas: como deve ser o reticulado para que os parale-
logramos sejam losangos? retangulos? quadrados?

4.4.3 Perimetro e drea de quadrados

Uma professora apresentou a seguinte atividade de investigacdo a estudantes de uma classe
da 72 série ([11], adaptado):

O quadrado a direita tem lado com 4 cm. Por
coincidéncia sua area é igual ao seu perimetro.
Investigue se isso acontece s6 para esse qua-
drado, e quais sdo as outras situagoes que podem
ocorrer.

Figura 4.14
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Os estudantes calcularam a drea e o perimetro de quadrados com lados com valores inteiros de
1 a 10, e concluiram que: i) a coincidéncia s6 ocorre quando o lado mede 4 cm; ii) a d&rea é menor
do que o perimetro quando o lado mede menos do que 4 cm; iii) a 4rea € maior do que o perimetro
quando o lado mede mais do que 4 cm. Um dos estudantes usou dlgebra para estabelecer essas
conclusdes. Acompanhando o Problema 4.5.12 e seus prosseguimentos vocé pode explorar mais
essas ideias.

4.4.4 Problema do sitiante

Alguns experimentos iniciais podem ser necessdrios. Constatamos que uma ideia recorrente
em estudantes € acreditar, sem muita reflexdo, que se duas figuras planas tém o mesmo perimetro
entdo tém a mesma area. Alguns experimentos simples podem ajudar.

Emendando as duas pontas de um pedaco
de barbante podemos construir figuras de
mesmo perimetro mas de formatos diferen-
tes e de modo que se possa ver facilmente

nao tém a mesma area. i
que ndo tém a mesma area Figura 4.15

Outra ideia é construir poligonos de mesmo perimetro e com dreas diferentes. Para isso pode-
mos usar um geoplano ou desenhos em uma folha de papel.
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Figura 4.16. Poligonos de mesmo perimetro e com areas diferentes.

Com essa experiéncia prévia os estudantes podem investigar o chamado “problema do siti-
ante”.

Um sitiante dispée de um rolo de

tela suficiente para fazer um cer- g
cado de base retangular com 100 m
de perimetro, com o qual ele deseja
proteger das galinhas sua plantagdo
de alface. Quais devem ser as di- 1> -
mensoes da base do cercado para 1
que sua area seja maxima? Figura 4.17
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Observamos que essa atividade pode ser apresentada mesmo para estudantes que ainda nao
estejam familiarizados com o uso de recursos algébricos. Confira a Atividade 4.7.5, quase no fi-
nal deste Capitulo. Os Problemas 4.5.13 e 6.7.20, assim como o Tema 6.8.3 complementam esse
estudo.
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4.4.5 Duplicacao de areas e volumes

O professor apresenta as criancgas de sua sala de aula o desenho de um segmento (digamos
com 3 cm) e lhes pede que desenhem um segmento com o dobro do comprimento. Depois dessa
experiéncia, o professor lhes apresenta um quadrado (digamos com lado de 3 cm) e lhes pede que
desenhem um quadrado com o dobro de area. Pode contextualizar, por exemplo, “esse quadrado
representa um pasto que da conta de alimentar exatamente trés vacas. Desenhe um pasto qua-
drado que dé conta de alimentar exatamente seis vacas”. O professor acompanha o trabalho dos
estudante e vai dialogando com eles. Assim, se algum grupo desenhar um quadrado com lado de
6 cm, o professor pode colocar nesse quadrado quatro quadrados com lado de 3 cm, e perguntar:
quantas vacas podem comer aqui?

O mesmo problema pode ser proposto a respeito de volume de cubos. As criancas podem ser
desafiadas com outras figuras geométricas, como tridngulos, circulos, etc.

4.4.6 Ladrilhando o plano
AN

O professor leva a sala de aula cartdes OI:EE
cortados em forma de poligonos regu- Q
lares, variando a quantidade de lados e g O

com muitos exemplares para cada tipo Q

de poligono. Os poligonos de diferen-

tes tipos tém lados de mesma medida,

de modo que seja possivel encaixa-los [AN

para formar ladrilhamentos no plano. O

Como tarefa os estudantes devem des-
cobrir formas de ladrilhar um plano
com esses poligonos, descrever esses
ladrilhamentos e desenha-los.

&

Figura4.18

4.4.7 Disseccoes

Um método muito util para o estudo de figuras consiste em decompo0-las em figuras menores
convenientemente escolhidas, e depois fazer um rearranjo dessas partes. Com isso propriedades
importantes podem ser observadas. Um exemplo bem simples é a configuracdo descrita na Figura
4.19, na qual um paralelogramo se transforma em um retangulo. Aqui é importante fazer a obser-
vagdo das propriedades que se conservam com o rearranjo das partes, de modo que se possa obter
leis geométricas interessantes.

N

Figura 4.19. Estudo de propriedades mediante decomposicao.
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4.4.8 Um experimento geométrico mecanico

Vemos, na Figura 4.20, a esquerda, um instrumento mecanico construido para fazer desenhos
em uma folha de papel, e, na mesma figura, a direita, vemos um esquema geométrico desse instru-
mento. Consiste de duas varetas rigidas e retas. Em uma das extremidades da vareta maior vemos
um ponto B em que se coloca perpendicularmente uma ponta de grafite para fazer o desenho. Na
outra extremidade da vareta maior vemos um ponto A em que se coloca perpendicularmente uma
ponta seca para fixar o instrumento ou servir de guia em um movimento. Em uma das extremi-
dades da vareta menor vemos um ponto O em que também se coloca uma ponta seca para fixar
ou servir de guia. Os pontos A e O permitem movimento de rotacdao. Na outra extremidade da
vareta menor vemos um ponto C em que se coloca um pino que permite movimento de rotacao
da vareta. Esse pino é ajustado em um ponto da vareta maior. Dessa forma as duas varetas ficam
interligadas no ponto C mas podem rotacionar em torno desse ponto.

Figura 4.20. Um instrumento mecanico para desenhar no plano.

Particularmente nosso instrumento € construido com as seguintes propriedades (outras possi-
bilidades podem ser exploradas): o comprimento de AB é o dobro do de OC, e C é o ponto médio
de AB.

Vamos explorar o uso desse instrumento na seguinte situacdo: tomamos uma reta r € um
ponto P nessa reta, como na Figura 4.21, a esquerda. Fixamos a ponta seca O do instrumento
em P, e fazemos a ponta seca A deslizar sobre a reta r, como na Figura 4.21, a direita. O experi-
mento consiste em determinar que tipo de desenho se obtém com o grafite em B. Deixamos essa
descoberta para o leitor.

r r O

P A

T e

Figura 4.21. Uma experiéncia com um instrumento mecanico.



50 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento

4.5 Problemas

Problema4.5.1. Como deve ser um reticulado de dois feixes de retas paralelas e equidistantes para
que os poligonos menores formados por ela sejam: (i) quadrados; (ii) retangulos nao quadrados;
(iii) losangos ndo quadrados; (iv) paralelogramos nao losangos e nem retangulos.

Problema 4.5.2. Descreva o poliedro representado nas Figuras 4.6 e 4.7.

Problema 4.5.3. Dentro de um cubo fechado de papeldo temos, em um vértice, uma formiguinha,
e no vértice diagonalmente oposto, um grao de agucar (pontos A e B do cubo da Figura 4.22). Qual
o menor caminho que pode fazer a formiga para alcancar o grao de agucar?

Figura 4.22. Cubo com grao de acucar.

Problema 4.5.4. Em uma aula sobre planificacdes do cubo um grupo de estudantes produziu o
desenho da Figura 4.23. Ao tentar montar o cubo, o grupo descobriu que isso ndo era possivel.
Muitas justificativas foram dadas pelos participantes e estdo listadas nas op¢des abaixo. Assinale
aquela que tem fundamento e, para cada uma das outras alternativas, por que ela foi descartada.

Figura 4.23. Tentativa de planificar um cubo.

i) Numa planificacao do cubo nao podem haver trés quadrados alinhados.
i) Numa planificacdo do cubo tem de haver quatro quadrados alinhados, devendo estar os dois
quadrados restantes um de cada lado oposto dos quadrados alinhados.

iii) Numa planificacdo do cubo, quando trés quadrados estdo alinhados, ndo se pode ter os outros
trés também alinhados.
iv) Numa planificacdao do cubo ndo podem haver quatro quadrados formando um quadrado maior.

v) Se na planificacao existirem quadrados com um tnico vizinho, eles tém que estar, aos pares, na
mesma linha vertical ou horizontal.

Problema 4.5.5. Na Figura 4.24 vemos planificagdes de prismas. Como eles sdo? Como sdo as
planifica¢coes de prismas obliquos?
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Figura 4.24

Problema 4.5.6. A professora [1] apresentou a uma classe de estudantes a Figura 4.25, com duas
planifica¢gbes do cubo. Solicitou que colorissem os quadrados da planificacdao da direita de modo
que as duas planificagdes, quando dobradas, resultassem em dois cubos idénticos. a) Resolva
vocé também o problema, e identifique as possiveis dificuldades que podem ter estudantes do
ensino bdsico ao resolver a questao. b) Na Figura 4.26 o problema é o mesmo, mas as cores foram
substituidas por letras. Qual é a diferenca dos dois casos?

/
C A | D
E
F
Figura 4.25 Figura 4.26

Problema 4.5.7. Em [34] vemos um exemplo de uma planificacdo que, quando dobrada de duas
formas diferentes, gera dois poliedros diferentes. Confira isso. A planificacdo esta na Figura 4.27.
Em cada versao, ao dobrar, junte arestas nomeadas pela mesma letra.

Figura 4.27

Problema 4.5.8. A Figura 4.28 mostra um cubo seccionado por um plano. Esse plano determina
quatro segmentos em quatro faces do cubo. Como ficam esses quatro segmentos depois que plani-
ficamos o cubo? Escolha algumas planificagées do cubo e desenhe nelas esses quatro segmentos.

Problema 4.5.9. Um estudante reparte um canudo em trés partes de comprimentos a, b e c. Se
a = b+ c entdo essas partes nao podem formar um tridngulo, certo? Ese a < b+ c?

Problema 4.5.10. Um estudante reparte um canudo de comprimento d em trés partes de compri-
mentos a, b e c¢. Quais sao as condicoes sobre essas grandezas para que possa ser construido com
essas trés partes um: i) tridngulo equilatero; ii) triangulo issceles ndo equilétero; iii) tridngulo
escaleno; iv) triangulo obtuso.
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Figura 4.28. Um plano seccionando um cubo.

Problema 4.5.11. Como vimos, uma deformacao de um poligono plano consiste em transformé-
lo em outro poligono plano mudando seus angulos mas ndo as medidas de seus lados. O triangulo
é rigido, isto é, ndo é deforméavel. Usando desenhos constate que todo quadrilatero, seja ele con-
vexo ou ndo, é deformavel.

Problema 4.5.12. Na atividade sobre dreas e perimetros de quadrados desenvolvida na Subsecao
4.4.3, utilize um modelo algébrico para estabelecer as conclusoes (i), (ii) e (iii). Seu modelo algé-
brico funciona para quadrados com lados de medida inteiro positiva apenas ou para valores reais
positivos quaisquer? Prossiga no estudo dessa questdao com a Atividade 4.7.3 e o Tema 6.8.3.

Problema 4.5.13. Em uma investigacdo sobre o problema do sitiante, visto na Subsec¢do 4.4.4,
o professor sugeriu aos estudantes que considerassem também cercados em forma de tridngulos
equilateros e de circunferéncia. Considerando-se cercados em forma de quadrado, triangulo equi-
latero, hexdgono regular e de circunferéncia, sempre com o mesmo perimetro, qual tem a maior
area?

Problema 4.5.14. Estude o seguinte mecanismo.

Vemos na Figura ao lado o esquema de um
portdo basculante. A barra AE representa a
secdo do portao, e a canaleta BF é fixa ver-
ticalmente e serve de guia para o pino D, fi-
xado em AE. O pino B esté fixo na barra BC
e na parte superior da canaleta, e permite
movimento de rotacao. C é um pino fixado
em AE e em BC e permite movimento de ro-
tacdo. Temos AC = BC = CD. Investigue a
seguinte questdo: quando o portao se movi-

menta, existe o perigo dele bater no teto? U
F

Figura 4.29

Problema 4.5.15. Vemos na Figura 4.30 um possivel mecanismo para fazer desenhos numa folha
de papel. O que serd que ele consegue fazer? Quais propriedades deve ter o mecanismo para
realizar isso?
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Figura 4.30

Problema 4.5.16. Alguém teria dito que “duas retas paralelas se encontram no infinito”. Como
voceé interpreta essa frase?

4.6 Temas para investigacao

Tema 4.6.1. Algumas planificagées do cubo sdo, sob certo ponto de vista, as mesmas, embora te-
nham desenhos diferentes. Por exemplo, na Figura 4.31, as planificacoes (a) e (b) parecem ser es-
sencialmente as mesmas. Por outro lado, (c) e (d) parecem ser as mesmas, mas diferentes das duas
primeiras. Pense em uma forma de descrever o que seriam duas planificacées que sejam essenci-
almente as mesmas. Podemos denominar de “equivalentes” duas planificacoes nessas condicoes.
Descubra quantas planificacdes do cubo existem que ndo sejam equivalentes duas a duas.

(@ (b) © (d)

Figura 4.31. Exemplos de planifica¢es do cubo.

Tema 4.6.2. Resolva o mesmo problema do tema 4.6.1 para o tetraedro e o octaedro.

Tema 4.6.3. Um poliminé é uma figura plana formada por quadrados iguais de modo que todo
quadrado tem pelo menos um lado em comum com outro quadrado. Um n-poliminé é formado
por n quadrados. Assim temos 0s monominoés, os dominds, os trimonds, os tetraminds, os penta-
minds, etc. Dois n-poliminds sdo considerados equivalentes se um puder ser sobreposto ao outro
(por rotacao ou reflexdo). a) Desenhe todos os poliminds nao equivalentes constituidos por 1,
2, 3, 4 ou 5 quadrados. b) Seja P(n) a quantidade de n-poliminds ndo equivalentes. Ache P(n)
para alguns valores de n. ¢) Qual é o menor n para o qual existe um n-poliminé com buraco? d)
Desenhe politridngulos e polihexdgonos, formados, respectivamente, por triangulos equildteros e
hexagonos regulares.
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Figura 4.32. Tetraminds ndo equivalentes.

Hobr At

Figura 4.33. Cubos-soma ndo regulares com até quatro cubos.

Tema 4.6.4. Um policubo é uma figura espacial formada por cubos iguais de modo que pelo me-
nos uma face de cada cubo coincide com uma face de outro cubo. Essas figuras sdo também de-
nominadas cubos-soma. Sao ditos serem distintos se ndo puderem ser sobrepostos por rotacoes
espaciais. Um cubo-soma se diz regular se for convexo, e ndo-regular, caso contrario.

a) Determine todos os cubos-soma constituidos por 1, 2, 3 ou 4 cubos. b) O poeta Piet Hein desco-
briu, em 1936, que combinando os cubos-soma ndo regulares de 3 e 4 cubos (confira Figura 4.33)
é possivel formar um cubo 3 x 3. Confira isso vocé também. c) Seja C(n) a quantidade de cubos-
soma que se pode construir (a menos de rotagdes) com n cubos. Calcule C(n) para alguns valores
de n. d) Os dois tltimos cubos-soma da Figura 4.33 ndo sdo o mesmo por rotacao? e por reflexao?
e) Investigue outras propriedades dos cubos-soma.

Tema 4.6.5. Com relacao a experiéncia da Subsecao 4.4.6, descubra: (i) ladrilhamentos feitos com
um unico tipo de poligono regular; (ii) ladrilhamentos feitos combinando dois tipos de poligonos
regulares.

Tema 4.6.6. Poligonos regulares também podem ser ladrilhados com outros poligonos regulares.
Vemos na Figura 4.34 um ladrilhamento do dodecdgono. Descubra mais poligonos regulares que
podem ser ladrilhados com outros poligonos regulares.

Figura 4.34 Ladrilhamento do dodecédgono. Figura 4.35 Uma “planificacdo” do 4-hipercubo.

Tema 4.6.7. Como poderia ser definido um 4-hipercubo, isto é, um cubo de dimensao quatro?
Estude suas propriedades. A Figura 4.35 apresenta uma “planificacdo” de um 4-hipercubo. Pro-
cure entendé-la e verifique se existem outras possibilidades diferentes de “planificacao” do 4-
hipercubo. Esse objeto é também denominado tesserato.
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Tema 4.6.8. Podemos formar anéis de poligonos regulares em volta de outro poligono regular.
A Figura 4.36 mostra um exemplo de pentdgonos regulares em volta de um dodecdgono regular.
Ache outros casos.

Figura 4.36. Anel de poligonos regulares.

Tema 4.6.9. Os frisos sdo muito utilizados em arquitetura, pinturas de ceramicas, vestimentas ce-
rimoniais, etc. Em Geometria, um friso consiste de uma faixa (infinita) delimitada por duas retas
paralelas e contendo figuras repetidas obedecendo a algum padrdo. Aqui interessa-nos exami-
nar os tipos de movimento da faixa que a conservam invariante. Seguem as descricoes de alguns
movimentos que podem ser considerados. (i) T translacdo: consiste em deslocar a faixa a uma
distancia fixa na direcdo das retas paralelas que delimitam o friso. (ii) V reflexdo em relacao a uma
reta perpendicular a dire¢do das retas paralelas que delimitam o friso. (iii) H reflexdo em relacao
a uma reta paralela a direcao das retas que delimitam o friso. (iv) R rotagdo de meia volta. Pode
ocorrer que um friso seja invariante por uma composicao de dois ou mais desses movimentos.

Figura 4.37. Friso geométrico com cores do povo Pueblo.

a) Suponha que um friso seja invariante por uma translacao de distancia d. Quais sdo as outras
translacdes sob as quais o friso é invariante? b) Suponha que um friso seja invariante por uma
reflexdao do tipo H. Qual € a reta de reflexdo? c) Suponha que um friso seja invariante por um
movimento do tipo R. Onde esta o ponto pivo da rotacao? d) Encontre os movimentos que deixam
invariantes os frisos ilustrados nas Figuras 4.37, 4.39 e 4.38.

Figura 4.38. Friso geométrico.
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Figura 4.39. Friso de ceramica Ming.

4.7 Atividades para licenciandos e professores

Atividade 4.7.1. Pesquise na internet fontes de informacao sobre as propostas dos cientistas ho-
landeses Dina van Hiele-Geldof e Pierre van Hiele sobre o ensino da Geometria.

Atividade 4.7.2. Seguem algumas perguntas sobre a experiéncia da Secdo 4.4.1. a) Vocé acha que
essa experiéncia com canudos pode dar oportunidade aos estudantes de apreender a desigual-
dade triangular? Qual é a diferenca entre esse tipo de aprendizado sobre a desigualdade triangular
e aquele académico, feito em aulas expositivas, tipo AC < AB + BC? b) Veja se na experiéncia com
canudos o professor pode aproveitar para propor a observacao dos diferentes tipos de triangulos
(equilatero, isOsceles, etc.). O que é melhor, ensinar logo a nomenclatura desses tipos, ou antes
sugerir aos estudantes que eles mesmos inventem nomes?

Atividade 4.7.3. Na atividade sobre dreas e perimetros desenvolvida na Subsecao 4.4.3 apenas um
estudante utilizou recursos algébricos para resolver a questao. Os outros usaram apenas exemplos
com valores. Vocé aceitaria como vdlida essa investigacao? Como o professor deve proceder nessa
situacdo? Essa atividade pode servir de ponte entre exploracoes com valores e solugoes algébricas?

Atividade 4.7.4. Pergunte para estudantes se duas figuras planas de mesmo perimetro tém mesma
drea. Parece que existe uma tendéncia em se pensar que sim. Procure confirmar essa suposta
tendéncia através de conversas com estudantes ou usando questiondrios.

Atividade 4.7.5. O problema do sitiante, visto na Subsecao 4.4.4, foi apresentado a um grupo de
estudantes. Usando um geoplano para simular cercados em forma de retangulos, eles produziram
a tabela seguinte:

ladol lado2 perimetro drea
5m 45m 100 m 225 m?
10m 40m 100m 400 m?
15m 35m 100m  525m?
20m 30m 100m 600 m?
25m 25m 100m  625m?

Desses dados concluiram que o retangulo que tem a maior area é o quadrado, e que o sitiante
deveria fazer um cercado de base quadrada com lado de 25 m.

Vocé aceitaria essa conclusdao como matematicamente valida? Por exemplo, o que dizer de
valores inteiros para o lado 1 que nao foram considerados, como 6 m, 7 m, etc.? E valores interme-
didrios, como 6,5 m, 7,5 m, ...2 Que providéncias vocé tomaria a esse respeito em suas aulas? Como
mudar a atividade para que a resposta nao seja obtida considerando apenas valores inteiros?
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Atividade 4.7.6. Na atividade da Secao 4.4.6 um professor ofereceu para experimentacgao os se-
guintes tipos de poligonos regulares: tridangulos, quadrados, pentagonos e hexdgonos. Um grupo
de estudantes descobriu que é possivel ladrilhar o plano com poligonos de um s6 tipo usando tri-
angulos, quadrados ou hexdgonos. O professor entdo pergunta: serd que existem outros tipos de
poligonos regulares que também podem formar ladrilhamentos? O questionamento que fazemos
aqui é se estudantes que ainda ndo aprenderam medida de angulos conseguem argumentar que
ndo existem outros tipos.

Atividade 4.7.7. Como explicar o que é um cilindro para estudantes que estao iniciando seu apren-
dizado geométrico? Vocé consideraria, para iniciar, o uso de desenhos e recortes?

Atividade 4.7.8. O que a disseccao ilustrada na Figura 4.19 pode ensinar para os estudantes?

Atividade 4.7.9. Imagine uma atividade com estudantes tendo por base a Figura 4.40. O que eles
podem aprender? O que a atividade ira lhe indicar sobre as habilidades dos estudantes?

YANA

Figura 4.40. Desenho referente a Atividade 4.7.9.

Atividade 4.7.10. A seguinte atividade foi proposta para estudantes ([21], pagina 55, adaptada).
Analise-a e prepare uma aula de Geometria com essa ideia.

“Imagine que vocé tenha um amigo em outra cidade, e vocé sabe que ele tem uma caixa com
muitos cubos, todos do mesmo tamanho. Prepare uma mensagem para ele construir as formas da
Figura 4.41. Voceé pode dar explicacoes usando desenhos e palavras”.

Ho b et

Figura 4.41. Figuras construidas com cubos usadas na Atividade 4.7.10.

Atividade 4.7.11. Em [8] os autores investigaram concepc¢oes de estudantes e professores de um
curso de formacao de docentes em ciéncias sobre a importancia do uso de atividades experimen-
tais em sala de aula. Os participantes assinalaram os objetivos pedagégicos que visualizaram para
o uso dessas atividades. Esses objetivos foram classificados (8], pags. 262 e 263) em quatro cate-
gorias: a) Objetivos relativos ao saber (v.g. melhorar a aprendizagem da teoria e descobrir as leis
cientificas por meio da experiéncia); b) objetivos relativos ao saber e ao saber fazer (v. g. aplicar os
conhecimentos teéricos para estudar e compreender novos fend6menos e situacdes e propor hip6-
teses para solucionar problemas sugeridos); c) objetivos relativos ao saber fazer (v. g. desenvolver
a observacao e habilidades manipulativas e analisar dados para obter conclusdes); e d) objetivos
relativos ao ser (v.g. ficar motivado, desenvolver atitudes cientificas e a iniciativa pessoal).
Comente os objetivos apontados. Esses objetivos sao validos também para a Matematica?
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Atividade 4.7.12. Vocé costuma utilizar ou ja utilizou atividades experimentais em suas aulas de
Matemadtica? Descreva as experiéncias e o que conseguiu com elas. Quais sao as dificuldades que
o professor normalmente tem para implementar o uso de experimentos no ensino da Geometria?

Atividade 4.7.13. Admitindo a hipétese de que o uso de experimentos € muito importante no en-
sino da Geometria, por que serd que nos acostumamos a ensinar Geometria de forma académica,
e nos esquecemos de usa-los?

Atividade 4.7.14. Vocé e seus estudantes podem construir um pantdégrafo, um instrumento que
permite ampliar desenhos. Um esquema desse instrumento estd representado na Figura 4.42.
Consiste de quatro varetas OC, CG, PL e PK. As varetas OC e CG tém o mesmo comprimento e
se articulam em C, e PL e PK se articulam em P. A vareta PL é presa a vareta OC em A por um
pino que permite movimento de rotacao, e a vareta PK é presa a vareta CG em B por um pino que
também permite movimento de rotacdo. Os comprimentos de PA e PB podem variar mas devem
obedecer as condi¢cdoes OA = AP = BC e AC=PB = BG. O ponto O é fixado a mesa de desenho, o
ponto P é uma ponta seca e em G é colocado um grafite. Se fizermos a ponta P seguir os tracos de
um desenho, o grafite G repete esse desenho mas ampliado na escala OG/OP.

Figura 4.42



Capitulo 5

Inicio da construcao da Geometria como
Ciéncia

5.1 Introducao

Vimos, no Capitulo anterior, como o estudante, através da acdo da escola, da seus primeiros
passos no estudo abstrato da Geometria. Inicia com a observacao dos s6lidos geométricos e, em
seguida, passa para o estudo dos objetos planos e construcao de suas representacgoes.

Vemos agora uma fase em que se inicia uma organizacao das ideias e dos fatos observados. E
0 que a autora [4], padg. 3, chama de “nivel da deduc¢ado informal”. Os conceitos sdao melhor des-
critos e aparecem as definicdes, mesmo que de forma isolada de alguma estrutura. Os estudantes
relacionam propriedades de figuras de uma mesma classe, surgindo as primeiras indu¢des e ana-
logias. A notagdo algébrica é, aos poucos, introduzida, e o raciocinio dedutivo passa a ter papel
mais atuante nas conclusoes.

Neste capitulo nos dedicamos ao estudo dos angulos e de um importante resultado da Geo-
metria Euclidiana, o de que a soma dos angulos de um triangulo qualquer é 180°.

5.2 O conceito de angulo

Em seus primeiros contatos com a noc¢ao de angulo as criang¢as consideram aspectos mais
concretos. Assim um angulo é um telhado de uma casa ou uma rampa para o automaovel subir e
entrar na garagem. Ao fazer observacoes em sé6lidos, os dngulos sdo as quinas. Posteriormente,
com a construc¢ado de representacoes através de desenhos, parece que a no¢cao mais usada é a que
toma como angulo o desenho de uma cunha, conforme ilustrado na Figura 5.1, a esquerda.

lado

N v

lado

Figura 5.1. A esquerda, representacdo da nocdo de angulo adotada por criancas. A direita, sintese
adotada pela Geometria.
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A Geometria sintetiza essa ideia e define angulo como um conjunto formado por duas semirre-
tas ndo colinares com uma origem comum. As duas semirretas sdo os lados do angulo, e a origem
comum V é seu vértice. Confira a Figura 5.1, a esquerda.

Medimos angulos usando um transferidor. Adotamos aqui transferidores que usam graus como
unidade de medida. Todo angulo tem como medida um numero real entre 0 e 180, uma tradicao
que remonta aos matematicos sumérios. Se x é um nimero real tal que 0 < x < 180, a medida x
em graus de um angulo é anotada por x°. Mas frequentemente usamos o mesmo simbolo para
indicar o angulo e sua medida. Neste texto nao definimos angulos de medida 0° ou 180°, mas es-
ses valores podem aparecer em célculos algébricos. Pelo mesmo motivo podem aparecer valores
maiores, por exemplo, 360°.

Usando um transferidor observamos a seguinte propriedade: se dois angulos tém um lado em
comum e se os outros dois lados formam uma reta, entdo a soma das medidas desses angulos é
180°. Confira o desenho da esquerda da Figura 5.2. Dizemos que esses angulos sdo suplementares.
Observamos também que se vérios angulos tém vértice comum e tém lados coincidentes dando
“uma volta” como no desenho da direita da Figura 5.2, entdo a soma desses angulos é 360°.

Figura 5.2. A esquerda, angulos com soma 180°. A direita, angulos com soma 360°.

Nos desenhos, para facilitar a identificacao, angulos podem ser indicados por arcos ou seto-
res de discos, como fizemos na Figura 5.2. Enfatizamos que esses elementos nao fazem parte do
angulo, e sdo apenas facilitadores para a visualizacao.

Outra propriedade de facil observacdo é a seguinte. Duas retas concorrentes formam, com
vértices no ponto de encontro, quatro angulos. Na Figura 5.3 chamamos esses angulos de a, b, c e
d.

Figura 5.3. Angulos opostos pelo vértice.

Notemos que os lados de b sdo as semirretas opostas dos lados de a. Dizemos que a e b sdo
opostos pelo vértice (abreviadamente opv). Um dos primeiros célculos algébricos que se faz em
Geometria € constatar que a = b. Note que c e d também sdo opv e, assim, ¢ = d.

Na Geometria podem ocorrer angulos com qualquer medida, mas existem alguns que se des-
tacam, pois aparecem comumente nos objetos geométricos mais utilizados. Sem ddvida o mais
importante é o dngulo de medida 90°, também denominado dngulo reto. Dizemos que os lados
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de um angulo reto sdo perpendiculares. As retas que contém os lados de um angulo reto também
sdo chamadas de retas perpendiculares, e elas formam quatro angulos retos. E costume indicar os
angulos retos nos desenhos com um pequeno quadrado, como fazemos na Figura 5.4.

Figura 5.4. Representacdes de angulos retos.

Na escola o conceito de angulo deve ser trabalhado através de atividades de experimentacao
e investigacdo, como identificacdo e medicao de angulos em situacoes que envolvem seu cotidi-
ano, e com a orientacdo do professor fazem representacdes de angulos de objetos geométricos
os mais diversos. Aprendem também que dobrando uma folha de papel levando um vinco sobre
ele mesmo, o vinco da dobra é perpendicular ao primeiro. Dessa forma se obtém angulos retos
usando dobraduras. Dobrando novamente, podemos dividir ao meio um angulo reto e obter um
angulo de 45°.

5.3 Angulos em feixes de paralelas

Em um plano, duas retas paralelas ndo se encontram e, portanto, nao produzem angulos. Ve-
mos, na Figura 5.5, a esquerda, um feixe de retas paralelas, e angulo nenhum.

Lo\
A
L \
/ X

Figura 5.5. A esquerda, feixe de retas paralelas em um plano. A direita, retas transversais a um feixe
de paralelas mostrando angulos correspondentes.

Dado um feixe de paralelas, uma reta a elas transversal produz muitos angulos, na verdade,
quatro em cada reta do feixe. A Figura 5.5, a direita, ilustra alguns casos. Vemos, em relacdo a
transversal ¢, dangulos em uma mesma posicao. Dizemos que sdo correspondentes. Em relacdo
a transversal s, os angulos distinguidos também estdo em uma mesma posicao, e igualmente sdao
ditos serem correspondentes. Para cada transversal existem quatro familias de &ngulos correspon-
dentes.

Nas situacdes acima consideradas, dngulos correspondentes em uma transversal tém a mesma
medida.
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Notamos que vale também a afirmacdo reciproca: Se um reta transversal a outras duas produz
um par de angulos correspondentes de mesma medida, entdo essas duas retas sao paralelas.

A primeira afirmac¢do depende da unicidade da paralela a uma reta dada por um ponto dado.
Na segunda afirmacao, se as retas nao fossem paralelas elas formariam um triangulo, e os angulos
correspondentes nao teriam a mesma medida.

5.4 Angulos em tridngulos

Oslados de um trildtero determinam trés angulos. Por isso os trildteros sao também chamados
de triangulos, sendo essa a designacao mais comum. Esses angulos sdo denominados dngulos
internos do triangulo, ou, simplesmente, dngulos do triangulo.

Figura 5.6. Angulos de um triangulo.

Na Figura 5.6 vemos representagoes de tridngulos e seus angulos. Os dngulos estdo nomeados
a, b e c, e usamos esses mesmos simbolos para indicar suas medidas. Se for conveniente para
maior clareza os angulos podem ser indicados com pequenos setores de disco.

Um tridngulo especial é o is6sceles: sdo os triangulos com dois lados de mesma medida. Es-
ses dois lados chamam-se lados laterais, e o terceiro lado, base. Os angulos que contém a base
chamam-se dngulos da base, e o terceiro chama-se dngulo do vértice. Confira a Figura 5.7.

vértice

a

lado lateral
lado lateral

base

Figura 5.7. Um triangulo is6sceles e seus elementos.

Uma propriedade fundamental: em um tridngulo isésceles os dois dngulos da base tém a mesma
medida. Os estudantes podem experenciar isso medindo angulos em desenhos de triangulos isds-
celes. Mas podem fazé-lo também com dobraduras e disseccoes. Vejamos algumas ideias.

Recortamos um triangulo is6sceles em uma folha de papel e o dobramos juntando os vértices
da base. Confira a Figura 5.8. Vemos que os angulos da base coincidem e como os lados laterais
sdo de mesmo comprimento, eles também coincidem com essa dobradura. Vincamos o papel e
retornamos o tridngulo ao seu formato original. O vinco é um segmento perpendicular a base no
seu ponto médio e com extremo no vértice oposto a base. Portanto esse segmento €, a0 mesmo
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tempo, altura e mediana em relacdo a esse lado. Essa dobradura também nos indica relagoes entre
os angulos. Vemos que, ao dobrar, os angulos da base coincidem, o que nos dd b = ¢, e que a altura
reparte o angulo a em dois angulos de mesma medida. Assim a altura é também bissetriz. Tudo

isso nos indica que em um tridngulo isosceles os dngulos da base tém a mesma medida e que a
altura, a mediana e a bissetriz em relacdo ao vértice coincidem.

b C

C

b ] C

Figura 5.8. Passos da dobradura de um triangulo isdsceles.

Essas atividades devem ser realizadas em sala de aula com muito cuidado, de modo que os
estudantes possam vivencia-las em todos os detalhes e consigam comunicar seus métodos e seus
resultados através de palavras e desenhos.

Depois disso podemos abordar o préximo passo, que é mais delicado. Consiste em observar
que, se um tridngulo tem dois dngulos de mesma medida, entao ele é isosceles, e os lados de
mesma medida sdo os lados opostos a esses angulos. Para experenciar essa propriedade talvez

seja adequado que os estudantes realizem uma tarefa com desenho e dobradura. Desenvolvemos
o experimento em duas etapas, conforme explicado na Figura 5.9.

: H
vinco: v

: I ’ : 1y
: mediatriz

etaba 1 etaba 2

Figura 5.9. Tridngulo com dois angulos de mesma medida.

Na etapa 1, dado um tridngulo com dois dngulos b de mesma medida, de posse de uma régua e
de um transferidor, desenha-se primeiro o lado comum a esses angulos, e em seguida se reproduz
os angulos. Depois vincamos a folha de desenho na mediatriz do lado. Dobrando, vemos que os
desenhos dos dois lados da mediatriz coincidem. Na etapa 2 prolongamos os lados dos angulos

até que se encontrem, o que ocorre, devido a simetria, em um ponto V da mediatriz. Vé-se entao
que os dois lados laterais sio de mesma medida, e o triangulo é is6sceles.

Outra forma de constatar essa propriedade consiste em fazer duas copias idénticas do mesmo
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triangulo, recortadas de uma folha de papel. Coloca-se uma cépia sobre a outra fazendo coinci-
direm os dngulos de mesma medida, mas com os lados laterais trocados. Como as duas cépias
coincidem se vé que esses lados tém a mesma medida.

b
b\

Figura 5.10. Sobreposicdo de duas copias do mesmo triangulo com dois angulos de mesma me-
dida.

As propriedades do tridangulo equildtero podem ser observadas usando os resultados anterio-
res, pois esse triangulo é isdsceles com base em qualquer um de seus lados. Portanto num trian-
gulo equildtero qualquer todos os angulos tém a mesma medida, e a altura, a mediana e a bissetriz
relativas a qualquer um dos vértices coincidem.

Todos esses experimentos devem ser conduzidos com todo cuidado, e o professor, para ter
seguranca, precisa conhecer as demonstracoes dedutivas dessas propriedades, que serao vistas
no Tomo II dessa colecao sobre Geometria.

5.5 Soma dos angulos de um tridangulo

Uma propriedade importante dos tridngulos é que a soma de seus angulos, em qualquer trian-
gulo, é igual a 180°. Esse resultado tem intimeras aplicagoes.

Certamente que uma das formas que o professor pode utilizar para que seus estudantes se
familiarizem com essa propriedade € usar o transferidor. Os estudantes podem construir varios
tipos de tridangulos, medir seus angulos e somé-los. Essas medidas aproximadas devem conduzir
a somas préximas de 180°. Certamente que o Geogebra também pode ser usado, acompanhado
das explicacoes necessdrias.

Por outro lado, essa é uma oportunidade para que o professor apresente aos estudantes argu-
mentacoes de variados tipos, mostrando que os resultados da Geometria necessitam de justifica-
tivas gerais, que sirvam para qualquer tridngulo.

Figura 5.11. Ajuntamento de trés copias do mesmo triangulo.

Apresentamos a seguir alguns recursos que podem ser usados para o estudo dessa proprie-
dade. O primeiro consiste em, dado um tridngulo, fazer dele trés copias recortadas em papel, e
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juntar os trés angulos. Se vé que os trés angulos juntos somam 180°. Esse procedimento esta
ilustrado na Figura 5.11.

O segundo recurso consiste em recortar triangulos de formas variadas em papel, e, para cada
um deles, cortar as pontas de dois angulos e junta-los com o terceiro. Esse procedimento esté
ilustrado na Figura 5.12.

A &

Figura 5.12. Ajuntamento das pontas dos angulos de um triangulo.

O ultimo procedimento merece um detalhamento. A propriedade que essencialmente é utili-
zada estd ilustrada na Figura 5.13, a direita. Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma terceira,
elas determinam angulos de mesma medida nas posi¢coes mostradas no desenho. Confira também
a Secao 5.3 e o Problema 5.9.5.

L /

Figura 5.13. Usando uma propriedade essencial.

Vejamos agora como usar dobradura para ver que a soma dos angulos de um triangulo é 180°.
Recortamos um tridngulo em qualquer formato em uma folha de papel transparente e o posicio-
namos de modo que a sua base seja o lado maior. Nomeamos os angulos com as letras a, b e c.
Para facilitar nossa explicacdo indicamos os vértices respectivos pelas letras A, B e C, conforme
ilustrado na Figura 5.14.

b C
B C

Figura 5.14. Um tridngulo com lado maior na base.

Nossa primeira providéncia é vincar a altura relativa a essa base. Acompanhe os movimen-
tos da Figura 5.15. Dobramos o vértice B sobre BC para obter a linha AD. Vincamos o papel e
desdobramos. O vinco é a altura AD.
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A A A
a
B— c c b c
C D B CB

D C

[

Figura 5.15. Vincando a altura do triangulo.

Em seguida dobramos os trés vértices sobre o ponto D, conforme ilustrado na Figura 5.16.
Vemos novamente que a soma dos trés angulos é 180°.

D D D

Figura 5.16. Dobrando todos os vértices.

Esse método de dobradura tem uma variacdo que pode ser utilizada com estudantes que sa-
bem fazer pequenas contas algébricas. Comeg¢amos com um triangulo retangulo, cortado em uma
folha de papel. Procedemos com as duas dobraduras descritas na sequéncia de desenhos da Fi-
gura5.17.

[c] c

Figura 5.17. Uma sequéncia de dobraduras em um tridngulo retangulo.

Vemos assim que num triangulo retangulo os dois angulos agudos somam 90°. Portanto a
soma de todos os seus angulos é igual a 180°. Em seguida observamos que qualquer tridngulo
pode ser repartido em dois triangulos retangulos. Com as notag¢des da Figura 5.18 vemos que o
angulo a foi repartido nos angulos e e f, portanto a = e + f. Ainda, usando o que foi visto para o
triangulo retangulo, temos

b+e+g=180° e c+h+f=180°.
Somando essas duas identidades e observando que g = h = 90° vem

b+e+g+c+h+f=180°+180°=b+c+90°+90°+a=180°+180°=a+ b+ c=180°.
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o
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=

b c b [E[h] c
B C B C

Figura 5.18. Um triangulo repartido em dois tridngulos retangulos.

Vimos assim, de outra forma, que soma dos angulos de um tridngulo qualquer é igual a 180°.
Essa forma usa uma propriedade interessante, a de que qualquer triangulo é retangulo ou pode
ser repartido em dois triangulos retangulos. Essa observacao tem outras aplicacoes.

5.6 Outro experimento com o triangulo retangulo

Vejamos agora um jeito diferente de verificar que a soma dos angulos de um triangulo retan-
gulo € 180°. J4 fizemos isso usando dobraduras, e agora empregamos um método um pouco dife-
rente, o das disseccoes.

Recortamos duas cépias do mesmo tridngulo retdngulo em uma folha de papel. Nomeamos
seus angulos agudos de a e b, nas duas copias. Juntando de forma conveniente essas duas copias,
formamos um retangulo. Vemos que a soma dos angulos agudos do tridngulo é a+ b =90°. Como
esse tridngulo tem o outro dngulo de medida 90°, concluimos que a soma dos dngulos do nosso
triangulo é de 180°. Confira ilustracao desse procedimento na Figura 5.19.

b b 4 N b

y 7 =

Figura 5.19. Outro argumento para o tridngulo retangulo.

Passamos agora a examinar com mais detalhes o argumento utilizado. Uma primeira pergunta
é: por que temos um retangulo quando juntamos as duas c6pias do tridngulo retangulo? Em busca
de um argumento mais simples do que é o de costume na geometria axiomatica, podemos pensar
no movimento contrario ao que fizemos acima. Dado um triangulo retangulo, construimos um re-
tangulo cujos lados sdo iguais aos catetos do triangulo. Em seguida dividimos o retangulo usando
uma das suas diagonais. Penso que o estudante achard ser bem plausivel a afirmagdo de que essa
diagonal divide o retangulo em duas partes que podem ser consideradas cépias do tridangulo dado.
Para estudantes que ja viram o que é congruéncia de triangulos, esse é o caso LAL.

Outra questao que se coloca é se a construcao apresentada mostra que vale o resultado para
qualquer triangulo retangulo. Creio que ndo hé dificuldade em se aceitar que o argumento ndo
depende da relacdo entre os catetos do triangulo retangulo. O que pode causar divida é em rela-
¢do ao tamanho do tridngulo, pois s6 podemos fazer c6pias em papel de triangulos pequenos. O
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seguinte argumento pode resolver. Dado um triangulo retangulo que tenha um tamanho maior
do que a folha de papel, podemos reduzi-lo tragando uma linha paralela a sua hipotenusa ligando
dois pontos dos catetos que estejam mais préximos do vértice do angulo reto.

a

[ b

Figura 5.20. Reduzindo um triangulo retangulo.

Tomando como referéncia a Figura 5.20, vemos que tém a mesma medida os dois angulos
assinalados como “a@”, e 0 mesmo ocorre com os dois angulos assinalados como “b”. Para isso
usamos a propriedade essencial ja comentada na Figura 5.13, que estd reproduzida aqui, de que
se duas retas paralelas sao cortadas por uma terceira, elas determinam angulos correspondentes
de mesma medida. Concluimos observando que se a soma dos angulos do triangulo retangulo

menor for 180°, o mesmo ocorre com o maior.

5.7 Uma aplicacao da soma dos angulos de um triangulo

A propriedade de que a soma dos angulos de um triangulo é igual a 180° tem iniimeras aplica-
¢oes. Por exemplo, num tridngulo isésceles basta saber a medida de um dos angulos para deduzir
as medidas dos outros dois. Outra aplicacdo é que, num triangulo equilédtero, cada angulo mede
60°. De fato, todos os seus angulos sao de mesma medida, portanto cada um mede 180°/3 = 60°.

O que se pode dizer sobre os angulos dos outros poligonos? Um quadrilatero convexo se re-
parte em dois tridangulos, de modo que a soma dos angulos do quadrildtero € igual a soma dos
angulos de dois tridngulos, isto €, 2 x 180° = 360°. Confira a Figura 5.21, desenho da esquerda. Se
o quadrilatero é equidngulo, entdo seus angulos medem 360°/4 = 90° cada um, e o quadrilatero é
um retangulo.

N

Figura 5.21. Um quadrildtero e uma regiao poligonal repartidos em triangulos.

Esse recurso, o de repartir uma regidao poligonal convexa em triangulos, pode ser usado para
um poligono convexo de n lados. Fixamos um dos vértices do poligono, e tomamos as n —3 diago-
nais com um extremo nesse vértice. Isso reparte a regido poligonal em n — 2 tridngulos. Portanto,
a soma dos angulos da regiao poligonal é

(n—2)x180°.
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Se o poligono é equiangulo seus n angulos tém mesma medida, cada uma valendo

(n—2)180°
- .

(5.1)

Existe outra forma de obter a medida do angulo de um poligono regular. Dada uma circun-
feréncia de centro O e raio r, os pontos da circunferéncia que a dividem em n arcos de mesmo
comprimento sao vértices de um poligono regular de n lados. Para obter esses pontos usamos um
transferidor de 360° centralizado em O e marcamos angulos de 360°/n, dando uma volta inteira.
Unindo em sequéncia esses n pontos desenhamos o poligono.

A Figura 5.22 mostra uma sequéncia de desenhos para obter o pentdgono regular. Notemos
que 360°/5 = 72°. Observemos que, nessa Figura, os triangulos com vértices em O sdo isGsceles
(com lados laterais iguais a r). Seja f a medida do angulo da base desse triangulo. Temos 23+72° =
180°, logo f = 54°. Portanto o angulo interno do pentdgono mede 2 = 108° graus.

(DO

Figura 5.22. Sequéncia de desenhos para obter o pentdgono regular e calcular seu angulo.

Em geral, para um poligono regular de n lados, essa conta fica 28 +360°/n = 180°, logo 28 =
(n—2)180°/n, que é o mesmo valor obtido antes.

5.8 Retomando o experimento do ladrilhamento

Damos agora continuidade ao experimento 4.4.6. Ali foi sugerido ao estudante descobrir,
usando tentativas, com que tipos de poligonos regulares é possivel ladrilhar o plano. Fazemos
agora um exame mais detalhado desse problema.

No momento nos atemos a ladrilhamentos uniformes, feitos de um s6 tipo de poligono regular,
todos com lados de mesmo comprimento. Supomos também que, nesses ladrilhamentos, quando
dois poligonos se tocam, a interse¢do é um vértice comum ou um lado comum. Vemos, na Figura
5.23, dois tipos de ladrilhamentos com quadrados, sendo que o da esquerda é permitido, e o da
direita ndo serd, no momento, considerado.

Figura 5.23. Dois tipos de ladrilhamento com quadrados.
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Para determinar com que poligonos regulares podemos fabricar ladrilhamentos, observemos,
antes de mais nada, o que ocorre em torno de um vértice. A soma dos dngulos que tém esse vértice
em comum deve ser 360°. Conforme ja vimos, é possivel ladrilhar com quadrados, pois eles tém
angulos de medida 90°, e 4 x 90° = 360°. Assim, num ladrilhamento com quadrados, cada vértice
é o ponto de encontro de quatro quadrados. E possivel também ladrilhar com tridngulos equil4-
teros, pois eles tém angulos de medida 60°, e 6 x 60° = 360°. Num ladrilhamento com triangulos
equilateros cada vértice é o ponto de encontro de seis tridngulos. Isso esta ilustrado na Figura 5.24.

60
90(90 60 60

90 (90 60 60 60

Figura 5.24. Pecas bésicas com quadrados e triangulos equildteros.

Vemos na Figura 5.25 um ladrilhamento com triangulos equiléteros.

A

Figura 5.25. Ladrilhamento com triangulos equilateros.

Examinando acuradamente a Figura 5.25 vemos que podemos ladrilhar o plano com hexégo-
nos regulares. Esse poligono poder ser construido com seis tridngulos equildteros, e assim seus
angulos internos medem 120°. Como 3 x 120° = 360°, podemos ladrilhar o plano com hexdgonos
regulares, sendo que em cada vértice concorrem 3 hexdgonos. Tudo isso estd ilustrado na Figura
5.26.

Figura 5.26. Ladrilhamento com hexdgonos regulares.

Uma condi¢do adicional para formar um ladrilhamento € a existéncia de um agrupamento
bdsico de ladrilhos, agrupamentos esses que se juntam uns aos outros e constituem todo o la-
drilhamento. Nos casos que estamos considerando, que sao exemplos simples, para checar essa
condicao basta fazer os desenhos do ladrilhamento unindo os agrupamentos.
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Existem outros poligonos regulares que podem ladrilhar o plano? O préximo poligono que
devemos experimentar é o pentdgono. Tomando trés pentdgonos regulares recortados em papel
e reunindo-os em um vértice, vemos que “ndo fecham”. Confira a Figura 5.27. Isso indica que o
pentdgono regular ndo forma ladrilhamentos. Uma forma de conferir isso é ver que o angulo de
um pentdgono regular mede 108°. Como 3 x 108° = 324°, para chegar a 360 faltam 36°, e ndo é
possivel encaixar ai outro pentdgono.

108

Figura 5.27. Tentativa de ladrilhar com pentdgonos regulares.

O heptagono regular tampouco forma ladrilhamentos. Seu angulo mede = 128,57°. Como te-
mos que pegar pelo menos trés poligonos em torno de um vértice, fazendo a conta 3 x 128,57° =
385,71° vemos que nao € possivel ladrilhar. Para poligonos com mais lados ocorre o mesmo pro-
blema, pois a medida de seus angulos sempre aumenta.

Concluimos que ladrilhamentos uniformes no plano s6 podem ser feitos com um dos seguin-
tes tipos de poligonos regulares: triangulos, quadrados ou hexdgonos.

Se permitirmos que o ladrilhamento possa ser feito com mais de um tipo de poligono, regular
ou nao, ou se afrouxarmos as regras, permitindo que a intersecao de dois poligonos nao precisa ser
um lado inteiro comum ou um vértice, temos uma infinidade de possibilidades. Maiores detalhes
podem ser obtidos em [31] e na bibliografia ali citada. Confira também nossa lista de problemas.

5.9 Problemas

Problema 5.9.1. a) Explique por que se um angulo € indicado com trés pontos, um deles é ne-
cessariamente o seu vértice. b) Um professor indicou um angulo usando quatro pontos. Em que
partes do angulo podem estar esses pontos?

Problema 5.9.2. Identifique, na Figura 5.3, as relagGes entre as medidas dos quatro angulos. Em
particular, justifique algebricamente que angulos opostos pelo vértice tétm a mesma medida.

Problema 5.9.3. Na Figura 5.28, ache o valor de a em graus.

2a

Figura 5.28. Angulos formados de um lado de uma reta.
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Problema 5.9.4. Na Figura 5.29 as retas s e t sdao perpendiculares. O que se pode dizer das retas u
ev?

t

Figura 5.29. Angulos formados de um lado de uma reta.

Problema 5.9.5. Identifique, na Figura 5.30, as relacdes entre as medidas de todos os angulos
assinalados.

Figura 5.30. Angulos formados por duas paralelas e uma transversal.

Problema 5.9.6. a) Explique como desenhar tridngulos is6sceles variados em uma folha de papel.
b) Faca o mesmo para tridngulos equiléteros e triangulos retangulos.

Problema 5.9.7. Vemos, na Figura 5.31, dois tridngulos de mesma base. Justifique por que b > a.

base

Figura 5.31. Angulos formados por dois tridngulos de mesma base.

Problema 5.9.8. Mostre que é possivel ladrilhar o plano usando quadrados de dois tipos diferen-
tes. Distinga o agrupamento basico de seu ladrilhamento. Esse ladrilhamento ndo obedece a todas
as condicoes que adotamos anteriormente, escreva qual é.

Problema 5.9.9. Complete a tabela abaixo com os valores dos angulos dos poligonos regulares.
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poligono regular | n®de lados | medida do angulo
triangulo 3 60
quadrado 4 90
pentagono 5 108
hexdgono 6 120
heptdgono 7 (5/7)180 = 128,57
octégono 8
eneagono 9
decagono 10
undecdagono 11
dodecéagono 12
pentadecagono 15
icosagono 20

Problema 5.9.10. Explique por que ndo € possivel ladrilhar o plano usando 7 ou mais poligonos
regulares em torno de um vértice. Constate que, usando seis poligonos, todos devem ser o trian-
gulo equilatero.

Problema 5.9.11. Explique por que se um ladrilhamento tem 5 poligonos regulares em torno de
um vértice, entdo pelo menos um deles tem que ser um triangulo.

Problema 5.9.12. Explique por que pecas iguais de qualquer quadrildtero convexo podem for-
mar um ladrilhamento. Faga desenhos com alguns exemplos. Proponha uma regra pratica para o
desenho desses ladrilhamentos.

5.10 Temas para investigacao

Tema 5.10.1. Com quadrados e tridngulos equilateros (com lados de mesma medida) é possivel
ladrilhar o plano de duas maneiras diferentes. Investigue isso usando desenhos.

Tema 5.10.2. O octégono regular nao pode, sozinho, compor um ladrilhamento. Mas, quem sabe,
combinando com outros poligonos regulares, talvez possa. Investigue isso.

Tema 5.10.3. Usando dodecédgonos regulares, é possivel ladrilhar o plano com ajuda de outros
poligonos regulares?

Tema 5.10.4. E possivel ladrilhar o plano usando decdgonos e pentadecdgonos regulares?

Tema 5.10.5. Pesquise ladrilhamentos usando cépias de um, dois ou trés poligonos nao regulares.

5.11 Atividades para licenciandos e professores

Atividade 5.11.1. Vemos na Figura 5.32, a esquerda, a representa¢do de uma reta conforme mo-
delo adotado no presente texto. A direita, vemos um modelo adotado em outros textos. Comente
as diferencas entre esses modelos. Nao seria o segundo modelo mais adequado para estudantes
inexperientes?
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Figura 5.32. Duas representacoes de reta.

Atividade 5.11.2. Neste capitulo foram feitas vérias investigacoes usando dobraduras em papel,
e com elas obtivemos propriedades. Os resultados assim obtidos sdo realmente védlidos? O que
vocé pode fazer para confirmar as afirmacoes de outra maneira? Isso deve ser comentado com
estudantes da escola bésica?

Atividade 5.11.3. Um professor fez a seguinte afirmacao para seus estudantes: “um plano é como
o tampo de uma mesa’, e mostrou para seus estudantes uma mesa. Comente a validade dessa
comparacao, o que ela tem de bom e o que € preciso completar.

Atividade 5.11.4. Linhas esticadas em um geoplano podem ajudar no estudo de propriedades das
retas e angulos? Dé alguns exemplos.



Capitulo 6

Construindo argumentacoes em Geometria

6.1 Introducao

Neste capitulo continuamos nossas investigacoes sobre propriedades elementares de objetos
geométricos, mas agora com maior atencdo nos detalhes das justificativas. Continuamos no de-
nominado “nivel de dedug¢do informal”, em que utilizamos os recursos de desenhos, dobraduras e
dissec¢coes como forma de verificar os resultados de nossas investigacoes. Mas agora damos mais
um passo, observando melhor todos os detalhes do argumento, e encadeando deducdes a partir
de alguns fatos conhecidos.

6.2 Percepcao de congruéncias de triangulos

Duas figuras sdo congruentes quando uma pode ser deslocada sobre a outra de modo a coin-
cidirem. A congruéncia de triangulos €é a mais estudada, dado que € a figura mais simples e por ser
constitutiva de qualquer poligono.

Dessa forma os estudantes podem iniciar o estudo da congruéncia movimentando tridngulos
em planos e verificando se coincidem ou ndo. A primeira constatacdo que os estudantes certa-
mente fardo é que dois triangulos congruentes tém lados correspondentes de mesma medida.
Posteriormente, ou concomitantemente, pode ser constatado que os angulos correspondentes
tém a mesma medida. Confira a Figura 6.1.

R

T .
o i /\4

Figura 6.1. Movimentos bésicos de figuras no plano: T = translacao, R = reflexao e r = rotacao.

75
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Os experimentos dos estudantes podem ser realizados com desenhos, com ajuda de régua e
compasso, ou com recortes, geoplanos e triangulos fisicos.

A afirmacao légica a ser destacada aqui é: se dois triangulos sao congruentes (percebidos con-
gruentes através de movimentos), entdo lados correspondentes tém a mesma medida, assim como
angulos correspondentes. Tarefas podem ser criadas para corroborar essa percepcao.

Posteriormente, o movimento légico reverso deve ser abordado: quais condicdes sdo suficien-
tes para que dois tridngulos sejam congruentes? A condi¢do mais perceptivel é que os triangulos
tenham lados correspondentes de mesma medida (sem a necessidade de verificar as medidas dos
angulos). Uma possivel tarefa, a ser realizada com régua e compasso, estd ilustrada na Figura 6.2.
Esse é o chamado “caso LLL".

Tarefa:

Reproduzir o tridngulo
em outra posicdo

usando régua e compasso.

_—————s

B

Figura 6.2. Tarefa para percepcao do caso LLL de congruéncia.

Depois que a tarefa for realizada, pode ser perguntado: que movimentos precisam ser feitos
para fazer coincidirem os triangulos?

Os outros dois casos de congruéncia principais, a saber, ALA e LAL, devem também serem
conduzidos com tarefas a serem realizadas com régua e compasso. Dificuldades podem ocorrer,
como as que foram comentadas no Capitulo 2, Figuras 2.7 e 2.8. Outros casos, como LAAo e LLA
do triangulo retangulo, podem também serem considerados. Em nosso contexto, em que a soma
dos angulos internos de um tridngulo qualquer ja foi vista ser constante, o caso LAAo pode ser
justificado pelo caso ALA.

Pode ocorrer a oportunidade de constatar que a condi¢cdo AAA nao conduz necessariamente a
congruéncia, e assim serem trabalhados os primeiros exemplos de similaridade de triangulos.

Terminamos nossas breves consideragdes sobre o ensino das congruéncias observando que a
introducdo de notacao, como o simbolo =, assim como de protocolos para ordenar deducoes e
conduzir demonstracoes, deve ocorrer depois que a compreensao das ideias estiver bem consoli-
dada. Na verdade, notacdes e métodos demonstrativos ndo devem ser, em geral, ensinados por si
s6s, mas apenas quando forem efetivamente utilizados em uma ampla gama de situacoes.

6.3 Revendo propriedades do triangulo is6sceles

Vimos que os tridngulos que tém dois lados de mesma medida chamam-se isdsceles. Nessa ca-
tegoria estdo também incluidos os triangulos equildteros, que tém os trés lados de mesma medida.
Portanto, propriedades de triangulos is6sceles também sao véalidas para os equilateros.
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Revemos agora as seguintes propriedades ja estudadas na Sec¢do 5.4: 1) os angulos da base de
qualquer triangulo is6sceles tém a mesma medida; 2) em qualquer triangulo isésceles a mediana,
a altura e a bissetriz relativas ao vértice coincidem.

Para isso usamos os casos de congruéncia.

Propriedade 1. Os dngulos da base de qualquer triangulo isosceles tém a mesma medida.

Uma forma que usamos para justificar foi fazer duas cépias do tridngulo isésceles dado e colo-
car uma sobre a outra, mas com os vértices da base trocados. Agora fazemos isso novamente, mas
sem recortar, colocando os desenhos um ao lado do outro, como na Figura 6.3.

A A

duas cépias do mesmo
tridangulo isésceles
posicionados com
vértices da base trocados

c c
Figura 6.3. Congruéncia simétrica do triangulo isGsceles.

Vemos que essas copias sdo congruentes pelo caso LLL, e, como consequéncia, os angulos
correspondentes tém a mesma medida. Logo b = c.

Propriedade 2. Em qualquer tridngulo isésceles a mediana, a altura e a bissetriz relativas ao vértice
coincidem.

Desenhamos um triangulo isésceles. Sua mediana relativa ao vértice o reparte em dois trian-
gulos, que sao congruentes por LLL (ou por LAL). Confira a Figura 6.4.

AM ¢ amediana

Figura 6.4. Propriedades da altura, mediana e bissetriz do triangulo is6sceles.

Como os angulos d e e sdo correspondentes, temos d = e. Mas esses angulos também sao
suplementares, portanto d = e = 90°. Assim a mediana coincide com a altura. Por outro lado, os
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angulos f e g sdo também correspondentes, e temos f = g. Assim a mediana também coincide
com a bissetriz.
Alista de problemas deste capitulo traz outras propriedades do triangulo isGsceles.

6.4 A mediatriz de um segmento

Em um plano, a mediatriz de um segmento é a reta perpendicular pelo seu ponto médio. Dado
um segmento desenhado em uma folha de papel, a mediatriz pode ser obtida por dobradura, re-
batendo um extremo do segmento sobre o outro, e vincando a folha. Tracando uma linha sobre o
vinco, temos a mediatriz. Outra forma é desenhar arcos de circunferéncia com o compasso, com
centros nos extremos do segmento e mesmo raio, e marcar dois pontos equidistantes desses ex-
tremos. Passando uma reta por esses pontos, temos a mediatriz. Certamente que uma forma mais
simples e imediata consiste em usar uma régua para marcar o ponto médio do segmento e tragar
a perpendicular usando um esquadro de 90°. Confira ilustracao na Figura 6.5.
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dobradura compasso régua e esquadro

Figura 6.5. Métodos para desenhar a mediatriz de um segmento.

O método do “compasso” para obter a mediatriz de um segmento, ilustrado no desenho do
centro da Figura 6.5, usa a seguinte propriedade: dado um segmento em um plano, se um ponto
é equidistante dos seus extremos, entdo ele estd na sua mediatriz. Como as duas circunferéncias
ali tracadas tém o mesmo raio, seus pontos de encontro P e Q sao equidistantes dos extremos do
segmento. Esses dois pontos determinam uma reta, e a propriedade citada garante que essa reta
é a mediatriz.

Para ver que vale a propriedade, se um ponto A é equidistante dos extremos B e C de um
segmento, entdo o tridngulo ABC é isdsceles de vértice A. Pelo que vimos na secdo anterior, a
altura relativa a A coincide com a mediana, e assim A esti na mediatriz.

Por outro lado, dado um segmento e sua mediatriz em um plano, todo ponto dessa mediatriz é
equidistante de seus extremos. De fato, se um ponto A estd na mediatriz de um segmento BC, no
triangulo ABC a altura e a mediana relativas ao vértice A coincidem, e assim ABC é isosceles de
base BC. Portanto AB = AC, e A é equidistante de B e C. Confira o Problema 6.7.4.

Uma sintese dessas duas propriedades da mediatriz pode ser expressa pela seguinte frase: em
um plano, a mediatriz de um segmento é o conjunto dos pontos desse plano que sdo equidistantes
dos seus extremos.
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6.5 Propriedades de paralelogramos

Paralelogramos sdo quadrilateros em que os lados opostos sdo paralelos. J4 vimos na Subsecao
4.4.2 como um reticulado de dois feixes de retas paralelas equidistantes pode proporcionar opor-
tunidades no estudo do paralelogramo, como o entendimento do que sdo lados opostos, lados
adjacentes, angulos opostos, angulos adjacentes, e paralelismo de lados opostos. Por outro lado,
estudantes com mais experiéncia podem estar tranquilos quanto ao fato de que os paralelogra-
mos menores nesses reticulados sao congruentes, no sentido de que podem ser transladados uns
sobre os outros, fazendo-os coincidirem. Experimentos com recortes ou geoplano podem refor¢ar
a percepcao dessa propriedade e corroborar a ideia de que poligonos congruentes tém elementos
correspondentes de mesma medida, como lados, angulos, diagonais, alturas, etc.

[ [/ ] ]
[ [ -] ]
[~ ] ] ]
[/ ] ]
[

Figura 6.6. Estudo de paralelogramos.

Admitindo essas acepc¢oes, propriedades de paralogramos podem ser deduzidas. Por exemplo,
para demonstrar que a = f na Figura 6.7, notamos que P; = P, implica § =y, e que P, = Pz implica
a = 0. Mas y = 6 pois sdo opostos pelo vértice. Assim a = f. De modo andlogo se vé que os outros
dois angulos opostos tém a mesma medida (em geral diferente da medida anterior).

] k]
A

7 ] ]
- ] ]
] ]

Figura 6.7. Deduzindo propriedades de paralelogramos.

Obtivemos assim a afirmacao: Angulos opostos de paralelogramos tém a mesma medida.

A generalidade dessa propriedade advém da ideia de que, dado um paralelogramo qualquer, é
possivel construir um reticulado do qual ele faga parte. Por outro lado, propriedades dos parale-
logramos podem ser deduzidas usando congruéncias de tridngulos. Os Problemas 6.7.15 a 6.7.14
complementam esses estudos.

O reticulado 6.6 traz a oportunidade de trabalhar habilidades de contagem. Um reticulado
m x n é determinado por um feixe de n + 1 retas paralelas equidistantes (que desenhamos na po-
sicao horizontal), e por um feixe de m + 1 retas paralelas equidistantes e transversais as primeiras.
Dizemos que m é a largura do reticulado, e que n é sua altura. Confira na Figura 6.8 um reticulado
3 x4.
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| [ [/

o L
/ / / / reticulado 3 x 4
LS

m =3

Figura 6.8. Paralelogramos em um reticulado 3 x 4.

Esse reticulado determina 3 x 4 = 12 paralelogramos menores. Mas existem muitos outros,
como se vé naquela mesma figura. Quantos sao?

E muito fAcil se perder em uma contagem desse tipo. E necessério criar um procedimento,
inclusive para facilitar a generalizacdo. Na Figura 6.9 vemos como definir coordenadas para os
vértices do reticulado. O ponto P = (0,0) chama-se pivé do reticulado. Todo vértice do reticulado,
por sua vez, é pivd de um sub-reticulado. Na Figura 6.9 vemos que L = (0,1) é pivd de um sub-
reticulado 3 x 3, e o ponto Q = (1,0), deum 2 x 4.

S
N
\\

N

AN

L=(0,1)

O p_ (0,0) (1,0) (2,0) (3,0)
Figura 6.9. Um sistema de coordenadas no reticulado 3 x 4.

Dado um paralelogramo com dois lados horizontais, dizemos que o vértice esquerdo inferior
é seu pivo, e que o paralelogramo é pivoteado por ele. Confira a Figura 6.9.

Quantos paralelogramos sdo pivoteados por P = (0,0)? Examinando o desenho, vemos que
sdo 3 de “altura” 1, 3 de altura 2, 3 de altura 3 e 3 de altura 4. Portanto sdo 3+3+3+3 =3 x
4. Os paralelogramos pivoteados por Q = (1,0) sdo 2+2+ 2+ 2 = 2 x 4. Examinando mais casos
percebemos que existem no reticulado (3 — a) x (4 — b) paralelogramos pivoteados por (a, b).

Calculando (3 — a) x (4 — b) para todas as coordenadas (a, b) e somando, obtemos 60 parale-
logramos. A contagem termina observando que todo paralelogramo é pivoteado por um Gnico
vértice do reticulado. Portanto, contamos todos.
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6.6 O Teorema de Pitagoras

Uma aplicacdo das congruéncias e do calculo de dreas d4 ensejo a uma demonstracdo geomé-
trica do Teorema de Pitdgoras. Vejamos como é.

J& comentamos, mas um tridngulo se diz retdngulo quando um de seus dngulos mede 90°.
Os lados adjacentes a esse angulo chamam-se catetos, e o lado oposto, hipotenusa. Os angulos
adjacentes a hipotenusa sdo agudos, e sua soma é 90°. Confira a Figura 6.10.

c

cateto cateto

ot =90

C

hipotenusa

Figura 6.10. Um triangulo retangulo, nomenclatura usual e propriedades.

Consideremos um triangulo retangulo de catetos a e b, e hipotenusa ¢, conforme desenhado
na Figura 6.11, a esquerda.

a+ 3 =90°

etapa 2

triangulo dado etapa 1

Figura 6.11. Uma demonstracao geométrica do Teorema de Pitdgoras.

Desenhamos um quadrado de lado a + b, e em cada lado marcamos um ponto que o divide
em dois segmentos, um medindo a e o outro, b, conforme o desenho da etapa 1 da Figura 6.11.
Ligamos esses pontos conforme esta feito na etapa 2. Obtemos quatro triangulos retangulos que
sdo copias do tridngulo dado pelo caso LAL. Portanto o terceiro lado de cada um desses quatro
tridngulos mede c. Vemos um quadrildtero, e seus angulos internos medem 90°, pois sdo suple-
mentares de a + . Assim, esse quadrilatero é um quadrado de lado c.

Calculamos agora a drea (a + b)?> do quadrado maior, que por sua vez é igual 2 soma das areas
da cinco pecas que o compoe. Temos

(a+b)?=42+c? = |a®+b*=c%




82 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento

Esse é o que é comumente conhecido como Teorema de Pitdgoras: num tridngulo retdngulo, o
quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.

Mas esse resultado tem uma reciproca: se, num triangulo, o quadrado de um lado é igual a
soma dos quadrados dos outros dois, entdo ele é retdngulo, e a hipotenusa é o lado maior.

De fato, consideremos um triangulo com lados a, b e c tais que c? = a® + b%. Portanto o terceiro
lado desse triangulo mede ¢ = vV a? + b2. Confira Figura 6.12, a esquerda.

a a

tridngulo dado tridngulo retangulo
Figura 6.12. Reciproca do Teorema de Pit4goras.

Construimos, a seguir, um triangulo retangulo de catetos a e b. Entdo, pelo que foi demons-
trado acima, a hipotenusa desse trangulo mede ¢ = vV a? + b?. Do caso LLL os dois tridngulos sdo
congruentes. Assim sendo, o tridangulo dado também € retangulo. Temos entdo o

Teorema 6.1 (Teorema completo de Pitagoras). Um tridngulo é retdngulo se, e somente se, o qua-
drado de um lado é igual a soma dos quadrados dos outros dois.

Um caso particular é o denominado tridngulo egipcio com lados medindo 3, 4 e 5. Como 5 =
V32 +42, esse triangulo é retdngulo. Ja comentamos na Secdo 3.2 que os pedreiros usam essas
medidas para construir paredes perpendiculares. Confira a Figura 3.2.

6.7 Problemas

Problema 6.7.1. Explique por que ndo existe LLA como caso de congruéncia geral (a ndo ser que
A seja um angulo reto).

Problema 6.7.2. Justifique por que, em um triangulo isésceles qualquer, as alturas relativas aos
vértices da base tém a mesma medida.

Problema 6.7.3. Justifique por que, em um triangulo is6sceles qualquer, as bissetrizes relativas
aos vértices da base tém a mesma medida.

Problema 6.7.4. Num triangulo uma altura e uma mediana coincidem. Argumente que o trian-
gulo é is6sceles. O mesmo ocorre se uma altura e uma bissetriz coincidem.

Problema 6.7.5. Explique por que num tridngulo qualquer as mediatrizes dos trés lados se encon-
tram em um unico ponto.

Problema 6.7.6. Explique por que num tridngulo equilétero as bissetrizes, as alturas e as medianas
dos trés lados se encontram em um tnico ponto. Esse ponto é denominado centro do triangulo
equildtero.

Problema 6.7.7. Na Figura 6.13, os tridangulos ABC sao is6sceles com base BC e M e N sdo pontos
médios. No triangulo da esquerda AH é uma altura. No tridngulo da direita, D e E dividem BC
em trés partes iguais. Em cada caso encontre os tridngulos congruentes, e justifique. Por que, no
triangulo da esquerda, o ponto P estd nos trés segmentos?
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B H C

Figura 6.13. A procura de triaAngulos congruentes.

Problema 6.7.8. Vimos, no Problema 4.5.9, condi¢des para que trés canudos de comprimentos a,
b e ¢ possam formar um tridngulo. Usando desenhos complete as condi¢des, argumentando por
que é necessarioque |b—c|<a<b+c.

Problema 6.7.9. Argumente, em nosso contexto, que em um quadrado qualquer: (i) as duas dia-
gonais tém a mesma medida; (ii) uma diagonal qualquer determina com os lados angulos de 45°;
(iii) as diagonais de cortam ao meio; (iv) as diagonais sdo perpendiculares.

Problema 6.7.10. Em um retangulo qualquer, argumente: (i) as diagonais sao de mesma medida;
(ii) qualquer diagonal determina com os lados angulos de mesma medida, tomando angulos em
extremos diferentes da diagonal e situados em bandas opostas; (iii) as diagonais se cortam ao
meio; (iv) se o retdngulo ndo é quadrado, as diagonais ndo sao perpendiculares.

Problema6.7.11. No Problema 4.5.11 vimos o que é deformacao de um poligono plano. Justifique
agora por que triangulos nao sdao deformaveis.

Problema 6.7.12. (i) Justifique agora por que todo quadrilétero, seja ele convexo ou nao, é defor-
mavel. (ii) Usando quadrilateros feitos de canudos, se necessdrio, mostre que todo quadrilatero
ndo convexo pode ser deformado continuamente em um quadrildtero convexo. (iii) Justifique por
que todo poligono plano convexo com n lados, n = 4, é deformavel. (iv) quantas diagonais devem
ser introduzidas em um poligono plano convexo de n lados para que ele deixe de ser deformavel?

Problema 6.7.13. Dado um paralelogramo construa, usando régua, esquadro e transferidor, um
reticulado do qual ele faca parte, assim como varios outros paralelogramos a ele congruentes. Dos
trés instrumentos, régua, esquadro e transferidor, qual deles pode ser dispensado?

Problema 6.7.14. Usando congruéncias demonstre que, em um paralelogramo qualquer, angulos
opostos e lados opostos tém a mesma medida.

Problema 6.7.15. Argumente, no presente contexto, que paralelogramos congruentes tém alturas
de mesma medida, assim como as diagonais correspondentes. Confira a Figura 6.14.

- ----

Figura 6.14. Paralelogramos congruentes.
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Problema 6.7.16. A soma dos angulos internos dos paralelogramos é constante? Quanto é a soma
de dois angulos adjacentes de um paralelogramo qualquer? Confira a Figura 6.15. O que é um
paralelogramo em que todos os dngulos internos tém a mesma medida?

yalg

Figura 6.15. Angulos internos de um paralelogramo.

Problema 6.7.17. Vemos, na Figura 6.16, um paralelogramo e suas duas diagonais. Identifique (e
justifique) todos os pares de tridngulos congruentes. Conclua que as diagonais se cortam ao meio.

Figura 6.16. Diagonais de um paralelogramo.

Problema 6.7.18. Como se sabe, losangos sdo paralelogramos com os quatro lados de mesma
medida. Argumente que as diagonais de um losango sdo perpendiculares e se cortam ao meio.
Entretanto, se as diagonais ndo tém a mesma medida, entdo o losango nao é um quadrado. Confira
a Figura 6.17.

Figura 6.17. Diagonais de um losango.

Problema 6.7.19. Em um geoplano cartesiano, em que a grade é determinada pelos pontos de
coordenadas inteiras, é possivel cercar paralelogramos de védrias maneiras. Nas duas situacoes
consideradas na Figura 6.18, argumente diretamente que lados opostos tém a mesma medida,
assim como angulos opostos. Uma questdo antecede a essas: os dois poligonos dessa Figura sdao
mesmo paralelogramos?
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Figura 6.18. Paralelogramos em geoplanos cartesianos.

Problema 6.7.20. Examine a seguinte variacdo do problema do sitiante, visto na Subsecao 4.4.4:
o sitiante deseja aproveitar um muro reto que ja tem no sitio, e assim fazer um cercado retangular
maior. Como deve ser o cercado?

Problema 6.7.21. Na Figura 6.19 temos uma circunferéncia de centro O, e AB é um diametro. O
angulo a se diz ser inscrito na semicircunferéncia. Ache sua medida.

B

Figura 6.19. Um angulo inscrito em uma semicircunferéncia.

6.8 Temas para investigacao

Tema 6.8.1. Recorte um triangulo retdangulo de uma folha de papel, e, usando dobradura, vinque
a mediana relativa a hipotenusa. Observando a figura, descubra a relacdao dessa mediana com a
hipotenusa. Crie uma argumentacao a nivel de deducao informal, que justifique sua observacao.

Tema 6.8.2. Num tridngulo uma bissetriz e uma mediana coincidem. O que se pode dizer sobre o
triangulo?

Tema 6.8.3. Generalize a atividade sobre 4reas e perimetros de quadrados desenvolvida na Subse-
¢d0 4.4.3, considerando dreas e perimetros de retangulos. Tome separadamente retangulos cujos
lados sdo inteiros positivos e retangulos cujos lados sdo niimeros reais positivos. Generalize tam-
bém considerando volumes e dreas de paralelepipedos.

Tema 6.8.4. a) Investigue outras propriedades do centro de um triangulo equilétero (definido no
Problema 6.7.6). b) Um professor de Fisica afirmou: o centro de um triangulo equilatero é seu
ponto de equilibrio. Imagine formas de verificar isso.
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Tema 6.8.5. As mediatrizes dos lados de qualquer tridangulo se encontram em um ponto, denomi-
nado circuncentro. Justifique e descubra uma propriedade desse ponto. Desenhe triangulos com
circuncentros em diversas situagdes, e faca conjecturas. Descubra justificativas.

Tema 6.8.6. a) Usando propriedades vistas neste texto justifique por que unindo os pontos médios
dos lados de um tridngulo equildtero se obtém 4 triangulos equildteros menores. b) Iniciando com
um triangulo equildtero (etapa 0), construa, na etapa 1, 4 triangulos equilateros, seguindo o pro-
cesso dado em a). Prosseguindo, em cada etapa construa novos tridngulos equildteros dentro dos
que existem na etapa anterior. Confira a Figura 6.20. Calcule o nimero dos tridngulos equilédteros
menores na etapa n.

etapa 0 etapa 1 etapa 2

Figura 6.20. Sequéncia de tridngulos equildteros encaixantes.

Tema 6.8.7. J4 vimos que um reticulado m x n é determinado por um feixe de n + 1 retas parale-
las equidistantes (que desenhamos na posicao horizontal), e por um feixe de m + 1 retas paralelas
equidistantes e transversais as primeiras. Confira na Figura 6.8 um reticulado 3 x 4. Quantos para-
lelogramos determina um reticulado m x n ? Sugestao: generalize o esquema comentado no final
da Subsecao 6.5.

6.9 Atividades para licenciandos e professores

Atividade 6.9.1. Um professor solicitou de um estudante que provasse que todo segmento tem
um unico ponto médio. O estudante retrucou: “Professor, eu sei que todo segmento tem um tinico
ponto médio. Basta pegar um barbante e dobra-lo ao meio para ver isso. Por que entdo tenho que
provar?” O que vocé acha?

Atividade 6.9.2. Crie atividades anédlogas a da Figura 6.2 para percepc¢ao dos casos de congruéncia
LAL, ALA, LAAo e LLA para o tridngulo retangulo.

Atividade 6.9.3. Em [3], pdg. 289, estd proposta a seguinte habilidade para o 3° ano do Ensino
Fundamental: Reconhecer figuras congruentes, usando sobreposicao e desenhos em malhas quadri-
culadas ou triangulares, incluindo o uso de tecnologias digitais. Como o aplicativo Geogebra pode
ajudar um estudante inexperiente a desenvolver sua percepcao de tridngulos congruentes?

Atividade 6.9.4. Dado o desenho de um tridngulo em uma folha de papel, como vocé desenharia
um triangulo congruente com o aplicativo Geogebra?



Capitulo 7

Investigacoes sobre solidos

7.1 Introducao

Nos tltimos anos do ensino bésico, no ensino médio, sao estudados os sélidos. Fazemos agora
um recorte sobre esse assunto. Damos énfase ao cubo, ao tetraedro e a secoes planas de sélidos.
Apresentamos também sugestdes de atividades experimentais sobre volumes.

7.2 O cubo e solidos correlatos

Instrucdes para desenhos de cubos sdo de interesse em varios segmentos da atividade social.
O cubo é a figura geométrica formada pela reunido de seis quadrados congruentes de modo que
cada lado de cada um dos quadrados coincide com um lado de um tnico outro quadrado. Essa
figura tem um formato bastante conhecido, e vemos a seguir alguns desenhos.

7N

Figura 7.1. Desenhos de cubos.

Na Figura 7.1, desenho da esquerda, o cubo estd representado por suas arestas. Essa represen-
tacdo chama-se, as vezes, cubo aramado. No desenho do centro vemos as faces do cubo, e essa
parece ser a representacao mais usada. A direita temos o cubo sélido, que inclui as faces e seu
interior.

Apresentamos algumas dicas simples para desenhar cubos. Um cubo é uma figura em trés
dimensdes, e um desenho em folha de papel é uma figura em duas dimensdes, chamada projegdo
plana do cubo. Para realizar essa reducdo empregamos algumas técnicas. Uma das mais usadas
é a denominada projecao cavaleira ou militar. Para obter um cubo de aresta a desenhamos dois
quadrados de lado a, com lados correspondentes paralelos, e deslocados um em relacdo ao outro.
Ligando os vértices correspondentes (chamados lados obliquos) temos um desenho do cubo. Os
lados obliquos tém uma reducao de um fator k que depende do angulo 6 que esse lado faz com a
direcdo horizontal da folha. Os manuais de Desenho Técnico apresentam a seguinte tabela com
os valores mais usados:

87
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0 k
30° 2/3
45° 1/2
60° 1/3

Por exemplo, em um cubo com lado de 4 cm, a aresta obliqua deve medir (2/3)4=8/3 cmsea
angulacdo for de 30°. Na Figura 7.2 seguem desenhos com os valores da tabela acima.

50 45 60°

Figura 7.2. Desenhos de cubos usando a projecdo cavaleira.

Na Figura 7.3 vemos o desenho de um cubo com o uso da chamada perspectiva isométrica. To-
dos os segmentos desenhados tém a mesma medida. Os quadrildteros sdo losangos com angulos
de medidas 120° e 60°.

Figura 7.3. Desenho de cubo na perspectiva isométrica.

Os métodos de projecdo vistos acima, perspectiva cavaleira e isométrica, sdo os mais usados
em desenhos técnicos de Geometria. Se quisermos desenhos mais realistas podemos usar outros
recursos, como pontos de fuga. A Figura 7.4 ilustra um exemplo em que se usa um ponto de fuga.
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Figura 7.4. Desenho de cubo com um ponto de fuga.
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Os paralelepipedos sao prismas quadrangulares, com a tinica condicao adicional de que suas
bases sao paralelogramos. Se a base for um retangulo, ele se diz paralelepipedo retdngulo. Se, além
disso, for um prisma reto, chama-se paralelepipedo reto retangulo. Um exemplo particular desse
altimo é o cubo. Confira, na Figura 7.5, desenhos de paralelepipedos.

[

Figura 7.5. Desenhos de um paralelepipedo obliquo e de um reto retangulo.

7.3 O tetraedro e solidos correlatos

O tetraedro é a figura geométrica formada pela reunido dos segmentos que unem quatro pon-
tos ndo coplanares quaisquer. Vemos, na Figura 7.6, desenhos de tetraedros em diversas posi¢oes.
O desenho da esquerda corresponde a definicao dada. Nos outros dois desenhos algumas faces
estdo coloridas.

Figura 7.6. Desenhos de tetraedros.

Um tetraedro se diz regular quando os tridngulos que o compdem sdo todos equilateros. Isso
implica que todas as arestas sao congruentes (duas a duas). Um tetraedro se diz isdsceles quando
tem um vértice ao qual concorrem trés arestas congruentes. Um tetraedro com trés arestas con-
correntes perpendiculares duas a duas chama-se trirretdngulo. Um tetraedro nao regular com as
faces congruentes duas a duas chama-se disfendide. Um tetraedro com as arestas ndo congruentes
duas a duas denomina-se escaleno.

Dado um vértice de um tetraedro, existe apenas uma face que nao o contém, denominada face
oposta a esse vértice. Uma altura de um tetraedro é o segmento com um extremo em um vértice e
outro extremo no plano determinado pela face oposta, ao qual é perpendicular.

A piramide é um dos s6lidos mais conhecidos. A base da piramide € um poligono em um plano,
e seu vértice ¢ um ponto fora desse plano, conectado com segmentos aos vértices do poligono. As
piramides sao , geralmente, nomeadas pela base. Assim, na Figura 7.7, da esquerda para a direita,
temos: uma piramide quadrangular, uma piramide octogonal, uma piramide heptagonal concava
e uma piramide quadrangular obliqua.

A altura de uma piramide é o segmento que une seu vértice ao plano da base, de modo que
esse segmento seja perpendicular a esse plano. Como sempre, chamamos também de altura a



90 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento
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Figura 7.7. Desenhos de piramides.

medida desse segmento. Se a base da piramide for regular e seu centro for o pé da altura, dizemos
que ela é regular.

7.4 InvestigacOes sobre secoes de solidos

Uma atividade bem interessante é a da investigacao dos tipos de figuras que podem ser forma-
das em um plano que secciona a superficie de um dado sélido.

Experimentos com modelos de sélidos feitos de cartolina e figuras recortadas podem ajudar
estudantes da escola basica no descobrimento dessas se¢oes. Esses experimentos certamente
ajudam os estudantes a desenvolverem sua imaginac¢do e aprimorar sua capacidade de abstracao.
Confira uma situacao ilustrada na Figura 7.8.

Figura 7.8. Desenhando uma se¢ao em um cubo.

Secdes do cubo podem ter os mais variados formatos. Sempre sdo poligonos planos com n < 6
lados. No Problema 7.6.8 vemos um exemplo em que a se¢do é um hexdgono regular.
Outros s6lidos sao considerados na Secao de Problemas 7.6 e na Secao de projetos 7.7.

7.5 Experimentos sobre volume

Aliteratura em ensino de Matemética e, especialmente, os recursos de midia, trazem iniimeros
experimentos para investigar volumes de s6lidos. Pensamos ser uma boa opc¢ao uma consulta ao
livro didético [30], a partir da pagina 91.

Fazemos aqui uma breve incursdo para o entendimento do misterioso fator de reducao 1/3
entre o volume de uma piramide e de um prisma com igual drea da base e mesma altura, fator
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esse que ocorre também entre o volume de um cone e de um cilindro com mesma base e mesma
altura.

Um cone e um cilindro, ambos circular reto de raio r e altura i, podem ser construidos com
material adequado. Usando areia ou 4gua se vé que o volume de trés cones é (quase que exata-
mente) igual ao volume do cilindro. Confira ilustracdo na Figura 7.9.

vV:.V-V-EB

Figura 7.9. Comparando o volume de cones com o do cilindro.

Nessa experiéncia os s6lidos podem variar e serem obliquos, desde que tenham a mesma érea
da base e a mesma altura. Essa experiéncia indica que, em se tratando de cones e cilindros, se tem

volume do cone = 1 volume do cilindro = 1 4rea da base x altura.

1

3 3

Exatamente o mesmo valor 1/3 ocorre como fator de redu¢ao quando comparamos o volume

de uma piramide com o de um prisma com mesma altura e iguais dreas das bases. A experiéncia

que pode ser feita aqui é a construcdo em papel cartolina de um prisma triangular e de trés te-

traedros como indicado Figura na 7.10. Caprichando na construgdo os trés tetraedros podem ser
encaixados dentro do prisma.

A P B A 7 B A B
Figura 7.10. Reparticao de um prisma em trés tetraedros de mesmo volume.

Prismas obliquos também funcionam, mas a constru¢do é mais complicada. Um prisma cuja
base é um poligono de n lados pode ser repartido em prismas triangulares, e assim o resultado
continua valendo. Essa experiéncia indica que

volume da piramide = % volume do prisma = % drea da base x altura.

Justificativas mais detalhadas podem ser obtidas com o uso do chamado Principio de Cavalieri.
J& vi na literatura varios experimentos diddticos, alguns deles usando ideias de Arquimedes. Para
encerrar este Capitulo reproduzo na Figura 7.11 um desenho que vi em [30], p4dgina 155. Os dois
cones sdo circulares retos e tém raio da base r e altura também r. A semiesfera tem raio r. Vemos
que

o volume de dois cones de raio e altura r € igual ao volume da semiesfera de raio r.
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Figura 7.11. Comparando o volume de cones com o de uma semiesfera.

Como o volume de um cone é %nrz-r, o experimento indica que o volume da semiesfera é %nrs,
e assim o volume da esfera de raio r é 27773, Essa é uma das mais belas férmulas da Matematica

3
Elementar.

7.6 Problemas

Problema 7.6.1. Defina diagonal de um cubo. Conte as diagonais de um cubo de duas formas: (i)
usando um desenho; (ii) contando quantos segmentos unem dois vértices quaisquer do cubo, e
depois subtraindo os que estdo nas faces. Desenhe um cubo e suas diagonais.

Problema 7.6.2. Dé a medida de uma diagonal de um paralelepipedo reto retangulo de dimensoes
a, b e c. Todas as diagonais tém a mesma medida? Dé a medida de uma diagonal de um cubo de
lado a.

Problema 7.6.3. Explique por que um cubo qualquer tem esfera inscrita e esfera circunscrita.
Quais sdo seus centros? Calcule seus raios. E quanto a um paralelepipedo reto retangulo?

Problema 7.6.4. A Figura 7.12 mostra como localizar o centro de um tetraedro regular. Descreva
detalhadamente essa localizacgao.

Figura 7.12. Localizagdo do centro de um tetraedro regular.

Problema 7.6.5. a) Consideremos a figura formada pelas arestas de um tetraedro regular. Ao pro-
jetar perpendicularmente essa figura em um plano podemos ter varios desenhos. Trés deles estdao
na Figura 7.13. Sdo denominadas proje¢oes simétricas do tetraedro regular. Para cada uma delas
encontre a posicdo do tetraedro em relacao ao plano de projecao. b) Encontre as projecoes simé-
tricas da figura formada pelas arestas de um cubo. Sugestao: escolhe-se uma reta adequada, e o
plano de proje¢ ao é perpendicular a ela.
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Figura 7.13. Projecoes simétricas do tetraedro regular.

Problema 7.6.6. E do interesse da Quimica Molecular o denominado dngulo tetraédrico de um
tetraedro regular. Esse angulo tem vértice no centro do tetraedro e lados cada um contendo um
vértice do tetraedro. Calcule seu valor (em radianos e em graus).

Problema7.6.7. Na Figura 7.14 vemos um tetraedro inscrito em um paralelepipedo reto retangulo.
Argumente para justificar que esse tetraedro € disfendide.

Figura 7.14. Tetraedro disfenéide inscrito em um paralelepipedo reto retangulo.

Problema 7.6.8. A Figura 7.15 mostra um cubo e um poligono cujos seis vértices sdo pontos mé-
dios dos segmentos. a) Mostre que esses seis pontos sao coplanares. Sugestdo: prove que eles
estdo no plano mediador de EC. b) Mostre que o hexdgono é regular.

B
Figura 7.15. Desenho para o Problema 7.6.8.



94 Geometria Elementar: génese e desenvolvimento

7.7 Temas para investigacao

Tema 7.7.1. Realize o seguinte experimento. Tome uma folha de cartolina grossa ou uma folha
de papeldo de aproximadamente 20 x 20 cm? para representar um plano. Tome uma vareta de
madeira de uns 15 cm para representar uma reta. Corte um quadradinho de lado 1 cm para indicar
o angulo reto. Cole um lado do quadradinho no final da vareta, como na Figura 7.16, a esquerda.
Em seguida cole a vareta com o quadradinho em um ponto P no centro da folha, de forma que a
vareta fique em pé. Confira a Figura 7.16, a direita.

]

||

Figura 7.16. Experimento com reta e plano.

(i) Observe se a configuracao é estdvel, isto é, se ela permanece mesmo com pequenos solavancos.
Veja o que € preciso completar para alcancar a estabilidade. (ii) Com essa experiéncia, estabeleca
um critério para que uma reta seja perpendicular a um plano por um ponto P. (iii) Satisfeito esse
critério, o que se pode dizer sobre qualquer reta do plano que passa por P?

Tema 7.7.2. Realize o seguinte experimento. Tome uma folha de cartolina grossa ou uma folha
de papeldo de aproximadamente 20 x 20 cm? para representar um plano. Faca um furo em seu
centro, chamando-o de ponto P. Tome uma vareta de madeira de uns 15 cm para representar um
segmento. Marque seu ponto médio e a insira no furo da cartolina até que o ponto médio coin-
cida com o furo. Certifique-se que a vareta fique perpendicular ao plano. Confira o experimento
anterior e a Figura 7.17.

Figura 7.17. Experimento com reta e plano.

O que se pode dizer de um ponto Q qualquer do plano? Vale a reciproca? Como justificar as
afirmacoes?

Tema 7.7.3. Investigue que piramides regulares podem ter todas as suas arestas de mesma me-
dida.
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Tema 7.7.4. Investigue que tipo de figuras podem ser formadas em um plano que secciona a su-
perficie de um cubo passando pelo seu interior. Pode ser formado um pentdgono? E um triangulo
equildtero? Qual é a se¢ao de maior drea?

Tema 7.7.5. Investigue que tipo de figuras podem ser formadas em um plano que secciona a su-
perficie de um cilindro circular reto fechado passando pelo seu interior.

Tema 7.7.6. Um plano, ao seccionar um tetraedro regular, pode determinar um paralelogramo?
um retangulo? um losango? Essa secao pode ser um quadrado? Um tridngulo equildtero? Explique
e desenhe.

Tema 7.7.7. Investigue como sao as secdes planas de uma superficie esférica. Em particular, o que
ocorre se 0 plano contém dois pontos antipodas da superficie esférica?

Tema 7.7.8. Um paralelepipedo reto retangulo m x n x p é construido com mnp cubos unitdrios.
Calcule quantos paralelepipedos podem ser contados.

m

Figura 7.18. Um paralelepipedo reto retangulo 5 x 3 x 3.

7.8 Atividades para licenciandos e professores

Atividade 7.8.1. Imagine e descreva brevemente uma atividade com estudantes com o material
que vocé construiu no Tema 7.7.5.

Atividade 7.8.2. Imagine e descreva brevemente atividades experimentais para o estudo da esfera
no ensino bésico.

Atividade 7.8.3. Imagine e descreva brevemente atividades experimentais para o estudo de cilin-
dros e cones no ensino bdasico.

Atividade 7.8.4. Em [3], pag. 283, é colocada a seguinte habilidade para o 2?2 ano do Ensino Fun-
damental no campo da Geometria: Reconhecer, nomear e comparar figuras geométricas espaciais
(cubo, bloco retangular, pirdmide, cone, cilindro e esfera), relacionando-as com objetos do mundo
fisico. Descreva vocé o que existe de diferenca e de similar entre um cubo e uma esfera.
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Apéndice A

Respostas e sugestoes a alguns problemas

Observacoes: Nem sempre as respostas dadas estdao completas. Fique atento ao enunciado do
problema para ver se é necessdrio completar. Muitas vezes ndo apresentamos nenhum argu-
mento, o que significa que ficou por conta do estudante. Portanto, muitas respostas devem ser
vistas apenas como dicas. Lembramos que, na resolucao de um problema, apenas encontrar a res-
posta correta ndo € suficiente. O processo de descoberta e uma justificativa adequada sdo muito
importantes, e o estudante deve aprender a descrevé-los. Examine bem os exemplos que demos
no texto, eventualmente eles podem servir de inspiracao.

Problemas 1.5

1.5.1 Destacamos na Figura 1.11 simetrias em plantas e animais.
1.5.2 Identifique pelo menos quatro.
1.5.3 b) A figura é invariante por trés rotagdes e tem quatro retas de reflexdo.

1.5.4 Existe apenas uma reta.

Temas para investigacao 1.6

1.6.1 Uma ideia é consultar o verbete Ernst Haeckel da Wikipedia. As simetrias dos esqueletos certamente facilitam o
movimento e a estabilidade.
1.6.2 Mais informacoes no verbete Ice crystal da Wikipedia.

1.6.3 Existe muita informacao na internet, comece com a Wikipedia.

Problemas 2.5

2.5.1 Faca suas tentativas e as descreva.

2.5.2 Faga suas tentativas e as descreva.

2.5.3 O aplicativo Geogebra permite desenhar um tridngulo com uma altura e mover o vértice para obter vérias confi-
guracoes.

2.5.4 Use o aplicativo Geogebra.

Problemas 3.7

3.7.1 Para justificar use a reciproca do Teorema de Pitdgoras. Existem os ternos pitagéricos, que sao infinitos. Um
exemplo é 6, 8 e 10.

3.7.2 Pode-se usar um esquadro grande de pedreiro. E possivel usar as medidas 1 m, 2 m e 2,24 m, que sdo nimeros
pitagéricos ndo inteiros, pois V12 +22 = /5 = 2,24.

3.7.9 Esse poliedro chama-se icosaedro truncado, e é obtido pelo truncamento do icosaedro regular, retirando-se
tetraedros de suas pontas. Tem 90 arestas, 60 vértices e 32 faces, sendo 12 pentdgonos e 20 hexdgonos. Como sélido

de Arquimedes é dito ser semirregular (com todas as faces regulares mas de dois ou mais tipos).
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Temas para investigacao 3.8

3.8.1 E 0 dodecaedrano Cyy Hyg, da Figura 3.24.
3.8.2 Dica: no septulene os hexdgonos nao podem ser regulares.

3.8.3 Consulte a internet.

Problemas 4.5

4.5.1 (iv) para produzir paralelogramos ndo losangos as retas de um feixe devem resguardar entre si uma distancia
diferente daquela do outro feixe, além de ndo serem perpendiculares.

4.5.2 O poliedro € o icosaedro truncado, com 32 faces, sendo 12 pentdgonos regulares e as outras 20 sdo hexdgonos
regulares. Tem ainda 60 vértices e 90 arestas.

4.5.3 Faga uma planificagdo conveniente do cubo e ligue os dois pontos com um segmento.

4.5.4 (iv) nao tem fundamento, as outras sao possiveis.

4.5.5 Prisma triangular e prisma pentagonal, ambos regulares (todas as faces sao regulares).

4.5.6 No caso das faces com letras hd necessidade de verificar a orientagao correta das mesmas.

4.5.7 A planificacdo da esquerda gera um octaedro concavo, parecido com um barco; a da direita, o octaedro regular.
4.5.9 Se a < b+ c adiferenca |b — c| ndo pode ser muito grande. Faca desenhos para delimitar essa diferenca.

4.5.10 Para formar um tridngulo obtuso dois dngulos devem ser agudos, digamos os dngulos adjacentes ao lado de
medida a. A condicdo é entdo b < a e ¢ < a, além da condic¢ao geral |[b—c|<a<b+c.

4.5.12 Seja £ o lado do quadrado, sendo ¢ real positivo. Temos A = £? e P = 4¢. Resolva a equacido A = P e as inequa-
coes A<PeA>P.

4.5.13 Calcule todas as 4reas para um perimetro fixado p, e depois compare.

4.5.14 No contexto deste Capitulo uma solucdo é reproduzir o mecanismo com palitos de sorvete.

4.5.15 O mecanismo pode ser construido com palitos de sorvete. Todos os pinos devem ser rotativos.

4.5.16 Na Geometria Euclidiana retas paralelas nunca se encontram. Talvez a pessoa estivesse pensando na represen-
tacdo artistica de retas paralelas.

Temas para investigacao 4.6

4.6.1 Duas planificacdes sdao equivalentes quando uma puder se sobrepor sobre a outra, coincidindo todos os lados,
eventualmente depois de se realizar rotagdes ou reflexdes. Para achar as 11 planificacdes observe primeiro que nao
podem existir 5 ou 6 quadrados em fila. Comece entdo com os casos em que existem 4 quadrados em fila.

4.6.2 O tetraedro tem 2 planificacdes nao equivalentes, e o octaedro, 11.

4.6.3b) P(1)=1,P(2)=1, P(3)=2,P4) =5, P(5) =12, P(6) =35, P(7) = 108. c) O primeiro poliminé com buraco é um
heptaminé.

464¢c)C(1)=1,C(2) =1, C(3) =2 (1regular e 1 ndo-regular), C(4) = 7 (2 regulares e 5 nao-regulares), C(5) = 23. d)
todos os 4-cubos-soma nao regulares sao formados pelos 3-cubos-soma nao regulares acrescidos de um cubo.

Atividades 4.7

4.7.1 Uma fonte é o verbete Modelo Van Hiele da Wikipedia.

4.7.2 a) A desigualdade triangular, numa primeira experiéncia, pode ser expressa com palavras.

4.7.3 Para estudantes inexperientes o professor pode aceitar atividades exploratérias com valores. Posteriormente
deve incentivar o uso de equacdes e inequacdes, pois essa atividade pode servir de passagem entre os dois métodos.
4.7.6 E possivel argumentar que ndo existem outros ladrilhamentos, pois os angulos internos dos poligonos regulares
aumentam com o nimero de lados, e deve haver pelo menos 3 pecas em volta de um vértice. Assim o hexdgono é o
altimo possivel.

4.7.7 O uso de desenhos e recortes serve nao apenas para ajudar na construcao de um modelo abstrato mais exato,
como também para entender como calcular a drea da superficie cilindrica e explorar outras propriedades.

4.7.14 O pantografo pode também ser adquirido em papelarias ou casas especializadas em material para desenho

Problemas 5.9

5.9.1 Uma semirreta é determinada por dois pontos, sendo que um deles deve ser sua origem.

5.9.2 Existem sete relacdes com os quatro angulos. Usando duas delas se prova que a = b.

5.9.3 a=30°.

594 ulwv.

5.9.5 Usando igualdade de angulos correspondentes, temos quatro relagdes. Introduzindo a igualdade opv, elas se
reduzem a duas.
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5.9.6 a) Desenhe primeiro a base com uma medida pré-determinada. Ache seu ponto médio e, usando um esquadro,
desenhe sua mediatriz. Localize o vértice na mediatriz e desenhe os lados.
5.9.7 Use que a soma dos angulos de qualquer tridngulo é 180°.

5.9.8 Segue exemplo na Figura abaixo.

agrupamento
basico

5.9.9 Use a férmula (5.1) para completar a tabela.
5.9.10 O que ocorre com o angulo interno de um poligono regular de n lados 4 medida que n aumenta?
5.9.11 Argumente por contradicao.

5.9.12 Dadas muitas copias de um quadrildtero convexo, para formar o ladrilhamento siga a seguinte regra: junte duas

copias por lados correspondentes, mas com os vértices trocados.

Temas para investigacao 5.10

5.10.1 Sugerimos usar o Geogebra.

5.10.2 Existe um ladrilhamento com dois octégonos regulares.
5.10.3 Existem trés possibilidades.

5.10.4 Existe uma possibilidade.

5.10.5 Além dos casos 6bvios, usando retangulos, tridngulos retangulos, losangos ndo quadrados, existe uma infini-
dade. Um exemplo sdo as chamadas fesselagoes do Cairo. Consulte o verbete Cairo pentagonal tiling (em inglés; a
pagina correspondente em portugués, consultada em 10 de marco de 2026, tem erro).

Atividades 5.11

5.11.1 Faga suas préprias observacoes.

5.11.2 Uma dobradura nao é precisa. Assim, é necessario procurar outro sistema dedutivo para confirmar as propri-
edades. Uma forma seria consultar um livro de Geometria Euclidiana Superior. Eventualmente comentérios podem
ser feitos com estudantes da escola bésica, e o professor deve colocar atencdo no efeito dessas observagoes.

5.11.3 O tampo de uma mesa pode servir de modelo do plano, mas é preciso chamar a atenc¢ao sobre as suas limita-
coes.

5.11.4 Pares de linhas esticadas em um geoplano perfazem angulos de mesma medida se o posicionamento seguir um

mesmo padr3o.

Problemas 6.7

6.7.1 Construa um exemplo com dois tridngulos que reguardam uma correspondéncia LLA mas que ndo sdo congru-
entes.

6.7.2 Desenhe um tridngulo isésceles com as alturas pedidas, e observe as congruéncias. Se achar que fica mais claro,
desenhe duas c6pias, cada uma com uma das alturas. Considere os casos em que o pé da altura ndo cai dentro do
lado.

6.7.3 Aqui o termo “bissetriz” estd sendo usado no sentido da ceviana contida na reta bissetriz.

6.7.4 Faca desenhos e procure as congruéncias.

6.7.5 Comece com duas mediatrizes.

6.7.6 Use resultados anteriores.

6.7.7 Para a dltima pergunta, seja P a intersecdo de BN e CM. Depois de ver que BMC e CNB sdo congruentes, temos
que BCP é is6sceles com base BC, logo BP = CP. Entédo P é equidistante de B e C, e assim P estd na mediatriz de BC.
Logo P também estd em AH.

6.7.8 Faca experimentos com o Geogebra.

6.7.9 Desenhe quadrados com uma diagonal, uma cépia com a outra diagonal, e outra cépia com duas diagonais.
Examine todas as congruéncias.

6.7.10 (iv) Demonstre a contrapositiva.

6.7.11 Use o caso LLL.
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6.7.12 (i) Fixe a medida a de uma diagonal do quadrilatero (no caso de quadrilatero ndo convexo, tome a diagonal
externa). E possivel alterar um pouco o valor de a e continuar valendo a inequac¢io do Problema 6.7.8. Assim os dois
tridngulos com lado naquella diagonal permanecem com lados de mesma medida.

6.7.13 Para construir o reticulado, meca as duas alturas do paralelogramo dado, assim como um de seus angulos.
6.7.14 Desenhe o paralelogramo e uma diagonal. Use ALA.

6.7.15 Desenhe os dois paralelogramos com altura e diagonal conveniente, e procure tridngulos congruentes. O
mesmo vale para a outra altura e diagonal.

6.7.16 Usando angulos correspondentes determinados por paralelas e transversais, desloque todos os dngulos para
um unico vértice.

6.7.17 Um caso ALA implica que as diagonais se cortam ao meio.

6.7.18 Quanto a ultima afirmacao, verifique a contrapositiva.

6.7.19 Examine angulos e retangulos dos quais os lados sao diagonais.

6.7.20 Escreva a area como funcdo de uma variavel e ache seu ponto de maximo.

6.7.21 Trace o didametro CD, e considere o quadrilatero ACBD.

Temas para investigacao 6.8

6.8.1 Uma ideia é lembrar que duas cépias do mesmo tridngulo retangulo formam um retangulo.

6.8.2 Uma possibilidade para sua investigacdo é usar o Geogebra.

6.8.3 Se ¢ e w sdo os lados de um retangulo, temos A=P < [ = %, com [ >2 e w > 2. Para um estudo 3D pode
consultar [9].

6.8.4 b) Dado um triangulo equilétero trace segmentos paralelos a um lado ligando pontos dos outros dois lados. O
que a mediana relativa aquele lado faz com esses segmentos?

6.8.5 Use o aplicativo Geogebra para mover tridngulos e seu circuncentro e visualizar as mais diversas situacoes.
6.8.6 b) Na etapa n existem 4" tridngulos equildteros menores, para todo n = 0.

6.8.7 Sdo %m(m + 1)n(n+ 1) paralelogramos.

Atividades 6.9

6.9.1 Uma forma um pouco mais abstrata de achar o ponto médio de um segmento consiste em medi-lo com uma
régua, dividir o valor por dois e depois localizar no segmento o ponto médio. A divisdo por dois ja justifica que encon-
tramos o ponto médio.

6.9.2 Use o mesmo esquema da Figura 6.2. Essas atividades podem ser construidas em folhas de desenhar ou com o

aplicativo Geogebra.

Problemas 7.6

7.6.1 Sdo 4 diagonais.

7.6.2 Todas as diagonais tém a mesma medida v a® + b2 + c2.

7.6.3 O cubo tem esferas inscrita e circunscrita. O paralelepipedo com lados diferentes s6 tem a circunscrita.

7.6.4 Comece com os pontos médios de dois lados.

7.6.5 a) Da esquerda para a direita: (i) reta passando pelo ponto médio de duas arestas opostas; (ii) reta que contém
uma altura do tetraedro; (iii) reta que contém uma altura de uma face. b) sugestdes de retas: (i) perpendicular a
uma face pelo seu centro; (ii) passando por dois vértices opostos; (iii) passando pelos pontos médios de duas arestas
opostas.

7.6.6 arccos(—1/3) = 2arctg(\/§) ~1,910633 = 109,4712°.

7.6.7 Use que em um paralelepipedo reto retdngulo qualquer as faces opostas sao congruentes.

7.6.8 a) Esses pontos médios sao equidistantes de E e C, portanto pertencem ao plano mediador de EC. b) Para ver
que os lados do hexdgono tém a mesma medida, use o seguinte resultado de Geometria: se um segmento liga os
pontos médios de dois lados de um tridngulo, entdo ele mede a metade do terceiro lado. Para ver que os angulos
internos do hexdgono tém a mesma medida, uma forma é observar que é constante a distancia de seus vértices ao seu

centro.

Temas para investigacao 7.7

7.7.1 O resultado dessa investigacdo é importante para o préximo experimento.
7.7.2 Reestude a mediatriz. O plano em questdo chama-se mediador do segmento.
7.7.3 SO existem trés.

7.7.4 Diversos tipos de poligonos planos com 7 < 6 lados.
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7.7.5 Pode ser circunferéncia, elipse ou segmentos de elipses, retangulos.
7.7.6 Sim, existe tudo isso. Comece a brincadeira unindo pontos médios de arestas.
7.7.7 Pontos antipodas sdo extremos de um didmetro.

7.7.8 Seguindo o esquema delineado no final da Sec¢do 6.5 obtive %m(m +1)nnr+Dpp+1).

Atividades 7.8

7.8.1 Os estudantes podem construir cilindros de papel cartolina, assim como recortes para encaixar no cilindro, como
foi feito na Sec¢éo 7.4.
7.8.2 Procure artigos, como em [14], pag. 79.

7.8.3 Procure artigos, como em [14], pag. 107.
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Apéndice B
Créditos das figuras

Observacdo: As figuras nao referidas foram construidos pelo autor com o uso do programa gréfico vetorial Inkscape,
ou com o Pictex ou o Tikz, ou ainda com o Geogebra.

Capa e Apresentacao

Figura da capa externa Construida pelo autor com o Inkscape.

Figura da capa interna Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autor: Kattekrab. Dominio publico. Con-
sultado em outubro de 2010.

Figura da Apresentacao, pagina v Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autor: Krauskopf Tom Ma-
chovka. Dominio publico. Consultado em outubro de 2010.

Capitulo 1: Origem da Geometria

Figura : Imagem de Reto Stockli, disponivel em NASA Goddard Space Flight Center http://veimages.gsfc.nasa.
gov/2429/globe_west_540. jpg Consultado em dezembro de 2010. Imagem de dominio publico.

Figura : Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autor: Papapishu. Dominio ptiblico. Consultado em
outubro de 2010.

Figura 1.3: Recorte de foto de uma estdtua de Jean Piaget obtida de http://www.picswiss.ch/Genf/GE-05-07.
html Os direitos autorais sdo de propriedade do fotégrafo Roland Zumbiihl. Permitido uso privado ndo comercial.
Consultado em dezembro de 2010.

Figura 1.4: Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autor: Papapishu. Dominio publico. Consultado em
outubro de 2010.

Figura 1.5: Imagem do artigo [33] http://rupestreweb.tripod.com/colorado.html Consultado em dezembro
de 2010.

Figura 1.6: Imagem do artigo [33] http://rupestreweb.tripod.com/colorado.html Consultado em dezembro
de 2010.

Figura 1.7: http://en.wikipedia.org/wiki/Prehistoric_art Direitos de imagem de acordo com o sistema
GNU Free Documentation License. Consultado em dezembro de 2010.

Figural1.8: http://www.nps.gov/meve/forteachers/artifactgallery_basket.htm Sitio do National Park Ser-
vicedo EEUU. Imagem de dominio publico. Consultado em dezembro de 2010.

Figura 1.9: http://en.wikipedia.org/wiki/Ceramic_art Direitos de imagem de acordo com o sistema Creative
Commons. Consultado em dezembro de 2010.

Figura 1.10: Foto de Ricardo Liberato, de 19 de junho de 2006. http://en.wikipedia.org/wiki/File:Al11l_Gizah
Pyramids. jpg Imagem de dominio ptblico. Consultado em dezembro de 2010.

Figura 1.11: Composicao do autor construida com o Inkscape com material disponibilizado pelo Clip Art Inkscape
http:/www.openclipart.org/ e por Clker.com http://www.clker.com/clipart-11547.html. Consultado em
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dezembro de 2010.

Figural.12: http://pt.wikipedia.org/wiki/Discoidea Desenhos de Ernst Haeckel, em Kunstformen der Natur.
Imagem de dominio ptblico. Consultado em dezembro de 2010.

Figura 1.13: http://en.wikipedia.org/wiki/Carbon_nanotubes Figuras construidas por Arnero. Imagem de
dominio publico. Consultado em dezembro de 2010.

Figural.14: http://hubblesite.org/gallery/album/entire/pr2003028a/ Crédito: NASA and The Hubble He-
ritage Team (STScI/AURA) Imagem de dominio ptblico. Consultado em dezembro de 2010.

Figura 1.15: Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autor: egonpin. Dominio piblico. Consultado em
dezembro de 2010.

Figura 1.18: A foto é do Electron and Confocal Microscopy Laboratory, Agricultural Research Service, U. S. Department
of Agriculture, disponivel em http://emu.arsusda.gov/snowsite/default.html. Dominio ptblico. Os desenhos
foram extraidos da classificacdo de cristais de gelo de Magono e Lee, disponivel em http://emu.arsusda.gov/
snowsite/Magono_and_Lee/Magono_and_Lee_Classif{i}cationl.html. Consultado em dezembro de 2010.

Capitulo 2: Génese dos conceitos geométricos

Figura 2.4: Figuras de [23], paginas 225 e 226.

Figura 2.6: Composicao de figuras adaptadas de Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/
Figura 2.9: Composicao de figuras adaptadas de Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/
Figura 2.14: Figura de [20], pagina 240.

Capitulo 3: Presenca da Geometria na sociedade

Figura 3.1: Foto do autor.

Figura 3.3: Foto do Congresso Nacional do Brasil, disponivel na pagina http://en.wikipedia.org/wiki/File:
National_Congress_of_Brazil. jpg Autor: Marcelo Jorge Vieira. Data: 5 de maio de 2006. Licenca sob Creative
Commons Attribution-Share. Consultado em maio de 2011.

Figura 3.4: Foto da Biosfera de Montréal, disponivel na padginahttp://en.wikipedia.org/wiki/File:Biosphére._
Montréal. jpg Autor: Cédric Thévenet. Data: 12 de outubro de 2001. Licenca sob GNU Free Documentation License.
Consultado em dezembro de 2011.

Figura 3.5: Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autor: tom. Dominio ptiblico. Consultado em maio
de 2011.

Figura 3.6: Foto de janelas da Old Ship Church, Hingham, Massachusetts, disponivel em http://en.wikipedia.
org/wiki/File:01ldShipWindows. jpg Autor: Timothy Valentine. Data: 21 de fevereiro de 2009. Licenca sob Crea-
tive Commons Attribution-Share. Consultado em maio de 2011.

Figura 3.7: Detalhe do famoso mausoléu Taj Mahal, http://en.wikipedia.org/wiki/File:Jali-inlay. jpgAu-
tor: William Donelson. Data da publicacao: 2 de julho de 2007. Licenca sob Creative Commons Attribution-Share.
Consultado em maio de 2011.

Figura 3.8: Composicdo adaptada de desenho disponivel em Wikipedia http://en.wikipedia.org/wiki/File:
Architectural_drawing_001.png Autor: ProfDEH. Data: 12 de junho de 2009. Licenca sob Creative Commons
Attribution-Share. Consultado em maio de 2011.

Figura 3.9: Composicdo de figuras de Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autores: gustavorezende e
Rfc1394. Dominio ptiblico. Consultado em dezembro de 2011.

Figura 3.11: Adaptacéo de figura de Krishnavedala, de 22 de maio de 2011, disponivel em http://en.wikipedia.
org/wiki/File:Helicoid.svg Licenca sob Creative Commons Attribution-Share. Consultado em dezembro de
2011.

Figura 3.12: Dominio publico, disponivel em http://en.wikipedia.org/wiki/File:Archimedes_screw.JPG
Original publicado na Chambers’s Encyclopedia (Philadelphia: J. B. Lippincott Company, 1875). Consultado em de-
zembro de 2011.
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Figura 3.13: Fotografia de M.A. Wijngaarden, de 22 de outubro de 2006. Disponivel em http://en.wikipedia.
org/wiki/File:IMG_1729_Gemaal_met_schroef_van_Archimedes_bij_Kinderdijk.JPG Licenca sob Creative
Commons Attribution-Share. Consultado em dezembro de 2011.

Figura 3.14: As figuras dos alicates estao disponiveis em Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autores:
Raz Petr / Machovka. Dominio ptblico. Consultado em dezembro de 2011.

Figura 3.16: Ladrilhamento rombico de Penrose, construido por Inductiveload (http://commons.wikimedia.org/
wiki/User:Inductiveload) em 1 de fevereiro de 2009. Disponivel em http://en.wikipedia.org/wiki/File:
Penrose_Tiling_(Rhombi) .svg Dominio ptblico. Consultado em dezembro de 2011.

Figura 3.17: Fractal construido com o programa Sterling2 (freeware) por Soler97 em 2 de outubro de 2011. Disponivel
emhttp://en.wikipedia.org/wiki/File:Sterling2_ 4906aa4. jpg Liceng¢asob Creative Commons Attribution-
Share. Consultado em dezembro de 2011.

Figura 3.18: Disponibilizada pelo Nicholas Roerich Museum, http: /www.roerich.org/index.html Consultado em
dezembro de 2010.

Figura 3.19: Autor: Johnstone. Disponivel em http://en.wikipedia.org/wiki/File:Spacetime_curvature.
png Direitos sob GNU Free Documentation License. Consultado em dezembro de 2011.

Figura 3.20: Autor: Chris_73 (http://en.wikipedia.org/wiki/User:Chris_73). Disponivel em
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:NautilusCutawayLogarithmicSpiral. jpg

Direitos sob the creative commons cc-by-sa 3.0 (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/). Consul-
tado em dezembro de 2011.

Figura 3.21: Autor: Zephyris. Data: 20 de marco de 2009. Disponivel em https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:DNA_orbit_animated_static_thumb.png Direitos sob GNU Free Documentation License. Consultado em
marco de 2026.

Figura 3.22: Figuras compostas com o aplicativo [28]. Consultado em setembro de 2022.

Figura 3.24: As duas figuras da esquerda forma obtidas de [35], e as outras foram compostas com o aplicativo [28].
Consultado em setembro de 2022.

Figura 3.25: Figuras adaptadas de [18]. Consultado em setembro de 2022.
Figura 3.26: Figura composta com o aplicativo [28]. Consultado em setembro de 2022.

Figura 3.27: Autor: Michael Strock. Data: 6 de fevereiro de 2006. Disponivel em http://en.wikipedia.org/wiki/
File:C60a.png Direitos sob GNU Free Documentation License. Consultado em dezembro de 2011.

Figura 3.29: Detalhe de um vitral da Catedral Notre-Dame de Chartres, disponivel em Wikipedia http://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Vitrail_Chartres_210209_26. jpgAutor: Vassil. Data: 01 de abril de 2009. Dominio
publico. Consultado em dezembro de 2011.

Figura 3.30: Figura disponivel em Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/ Autores: Josiah / yoderj. Do-
minio publico. Consultado em dezembro de 2011.
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Figura 4.1: Composicao de figuras adaptadas de Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/
Figura 4.2: Foto do autor, 16 de fevereiro de 2011.
Figura 4.3: Foto do autor, 21 de fevereiro de 2012.
Figura 4.4: Foto do autor, 16 de fevereiro de 2011.

Figura 4.5: Poliedros construidos e fotografados pela Profa. Marlusa Benedetti da Rosa (CAp-UFRGS), data de agosto
de 2010. Publicado sob licenca.

Figuras 4.6 e 4.7: Poliedros construidos por estudante do curso de Licenciatura em Matemadtica da UFSCar. Foto do
autor, 16 de fevereiro de 2011.

Figura 4.8: Composicao de figuras adaptadas de Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/, Stock XCHNG
http://www.sxc.hu/ e Wikipediahttp://en.wikipedia.org/wiki

Figura 4.9: Composicao de figuras adaptadas de Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/
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Figura 4.11: Composicado de figuras adaptadas de Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/
Figura 4.15: Composic¢ao de figuras adaptadas de Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/
Figura 4.17: Composicdo de figuras adaptadas de Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/

Figura 4.33: http://pt.wikipedia.org/wiki/Cubo_soma Adaptacao de figuras construidas por Rodrigo Rocha.
Imagem de dominio publico. Consultado em janeiro de 2011.

Figura 4.35: http://en.wikipedia.org/wiki/File:Tesseract2.svg Adaptacdo de figura construida por Stan-
nered de primeiro de abril de 2007. Imagem de dominio ptblico. Consultado em fevereiro de 2012.

Figura 4.37: Composicdo geométrica com cores inspiradas em friso de vaso do povo indigena americano Pueblo,
consultado em http://www.indianpueblo.org/museum/index.html, data dezembro de 2010.

Figura 4.39: Composi¢do inspirada em friso de vaso Ming, conforme descrito em Frieze Patterns on Ming Porcelans,
de Poh Kim Muay, péagina 33, consultado em www.math.nus.edu.sg/aslaksen/projects/rp-urops.pdf, datade-
zembro de 2010.

Figura 4.38: Composicao com desenho de Xah Lee em http://www.xahlee.org/MathGraphicsGallery_dir/
Tiling_dir/tiling.html. Permitido uso ndo comercial. Consultado em dezembro de 2010.
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Figura 5.9:Composicao de figuras adaptadas de Clip Art Inkscape http://www.openclipart.org/

Capitulo 7: Investigacoes sobre s6lidos
Figura 7.1: 2°e 3°desenhos adaptados de [35].
Figura 7.6: 2°e 3°desenhos adaptados de [35].

Figura 7.8: fotos do autor.
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