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Capitulo 1

Aritmética Infinitesimal

Definicao 1.1. O infinito é a representacao da “quantidade” maior que qualquer nimero e é denotado
¢ ¢

por oo.

Defini¢ao 1.2. O valor infinitesimalmente maior que a é denotado por a*. Temos que a®™ > a para
o calculo infinitesimal, mas o valor numérico de a* é igual a a. Analogamente, o valor infinitesimal-
mente menor que a ¢ denotado por a~. Entre estes valores infinitesimalmente proximos, 0% e 0~ sao

frequentemente usados, juntamente com o jogo de sinal. Por exemplo, (0})2 0% = 00.

A regra de operagao envolvendo os valores infinitesimais (infinitamente pequeno ou infinitamente

grande), requer formalismo de limites. A seguir, algumas regras sem a demonstragao.
00 + 00 = 00, 00 - 00 = 00, 00> = 00, = = 07, O%ZOO,oo—kc:oo,

7 00

Se a > 0 entao a - 00 = 00, 0% = .

Se a > 1 entdo a® = oo

Indeterminados:
co 1 0 0 00 0 o)
o0 — 00, >’ 0’0’ 0 s 0 , 007, 1.

Observacao 1.3. No caso de 0° nao ter originado dos limites, convenciona-se que 0° = 1.
g

Exercicio 1.4. Justifique cada um dos indeterminados, através de contra exemplos (apresentar

limites adequados).

Exercicio 1.5. Para 0 < a, tem-se a=>° = 0%.
Exercicio 1.6. Para 0 < b < 1 tem-se b>® = 0.
Exercicio 1.7. Para ¢ < 0 tem-se oo = 07.

Exercicio 1.8. Para, a > 1 tem-se log, oo = oo e log, 07 = —oc.



Capitulo 2
Sequéncias Numéricas

Uma sequéncia real é uma funcao que associa um valor a cada ntimero inteiro nao negativo. Quando
tem uma expressao, escrevemos z,, (denominado de termo geral quando n é genérico) para designar
o z(n) que também indicaria o elemento de indice n na lista de suas imagens. A representac¢ao mais
6 i i 1 — L0 1 . 3
usada ¢ pela lista de suas imagens como em (ﬂneN = (1, 55 o ) ou pela expressao do termo
geral como em x,, = % para n > 0. No caso de indicar a imagem, ¢é essencial que tenha parenteses.
Note que uma sequéncia pode comecar em pontos diferentes de 1.
Definicao 2.1. lim x, = L se para todo € > 0 existe Ny € N tal quen > Ny = |z, — L| < e.

n—oo
Neste caso, a sequéncia é denominado de sequencia convergente e L é dito limite da sequéncia.

Note que, |z, — L| < ¢ se, e somente se, L —e < z,, < L + ¢, 0 que é bastante empregado nas

demonstragoes.

Definicao 2.2. lim x,, = oo se para todo M € R existe Ny € N tal quen > Ny = x,, > M. Neste

n—oo

caso, dizemos que a sequéncia diverge para infinito e denotamos por lim x, = oo. Analogamente, a
n—oo

sequéncia diverge para —oo se, para todo M € R existe Ny € Ntal quen > Ny = z, < M. E
imediato que uma sequencia x,, diverge para —oo se, e somente se, —x,, diverge para infinito.

Definicao 2.3. A sequéncia nao convergente é denominado de sequéncia divergente. As sequéncias

divergentes podem ser divergentes para oo, ou que nao tem limites.

2.1 Algumas propriedades operacionais

Propriedades.
Se (a,) e (b,) sdo sequéncias convergentes (comecando de mesmo indice), entdo

e lim (a, + b,) = lim a, + lim b,.

e lim (A\a,) = A lim a,.
n—o0 n—oo

e lim (a,b,) = lim a, lim b,.

n—oo n—oo n—oo
lim a,,
. n n—oo
o lim — =

Jim T b desde que nh_)ngo b, # 0.
n—oo
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e Caso f for continua, lim f(z,) = f ( lim xn)
n—oo n—oo
As demonstracoes sao similares ao caso das funcoes reais e nao serao repetidos aqui.

Observacgao 2.4. No caso da sequéncia que diverge para +00, a operagao pode ser efetuado se a arit-
mética infinitesimal for possivel. A demonstracao destas propriedades no caso de limite da sequéncia
ser infinito fornece as regras de cdlculo infinitesimal apresentado na secao anterior.

Inab blna

Para resolver problemas envolvendo poténcias, a formula a® = e =e para a > 0, € uma

das identidades mais importantes.

Observagao 2.5. Para obter o limite, basta analisar para n grandes.

2.2 Teste da subsequéncia

Para mostrar que o limite nao existe, o teste de subsequéncias sao um dos mais utilizados. Sub-

sequéncia é uma sequéncia formado pelas partes da sequéncia dada, isto é y, = x,, onde k +— ny, é
=J)-

injetiva (n; = n; entdo ¢

Teorema 2.6. Seja x,, uma sequéncia convergente. Entao qualquer subsequéncia yy. de x, converge

e tem o mesmo limite.
A forma mais usada do Teorema acima é

Corolario 2.7 (teste da subsequéncia). Qualquer sequéncia que possui duas subsequéncias com li-

mites diferentes serd divergente.
Este corolario é um dos mais importantes para provar a divergéncia das sequéncias.

Exemplo 2.8. x, = (—1)" diverge, pois a subsequéncia xy, = (—1)?" = 1 converge para 1, e a

subsequéncia Tq,,1 = (—1)?"T! = —1 converge para —1 que sao valores diferentes.

Para mostrar que a sequéncia z, converge através de subsequéncias, todas as subsequéncias
consideradas devem ter o mesmo limite e além disso, a uniao destas subsequéncias, respeitando
as posicoes dentro de (z,) deve ser exatamente a sequéncia (z,), respeitando as suas respectivas

posicoes.

—1)" . N .
Exemplo 2.9. z,, = % converge para (. Para provar, considere as subsequéncias y; = xor =

—1)2k 1 1 —1)2k+1 _
ot = g na anal temese Jim = i o = 0= 0% = 0@ 5 = aan = Sop = gy na qual
-1 -1
lim z, = l1m =— =0 =0. Como y, e z, sao subsequéncias que possuem o mesmo limite
k—00 k—o00 2]{; + 1 oo

e a “uniao” de yi e z; é exatamente a sequéncia (z,), a sequéncia x,, converge para 0.
Note que o problema acima é muito mais facil de ser resolvido pelo Teorema de Sanduiche (Teo-
rema [2.14] da pagina[d) que veremos mais adiante.

Exemplo 2.10. z, = (—1)" e consideremos y; = x4 = (=1)**? = 0 na qual tem-se
limy, = lim1=1¢e 2z = 2g10 = (—=1)**2 = 1 na qual hm 2, = hm 1=1. Como y. e z
k—o00 k—o00 k—o00 k—

possuem o mesmo limite, podemos dizer que, se z,, convergir, o limite seré 1. No entanto, a “uniao”
deles nao é exatamente a sequéncia x, e nao podemos afirmar se a sequéncia converge ou nao.

De fato, ja tinhamos visto que ele diverge (Exercicio 2.8 da pagina [3)).
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Exercicio 2.11. Mostre que uma sequéncia com sinal alternada é convergente se, e somente se o a
sequéncia dos valores absolutos convergir para zero.

A seguir, alguns teoremas e técnicas para obter limites.

2.3 Sequéncias definidas pela funcao continua

Teorema 2.12. Se x, = f(n) onde f € uma func¢ao continua (para x grande) tal que lim f(x)
T—00

eriste, entago lim x, = lim f(z).
n—oo T—00

n n

. € OO L’'Hopital . e" OO L'Hopital . € 0.9
Exemplo 2.13. lim — = — "= lm —=—""= lim — = — = o00. Note o abuso de

linguagem para considerar n como ntmero real na qual na sequéncia era nimeros inteiros.
Lembrar que, nao ter o limite da func¢ao, nao significa que a sequéncia diverge, como no caso de

x, = sen(nm).

Neste caso, z,, = 0 e consequentemente, lim x, = 0, mas lim sen(zm) = sen(oo) = 2.
n—o0 T—r 00

2.4 Teorema de Sanduiche

Teorema 2.14 (Teorema de Sanduiche). Se a, < b, < ¢, e lim a, = lim ¢, = L entdo lim b, = L.
n—0o0 n—0o0 n—0o0

Demonstracao. Apesar da demonstragao ser andloga do caso das fungoes, repetiremos a demons-
tracao devido a sua importancia. Sendo lim a, = L, temos que, Ve > 0, existe N, € N tal
que, para todo n > N, tem-se L —¢ < a, ?O[f—i—e. Analogamente, existe N. € N tal que, para
todo n > N, tem-se L —e¢ <¢, < L+e. Considere N = max{N,, N.}. Entdo, para n > N, te-

mos que L —e<a,<L+e. elL—ec<c¢,<L+e Llogo, L—e<a,<b,<c,<L+e Assim,

lim b, = L. O]
n—oo
Exemplo 2.15. z, = < entao temos que —1 < cosn < 1 implicando que _71 < e < % e
.= . cosn o1 ) —1 . cosn 1
consequentemente, lim — < lim < lim —. Assim, — =0 < lim < — =0. Logo,
n—oo N n—oo n n—oo M o0 n—oo n xO
. cosn
lim =
n—oo N
Uma das consequéncias importantes do Teorema de Sanduiche é
Corolério 2.16. lim z, =0 se, e somente se, lim |z,| = 0.
n—oo n—oo
cuja demonstracao é deixado como exercicio.
—r —1)" .1 1 (=1
Exemplo 2.17. z,, = ED” entdo lim ‘< ) = lim — = — = 0%. Logo, lim (=1 = 0.
n n—00 n n—o0 N, 00 n—oo N

Outro exemplo do uso do Teorema de Sanduiche.

(n—1) vezes

.n! I nn=1D(n-2)-2x1 _ nXNn---n
Exemplo 2.18. Vamos mostrar que lim — = 0. Observe que 7% = o < v =
n—oo M
o1 w1 oonb 11 . ..nl
= =. Logo, 0 < & < = oqueimplicaque 0 < lim — < lim — = — = 0. Assim, lim — = 0.
n n n n—oco N n—oco N o0 n—oo N

n___
nmn



CAPITULO 2. SEQUENCIAS NUMERICAS 5
2.5 Usando a ordem da funcao

Definimos a ordem de convergéncia da fungao como segue. Dizemos que ¥, tem ordem maior que x,,

L
e denotamos por z,, = o(y,) quando lim — = 0.

n—oo yn
O estudo da ordem da funcao nao costuma ser tratado no nivel de Célculo, mas ajuda muito
x
quando precisamos determinar o limite. Dizemos que f = o(g) em a quando lim y = 0. Se usar a
r—ra g T

lista da ordem de convergéncia das fungoes elementares no infinito, o calculo de limites da sequéncias
ficarad mais simples.

Claro que qualquer funcao que vai para o infinito, tem a ordem maior que a funcao constante.
Teorema 2.19. Para o limite no infinito, temos

e Se lim f(x) = oo entdo ¢ = o(f). Qualquer funcdo que tende a infinito tem ordem maior que
T—00

a fung¢ao constante.
e Para mimeros reais a < b, temos 2% = o(z). Potenciag¢io maior tem ordem maior.

e Parauw >0 ea > 1, temos que log,x = o(z") e x* = o(a®). Logaritmo tem (com base maior
que 1) ordem menor que qualquer potenciagao (positiva) e exponenciac¢ao (com base maior que
1) tem ordem maior que qualquer potenciacao (positiva). Em particular, Inx tem ordem menor

que potenciagdo (positiva) e e* tem ordem maior que potenciagao (positiva).

e Para a > 1, tem-se a* = o(I'(x)) e I'(x) = o(z”), onde I'(n) = (n — 1)! para n inteiro é

denominado de fun¢ao gamma. No caso de inteiros, € equivalente a a™ = o(n!) e n! = o(n™).

prova parcial. As demonstragoes podem ser feito diretamente com o uso da regra de L’Hopital, exceto
para o caso da ordem de funcdo gamma. Assim, serd deixado como exercicio.

No caso de envolver a fungao gamma, vamos provar somente no caso da variavel ser inteira. A
propriedade a™ = o(n!) ¢ a Proposi¢ao [3.48| (pagina [17). O caso de n! = o(n™) é o exemplo [2.1§]
(pagina [4). Caso de x ser real, precisaria usar o fato das fungdes serem continuas crescente, o que

omitiremos aqui. OJ

f(n)

Assim, se denotarmos f < g para o caso de f = 0(g) em oo ( lim o) = 0), a ordem das fungoes
n—oo g n

podera ser resumido como ¢ < log,n < z* < a™ < n! < n™ para v > 0 e a > 1 (claro que a pode

ser e que ¢ maior que 1). Aliado ao fato de n® < n® e a™ < b" para ntimeros reais a < b, podemos

simplificar a obtencao do limite das sequéncias através do seguinte resultado.

Proposigao 2.20. Se f = o(g) em a, entdo lim(f(z) + g(x)) = lim g(z)

T—a Tr—a
. B . flw) .
Demonstra¢ao. Como f = o(g) em a, temos que lim ﬂ =0 por definicao.
r—a g €T
lim(f(z) + g(z)) = lim (M + 1) g(x) = lim (0 + 1) lim g(x) = lim g(z) O
r—a T—r00 g($> n—oo T—>00 Tr—a
A/ 14+n2
Exemplo 2.21. Obter o limite de lim ————— caso exista. Como 1 = o(n?) e Inn = o(e"), temos

n—ooe™ 4+ Ilnn
que
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2
\% I+n . \% n? . n OO L'Hopital 1 1 1
—— = lim =lim—=—""= lm —=—=—=0
n—ooe” + Inn n—oo en n—oo e o0 n—oo e e>® 00

2.6 Sequéncias mondétona

Uma sequéncia a, é dito mondétona crescente quando a,; > a, para todo n. Da forma andaloga,

uma sequéncia a,, é dito monotona decrescente se a,1 < a, para todo n.
Definigao 2.22. As sequéncias crescente ou decrescente sao denominados de sequéncias mondtonas.

Caso especial das sequéncias mondtonas sao as sequéncias estritamente monotonas definidos como

segue.

Definicao 2.23. No caso de ter a,,1 > a, para todo n, dizemos que a sequencia é estritamente
crescente e caso de ter a,.1 < a, para todo n, dizemos que a sequéncia ¢é estritamente decrescente.
Uma sequéncia é estritamente mondtona se for estritamente crescente ou estritamente descres-

cente.

Note que, em vez de dizer crescente, também podemos dizer nao decrescente. O mesmo vale
para decrescente que podem ser referenciado como nao crescente. No entanto, é recomendado nao
abreviar o termo “estritamente” quando nao ser igual é essencial.

Uma sequéncia é dita limitada se existe M tal que Vn, |z,| < M.

Um dos teoremas mais importantes da sequéncia mono6tona é
Teorema 2.24. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.
Para quem interessar, a demonstragao esta no apéndice (Subsegao , pagina .

Exemplo 2.25. 7,11 = ;%5. A sequéncia ¢ limitada, pois |z,] < 1. Ele é crescente, pois ,,11 >

T, & Z—i; > e mn+1)2>nn+2) e n*+2n+1>n?+2n < 1> 0 que vale sempre. Logo,

a sequéncia converge. Note que, é facil ver que lim x, = 1 pela regra de L'Hopital, o que implica
n—oo

que é convergente. O critério da convergéncia da sequéncia monétoma é importante para estudos

teoricos tais como obter critérios de convergéncia das séries.

2.7 Limite da sequéncia definida pela recorréncia

Quando a sequéncia é definida pela formula de recorréncia (tipo x,.1 = f(x,)) e tem a garantia de
convergéncia (por exemplo, mono6tona e limitada), aplique o limite em ambos os lados na forma de

recorréncia e use L = lim x,, (assim, ficaria L = f(L)).
n—00
242 .. .
Exemplo 2.26. Sabendo que x,, .1 = x;: converge, encontre o seu limite. Denotando L = lim =z,
o n—o00

teremos

2
22 49 <lim xn) + 2 ,
i o e que seria L = £+2  Resolvendo, teremos 2L? = L?+2 =

lim z,,; = lim
n—oo

n—oo 21, 2 lim z, 2L
n—oo
[?=2=L=4V2
Assim, caso tiver o limite, lim z, = v/2 ou lim z, = —v/2. No caso de ter zo > 0, terfamos
n—o0 n—oo

xn > 0 e consequentemente, L > 0. Logo, no caso de ter xy > 0, terfamos L = V2.
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Observagao 2.27. No Calculo, ndao vamos preocupar muito em como mostrar que uma sequéncia

recursiva (definida pela recorréncia) é convergente, mas é importante para o Célculo Numérico.

2.8 Alguns limites importantes

e lim {/n=1. Prova: lim {/n = lim (V%) Mas In ({/n) =Ilnnw = Llnp =1n

n

n—oo n—oo n—oo
Inn  lnoo 00 L/Hopi 1/n 1 1
. . " . pital . .
Assnn,ln(llm\/ﬁ):hm—:—:— = th:hm—:—:O.
n—0o0 n—oo N O 0 n—o0 1 n—oo M 0
Como In <lim (L/ﬁ) =0, lim /n = lim (V) — glimnoooln(VR) _ 0 _ 1
n—oo n—oo n—oo
e lim {/a =1 para a > 0 (prova é analoga a anterior e deixado como exercicio)
n—oo
(
0, Jal<1
- 00, a>1 , - :
e lim a" = Caso de a > 0 é provado de forma similar ao caso anterior, mas
Y
\39, a< -1
observando o sinal de Ina. Caso de a = 1 e a = 0 sao triviais e o caso de a = —1 ja foi

mostrado, usando a subsequéncia. O caso de a < —1 segue do caso de a > 1 (tente provar).

|3

e lim V/n! = co. Prova: Observe que n! =n(n—1)(n—2)---2x 1> g-ug(%—l)!z (2)
n—oo N’

n
2 vezes

n . n /00
Assim, lim Vn! > lim £ = —— = oo. Consequentemente,

L0g07 W = \ (%)5 - n—00 n—00 \/§ B \/§

lim Vn! = oo.

n—oo

Sl



Capitulo 3

Séries Numeéricas

A soma dos termos de uma sequbencia a, ¢ denominado de séries de termo geral a, e é denotado
(o)

por Z a,. Neste caso, a, é denominado de termo geral da séries. Quando nao importa onde inicia
n=ng

a soma, as vezes abreviamos como Zan como no caso de somente analisar a convergéncias (se a

soma ¢ niimero ou nao).

Definir a soma de infinitos termos nao é simplesmente somar. Por exemplo, na séries

d(-1)"=1-1+1—1+-- temosque » (-1)"=(1—1)+(1—1)+---=0+0+---=0en-

n=0 n=0

quanto que Z(—l)":1+(—1+1)+(—1+1)+---=1+0+O+--~:1, tendo valores diferen-
n=0

tes. Assim, nao podemos tratar somas de infinitos termos como no caso da some de finitos termos.
Para que nao perca algumas das propriedades essenciais da soma como no caso acima, estabele-

cemos que os termos precisam ser somados em sequéncias. Para ser mais formal, considere uma
N

o0
série E a, = S. Definimos a soma parcial Sy = E ap = Qp, + -+ -ay que é uma sequéncia re-
n=ng n=ng
o
cursiva dado por S,, = a,, € Sy = Sy-1 + ay para N > ny. Escrevemos E a, = S quando tiver
n=ng

lim S, = S. Note que, para esta defini¢ao, a soma precisam ser feitas em ordem, somando um termo
n—oo

a cada etapa.
Definicao 3.1. Quando S,, converge, dizemos que a série é convergente. Quando S,, diverge, dizemos

que a série é divergente.

Como a soma parcial ¢ uma soma finita, permite efetuar associacao dos termos. Logo, a séries
oo

convergente permite efetuar associacao dos termos da soma. Assim, a séries g (—1)" é divergente

n=0
por nao permitir associacao. No entanto, as trocas das posicoes dos termos nem sempre pode ser

efetuada (Ver o Exemplo da pagina [32).

Observacgao 3.2. Existe o estudo da convergéncia da séries usando a sequéncia de média das somas

o
.. _ . L1 .. .
parciais na qual E (—1)" = 5 A convergéncia pelas médias das somas parciais requer estudos mais

n=0
sofisticados, o que nao sera apresentado neste texto.
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Exemplo 3.3. A séries Z(—l)” =1—-1+1—1+--- & divergente.

Como Sy, = (—1)0+-n--0+(—1)2’“ =1-1+1-14+--41=1-D)+(1-1)+---+(1—-1)+1=
04+---4+04+1=1, temos que ]}LIEOS%: 1.

Agora, Sopig = (=14 +(-D)* =1-1+1-1+---—1=(1-1D+(1-1)+---+(1-1) =
0+---+0=0, temos que kh_)rilo Sorr1 = 0. Assim, S,, tem duas subsequéncias com limites diferentes,
o que implica que é divergente.

Note o uso de associatividade da soma em S, por ser uma soma finita para cada n.

3.1 Algumas propriedades operacionais

Propriedades.
Se > a, e Y b, sdo séries convergentes, entao

° Zan—l—b Zan+2b
Z)\an )\Zan
>

Caso o limite envolver oo, vale somente se a operagao correspondente for véilido (consegue operar)

< Z |a,| caso ) |a,| for convergente.

na aritmética infinitesimal.
A convergéncia das séries depende somente de termos para n grande. Assim, onde comecar a

séries é importante somente para obter o seu valor.

Observacao 3.4. Para \ # 0, A série ) a, converge se, e somente se, »  Aa,, converge.

3.2 Limite do termo geral

A seguir, algumas formas de verificar a convergéncia das séries.

Teorema 3.5. A série Y a, converge entdo lim |a,| = 0.
n—oo

Demonstracao. Como S, = S,_1 + a, e sabemos que o limite existe por série ser convergente,
passamos o limite em ambos os lados da equacao, temos lim S, = hm Sp_1+ lim a,.
n—o0 n—oo
Sendo lim S, = S, temos S =S + lim a,. Logo, hm a, = 0. ]
n—o0 n—oo

Como consequéncia, temos
Corolario 3.6 (teste do termo geral). Se lim |a,| # 0, entdo a série > a, diverge.
n— oo

que é um dos critérios mais usados para verificar a divergéncia das séries.

n OO L’Hopztal
E lo 3.7. - di 1 o] = 1 = lim - =1#0.
xemplo > i diverge, pois im la,| = Jim e = — n_}:aolo 1 #

Exercicio 3.8. Mostre que Z ) dlverge

Agora vamos ver um exemplo particular na qual é possivel obter a soma
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o0
Exemplo 3.9 (Série Telescopica). Vamos encontrar o valor de Z —— . Usando a técnica de
— n(n+1)
fracoes parciais, podemos escrever o termo geral em soma de duas fragoes. Escrevendo —n(nl+1) =
a b _ a(n+l)+bn _ (a+b)nta bt b —1.C ) L. ¢ a+b =0
nt o = T = mga1) > Obtivemos (a+b)n+a=1. Como n é genérico, temos . _y
o que implica que a =1 e b = —a = —1. Logo, n(nl—i-l) = % -

Agora veremos a soma parcial.
TemosSn:(l—l)+(l—l)+~~+(L—l)—i—(l—L):%—n%lparatodonzl.

1 2 2 3 n—1 n n n+1
> 1 1 1
Passando o limite, temos E —— = lim 5, = lim (1 - ) =1-—=1).
vt n(n + 1) n—00 n—00 n-+1 00

n .
1) diverge, apesar

o0
Exercicio 3.10. Seguindo o exemplo anterior, mostre que a séries E In ( n
n

n=1

de ter lim a, = 0.
n—oo

Em muitas séries, nao é possivel determinar se ¢ convergente. No caso de obter o seu valor é
tarefa mais complicada ainda. Com a exce¢ao das séries geométricas, poucas séries (convergentes)

tem o seu valor conhecido.

3.3 Séries geométricas

Definicao 3.11. Z agr” (ap # 0 e r # 0) é denominado de séries geométrica.
n=0

Teorema 3.12 (séries geométricas). Zaor" (ag # 0) converge se, e somente se |r| < 1. Neste

n=0
00
n o
caso, agr = 1 .
- T
n=0

Demonstracao. A prova consiste em aplicar limite na soma parcial que é uma soma de P.G. (pro-

gressao geométrica).

Seja Zaor" (ap # 0 e r # 0). Entao a, = a,_1r para n > 0. Multiplicando r na
n=0

soma parc_ial S, = a9+ -+ + ap, temos que rS, = ayr + -+ ay,r = a; + -+ + app1. Sub-
traindo do S,, temos S, — 7S, = ag — any1- Observando que a; = aor’, temos (1 — r)S, =
ag — ny1 = ag — agr™™ = ao(1 — r"™1) e consequentemente, S, = ao(%r:ﬂ) para r # 1. Quando
|r| < 1, temos que lim |r"| =0 (Ver subsecao pagina } de modo que lim r" =0. Assim,
n—oo n—oo
o
ao(l —rmtt a
Zaor” = lim S, = lim ol ) — —2_ No caso de |r| > 1, observemos que lLim |agr”| # 0
— n—o00 n—00 1—r 1—r n—00
(exercicio), o que implica que lim agr™ # 0. Assim, a séries diverge pelo teste do termo geral. [
n—oo
o] o] 00 n 1 1
1 11 1/1 < < 1
_ _ _ 8 _ 8 _ . 1 1
Exemplo 3.13. Z22n+3 _227715 —Zg (1) = 1_l =3 = 6 POI1S ag = 3 er = 1 co1m
n=0 n=0 n=0 4 4

Ir] < 1.
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=0
Exemplo 3.14. 1.23636--- = 1.2+0.0364+0.00036+- - - = 1.2—1—2 que é uma série geométrica

2o 0L 102n
n=0 0
com |r| < 1. Como ay = 0.036 e r = 1—00 na parte da série, temos 11.23636--- = 1.2 + 1010/‘31600 =
12 4 0036 _ 12 . 36 _ 1188436 _ 1224
10 7099 — 10 " 990 — ~ 990 990

Exemplo 3.15. Z como n nao comeca de 0, fazemos uma translagao da indice & =

63 n+1

n — 2 (assim, n = () implica que & = 0), tendo n = k + 2. Substituindo na série, temos

k
> Z =y () s e érics geoméiai Fer=3
= = == == por ser séries geométricas com ag = = e r = =3
e3n+1 e3k+T e\ e3 eT1— L e e’
n=2 k=0 k=0 e

tendo |r| < 1.

3.4 Séries alternadas
Definicao 3.16. A séries Z(—l)”an com a,, positivo é denominado de série alternada.

Teorema 3.17 (teste de Leibiniz para série alternada). A séries alternada Z(—l)"an com
lim a, =0 e a, decrescente (nao crescente) é convergente.
n—oo

Além disso, o erro de aprozimacao do valor da séries pela soma parcial S,, é no mdarimo |a,1|.

o0

Demonstracao. Considere a subsequéncia Sy, da sequéncia da soma, parcial S,, da séries E (—1)"ay,.

n=0
Entao S0 = Sor —agga1+aokso < Sok POIS dogy1 > Aopro. Assim, Sy é decrescente. Analogamente,

a subsequéncia Sy 11 é crescente por ter Soy3 = Soky1 + Aokro — Gorrs > Sopr1. Como Sop 1 = Sop —
aorr1 < Sop < Sy = ag, a sequéncia Sy, é decrescente e é limitada inferiormente, serd convergente.
Da mesma forma, Soi.1 € crescente e é limitada superiormente por ag — ay, serd convergente. Como
Sor e Sory1 juntas formam a sequéncia S,,, basta mostrar que ambas limites sdo iguais para garantir
a convergéncia de S,. Sejam ,}Lm Sor, = Sp € lim Sory1 = Sr. Passando limite na equagdo Sory1 =
Sor + aggy1 e observando que lim a,, = 0, temos que Sy = Sp + 0. Assim, ambos limites coincidem,
0 que prova que S, converge. Tf)_zaoriotamos por S = S; = Sp para analisar o erro de aproximacao.
Observe que Sa,y1 € crescente e Sor é decrescente. Assim, temos que So 1 < S < Soi. Logo, |S—
Sok| < |Soks1 — Sok| = agxs1 para aproximagao por Sp,. Como exercicio, mostre que a aproximagcao
por Sogyq é inferior a aggo. O

Para verificar se é decrescente (ndo crescente) no caso de a, = f(n) para fungao diferenciavel f,
costuma analisar se vale f'(x) < 0. Caso nao for diferenciavel ou derivadas torna complexa, precisaria

verificar diretamente que a,11 < a,.

Exemplo 3.18. Z % converge, pois ¢ uma série alternada tal que
n

e
1 1
. - , . 1
nh_}r& an = 7}1_>r20 S 1= = 0 e a, ¢ decrescente, pois a,+1 < a, & ST < 2n+1 S n+1<

2n + 3 < 1 < 2. Note que, na séries alternada, a, ja é assumido sem o sinal para efetuar testes e

estimar erros. Para obter o erro inferior ou igual a 0.05, temos que somar até |E,| < a,.1 < 0.05,

istoe,2+1<005<:>m§2n+1<:>20—1<2n<:>19<n<:>95<n<:>10<n pois n deve

ser inteiro. Assim, terd que somar até n = 10. A convergéncia lenta desta séries é justificada pelo
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fato do valor de r que pode ser obtido pelo teste da razao (Teorema que veremos mais adiante)

é igual a 1.

1" 1 1 1
¢ uma série alternada com lim a, = lim = =—=~0ce
nlnn n—00 nsoonlnn  ocolnoo oo

a, = f(n) = nlnn com f decrescente para x grande, por ter f'(x) = _(S?HI;? < 0 parax > 1. Logo a

1

nlnn —

Exemplo 3.19. Z

série converge. Para ter erro inferior a 0.05, tem-se que a,, = — para n > e e logo, basta ter

1 <0.05 = n>20.

(=)™

Exercicio 3.20. Mostre que a série Z —105)
n JR—

converge.

3.5 Séries de termos positivos

No caso das séries de termos positivos, a soma parcial sempre é crescente. Assim, se ele for limitado
superiormente, serd convergente (ver Teorema da pégina [6). Assim, podemos obter alguns

critérios especiais.
Exercicio 3.21. Uma séries de termo positivo é divergente se, e somente se, divergir para o infinito.

Teorema 3.22 (teste da integral). A séries Zan com a, = f(n) onde f é uma func¢do continua,

positiva e decrescente (por exemplo, f'(x) < 0) para x grande, entao a séries converge se, e somente
o0

se, a integml/ f(z)dz converge para algum A. Além disso, o erro cometido pela aprorimacgao do
A

valor da séries S pela soma parcial Sy € no mdzrimo / f(z)dx.

o
Demonstracao. Temos que E Ay, = Qpy + -+ an + g a, = Sy + g a,. Como f(z) > 0 para
n=ng N+1
n > N, temos que a soma parcial S, da séries é crescente para n < N. Assim, a séries converge se,
oo

e somente se Z a,, for limitada.
n=N-+1
Para cada n > N, temos que a,.1 < f(z) < a, para * € [n,n + 1] por f ser decrescente

(Figura |3.1]).

G,

Ap+1

Figura 3.1: Teste da integral

n+1 n+1 n+1
Entao a, 1 = / ap1de < / f(x)dx < / a,dx =a,,.
n n n

Se a integral converge, temos que
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o0 N+1 N+2 o0
> an—avatavato < [ f@der [ pade= [ fade

n=N+1 N N+1

que é limitada, o que implica que a séries converge.

Por outro lado, se a séries converge, temos que

00 N+1 N+2 00
/ f(x)dxg/ f(x)dx+/ f(:z:)dx+---§aN+aN+1+-~~:Zan,
N N N+1 o

implicando que a integral é limitada e pelo fato da fungao ser nao negativa, ele converge.

Para analisar o erro, observemos que o erro de aproximacao do valor da séries por Sy é igual a
[o.¢]

E a,, 0 que conclui o teorema. O
n=N+1

Note que, se a integral convergir, teria lim f(x) =0, o que implica que lim a, = 0.
T—00 n—0o0

Exemplo 3.23. Ze% é convergente. De fato, a, = f(n) onde f(z) = —7 que € positiva para

22 22 _ z2 .
x> 0. Agora, f'(z) = ¢ (_"26)2 2z — {1 ;i%e < 0 para 1 < 2% (ou seja para x > 1 que é para todo
e(E

suficientemente grande). Como o termo da séries e definidos pela fungao nao negativa e decrescente,
aplicaremos o teste da integral.

1 e, 1
/—d:c / 2 rdy = —/ —76 +C’—26x2+0

S e S U S BN DN .y
Portanto, 1 e_ 57| T e 5 T o + 50 = 5, due & um nimero (nao é o).

Assim, a integral converge e consequentemente, a séries converge.

Exercicio 3.24. Verifique a convergéncia da série )

lnn
Defini¢ao 3.25. A séries ) - ¢ denominado de p-séries.

1

Teorema 3.26 (p-séries). Y - converge se, e somente se, p > 1.

A demonstragao ¢é feita pelo teste da integral (Teorema [3.1] da pagina para o caso de p > 0 e

o teste do termo geral (Corolario [3.6) para o caso de p < 0 e serd deixado como exercicio.
o0

A séries E — ¢é conhecido como a séries harmonicas que “fica no limite” entre séries convergentes
n
n=1
e divergentes, tendo divergéncia muito lenta (para infinito). A amostra da soma parcial parece

convergir para um namero.

- 1
Exemplo 3.27. Seja a série Z Z ————. Fazendo k =n+1 (logo, n = k — 1),
\/n+1 < (n+1)32

n=

1
tem-se que Z . 1 372 Z /=] que é uma p-série com p = % > 1. Entao ele converge.
=1

Teorema 3.28 (teste da comparacdo). Se as Séries Y a, e > b, sdo de termos positivos (a, >0 e
b, > 0) com a, < b, entdo:
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o Se > a, = oo, temos que Y b, = 00;

e Se > b, converge, temos que Y a, também converge. Além disso, Z a, < Z by,

n=ng n=ng

N
Demonstragao. Sejam (Sy)y = Z an € (Sp)y = Z b, as somas parciais. Como sdo de termos

n=ng n=ng
positivos, eles sao crescentes e (S,), < (Sp),. Se > a, divergir, tem-se que A}im (Sa) y = 00 e logo,
— 00

00 = 11m (Sa)y < Nlim (Sp)y de modo que Y b, = 0.
—00
Se Zb convergir, (S,)y < (Sp)y < A}im (Sp)y =Sp <oo de modo que (S,)yé uma
—00

sequencia crescente limitada superiormente por S,. Logo converge. Além  disso,
(Sa)y < (So)y = ]&gnoo (Sa)y < ngnoo (Sp)y € consequentemente, Z a, < Z by,. ]
n=ng n=ng
E lo 3.29. L C L_ <l ! r éri =2>1
xXxemplo Z Tl) omo il = 02 e Z ﬁ converge por ser p-serie comp = 2> 1, a

série converge.

e " —n ) L.
=— E —. Como & < e™™ e ) e " é convergente por ser série
n

n=1
0o

o0
L . 1 . L e .
geométrica de razao r = ¢ < 1, a série converge. além disso, E — < E e "=
n

o |~

Teorema 3.31 (teste de comparacao forma limite). Se as séries > a, e > b, sao de termos positivos
a
com lim — = L # co. Entdo temos

n—oo n

e Se L #0, entao as séries Y a, e Y. b,, ambas convergem ou ambas divergem.
o Se L =0 e b, converge, entdo > a, também converge.
e Se L =0 ¢ a, diverge, entio Y b, também diverge.

.. . a .~
Demonstracdo. Caso de L # 0. Como a, e b, sdo de termos positivos, lim — = L > 0 na condicio

n—o0 n

Loexiste N € Ntalquen > N = L-e<® < L+tce

consequentemente, b, (L —¢) < a, < (L + ¢€)b,. Se > b, convergem, » (L + )b, também converge.

do teorema. Assim, para ¢ =

Logo, > a, converge.

Se Zan for convergente, note que ¢ = é implica em L — ¢ = é > 0 e consequentemente,
b, < (L - Como ) , _ b, também converge pelo teste da comparagao.

Caso de L = 0. Se )b, convergente entdo, dado € = 1, existe N € Ntal que n > N — —1=
L—e< Z—: < L+ e =1 e consequentemente, a,, < b,. Se »_ b, converge, entdo »_ a, converge pelo

teste da comparacao e se Y a, diverge, entdo Y b, também diverge pelo teste da comparacao.
O

.. . L ~ . . a
Exercicio 3.32. Sejam as séries Y a, e Y b, que sdo de termos positivos com lim — = co. Mostre

n—oo n

que

e > a, converge, entdo » b, também converge.
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e > b, diverge, entdo ) a, também diverge.

.. . . ~ . a . a
Exercicio 3.33. Dica: Imitar a demonstracao do caso de lim — = 0 ou observe que lim — = oo

n—oo n n—oo n

.. by
entao lim — = 0.
n—00 (U,

O teorema acima simplifica a verificacao de convergéncia da séries de termos no caso de ser quociente
da soma de funcoes elementares. A simplificacdo é baseado na “ordem de convergéncia da funcao”
como no caso do teste de comparagdo das sequéncias (Veja subsegao [2.5 da pagina [5)).

Exemplo 3.34. Z D converge. Simplificando a, = ﬁ pela ordem da funcao, obteremos
b, = 5. Como exercicio, verifique que lim b—" =1%#0. Como > b, = > 25 é uma p-séries com
*>OO

p > 1, é convergente. Logo a séries Z também é convergente, pelo teste de comparacao forma

+1)2
limite (Teorema [3.31). Note que o procedlmento de simplificacao pela ordem da funcao nem sempre

funciona para usar diretamente o teorema de comparacao forma limite.
o0

2 ; . . ~ . 2
E e~ " & convergente, mas a simplificagio dos termos, seria > e ™"

n=0

que é convergente, mas

" ~ . a
nao serve para teste da comparacio por ter lim — = oo.

n—oo n

No entanto, é facil de verificar a convergéncia pelo teste da razao (Toerema da pagina [3.40)).

3.6 Séries absolutamente convergentes

Definicao 3.35. Uma série Y a, ¢ dito absolutamente convergente quando Y |a,| converge. Se

> a, converge, mas »_ |a,| ndo converge, é dito condicionalmente convergente.
Temos que
Teorema 3.36 (série absolutamente convergente). A série absolutamente convergente é convergente.

Demonstra¢ao. Como 0 < a, + |a,| < 2|a,| e como 2 |a,| é convergente, pelo teste da comparacdo
> (an + |ay|) converge por ser séries de termos positivos. Assim, > a, = (a, + |a,|) — D |an| é a
diferenca de séries convergentes, o que implica que é convergente. ]

Exemplo 3.37. ) “% converge, pois temos que |a,| < =;. Como Z ¢ série convergente por ser
p-séries com p > 1, Z la,,| converge pelo teste de Comparagao acima. Logo a série é absolutamente

convergente, o que implica que ele é convergente.

Uma das caracteristicas mais importantes da séries absolutamente convergente é ter a mesma
soma, independente de rearranjos dos termos (Veja [3, Teorema do reagrupamento|). No caso das
séries condicionalmente convergentes, o rearranjo pode alterar o valor da soma (Veja o exemplo
da pagina [32).

E possivel provar que, se for dado uma série condicionalmente convergente, consegue obter qual-

quer numero real como valor da série obtido pelo rearranjo dos seus termos.
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3.7 Teste da raiz e da razao

Para verificar a convergéncia das séries sem caracteristicas especiais, o teste da raiz e da razao sao

os mais usados. A seguir, veremos estes testes.
Teorema 3.38 (teste da raiz). Se r = lim {/|a,| entdo temos que

e Ser <1 aséries ) a, converge (série serd absolutamente convergente);
e Ser >1, entdo a séries Y _ a, diverge.
e Ser =1, nao se sabe.

Demonstracao. A demonstracao é feita, comparando com a série geométrica de razao r.
Se r =1lim {/|a,|] < 1, considere ¢ = 7. Entdo existe N € N tal que Vn > N,

2
o

r—e < {/|a,| <r+e. Denotando 7 = r + ¢, temos que 7 < 1 e |a,| < 7. Como a série E e
k=N

uma série geométrica com razao |7| < 1, ele converge. Pelo teste da comparagdo, a série Y |a,| é

convergente, o que implica que a série Y a,, é absolutamente convergente.
Se r = lim {/|a,| > 1, considere ¢ = % e 7 =r —e. Como no caso acima, teremos 7 < a,, com
r > 1.
Assim, temos que li_)m a, = oo (prove). Logo, nao pode ter li_}rn a, = 0 (prove), o que significa
n—oo n oo

que a série é divergente. O

Exemplo 3.39. ZZ—Z diverge, pois r = lim =e>1. A prova de que

n—oo

lim vn? =1 é deixado como exercicio.
n—oo

Qp41
G,

Teorema 3.40 (teste da razao). Se r = lim entdo temos que

e Ser <1 aséries . a, converge (série serd absolutamente convergente);
e Ser >1, entdo a séries Y _ a, diverge.
e Ser =1, nao se sabe.

Demonstracao. A demonstracao é analoga do teste da raiz, mas requer mais cuidados.

. 13 . _ ~ .
Se r =lim| = < 1, considere ¢ = 12—7“ Entao existe N € N tal que Vvnn > N,
Qn
a - - - .
r—e< | < 4¢c Denotando 7 = 7 + &, temos que 7 < 1 € |ani1| < |an|F. Assim, pode-

an

mos usar a indugdo finita para obter |ay| < an7. Como a série Y |an|F* é uma série geométrica

com razao |[7| < 1, ele converge. Pelo teste da comparacdo, a série Y |ayix| é convergente, o que

implica que a série ) a,, é absolutamente convergente.

(41
Qn,

Quando r = lim > 1, considere € = T;Ql e ¥ = r—¢ no caso acima, obtendo ‘am”ﬂ < |lanskl

com 7 > 1.

Assim, temos que lim ayy = oo (prove). Logo, nao pode ter lim a, = 0 (prove), o que significa
k—o0 n—00

que a séries é divergente. O]
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Observagao 3.41. O critério do teste da razao e da raiz é mesmo, exceto em como determinar o valor

de r.

Observagao 3.42. Quado existem os limites considerados, o valor de r obtidos pelo teste da raiz e da
razao sao mesmos. Logo, nao adianta trocar o teste quando r = 1. No entanto, existem casos que

somente um dos testes consegue determinar o 7.

Observacao 3.43. Quanto menor o r, mais rapido serd a convergéncia da série. Assim, r = 0 indica
que a séries converge muito rapido, enquanto que r = 1 indica que, se a séries convergir, converge

bem de vagar.

Note que na demonstracao da divergéncia nos testes da raiz e da razao, foi mostrado que o termo
geral nao tende a zero, o que faz perguntar porque entao existem problemas que aplica o teste da
razao em vez do teste do termo geral para provar que a série diverge. O fato é que, existe problemas
em que obter o limite da raiz ou da razao pode ser mais simples do que o limite do termo geral.

Exemplo 3.44. > Z—? converge, pois

. anaa] . (n+1)?% nl _ (n+1)2 a1l oo
r = hm = hm — IS/ _ X
n—oo |an| n—00 n? (TL -+ 1)' n—oo N2 (n + 1) n—oo N2 00
'Hopital . 1 . ] '
L'Hopital lim — = — =0 < 1. Assim, a séries converge (converge bem rapido).

n—o0 21 o0
Note que nem sempre podemos empregar o teste da razao. A seguir, o exemplo que precisa do

teste da raiz por envolver forma similar a n", o que torna dificil de aplicar a teste da razao..

- 1\" 1
Exemplo 3.45. g ({Vﬁ— 5) converge, pois lim {/|a,| = lim {/n — 5
n—oo n—oo
n=1

I
I
—_
|

I
I

2 (=1 +1/2
Exercicio 3.46. Mostre que Z (w

n
) converge. Dica: Aplique o teste da razao, consi-
n

n=1
derando o caso de n ser par e n ser impar.
Observagao 3.47. As vezes, mostra que a série converge para provar que o limite da sequéncia é 0.
Isto ocorre quando o termo envolve a™, n!, n", etc que sao faceis de ser manipulado pelo teste da razao

ou da raiz, mas é dificil de ser trabalhados diretamente.

A proposicao a seguir é impostante para estudo do erro de Taylor que veremos mais adiante. A

sua demonstracao serd simples, se utilizar a série.

n

Proposigao 3.48. Dado um nimero c, temos que lim,, o, < = 0.

~ . , . n ~
Demonstragao. Consideremos a série ) <. Pelo teste da razao,
n+1 )

. lan+ . c n! , c c
r:hm‘n ‘:hm——:hm—:—:0<1.
n—00 |an| n—oo " (n + 1)' n—oom + 1 o0
< - : e
Entao a série converge e consequentemente, lim a, = lim — = 0. O]
n—o0 n—oo MN!



Capitulo 4
Séries de Poténcias

Definigao 4.1. A séries do tipo > a,(z — ¢)" é denominado de séries de poténcias.

Dado uma séries de poténcias, existe R na qual a série converge para |z — ¢| < R (no interior do
intervalo de raio R com centro em c) e diverge para |x — ¢| > R. Este valor R é denominado de raio
de convergéncia. Quanto mais proximo do centro, a convergéncia serd mais rapida e quanto mais
proximo dos extremos, a convergéncia serd mais lenta.

Frequentemente, a séries de poténcia aparece com expoente de (z — ¢) diferente de n, como no

o (_1)nx2n+l

caso de senx = —_
; (2n 4+ 1)!

obter o raio de convergéncia.

que tem 2n + 1 como poténcias. Assim, requer cuidados na hora de

Observacao 4.2. Convencionaremos que 0° = 1 e 0! = 1 para simplificar a notacao.

4.1 Raio de convergéncia

Uma forma de obter o raio de convergéncia R é aplicar o teste da razao ou da raiz, incluindo poténcias

de (z — ¢) para determinar valores de = na qual a séries converge.

Exemplo 4.3. Y 2a2%"*t5  Considerando o termo geral a, = 22°"*° incluindo as poténcias de

T — ¢, temos que

. anga] . (n+1) er |z (1), . 00
r = lim = lim = lim ———z|° = —
n—00 |an| n—00 n entl |Jj"3”+5 n—00 ne
I Hopital. | |2* _ |=P
o n—,oo e o (&

Observe que o limite é aplicado em n e consequentemente, L’Hopital é aplicado em n. Como
le®
e

precisamos de r < 1 para garantir a convergéncia, <1<& |z| < Je. Logo, o raio de convergéncia

é R= Je.
O caso de ter deslocamento do centro é anédlogo.

Exemplo 4.4. ) (v — 1)"2". Temos que

18
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tnpr(w —1)"20 (n+ 1) 2n+1 1 (n+1)2 L oo
r= li_>m — 7 = lim o |z — 1|2 = lim |z —1]2 = —
n—oo an(a: _ 1)T n—oo n n—oo n

: . : 1 1 N
Aplicando a regra de I’Hopital, temos r = lim I|x — 1|2 = 2|z — 1|2. Logo, a convergéncia é
n—oo
dado pela condigio r =2z —1]2 <1 = |z —1|z < ;3 = |v—1] < 1. Logo, |z — 1] < 7. Assim,
o raio de convergéncia é R = All.
E importante observar que |z — ¢| < R e ndo |az — ¢/ < R ou similar.

Exemplo 4.5. Y (2x — 1)2. Temos que
‘(2:)@ — 1)
r=lim ———
n—00 ‘(23; — 1)5‘
r=20—-12 <1 = |2z —1] < 1. Logo, 20 -1 <1 = |z—1%| <L Assim, o raio de
% e centro de convergéncia é % Outra alternativa é reescrever a série como
S (2z—1)2 =322 (z — 1)* antes de aplicar o teste da razdo ou raiz.

. 1 1 N .

= lim |2z — 1|2 = |22 — 1]2. Logo, a convergéncia é dado pela condi¢do
n—oo

Convergen(ﬂa é R =

Observagao 4.6 (para implementagao computacional). Se a séries de poténcias é da forma Y a,(x —

c)®™*P o que aparece com maior freqiiéncia, a razao ou raiz da parte das poténcias de (z — c) sera
(@ ) (@ = o)t o _ o | I
e o]~ A = ey 1@ el Logo, se p= lim T ou p = lim an|

(caso existam os limites, serdo mesmos) onde a,, é o termo sem as poténcias de (x — ¢), temos que

s }an+1($ . C)a(n+l)+ﬁ‘ e ‘anJrl‘ ‘ ‘(x _ C)a(n+1)+ﬂ’
r = lim = lim lim

oo an(z — c)om | oo ap| noee|(z — ¢t

= plz—c|*.

1

. N . , . o~ «a . .
Assim, a convergéncia ¢ dado pela condigdo r = plz —c|* < 1= |z —¢| < (%) , OU seja, o raio
1

@ Z z ’ . . ~ .
1) %, Esta formula é util para implementacdo computacional, mas no caso

de convergéncia é R =
de calculo manual, é aconselhavel que efetue teste da raiz ou da razao de forma direta para evitar

erros.

4.2 O Intervalo de convergéncia

O intervalo de convergéncia é o intervalo I com centro em c e raio R tal que a séries de poténcias
converge se, e somente se, x € I. Como convergéncia é garantidoem [t —c< R = —R<zx—c<
R = c¢— R <z < c+ R e adivergéncia ¢ analoga, o intervalo ¢ similar a [¢c — R,c + R] com
cada extremos, abertos ou fechados dependendo da série, o que requer testes. Uma das propriedades
importantes das séries de poténcias é

Teorema 4.7 (Abel). A séries de poténcia € continua no intervalo de convergéncia.

Observagao 4.8. Note que a séries de poténcias é especial por convergir para funcao continua gracas ao
Teorema de Abel. Na sequéncia de fung¢oes quaisquer, isto ndo acontece como no caso de f,(z) = ™

que é uma sequéncia de fungoes continuas e é convergente no intervalo | — 1,1]. No entanto, o limite

. . 0 ,—-I<z<l )
f(z) = lim f,(z) é uma func¢do descontinua dado como f(z) = (exercicio).

n—o00 1 ,.Tzl
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Exemplo 4.9. Determine o intervalo de convergéncia de Y- -

- apa2™™ (e D) 2" (nt x| 00 vHopitar 2]
r=lim ——— = lim = lim ———— = — 7 = lim — = |z|.
n—00 ’anx”| n—oo0 n |x|” n—00 n o0 n—oo |

Como r < 1 para convergir, |z| < 1. Logo raio de convergéncia é R = 1. Como o centro é ¢ =0, o

intervalo é I =]—1, 1], com ou sem fechar os extremos. Testaremos cado um dos extremos. x = 1 entao
n

Z ~ & p-série com p = 1 que é divergente. Para x = —1, temos Z que é uma série alternada

. 1 1
com lim a, = lim — = — = 0 e a, nao crescente, pois a, 1 §an(:)n—+1 S%(:)ngn—i—l(:)Og 1.
n—o00 n—oo M, o0

Logo, é convergente. Portanto, o intervalo é I = [—1,1][.

4.3 Derivadas e integrais

Derivadas e integrais das séries de poténcias sao efetuadas termo a termo. Tome cuidado quando
obtém a derivada, pois o termo constante vai sumir (a,z™ para n = 0). Caso nao observar, podera
aparecer poténcias negativas! Na derivada, pode perder a convergéncia nos extremos e na integral,
podera ganhar convergéncia nos extremos, mas o raio de convergéncia mao muda. Para saber se

ocorreu a perda (no caso da derivada) ou o ganho (no caso da integral) nos extremos, tera que

testa-los.
& n
x .
Exemplo 4.10. Como e* = Z — para todo x (veja Exemplo ) , temos que
n!
n=0

0 2n o0 2n+1
2 xr xr
e¥ dr = —dx = ——— + (C que tem o raio de convergéncia R = oo.
[t [S a3 e :

~ P A . ~ 2 ~
Assim, conseguimos uma representacio em séries de poténcias, da funcio [e” dz que nao tem

representacao em termos de fungoes elementares.

Também podera obter o integral definido em termos de séries numéricas.

(n+1)z™

Exemplo 4.11. A série de poténcias Z o

converge no intervalo (—2, 2) (exercicio) de forma

que podera calcular a integral em [— 1, 1]

n=0

=i(%)”“—i<%)”“=i%(-)" >i(3)

' (n+1)z" B > (n—kl)x”+1
/_1;:0 g = (Z 2(nt+1) |

n=0 n=0 n= n=0
Como é somas de duas séries geométricas,
/ ”“ "__2 __3 _ 1.3 -1
1— % 14+ % 4 4 2

No exemplo acima, até foi possivel obter o valor exato da integral definida, mas no caso geral,
a série pode nao ser facil de ser resolvido. No entanto, a soma parcial da série resultantes pode ser
usado para estimar a integral definida.
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Exemplo 4.12. In(1 + ) f: (=1)"am
X . . 1IN xr) = _—
P o n+1

séries da forma 3" a,z™ (sem deslocamento na origem), pois In0 = 3, mas a série converge em z = 0.

para —1 < x < 1. Note que Inx nao pode ser escrito na

No entanto, com o deslocamento em z, f(x) = In(1 + z) existe para = = 0.
o

Sabemos que f(z) = (n(l1+z) = = Como Z aor" = 1 CE) ~» temos  que
f'(z) Z (=1)"z" parar = —z com |r| = | —z| = |z| < L.
n=0 n=0
:L.nJrl
Integrando, temos que f(x /f Vdx = /Z Viatdx = Z(— )" ] + C. Calculando
l.nJrl
paraz = 0, temos f(0) = 0+C = In1l=C = 0=C. Logo f(x) = Z(—l)" g para lz] < 1.
n
n=0
Para os pontos de extremos, para z = 1 a séries converge (exercicio) e para x = —1, a séries diverge.

Como In(1 + z) é continua neste intervalo, pode ser representado pela séries de poténcias obtida,

& -1 n+1
para —1 < z < 1. Se fizermos u = 1 + z, temos que x = u — 1 e fornece In(u) = Z(—l)"%
n
n=0

que converge para 0 < u < 2.

Observagao 4.13. Note que x = ¢ é o tinico ponto na qual podemos obter o valor de qualquer séries
de poténcia > a,(z — )"

Observacao 4.14. Note que o valor da séries harmonicas alternadas pode ser obtido facilmente com

o0 _1 n
xr = 1 na séries de poténcias de In(1 + x). Assim, In2 = Z %
n

n=0

o (_1)nx2n+1

Exemplo 4.15. Temos que arctanz = Z :

para —1 < x < 1. Como arctan’(z) =

2n+1 T4a®
n=0
¢ a soma da séries geométricas com razao r = —z? para |r| = | — 2?| <1 = |z] < 1. Assim,
e} o0
arctan’(x) = Z (—2%)" = Z(—l)”x%.
n=0 n=0
> n r2ntl
Integrando, temos arctan(z Z 2 1 + C. Como tan0) = 0 = arctan(0 = 0, temos
n=0 n
0 (_1)nx2n+1
que C' = 0 (exercicio). Logo, arctanz = Z —————. Como a séries converge para r = —1 e

2n +1
n=0
xr =1 (exercicio), a séries coincide com a funcdo para —1 < x < 1 por arco tangente ser uma fungao

continua.

00 1)
Observagao 4.16. Como tan (F) = 1, temos que %z arctan(1) = Z (=1) (séries de Madhava-

—~ 2n+1
Leibniz).
© " 2n+k
Exercicio 4.17. Mostre que a fungdo de Bessel de ordem k Ji(z) = Z ( ) converge
n!(n —I— k:

para todo .



Capitulo 5

Séries de Taylor e de Maclaurin

Teorema 5.1. Se f(z) = Zan(:c — )" entdo a, = 1),

n!

n=0
Demonstracao. Como séries de poténcias tem derivadas, [ também tera. De-
rivando ambos os lados e observando que (zr — ¢)® & constante, temos que
[e.e]
f®(x) = Z apn X (n—1)x - x (n—k+1)(z — ¢)"* (exercicio).
n=k
Assim, f®(c) = axk x (k —1) x --- x (k — k + 1) = azk! (porqué?) e consequentemente,
_ %)
ap = 5= O

No caso da funcao ser séries de poténcias, o teorema acima permite obter a séries de poténcias que
representa a fungao, mas nem toda funcao é igual a uma séries de poténcias, o que requer cuidados.
Seguinte teorema permite aproximar fungoes pelo polindmio, assim como verificar se é possivel

escrever a fungao em termos de séries de poténcias.

Teorema 5.2 (Taylor). Se f tiver derivadas continuas até a ordem N + 1 no intervalo contendo c

N
() — )" n n
e x entdo f(x) = E / (C)(Q'C ) + Ry onde R, = & H)((;l(f;c) = com z € e, z].
n! '
n=0

N

Escrevendo f(z) = py(z) + Ry com py(z) = ap+a1(z —c¢)+ -+ an(xz —¢)” e assumindo que

. , - o 0) .
derivadas até ordem N de f coincide com do polindomio, podemos mostrar que a; = fz—,(c) (exercicio).

No entanto, a prova da expressao do erro requer mais trabalhos, o que nao é feito aqui.

N (n) _ n
O polinémio p,(z) = Z [ (c) (U'U c)
n!

n=0
de ¢ e serve para estimar o valor de f(z). O erro é estimado por |R,| <

¢ chamado de polindmio de Taylor de ordem N em torno

Mn+1‘$_c|n+1
(n+1)!
um limitante para |f"*1(2)|, isto ¢, um namero tal que |f™")(z)| < M,;1 que ndo independe de

onde M, 1 é

L ™ (e)(x — o)
z (depende somente de x e n). A séries E LA )(' ) ¢ denominado de séries de Taylor em
n!
=0

n
torno de ¢. Quando ¢ = 0, a aproximagao /séries de Taylor é denominado de aproximagao/séries de

Maclaurin. Lembre-se que, quanto mais proximo for o x de ¢, menor serd o erro. Assim, se ja tiver
o valor de = que queremos estimar, deverd desenvolver em torno do ponto mais proximo em que

sabemos o valor da funcao e suas derivadas.

22
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Exemplo 5.3. Estimar o valor de sen 0.1 usando o Taylor de ordem 3 e estime o seu erro. Temos
que sen’ z = cosz, sen”x = —senz, sen” x = —cosz e sen® z = senz. O ponto mais préximo
de 0.1 que sabemos os valores de fungéo e suas derivadas é 0. Taylor de terceira ordem em 0 é
ps(x) = f(0) + f(0)(x —0) + (0 )(x 0 + (0 )(”: O Temos f(0) = senO =0, f(0) =cos0 =1,
f7(0) = —sen0 = 0,f”(0) = —cos0 = —1 de onde pg( ) =0+z+ % ‘ot _33‘; =z — % Assim,
sen0.1 ~ 0.1 — &2 = 0.1 — 20 — (.1 —(.00016666 - - - = 0.0998333 -

Para estimar 0 erro, temos que M, > max{|f* ( )\} = max{]| sen z[} com z € [c,z] = [0,0.1].
Como |senf| < 1, podemos tomar M, = 1. Logo, |R3| < M4|x| = % = 00001,

Exercicio 5.4. Estimar o valor de ¢”! usando o Taylor de ordem 3 e estime o seu erro, sabendo que
e < 3.

ZOO AR (C)(:E )"

Quando lim Ry = 0, temos que f(x) = Y 7, I—="—" e a fung¢ao é igual a sua séries de Taylor.

N—oo
Neste caso, f ¢ denominado de funcdo analitica. Isto ocorre, por exemplo, se |f"*+1(z)| < M para

todo n, Vz € [c, x] (valor absoluto das derivadas sdo limitados pelo numero M que nao depende de
n, nem de z).

Observagao 5.5. Note que nem toda funcao de classe C* (que tem todas derivadas continuas) é

-1
e=2  x#0
analitica. Por exemplo, f(z) = 7 tem todas derivadas continuas e f*)(0) = 0 para
0 ,xt =20
n [e.e]
todo k (exercicio). Assim, a séries de Taylor em torno de 0 sera Z ‘ Z 0 = 0 que converge
n!
n=0 n=0
para todo x, mas é obvio que nao é f(x) para x # 0 (ndo existe intervalo em que f(x) coincide com

a séries de Taylor em torno de 0).

[e.e] n

x
Exemplo 5.6. Vamos provar que e” = Z — para todo z. Temos f(x) = €*, f'(z) = €*, f"(x) = €7,
n!
n=0
.., f™(z) = €. Ponto onde podemos calcular funcio e suas derivadas é em ¢ = 0. Assim, podemos

obter a séries de Taylor em torno de 0. Neste caso, teremos f(0 ) =el=1ef ( ) = e = 1 para todo

(n) _ e )
n., tendo a séries de Maclaurin (Taylor em torno de 0) Z / (z—o)" Z AR Z :)3_'
n!

Para que f(z) seja igual a séries de Taylor, o erro deve tender a zero quando n cresce.

Temos que |f"*)(2)] = |e*| = €* é continua no intervalo [c,x] = [0,z]. Sabemos que toda
funcao continua no intervalo fechado possui méaximos e minimos. Entao existe um maximo M em
[0, 2], isto é, constante M tal que |f™+Y(2)| < M para todo z € [c,z] = [0,2]. Como |f"FV(2)| =

le*| = e* nao depende de n, M também nao depende de n (se f""1(z) depender de n, M, também
dependeria de n, mas isto nao ocorre neste caso). Assim, |f(’”“rl (z)| € limitado pelo nimero M
. . . S ()| 2N o MzxVN
que nao depende de n. Assim, All_{noo | R | A}l_I}I(l)o 1) < A}l_r}r(l)o N M x 0 =0 pela
- L — "
Pr0p051ga0 (pagina [3.48)). Logo, f(z) = Z o
n=0

Veremos outro exemplo.

Exemplo 5.7. V. fo (-1t
X mp ol e amaos provar que Ssenxr = —'
—~ (2n+1)!

para todo z. Temos f(z) =senz, f'(z) =
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cosz, f"(z) = —senz,f®(z) = —cosz, fW(x) = senz = f(x). Como queremos que seja série de
Maclaurin, devemos desenvolver em torno de 0.

Iniciaremos pela analise de erro. Como todas derivadas sao seno ou cosseno e

|senz| < 1 e |cosz| < 1, temos que |f""'(z)] < 1 = M para todo n. Assim,
| FVHD (2 |x N

(N +1)! MJ\P—IPOO % = M x 0 = 0, novamente pela Proposi¢ao|3.48| (pa-

gina D Consequentemente, sen x coincide com a séries de Maclaurin para todo x.

hm |Rn| = hm
N—

Para obter a séries de Maclaurin (¢ = 0), observemos que f(0) = sen0 = 0, f/(0) = cos0 = 1,
f"(0) = —sen0 = 0,f®(0) = —cos0 = —1 e quarta em diante repete de novo, pois quarta derivada
é igual a f. Assim, da ordem par sempre é nulo, o que significa que ndo vai aparecer na séries de
poténcias. Da ordem impar alterna de sinal e seu valor absoluto é 1. Assim, para n = 2k + 1, temos
que f™(0) = f2**1(0) = (—1)*. Portanto, a séries de Maclaurin (Taylor em torno de 0) é

i f(n)(o)( n i f 2k+1) ) 2k=1 i k p2k+1
o ! — (2k + 1)! — 2/€ + 1)!

Nem sempre o limitante da derivada é independente de n, o que torna dificil de trabalhar com o

erro de Taylor, como no exemplo a seguir.

© (—1) (g — 1)+
Exemplo 5.8. Vamos provar que Inz = Z (=1)"(= )

para % < x < 2 usando técnicas de

n+1
n=0
séries de Taylor. Sendo f(z) = Inz, temos que f'(z) = L, f"(z) = =, f"(z) = 22, fW(z) = =123,
fO(z) = 224 de forma que [ (z) = %i(”_l)' para n > 0, o que pode ser verificado pela

indugao finita (exercicio).
Logo, f™(1) = % = (=1)"*(n — 1)! para n > 0 de onde temos a séries de Taylor

° Fm)(1)( — (@ —
f(x)zzf (D)(z—1)" +Zf "

n!

_ 0+i (1) (n — 1))z — )" D @ -1 i (1= 1)

n=1 ’ n=1 k=0

M

Para saber quando coincide com In x, precisamos verificar o termo do erro.
Temos que |V (z)] =

for minimo.

| , ~ P
Z,?ﬁ} que ¢é decrescente. Entao ele assume o maximo quando valor de z

Para 1 < z < z, o valor de maximo é assumido em z = 1, tendo }f("ﬂ)(z)‘ < n!, Logo,

(n+1) T — 1|7t M. — 1|1 Ny — 1|71
lim |R,| = lim |/ || | < lim Mylw =117 onlje — LM
_ 1 n+1
TN Uk

para |z — 1| < 1, o que garante que coincide em [1,2].

Para intervalo [%, 1}, observe que |f(”+1)(z)‘ assume o maior valor em x por ter x < z < 1.

Logo, |f"*V(z)| = <2 =Myise0<z<l

n!
pry
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Assim,
(n+1) z)| e =1 n+1 M. — 1|n+1 Ny — 1|71
lim |R,| = lim ERRRICHIN | < fim Mole =1 el = 1T
N—oo n—00 (n—|— 1)! N—oo (n—l— 1)! n—o0 aj”+1(n+ 1)!
a1t |z =1t 1
=1 = lim =
n—oo x"tl(n + 1) nooo| n+1

para % < x <1 por ter ‘%‘1’ < 1 (exercicio). o que garante que a série coincide com a funcao.

1
]
In x para todo x no intervalo |0, 2] (o que ja foi provado sem dificuldades, usando a série geométrica).

Note que a técnica acima falha em ]O }, o que torna dificil provar que a série coincide com o

o —1)" 2n
Exercicio 5.9. Mostre que cosx = Z —( (2) ;C
n)!

n=0
Exercicio 5.10. Encontre a séries de Taylor de cosz em torno de 7.

para todo .

Exercicio 5.11. Obtenha a séries de Taylor de sen(z?) em torno de 0. Dica: Use a séries de sen ,
pois tnica séries de poténicas que representa a funcao ¢ de Taylor (Teorema [5.1)).

1
Exercicio 5.12. Obtenha a integral definida / ¢’ dx em termos de séries numeéricas.
0



Apéndice A
Séries de Fourier

As séries de poténcias é uma forma de aproximar a fungao através da combinacao linear (soma
dos multiplos) de poténcias de z que é {1,z,2% 2%, ...}. Em vez das poténcias de x, podemos
utilizar outras sequéncias de fung¢oes (com preferen(;la, as funcoes cuja suas propriedades ja sao
conhecidas). Uma destas sequéncias frequentemente utilizadas ¢ a sequéncia das fungdes trigonomeé-
tricas {1, cosz,sen x, cos(2x),sen(2x), cos(3zx),sen(3z), ...}. Somando os multiplos dos termos desta

sequéncia, teremos a séries

50 + nz:; an, cos(nx) + b, sen(nx))

conhecidas como séries de Fourier e apresenta propriedades interessantes. Assim como a séries de

poténcias, temos a forma de obter os coeficientes a; e by a partir da funcao dada, para representar a

funcao ou uma aproximagcao através da sua soma finita.

Teorema A.l. f(r) =% + Z (an cos(nx) + b, sen(nx)) em [—m, | entao

—~ [ sy (A1)

e para k > 0, tem-se que

o — % _ﬂ F(@) cos(ka)da (A.2)
b, = %/j f(z)sen(kz)dz (A.3)

Demonstracao. Para obter os valores de seus coeficientes, vamos supor que
(o ¢]

flr) =%+ Z (an cos(nz) + by, sen(nzx))

n=1
no intervalo [—m, 7.

Em vez de tentar ajustar as derivadas (feito para séries de poténcias), vamos ajustar algumas
integrais definidas.

Inicialmente, veremos a integral no intervalo [—7, 7].

26
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/i f(x)dz = /7; %dx + ni; (an /i cos(nz)dz + b, /i sen(nx)dx)

e observando que ffﬂ cos(nz)dxr = ffﬂ sen(nz)dz = 0, temos
[T f(x)dx = mao. Entao

ag = %/_ﬂ f(z)dz

Para obter os valores de a; e by para k = 1,2,3,..., analisaremos o integral de f(x)cos(kz) e
f(x) sen(kx) no intervalo [—m, 7r]. Para tanto, observemos que ["_cos®(kx)dx = ["_sen®(kx)dx =,
f:r cos(nz) sen(kx)dx = 0 para todo n e k e se n # k, temos também que ffﬂ cos(nzx) cos(kx)dr =
J7_sen(nzx) sen(kx)dx = 0. Estes calculo podem ser efetuados com o uso de identidades trigonomé-
tricas apropriadas.

Com tais integrais,

_: f(@) cos(kx)dx = ag /:rr cos(nz)dr + i (an /7T cos(nx) cos(kx)dx + by, /7T sen(nx) cos(kx)dx)

—T —T

n=1
torna ffﬂ f(z) cos(kx)dx = apm, o que implica que

ag = L f(z) cos(kx)dx

™

Analogamente, temos que f_ﬂﬂ f(x)sen(kz)dr = bym, o que implica que

b = %/W f(x)sen(kz)dx

A convergéncia da série de Fourier da funcao é garantida pelo seguinte teorema

Teorema A.2. Se f: R — R for 2m-periddica (f(z + 2m) = f(x) para todo x), continua por partes
e possui derivadas laterais em x (por exemplo, ter derivadas), entdo a série de Fourier de f em x

fEh)+f(7)
2

converge para o ponto médio dos limites laterais . Em particular, se f for continua em x,

a série de Fourier de f em x converge para f(x).
Para facilitar os calculos de tais coeficientes, veremos nocoes bésicas sobre funcao par e impar.

Definigao A.3. Uma fungao f é dito fungao par se f(—z) = f(x) para todo x e é dito impar se
f(=z) = —f(x) para todo z.

Quando f é par, temos que f_LL f(x)dx = 2f0L f(x)dx e quando f & impar, tem-se que
f_LL f(x)dz = 0.

As fungdes dado por f(x) = a™ é par se n for par e impar se n for impar. Também tem-se
que cos(nz) é par e sen(nz) é impar. As fungbes par e impar comporta como jogo de sinal na
multiplicagao. Temos que o produto de duas funcoes pares ou impares sao funcao par e produto de

funcao par com impar é impar.
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|z| x40

Exemplo A.4. Agora vamos calcular a série de Fourier da funcao f(z) = no intervalo

0 =0
[—m,m]. Note que a fungao é impar. Logo, ap = 0. Como f(z)cos(nz) é impar, a = 0 para
k=1,2,...

Entao calcularemos os valores de by’s, observando que f(x)sen(nz) é par.

ﬂ‘ ™ cos(nx i —2cos(nm cos 0 I ar
by =12 [T %sen(nx)dx =2 [Fsen(nz)dx = (‘72%} = W = P :
0 % ,n impar
Logo a Série de Fourier sera
- 4
= —_— 2k + 1)x).
0= 3 G gy s (2 + 10
b= 1 T
Observacao A.5. No exemplo anterior, para z = 7, temos que 1= Z ST 7 sen <(2k3 + 1)§>
1 , k par 4 L (—1)F
Como sen ((2/<: + 1)%) = P , temos que 1= — Z (1) , 0 que implica que
—1 ,k impar Tiso 2k + 1
Z Q(k 1 que & mesmo obtido pelo arco tangente (Observacao |4.16]).
k=0

Exemplo A.6. Agora vamos calcular a séries de Fourier da fungao f(z) = |z| no intervalo [—m, .
Note que a funcdo é par. Logo f(x)sen(nz) é impar, tendo b, = 0 para k =1,2,. ..

Entao calcularemos os valores de ay’s, observando que f(x) cos(nx) é par.

ap ==+ [* fla)de =2 [[xde =7

an = L [ |2|cos(nx)de = 2 [ xcos(nz)de = 2 <$SGI;(”$) — Coigm)] = =2 (cos(nm) — cos0) =
0
0 , M par
—5 N impar'
Logo a Série de Fourier sera
o - —4 _ cos 2k+1)m
e §+;w(2k+1)2 cos (B ) = ___Z G

Exercicio A.7. Obtenha a séries de Fourier da funcao f(z) =z em [—7, 7[.

Observagdo A.8. Dada uma funcido f definida no intervalo [a, b], podemos definir flx+kT) = f(z)
para todo inteiro k£, onde T' = b — a. Entao f é periddica de periodo T e coincide com a funcao f
em [a,b]. A funcdo f definido desta forma é denominada de extensio periddica de f. Para ter uma
série de Fourier de f em [a, b], calcula-se a série de Fourier de f. Efetuando a mudanca de variaveis

e usando L = Juntamente com a periodicidade, tem-se que

/f t)dt = /Qf(t)dt

eparan=1,23,.

_ %/_LLL f(t) cos (%t) dt = %/a:f(t) cos <%t> dt
_ %/L f(t) sen (”%t) dt = %/a £(t)sen (%t) dt

e a séries de Fourier é da forma
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% + nz:; (an coS (%t) + b, sen (%t))

Exercicio A.9. Verifique que a extensao periodica de f(z) = |z| em [—m, 7] é uma funcdo continua.
2 o0
T 1
Agora, tome x = 7w na expressao da série de Fourier do Exemplo |A.4| para obter — = —_—
s P P P 8 ; 2k + 1)2

Exercicio A.10. Seja f(x) =z em [0, 1[. A extensdo periddica de f é continua? Quanto deve valer
o valor da série de Fourier em x = 2?7 Agora obtenha a série de Fourier da funcao.

Exercicio A.11. Obtenha a série de Fourier da fun¢ao f(x) =1 em [—1,1] e g(z) = |z| em [—1.1[.

Usando estas séries, obtenha a série de Fourier de h(z) =1 — |2z em [—1,1].



Apéndice B

Prova do Teorema 2.24

Uma sequéncia é dita limitada se existe M tal que Vn, |z,| < M.

Um namero M ¢ dito limitante superior do conjunto X C R, se for maior ou igual a qualquer
elemento do conjunto, isto é, Vo € X, < M. O conjunto X C R é limitado superiormente se tiver li-
mitante superior. Anélogo para o limitante inferior. O menor das limitantes superiores é denominado
de supremo. Assim, o supremo de X C R é sup X = inf{M € R: M é limitante superior de X }.

Da mesma forma, podemos definir o infimo.

Uma das propriedades importantes do conjunto dos niimeros reais é o fato de todo subconjunto

limitado superiormente ter um supremo.
Observacio B.1. S = sup X entao para todo e > 0, existe z € X : S —e < x.

De fato, se x < S — ¢ para todo x, temos que S — ¢ seria um limitante superior de X menor que
S, contradizendo o fato de S ser o supremo (menor limitante superior).
Agora, vamos provar o Teorema da pagina [0l Lembrando que o enunciado do teorema é

Teorema. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

prova do Teorema [2.24 Provaremos somente no caso da sequéncias crescentes, pois caso decrescente
é andloga.

Seja S = sup{x,} e vamos provar que nh_)ngo T, =S.

Seja dado e > 0. Como S é supremo de {x,}, existe N tal que S—e < xy < S. Como a sequéncia
é crescente, x,, > xy para todon > N. entao S — e < xy < x,. Como S é limitante superior,
T, <S. Assim, S —e < x, < S < S+¢, implicando que AN :n >N —= S—-e<zx, < S +e.

Logo lim z, = S. O

n—oo

Outro teorema interessante deste tipo, importante para estudos mais avancados das sequéncias e

séries é
Teorema B.2 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia convergente.

A demonstracao é baseado na construcao de uma sequéncia crescente usando o supremo e é

deixado como exercicio.
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Apéndice C

Consideracoes sobre sequéncias pela

recorréncia

Quando a sequéncia é dado por z,.1 = ¢(z,), dizemos que ¢ é uma fungao de recorréncia. O estudo
da funcao de recorréncia é importante para saber sobre a sequéncia gerada, assim como estudar uma

funcao é importante estudar a sequ6encia gerada, considerando a fungao como funcao de recorréncia.

Teorema de Picard Um dos teoremas mais importante para estudo da convergéncia de sequéncias
recursivas é o Teorema de Picard.
A versao do teorema de Picard no caso de envolver fungao diferenciavel é

Teorema C.1 (Picard). Seja ¢, uma funcao diferencidvel e A < 1 tal que |¢'(x)] < X < 1 para todo

x. Entdo a sequéncia recursiva definida como x,.1 = ¢(x,) converge, independente do valor de xy.

A demonstracao costuma ser feito usando a séries geométrica e nao serd apresentado aqui por
precisar conceitos da sequéncias de Cauchy.

Métodos de Newton Uma das formas de conseguir uma sequéncia recursiva que aproxima um
determinado valor é pelo método de Newton.

Seja f, uma fun¢ao diferencidvel e queremos um valor £ tal que f(£) = 0. Entao definimos z, 1 =

_ fzn)
Ln f/(xn)
Nos nido vamos entrar em detalhes, mas veremos o caso de obter sequéncias que converge para /a

determina uma sequéncia recursiva e em muitos casos, gera uma sequéncia convergente.

para a > 0.
Como queremos que £ = +/a, considere z = /o = 2°> =a = 2> —a = 0 (cuja solugio é

x = ++/a). Assim, usaremos a fungao f(r) = 2? —a. Entdo a sequéncia pode ser definido como sendo

x%—a _ z%-i—a

2¢,  2xn
para o caso de xo > +/a ¢ decrescente e ¢ limitada inferiormente por /a, o que é convergente pelo

Tpa1 = Tp — . Com um pouco de trabalho, podemos provar que a sequéncia determinada

Teorema (pagina @ Assim, conseguimos uma sequéncia que aproxima o valor de /a.
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Apéndice D

Exemplo de rearranjos dos termos da séries
condicionalmente convergentes

0o 1)
Exemplo D.1. Consideremos a séries harmonica alternada Z ( +>1

n=0

que é convergente com o valor

da soma nao nula (exercicio).

= (=1)" 1 1 1
Seja S = Z % =1- 3 + 371 + -+ que ndo é nula (exercicio), consideremos
=0

1 I <= (—1)" 1 1 1 1
-5 == = — —
2 QnZ:()n+1 2x1 2><2+2><3 5w
1 1 1 1
=0 0———4+0+—+0—
Jr2><1+ 2><2jL Jr2><3jL 2><4+
Somando S e %S, temos
3 1 2 1 1 2
—S=1404+-———4+-404+=————4+0+---
2 + Jr3 2><2+5Jr +7 2><4+ +
1 1 1 1 1 > 1 1 1
=14+ - = —— .
+3 2+5+7 i ;(4n—3+4n—1 2n>

S (F1) & 1 1 1
Desta forma, obtivemos 5 HZ:O 51_1_)1 = nZ:O <4n —3 + e %> que tem o valor %S # 5.

No entanto asériesi( ! + ! —i):1+1—1+1+l—1+--~éumaséries
’ ‘= \dn—-3 4dn—-1 2n 3 2 5 7 4

ﬂ =1- 1 + 1 — — + .- através de rearranjos, co-

n+1 2 3 4 ’

locando dois positivos seguido de um negativo. Assim, concluimos que na séries condicionalmente

convergentes, o rearranjo dos termos pode alterar o valor das séries.

obtido pela séries harmonica alternada Z
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