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Abstract: The aim of this paper is to present the integral as an inversion of the derivative and as a
product extension associated to a function f. This approach leads very quickly to a characterization
of a product extension associated to f as an anti-derivative of f. Under this point of view the basic
ideas and the usual applications become very simple. The mathematical foundation becomes simple
also. For instance the extension product theorem uses only resources of the Differential Calculus
and the existence theorem of an anti-derivative for a continuous function doesn’t need uniform
continuity.

INTRODUCAO

Nesta oficina usaremos a “Metodologia da Matematica Cultural” ajustada a “Cultura do
Automoével”. As bases desta metodologia foram langadas no artigo “Matematica Cultural; um
método de ensino e aprendizagem” e no livro “O Jeito Matematico de Pensar”. Estes trabalhos sao
de nossa autoria, foram publicados em 2003 e divulgavam pesquisas iniciadas no final do século
XX. O artigo saiu na revista da SBEM. O livro saiu pela “Ciéncia Moderna” e esta na 2% edicdo. A
pesquisa ainda esta em plena atividade e tem muito a oferecer. Deu origem a cerca de 30 trabalhos
como livros, artigos, monografias, etc. Parte expressiva deste material é da autoria de colegas e
alunos.

O procedimento bésico da Matemética Cultural é buscar conhecimentos adaptaveis a
Matematica, na cultura geral das pessoas comuns (eu, vocé, a vizinha, o entregador, etc.). Apds 15
anos de trabalho ousamos afirmar que ha um verdadeiro manancial de conhecimentos deste tipo,
qgue oferecem as mais diversas alternativas de abordagem matematica. Estes conhecimentos
renovam ou simplificam a Matematica nos 3 niveis de ensino.

Para exemplificar estes fatos, nesta oficina a integral serd abordada sob o ponto de vista da
“cultura do automovel”. Como o leitor pode verificar, a matéria ¢ tratada dentro dos melhores
padrGes matematicos. Em decorréncia disso, dificuldades desnecessarias foram eliminadas,
facilitando o trabalho docente e oferecendo “simplifica¢cdes legitimas” ao estudante. Estas
simplificacdes serdo comentadas caso a caso, ao longo do texto.

1 - CULTURA DO AUTOMOVEL

Para calcular o deslocamento em uma viagem de carro, na partida o motorista anota o
deslocamento (quilometragem) no odbémetro (ex: 51.327). Lé o deslocamento na chegada (ex:
51.537). Subtrai o deslocamento da chegada do da partida e obtém o deslocamento da viagem (ex:
51.537 — 51.327 = 210). Marcando a hora da partida (ex: 8h) e a da chegada (ex: 11h) a subtracdo
“hora da chegada menos hora da partida” é o tempo da viagem, (ex: 11 — 8 = 3 horas). A diviséo do
deslocamento pelo tempo da viagem é velocidade média da viagem que, nos exemplos, é de (210/3
=) 70 km/h. Raramente o velocimetro marca a velocidade média, pois esta velocidade é constante e
0 transito ndo se adapta a velocidade constante. O velocimetro marca velocidade instantanea. Nds
sabemos que esta velocidade é a derivada do deslocamento em funcdo do tempo. Usaremos estes
raciocinios neste trabalho. Mediremos deslocamentos curtos e rapidos em metro por segundo (m/s).
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Para calcular o deslocamento em uma viagem de carro, na hora da partida o motorista anota
o deslocamento (quilometragem) no odémetro (ex: 51.327). Lé o deslocamento na chegada (ex:
51.537). Subtrai 0 deslocamento da chegada do da partida e obtém o deslocamento da viagem (ex:
51.537 — 51.327 = 210). Marcando a hora da partida (ex: 8h) e a da chegada (ex: 11h) a subtracdo
“hora da chegada menos hora da partida” ¢ o tempo da viagem, (ex: 11 — 8 = 3 horas). A divisdo do
deslocamento pelo tempo da viagem é a velocidade média da viagem que, nos exemplos, é de
(210/3 =) 70 km/h. Raramente o velocimetro marca a velocidade média, pois esta velocidade é
constante e o transito ndo é propicio a velocidade constante. O velocimetro marca velocidade
instantanea. Sabemos que esta velocidade é a derivada deslocamento/tempo. Usaremos estes
raciocinios neste trabalho. Deslocamentos curtos e rapidos serdo medidos em metro por segundo
(m/s).

Simplificagdo legitima: A velocidade e o deslocamento dos carros sdo 0s mesmos ha mais
de um século e podem ser usados sem restricdes no contexto da derivada e da integral. Os gréficos
dos jornais variam muito. Isto restringe matematicamente os graficos a serem usados nas tangentes
e areas que contextualizam a derivada e a integral. Com o0 andamento da matéria veremos que este
fato contribuira para que a cultura do automével seja mais simples que as tangentes e areas usadas
na abordagem convencional do Célculo.

Nota do autor: Em certo sentido deslocamento e velocidade tém a solida consisténcia de
postulados.

2 - INVERSAO DA DERIVADA

Como a velocidade de um carro é a derivada do deslocamento, segue-se que 0
deslocamento é uma primitiva da velocidade. Se a velocidade for f(t) = 2t entdo o deslocamento seré
F(t) = t* + ¢, ¢ é constante. Para saber o deslocamento entre 3 e 10 segundos, basta calcular o
deslocamento no instante 10 e subtrair do deslocamento no instante 3 obtendo F(10) - F(3) = 100 +
c-9-c=091L

Observacdo: A constante ¢ ndo interfere no deslocamento. Se usarmos metro e segundo 0
deslocamento é de 91m, o tempo é de 7s e a velocidade média é 13m/s. Esta velocidade é igual a
46,8km/h.

i) Se a velocidade de um carro for uma funcdo f do tempo t, o deslocamento é uma
primitiva F de f e o deslocamento entre instantes a e t serd F(t) — F(a). Isto se aplica a f = m
constante, pois o deslocamento é o produto m(t - @) = mt— ma ou mt + n se n = -ma. Denotando o
deslocamento por P(t) = mt + n, a velocidade é a derivada P’ = m.

Em geral, fixando a temos a funcdo P(t) = F(t) — F(a) que é a primitiva de f que se anula em
a. Isto possibilita interpretar P como sendo o deslocamento a partir do instante a.

Como a inversdo da derivada resolveu o problema do deslocamento, cabe perguntar se a
inversdo da derivada se aplica a outras situagfes. A resposta é sim como veremos na sequéncia.
Para isso vamos relembrar abaixo nota¢des, terminologia e resultados correntes na literatura,
relacionando primitivas, integrais indefinidas e definidas em que F é uma primitiva de uma funcéo
f.

jf(x)dx: F(X)+cC; Jt'f(x)dx: jf(t)dt = F(t)- F(a). Logo %If(x)dx: f(x).
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ii) Custo marginal e custo total: © custo para produzir uma unidade de certo bem, é
conhecido como custo marginal. Em decorréncia do chamado efeito escala, este custo varia de
acordo com a quantidade produzida. Pensando no custo marginal e no custo total como funcdes da
guantidade produzida, verifica-se que o custo marginal é a derivada do custo total
Consequentemente, o custo total é uma primitiva do custo marginal. Logo se o custo marginal for
uma funcéo f da quantidade produzida x, segue-se que a funcdo custo total a partir de uma
guantidade a serd a integral abaixo (se existir).

X

j f(x)dx.

a

iii) Imposto: Em 2012 o imposto de renda era cobrado com base nos percentuais abaixo.
Até 1.637,11 isento. Acima de 1.637,11 até 2.453,50, 7,5%. Acima de 2.453,50, até 3.271,38, 15%.
Acima de 3.271,38, até 4.087,65, 22,5%. Acima de 4.087,65, 27,5%.

Simplificacdo legitima: Vimos acima que cada real ganho pelo contribuinte ndo custa nada
na 12 faixa de renda, custa R$ 0,075 na 22 e R$ 0,275 na Ultima faixa. Sob este ponto de vista 0s
percentuais determinam o custo marginal para efeito de tributacdo. Neste caso, a funcdo custo
marginal é f(x) abaixo em que x é dinheiro e a = 1.637,11; b = 2.453,50; ¢ = 3.271,38; d = 4.087,65.
Estes numeros fazem parte da legislagao.

f(x) =0, sex<a; f(x) =0,075,sea<x<b;
f(x) = 0,15, se b <x<c; f(x) =0,225, se c<x <d; f(x) =0,275,se d < x.

Se F for o custo total sua é F’ = f. Se alguém receber x reais na terceira faixa o imposto a
pagar cai na integral abaixo e se limita a 22 casa decimal por se tratar de dinheiro.

Sy f@)dx = f; 0dx + [ 0,075dx =0 +0,75x - 0,075a ~ 0,075x - 122,78.

A parcela negativa no calculo acima é o desconto correspondente a 32 faixa que aparece nas
tabelas de IR. A integral calcula este desconto automaticamente. O leitor pode verificar que se x =
R$2.020,00 o imposto a ser pago é R$28,23.

Usando integral tem-se abaixo a fungdo imposto a pagar que sai nos jornais.

F(x) =0, x <a; F(x) =0,075x - 122,78, a <x < b; F(x) = 0,15x - 306,80, b < x <¢;

F(x) = 225x — 552,15, ¢ < x < d; F(x) = 0,275x — 756,53, d < x.

iv) Questionamento: Como o IR pode ser calculado sem integral, este recurso ndo é uma
complicacdo desnecessaria? Em resposta observemos que no IR a integral é uma nova maneira de
fazer algo conhecido. Isto pode ser usado pelo professor, para dar credibilidade a integral. Isto é, o

IR pode ndo precisar da integral, mas integral precisa do IR.

v) Area: A area da regido plana limitada pelo eixo 0x, pelo gréafico de uma fungdo f e por
retas X = a e x =t serd denotada pela funcéo F abaixo.

F(t) = &rea limitada pelo gréfico de f entre a e t (fig.1a).
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Para determinar F comecaremos pela derivada F’. O médulo do numerador F(t) — F(s) da
razdo incremental de F é como abaixo.
|[F(t) - F(s)| = area limitada pelo gréfico de f entre se t.

A 4 /

Fig.1.

v

a b

Adotaremos a hipétese classica que a area |F(t) - F(s)| tende para a area do retdngulo com
altura [f(t)| e base |t — s| quando s — t. Como esta Ultima &rea é |t — s||f(t)] (fig.1b) segue-se que o
modulo da derivada de F satisfaz (vi) abaixo.

F({)-F(s)
t—s

|=]lim

s—t

i) 791 = lim (=S L0 -

Logo F’(t) = % |f(t)]. Escolhendo o sinal positivo tem-se F’(t) = [f(t)|. Define-se a area
limitada pelo gréfico de f entre a, t pela integral abaixo, se existir.

vii) F() = [| f(x) | dx.

Simplifica¢des legitimas: Embora simples, o estudo da &rea satisfaz os melhores padrdes
matematicos. Grande parte desta simplicidade decorre da expressdo [t — s|[f(t)] em (vi). Esta
expressao € uma parcela da soma de Riemann da fungdo f. A abordagem classica usa a soma inteira.
Isto causa dificuldades desnecessarias. Outra simplificacdo importante é 0 ndo uso da continuidade
uniforme. Este recurso é indispensavel na abordagem classica.

viii) Comprimento do arco: Seja uma funcdo diferenciavel f e tomemos (a, f(a)) e (t, f(t))
no gréafico de f. Pode-se usar uma fita métrica para medir o comprimento do arco do gréafico com
estes extremos. Fixando a fazendo t variar, obtemos a fungéo abaixo.

L(t) = comprimento do arco de extremos (a, f(a)) e (t, f(t)).

Fig2.

v
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Para dispensar a fita métrica devemos determinar L. Comecemos pela derivada L’. Para isto
observemos que 0 mddulo do numerador da razdo incremental é (fig.2).

|L(t) — L(s)| = comprimento do arco de extremos (s, f(s)) e (t, f(t)).
Usaremos a hipétese classica que quando t — s, |L(t) — L(s)| tende ao comprimento do

segmento de reta com os mesmos extremos. Este comprimento é [t - s) + (f(t) - f(s))?]¥2. Como f é
diferenciavel, pode-se aproximar f(t) - f(s) por /°(s)(t — s) e obter o seguinte limite.

[(t - $)% + (f(t) - 7($)Y2— |t — s|/1+ F'(S)? set—>s.

Isto significa que o modulo da derivada L ’(s) é como abaixo.

_ _ T()2
IL°(s)| = lim,._, ILGx)—L(s)| = lim,_, lt—sl\/14f'(s) — /1+ f.(s)z .

|[t—=s]| |t=s]|

Isto &,
L) =+ [L+/ 61"

Se L for crescente tem-se L'(s) > 0, logo L’(s) = [1 + f(s)*]* Isto leva a definir o
comprimento do arco do grafico de f entre a e t pela integral abaixo.

ix) L(t) :fat[l + f'(x)? ]*/?dx. Se L for decrescente multiplica-se por -1.
Simplifica¢do legitima: Esta abordagem é mais simples que a abordagem classica.

3 - EXTENSAO DO PRODUTO

i) Deslocamento ¢ um conceito definido pelo produto “tempo vezes velocidade” quando a
velocidade € um ndmero m que é um fator deste produto. A velocidade constante é uma situacao
especial que é incompativel com o transito. Em condi¢des normais a velocidade varia e recai em
uma funcdo f do tempo. A auséncia do fator m inviabiliza o produto. Em 1.(i) o produto
inviabilizado foi substituido por uma primitiva F de f. Diremos que F é a extensdo do produto
associada a velocidade f, para definir o deslocamento.

i) Area: Para calcular a area entre o eixo Ox e o grafico de uma fungio constante m, entre
pontos a e x em Ox (fig.3a) usa-se o produto “base vezes altura” abaixo.

N/
3

m(x - a) = mx +n, n=-am.

N

Fig.3.
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A altura do gréfico de uma funcéo f no ponto x € o modulo [f(x)| que varia em 0x (fig. 3b).
Em geral isto inviabiliza o produto “base vezes altura”. Como vimos em 2.(vii) o produto
inviabilizado foi substituido por uma primitiva F de f. Neste caso a primitiva F é a extensdo do
produto associada & altura |f| do gréafico para definir a &rea.

iii) Problema da extensdo do produto: Se um conceito C for definido pelo produto de um
fator m por um fator x, coloca-se o problema de definir este conceito na situacdo que o fator m é
trocado por uma funcdo f do fator x. Este é o problema da extenséo do produto que generaliza o
deslocamento e a area acima e ocorre em muitas outras situacdes. A solucdo (se existir) sera
chamada de extensé&o do produto associada a f. Vimos acima que a extensdo do produto para obter o
deslocamento é a primitiva da velocidade. Vimos também que a extensdo do produto para obter a
area é uma primitiva da altura. Como o problema geral é idéntico ao deslocamento e a area, coloca-
se a pergunta abaixo.

A primitiva também é extensdo do produto no caso geral?

A resposta € sim e se aplica a muitas situacdes. A fundamentagdo matematica do “sim” sera
feita um pouco a frente em 3.(iii). Esta fundamentacdo é muito mais simples que a usual na
literatura. O conceito “extensdo do produto” so6 serd definido adiante em 3.(ii), entretanto
entendemos que o leitor j& tem uma ideia clara sobre 0 assunto e podera ver algumas aplicagdes
agora. Para isso admitiremos que uma primitiva F de uma funcdo f é uma extensdo do produto
associada a f.

iv) Preservacdo da operagdo inversa: Produto e quociente decorrem de operacdes
inversas. A razdo incremental sugere que a derivada é uma extensdo do quociente. Se a primitiva for
entendida como extensdo do produto, a “inversdo” entre quociente e produto é preservada nas
respectivas extensdes (esquema abaixo). Isto ajuda a entender o Célculo.

Quociente — extensao— Derivada
) « inversio - ) :
Produto - extensao —»  Integral

v) Custo de estocagem: O custo para um supermercado estocar 7 toneladas de arroz entre
os diasaeté 7(t — a) (quantidade vezes tempo) vezes 0 custo para estocar uma tonelada durante um
dia. Se em decorréncia das vendas a quantidade for f(t) em funcdo do tempo, o custo de estocagem é
a extensdo do produto associada a f que é a integral abaixo, se existir.

j f(x)dx.

t
Se o custo para estocar 1 tonelada durante 1 dia for ¢, o custo de estocagem sera ¢ _[ f(x)dx .

a

vi) Area; extensdo do produto: Area é o produto da base pela altura. Assim, quando a

altura for uma fungdo h do ponto da base onde é medida, a &rea serd uma extensdo do produto
associada a h. Por exemplo, para calcular a area entre o eixo Ox e o grafico de uma funcéo f, a altura
medida a partir do ponto x na base sera h(x) = |f(x)|. Logo se [f| admitir primitiva, esta primitiva é
uma extensdo do produto associada a |f|, e a area desta regido a partir da reta x = a até areta x =t
seré definida pela integral abaixo que j& foi calculada em 1.(vi).
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j| f(x)|dx.

Nota: A area foi estudada duas vezes, uma em 2.(vii) e outra acima.

vii) Volume é o produto “area da base vezes altura”. Quando a area da base for uma fungdo
A do ponto da altura onde é medida, o volume serd uma extensdo do produto associada a A. Segue-
se dai que o volume a partir da altura a até a altura t é (por definicdo) a integral abaixo, se existir.

V() = j A(s)ds .

Exemplo; sdlido de revolugdo: Para calcular o volume do sélido gerado pela revolugdo do
grafico de uma fungdo f em torno do eixo Ox, basta notar que em cada ponto X, a base do sélido é
um circulo de raio [f(x)|, cuja area é A(x) = nf(x)? (fig.4).

"M
U

v

Fig.4.

Logo, o volume deste sélido a partir de um ponto a até um ponto t é
t
V(D) =j7zf (x)2dx.
a

viii) Simplificagdo legitima: O célculo do volume acima ficou simples porque usou a
extensdo produto — integral. Por ndo dispor desta extensdo, 0 método classico usa recursos
geométricos complexos para adaptar a extensdo area — integral ao calculo do volume.

Exemplo; elipsoide: Para calcular o volume do sélido limitado pelo elipsdide (x/a)® +
(y/b)? + (z/c)®> = 1, tomaremos o segmento de extremos (-a, 0, 0) e (a, 0, 0) como sendo a altura.
Neste caso, a base correspondente ao ponto (t, 0, 0) é a regido E; limitada pela intersecdo do
elipsdide com o plano x = t, que é a elipse de equacdo (y/b)? + (z/c)? = 1 - (t/a)* (fig.5).

E
Fig.5.
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Como o0s semi-eixos desta elipse séo B = (b/a)(@®— t3)*? e C = (c/a)@—-t?)"?;-a < t < a,
a area de E; é A(t) = BCx = bca(a®- t). Logo, o volume procurado é

[A@dt = [ber(a? ~t*)dt = gabcﬂ.

ix) Vazdo total: Se a taxa de vazdo de um rio for de 1.000.000m? por dia, entre o diaa e 0
dia t, a vazéo total sera de 1.000.000(t — a)m®. Se por questdes climéticas a taxa de vazdo for f(t) em
fungdo do tempo, a vazdo total é uma extensdo do produto associada a f, que é a integral abaixo, se
existir.

j f(x)dx.

Nota: Os estudos acima se adaptam a outras aplicagfes como trabalho, excedente do
consumidor etc. Esta € mais uma vantagem da extensdo do produto que unifica a Matematica, ao
usar recursos iguais em situagdes diferentes.

X) Comprimento, extensdo do produto e medida: Sabemos do Calculo que a reta y =
f'(@)(x - a) + f(a) é tangente ao grafico de uma funcdo f em (a, f(a)) e passa pelos pontos (a, f(a)) e
(a + 1, f(a) + f(a)). A distancia entre estes pontos é [1 + f(a)’]*. Logo o comprimento desta reta
entre (a, f(a)) e (t, f(t)) é o produto (t - a)[1 + /(a)’]¥% Se a derivada for f* = constante o
comprimento do arco do gréfico de f coincidird com este produto. Se f” ndo for constante, [1 +
'(@)°]? transforma-se na fungéo g(x) = [1 + /(x)*]“%. Logo, o comprimento do arco é uma extenséo
do produto associada a g. Esta extensdo é a integral em 1.(ix). Este raciocinio se aplica a outras
medidas, pois medir ¢ multiplicar pela unidade de medida quando esta unidade for constante.
Quando a unidade de medida passa a ser uma funcdo g, a medicdo passa a ser uma extensdo do
produto associada a g e recai em uma integral. Desta forma pode-se obter muitas simplificacGes
legitimas.

4 - EXTENSAO DO PRODUTO; formalizagéo do conceito

No caso do deslocamento em velocidade f sabemos que uma primitiva F de f é uma extensdo do
produto associada a f. Para generalizar esta ideia examinemos o seguinte fato.

i) Fato: Suponhamos que entre 2 e 5 horas o carro de Pedro se desloca a 40k/h; o de Ana
em velocidade variavel f e o carro de Paulo, a 70km/h. Se 40 < f(x) < 70 em todos os instantes x
entre 2h e 5h, entdo os deslocamentos D;, D, e D; dos carros de Pedro, Ana e Paulo,
respectivamente, satisfazem as desigualdades D; < D, < Da.

Neste caso, D; = 40x(5 — 2) e D3 = 70x(5 — 2). Se F for uma extensdo do produto
associada a f, segue-se que o deslocamento do carro de Ana é D, = F(5) - F(2). Logo a desigualdade
acima se escreve como 40 x(5—-2) < F(5) - F(2) < 70x(5 - 2).

Em geral se F for o deslocamento em velocidade f, segue-se que se tomarmos nimeros s <
t, m, M que satisfacam as desigualdades m < f(x) < M, para todo x entre s e t, entdo F satisfaz as
seguintes desigualdades: m(t - s) < F(t) - F(s) < M(t - s).
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Além do deslocamento estas observacdes se ajustam a todas as situagdes estudadas acima.
As desigualdades mostram que a extensdo do produto, nestes casos, respeita a relacdo de ordem.
Esta € uma exigéncia natural que serd tomada como base para o caso geral. Por simplicidade
suporemos que f tem o dominio D; conexo ou, segundo muitos autores, que Df € um intervalo
generalizado.

ii) Extensdo do produto: Seja f uma fungdo e sejam nimeros m, M, s, t com s <t e Dy,
que satisfazem as desigualdades m < f(x) < M, para todo x entre s, t. Diremos que uma fungéo F é
uma extensdo do produto associada a f se para todos m, M, s, t nestas condigdes, F satisfizer as
seguintes desigualdades: m(t - s) < F(t) - F(s) < M(t - s).

Questionamento: N&o seria mais simples definir a extenséo do produto em um ponto fixo s
e uma variavel t, como é feito com limite, continuidade e derivacao?

Resposta: Talvez sim, precisamos discutir o assunto.

Se f for velocidade, vimos em 1.(i) que uma primitiva F de f é uma extensdo do produto
associada a f. Veremos abaixo que este € um fato geral.

iii) Teorema da extensdo do produto: Uma primitiva F de uma funcéo f é uma extenséo
do produto associada a f. Se f for continua e F for uma extensdo do produto associada a f, entdo F
é uma primitiva de f.

Prova: Seja F uma primitiva de f e tomemos nlimeros s <t € D; Usando o teorema do
valor médio, podemos concluir que existe ¢ entre s e t tal que

F(t) — F(s) = F’(c)(t—s) = f(c)(t — 9).

Sejam m, M nimeros tais que m < f(x) < M, para todo x entre s e t. Tomando x = ¢ tem-se m
< f(c) < M. Logo

m(t —s) < f(c)(t — s) < M(t —s) e dai, m(t — s) < F(t) — F(s) < M(t - s).

Segue-se da definigdo (ii) que F é uma extensdo do produto associada a f, o que mostra a 1?
afirmacdo. Para mostrar a 22 afirmacéo estudaremos o limite da razdo incremental de F.

Seja ¢ > 0. Como f é continua, existe um namero & > 0 tal que se |t — s| < §, entdo |f(t) -
f(s)| < e/2. Se x estiver no intervalo de extremos s e t, segue-se que

[x —s| <3; que [f(x) — f(s)| < &/2 e que f(5) - /2 < f(x) <f(s) + /2.

Tomando t > s e lembrando que F é extensdo do produto, sejam m =f(s) - /2 e M =f(s) +
/2. Segue-se da definicdo (ii) que

(1(s) - e/2)(t—5) < F(t) — F(5) < (f(s) + &/2)(t - )
Logo
FOZFE) g aepe) FOFE)

iv) f(s) - e/2 <
1) t—s t—s

-f(s)| < &
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F(S)-F@® _ FO-F(s)
s—t t—s

Como a desigualdade (iv) vale se s # ¢, pois , Segue-se que

. F(@t)—F(s
lim FO-FE) = f(s) = F’(s). Cqd.

t—s t—s

Simplificagdo Jegitima: Ao ser vista como extensdo do produto, a integral ndo deixa de ser
soma porque, como a Algebra ensina, o produto é uma soma. Entretanto ao vermos a integral como
extensdo do produto usa-se, a nosso favor, o trabalho feito pela Algebra e isto simplifica a integral.

5 - QUESTOES MATEMATICAS, CULTURAIS E EDUCACIONAIS

i) Evolucédo natural: O problema do deslocamento conduz naturalmente ao problema da
extensdo do produto. Como o deslocamento é uma extensdo do produto e também é uma primitiva
da velocidade, é natural considerar que este fato é geral. No plano operacional e no plano formal a
extensdo do produto se apoia na realidade do automével, que é bem conhecida por todos. O teorema
da extensdo do produto é mais simples e mais completo que o teorema fundamental do célculo
usado na abordagem classica da integral. E mais simples porque s6 usa o limite convencional e a
derivada, dispensando o limite de somas de Riemann. E mais completo porque contém uma
reciproca para o caso das fun¢fes continuas. Na abordagem classica isto s6 é possivel com o uso da
continuidade uniforme que é um conceito mais complexo. Assim, a presente abordagem conduz ao
Célculo Integral de uma forma natural por meio do esquema expectativa — conjectura — resultado
que — acreditamos - sintetiza uma maneira promissora de abordar a Matematica. Isto possibilita que
o professor escolha um conceito definido por um produto m(t — s) que seja importante para os
estudantes. Usando este conceito como contexto ele pode chegar a integral estudando situacGes
realistas em que o fator m é substituido por uma funcéo f. Este procedimento quando pode ser usado
tem resultados positivos, como ja tivemos oportunidade de comprovar.

ii) Temas de referéncia: Como em geral o professor de Calculo é leigo na futura area de
conhecimento de seus alunos, é necessario usar tépicos bem conhecidos por alunos e professor
como temas de referéncia. A abordagem convencional usa a area como tema de referéncia para a
integral e a tangente para a derivada. Como “a tangente ndo ¢ a derivada da area”, o uso destes
temas esconde a inversdo da derivada que é fundamental em nossa abordagem. Por este motivo nos
preferimos o deslocamento e a velocidade que além de deixarem a inversdo muito clara tém a
vantagem de ser associados a cultura do automével que influencia fortemente o mundo ha um
século.

iii) Local “versus” global: A integral definida pensada como funcdo do extremo superior
foi decisiva neste trabalho. Ela permitiu estudar a funcéo

t b
F(t) = I f (s)ds, em vez do nimero I f(s)ds.

a a

Este nimero é a area usada na abordagem classica. Desta forma foi possivel usar os
recursos da derivacdo na funcdo F. Salvo o teorema do valor médio, estes sdo recursos locais que
estudam a fungdo “nas vizinhangas de um ponto”. Esta abordagem dispensou a “continuidade
uniforme” no estudo da area em 1.(vii) e no teorema da extensdo do produto. O teorema de
existéncia de primitiva de funcdo continua também dispensa a continuidade uniforme.
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Para estudar a area, a abordagem classica fixa o ponto t = b. Este procedimento obriga a
estudar a funcdo F no intervalo [a, b] o que recai em recursos de natureza global. Como a
“Matematica global” ¢ mais dificil que a “Matematica local”, entende-se a simplicidade legitima
obtida por nossa abordagem.
6 — EM BUSCA DE EXTENSOES DO PRODUTO

Seja f uma funcdo (ndo necessariamente continua) limitada em um intervalo fechado [a, t].
Isto &, existem o infimo e o supremo

h =inf{f(x); x € [a, t]}
H = sup{f(x); x € [a, t]}.

Como h e H satisfazem as desigualdades 4 <f(x) < H para todo x € [a, t], uma extensdo do
produto F associada a f (se existir) satisfaz (i) abaixo (reveja 1.(i)).

i) h(t—a) < F(t) - F@) < H(t-5s).
Se F(a) = 0 estas desigualdades se escrevem como

i) h(t—a) < F(t) < H(t->5s).

Aproximacdes: O primeiro membro de (i), h(t — a), é uma aproximacao para F(t) por falta e
0 3° membro, H(t — a), é uma aproximacao por excesso. Para obter outra aproximagao tomemos s €
[a, t] e sejam 0s numeros

h, = inf {f(x); x € [a, s]}; Hiy = sup{f(x); x € [a, s]}

h, = inf {f(x); x € [s, t]}; H, = sup{f(x); x € [s, t]}.
Os mesmos raciocinios mostram que

hi(s—a) £ F(s) —F(a) < Hy(s—a).

ho(t —s) < F(t) — F(s) < Hy(t-5).
Como F(a) = 0 e F(s) aparece com os sinais trocados, somando as desigualdades, tem-se

iii) hy(s —a) + hy(t —s) < F(t) < Hy(s —a) + Hy(t —s).

Estas desigualdades mostram que hy(s — @) + h,(t — s) é uma aproximacéo para F(t) por falta
e Hy(s — a) + Hy(t — s), por excesso. O lema abaixo mostra que as aproximagdes (iii) sdo melhores
que as aproximacoes (ii).

iv) Lema: Nas condigdes acima, h(t—a) <hj(s—a) + hy(t—s) e H(s—a) >
Hi(s—a) + Hy(t—5s).



Anais do VI Coloquio de Historia e Tecnologia no Ensino de Matematica (VIHTEM)
15-19 de julho de 2013, UFSCar, Sao Carlos, SP, Brasil

Prova: Como s € [a, t] segue-se que [a, s] < [a t] e que [s t] < [a t].
Conseqlientemente,

{f(); x € [a, s} {f(x); x € [a, t]}

{f(x); x e [s, tI} < {f(x); x € [a, t]}.
Segue-se que h < hy, pois

h =inf{f(x); x € [a, t]} <h; =inf {f(x); x € [a, s]}.
Analogamente, h < h,, H>H; e H > H,. Logo,

hy(s — @) + hy(t — ) > h(s — &) + h(t —s) = h(t - a)

Hy(s —a) + H,(t—s) <H(s —a) + H(t —s) = H(t —a). Cqd.

Generalizacdo: Agora vamos generalizar as idéias acima, introduzindo mais pontos no
intervalo [a, t] para obter aproximac6es cada vez melhores para F. Isto nos leva a nocéo de particéo.

v) Particdo: Diz-se que um conjunto finito p < [a, t] é uma particdo de [a, t] se o0s
extremos a, t € p. Por exemplo, o conjunto formado por 1, 4 e « é uma parti¢do de [1, 4]. Embora
{1, 3, n} < [1, 4], ndo é particlo deste intervalo, pois 0 extremo 4 ¢ {1, 3, n}. O conjunto e = {a, t}
é uma particdo de [a, t]. Se s € [a, t], entdo a unido e U {s} = {a, s, t} é uma particdo de [a, t]. Se p
for particdo de [a, t], entdo e p. Set = a, o intervalo se reduz a [a, t] = {a, a} = {a} e, neste caso,
SO existe a particdo {a}. Um bom exercicio (faga-0) é mostrar que se p e g forem parti¢des de [a, t]
entdo a unido pu g e a intersecdo p M q sdo particbes de [a, t].

vi) Seja f como acima e tomemos uma particdo p de [a, t]. Usando a ordem crescente,
podemos escrever p = {a = by < by, ..., by < by = t}. Como f é limitada em [a, t] ela sera limitada
em cada intervalo [b;.1, b]] < [a, t]. Logo para todo i existem o infimo e o supremo abaixo.

hi = inf {f(x); x € [bi1, bil} e Hi = sup{f(x); x € [bi1, bil}.

Se F for uma extensdo do produto associada a f, tem-se

vii) hi(b; — bi_1) < F(by) — F(biy) < Hi(bi — b 1).

Como by = a e b =t tem-se F(by) = F(t) e F(by) = F(a). Se F(a) = 0, tem-se

F(b1) — F(bo) + F(b2) — F(by) + ... + F(bi) — F(be.1) = F(t) - F(a) = F(Y).
Logo, somando as desigualdades (vii) obtemos (viii) abaixo.

viii) hy(by - bg) + ... + he(be - by 1) < F(t) < Hy(by - bg) + ...+ He(by - by -1).

Simplifica¢des legitimas: O 1° e o 3° membros de (viii) sdo exemplos de somas de
Riemann que serdo definidas a seguir. A abordagem classica contextualiza estas somas em areas, 0

que dificulta o uso da integral em outras situacbes. Este é o caso de volume, comprimento e
medidas em geral. A extensdo produto — soma de Rimann usada nesta oficina da origem a
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simplificacdes legitimas em Calculo como vimos em 3.(viii) e 3.(X). Isto ocorre porque 0 conceito
“produto” é mais geral que o conceito “area”. De fato, area € um tipo especial de produto.

7—-SOMAS DE RIEMANN

As somas r, e R, abaixo sdo conhecidas, respectivamente, como soma de Riemann
minorante e soma de Riemann majorante da funcéo f, associadas a particéo p.

rp = hy(by - o) + ... + hi (b - by-1) € Ry = Hy(by - bg) + ...+ Hy(by - bye.1).

Como paratodo i, h; < Hj, tem-se r, < R,. Se existir uma extensdo do produto F associada a
f, com F(a) = 0, seque-se que r, e R, sdo aproximacdes para F(t), pois

i) r, < F(t) <R,

ii) Observacdo: Se t = a, a Unica particdo de [a, t] = [a, a] = {a} é {a} e, neste caso, as
Unicas somas de Riemann s&o rgy; = Ry = f(a)(a—a) = 0.

iii) Refinamento: Dadas duas parti¢des n e p de [a, t], diremos n refina p, sep < n.

iv) Lema: Se n e p forem particGes de [a, t] tais que n refina p, entdo r, < r, <R, < R,.
Prova: Corrente na literatura.

v) Corolario: Se p e g forem parti¢Oes de [a, t] entdo ry < R,.

Prova: A unido n=puqrefinape g, poisp < neqg < n. Segue-se da desigualdade r, <
Ry e do lema (iv) que ry < r, < R, < R, Isto €, ry < R,,. Cqd.

NUmeros r(a, t), R(a, t): Tomemos 0s conjuntos numéricos abaixo.

vi) r = {r,; p € particdo de [a, t]} e R = {R,; p € particéo de [a, t]}.

Vimos no corolario (v) que quaisquer que sejam as particdes p, q de [a, t] tem-se ry < R,
Esta desigualdade mostra que R, € cota superior para r e rq € cota inferior para R. Como r e R ndo
s8o vazios, existem o supremo e o infimo abaixo.

vii) r(a, t) = supr e R(a, t) = infR.

Se p, q forem particGes de [a, t] segue-se que ry € 1, logo ry < r(a, t) = supr. Analogamente,
R(a, t) < R,. Como ry < R, segue-se que rq € cota inferior para R. Logo ry < R(a, t). Isto mostra que
R(a, t) é cota superior para r, 0 que obriga a desigualdade r(a, t) <R(a, t). Estes fatos mostram que
as desigualdades abaixo sdo validas.

viii) ry<r(a, t) <R(a, t) <R,.

Funcdes F, e Fg: Denotando F.(t) = r(a, t) e Fr(t) = R(a, t) obtemos funcdes F, e Fg

definidas nos pontos ¢ > a, em Dy. Se tomarmos t = a, segue-se que F.(a) =r(a, a) = Fr(a) = R(a, a)
= 0. As desigualdades (viii) podem ser escritas como (ix) abaixo.
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xi) r, < F(t) < Fg(t) <Rj, se 1> a.

X) Proposicdo: Se f for limitada em [a, t] e s € [a, t], entdo valem as igualdades abaixo.

R(a, t) =R(a, s) + R(s, t); r(a, t) =r(a, s) + r(s, t);

Fr(t) — Fr(S) = R(s, t) € F(t) — F(s) = r(s, 1).

Prova: Dada uma particdo ¢ em [a, t], a particdo p = q U {s} refina g. Logo Rq(a, t) =
Rp(a, t). Isto significa que para determinar o infimo R(a, t), basta considerar as particdes que
contenham s. Isto &,

xi) R(a, t) = inf {R,; p é particéo de [a, t] e s € p}.

Por outro lado, é facil ver que uma particdo p de [a, t] satisfaz a condicdo s € p se, e
somente se, p = p; U p, onde p; € particdo de [a, s] e p, € particdo de [s, t]. Como [a, s] e [s, t] sdo
sub-conjuntos de [a, t] e como f é limitada em [a, t], segue-se que f é limitada em [a, s] e em [s, t].
Conseqlientemente para quaisquer particGes p, e p, como acima, as somas R, e Ry, estdo definidas.
Nestas condicdes vale a igualdade

R, = Ry + Ry
Esta igualdade permite escrever (xi) como abaixo.

xii) R(a, t) =inf {Ry; + Ry; p1 € particéo de [a, s] e p, € parti¢éo de [s, t]}.

Tomemos 0s conjuntos A e B abaixo.
A = {Rp; p1 é particdo de [a, s]}; B = {Ry; p, é particdo de [s, t]}.
A igualdade (xii) pode ser escrita em termos do conjunto soma A + B como em (iv).
xiii) R(a, t) = inf (A + B).
Como f é limitada em [a, s] e em [s, t], vemos que existem os infimos
R(a, s) = inf A =inf {Ry,; ps1 € parti¢do de [a, s]}
R(s, t) =inf B =inf {Ry,; p, € parti¢do de [s, t]}.
Como inf(A + B) =inf(A) + inf(B) segue-se de (iv) que
xiv) R(a, t) = R(a, s) + R(s, t).
Isto mostra a 1° igualdade da proposicdo. Como R(a, t) = Fg(t) e R(a, s) = Fg(s) a igualdade

(xiv) se escreve como Fg(t) - Fg(s) = R(s, t), o que mostra a 3% igualdade. As provas das outras
igualdades séo similares. Cqd.

8 — EXTENSOES DO PRODUTO
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Nosso proximo passo € estender as funcbes F, e Fr aos nimeros menores que a, para
transforma-las em extensdes do produto associadas a f.

i) Para estender F,, Fgr a0s nimeros menores que a vamos admitir que o dominio Ds seja
um intervalo generalizado (i.e, D; é conexo na reta real). Fixemos a € D; e tomemos as funcoes
abaixo.

F)=r(a t)yset>a; F(t) =-r(a t) set<a;

Fr(t) =R(a, t) se t > a; Fr(t) =-R(a, t) set < a.

ii) Lema: Ses<t e Dy, entdo F(t) — F(s) = r(s, t) e Fgr(t) — Fr(s) = R(s, t).

Prova: Se a <s <t a proposicdo 7(x) mostra que as igualdades acima sdo verdadeiras. Se s
<a <tolema (i) e a definicdo (vi) mostram as igualdades abaixo.

R(s, t) = R(s, a) + R(a, 1) = Fa(t) — Fx(S).
No caso s < t < a, a proposigio 7(x) assegura que

R(s, @) = R(s, t) + R(t, a) e que -R(t, a) + R(s, a) = R(s, 1).
Como -R(a, t) = Fg(t) = e R(s, @) = -Fg(s), segue-se que

Fr(t) — Fr(s) = R(s, 1).

O que vimos acima mostra que a 2% igualdade do lema (ii) é verdadeira. A prova da 12
igualdade é similar. Cqd.

iii) Tomando s < tem Dy e a particdo e = {s, t}, seque-se que re < r(s,t) < Reer. < R(s,
t) < R.. Usando o lema (ii) nestas desigualdades obtemos

re < F(t)—F(s) £ Reere < Fr(t) — Fr(S) £ Re.
iv) Teorema: Seja uma funcdo f definida em um intervalo generalizado D; e fixemos um
nimero a € Dy. Se f for limitada em todos os intervalos fechados | — Dy, entdo as funcdes Fr e F,

sdo extensfes do produto associadas a f.

Prova: Sejam s <t € D; e tomemos nimeros reais m e M tais que para todo x € [s, t], m
< f(x) £ M. Neste caso, 0s nUmeros

H = sup{f(x); x € [s, t]} e h =inf{f(x); x € [s, ]}

satisfazem as desigualdades m < h < H < M. Logo a particdo e = {s, t} de [s, t] satisfaz as
condicGes m(t - s) < h(t-s) =r.. Isto é,

i) m(t - s) < re e, analogamente, R, < M(t - s).

Levando estas igualdades em (iii) segue-se que
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mit-s) <re<F{)-F(s) <R < M(t-59)
e que
m(t-s) < F(t) —F(s) £ M(t -s).

Isto mostra que F, € uma extensdo do produto associada a f. O caso Fr é similar. Cqd.

9-TODA FUNQAO CONTINUA TEM PRIMITIVA;
Prova sem continuidade uniforme

i) Teorema: Se f for uma fungdo continua definida em um intervalo generalizado aberto,
entéo f admite primitiva.

Prova: Como f é continua segue-se que f é limitada em todos os intervalos fechados
contidos em Dy. Logo, paraa € Dsfixado, pode-se definir as fungdes Fr e F, que sdo extensdes do
produto associadas a f. Como f é continua, segue-se do teorema da extensdo do produto que Fgre F,
sdo primitivas de f. Cqd.

i) Consequéncias: Como o dominio Ds é um intervalo generalizado, segue-se que Fg - F, =
constante. Como Fg(a) = F,(a) = 0 segue-se que Fr = F, = F é a Unica primitiva de f que se anula
em a. Se G for uma extensdo do produto que se anula em a, segue-se do teorema da extensdo do
produto que G é primitiva de f, o que pela igualdade G(a) = 0 mostra que G =F. Logo F € a Unica
extensdo do produto associada a f que se anula em a.

ii) Aplicacdo; arco seno: Explicitando x na equacdo da semi-circunferéncia x* + y> = 1, x
> 0, tem-se x = (1 — y»)¥2 = f(y). Isto mostra que esta semi-circunferéncia é o grafico (f(y), y).
Caélculos diretos mostram que

[+ o= 2
1-y?

Como o 2° membro da expressdo acima é uma funcédo continua, o teorema (i) mostra que

esta funcdo tem uma primitiva e, consequentemente, podemos calcular sua integral. Esta integral é o
comprimento do arco s da circunferénciaentrey=0ey =1t. Isto é.

dr

Vi-r?

w
I
<) —

A

X

Como o seno do arco s é a ordenada de sua extremidade (fig.6), segue-se que sens =t e que
S = arco cujo seno é t; isto &,

Fig.6.
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d

;
Vi-r?

t
ar sent = I
0

dr 1

h-rr -

Simplificagdo legitima: O arco seno e sua derivada foram obtidos de forma mais simples
que a usual. Esta simplicidade permite que em um curso de Célculo, o assunto seja antecipado o que
possibilita seu uso na apresentacdo do arco-seno. Isto simplifica as fungdes trigonométricas
inversas, por dar a elas uma sdlida abordagem geométrica. Por outro lado, as fungBes definidas por
uma integral surgirdo pela primeira com o arco-seno, com forte respaldo geométrico no
comprimento da circunferéncia.

t
E imediato que a derivada do arco seno é i ar sent = i .[
dt dt o

Funcao definida por integral: Generalizando as idéias acima, se f for uma fungdo continua
e Ds for um intervalo generalizado, fixando a € Dy, pode-se definir em Dy a funcdo em (iii) abaixo.
Este é um recurso largamente usado em Matematica.
h © dx
i) F(x) = I f (X) dx. Um exemplo é o logaritmo Ln(x) = I— x>0, x <1
X
a 1

10 - FUNCAO INTEGRAVEL

Seja f uma funcdo limitada num intervalo fechado de extremos a e t. Diz-se que f é
integravel entre a e t se Fr(t) = F,(t) = F(t). Neste caso, usa-se a notagao abaixo.

Fa)zjf(@dx.

Se f for integravel entre a e t e s estiver entre a e t, é imediato que f é integravel entre aese
entre s e t. Além disso,

t S t

jfumx:jfumx+jfumx

a a S

O teorema 9.(i) e seus desdobramentos mostram que toda funcéo continua é integréavel.

Muitos autores usam este enunciado para o teorema 9.(i).

i) Proposicdo: Seja f uma funcéo limitada em todos os intervalos fechados em Dy Se F for
uma extensdo do produto associada a f tal que F(a) = 0, entdo para todo t € Dy,

Frt) = F(t) 2 F(t)set > ae Fg(t) < F(t) < F(t)set < a.

Em particular, Fg(t) = F(t)set=> ae Fg(t) < F(t)set< a.
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Prova: Mostraremos que se F ndo satisfizer as desigualdades, entdo F ndo é extensdo do
produto associada a f. Consideremos o caso em que existe b > a tais que F(b) > Fg(b). Os outros
casos sdo similares. Como F(b) > Fg(b), existe uma parti¢cdo p = {a = b, by, ..., by = b} para [a, b]
tal que Fgr(b) < Ry(a, b) < F(b), onde Ry(a, b) = H;(by - @) + Hy(b, - by) + ... + H(b - by _1). Como
F(a) = 0, podemos escrever

F(b) = [F(by) - F(a)] + [F(b2) - F(by)] + ... + [F(b) - F(bia)].

Logo, a desigualdade R,(a, b) < F(b) implica na existéncia de j entre 1 e k tal que Hj(b; - by.
1) < F(by) - F(bj1). Tomando

Hj F(bj)_F(bj—i)

2 2(b,-b, )

tem-se

M(bj B bj-l) = A ) (bj _bj‘l) +2F (bj ) B F(bj—l)

Como M > H; = sup{f(x); x € [b, bj]}, segue-se que F ndo é extensdo do produto
associada a f. Cqd.

ii) Caracterizacdo da integral como extensdo do produto: Decorre de (i) que se f for
integravel, entdo a Unica extensdo do produto associada a f que se anula em a é:

F(t) = j f (x)dx.
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