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Abstract

In most Brazilian schools the approach taken in class on the teaching of analytic geometry does
not mention the use of vectors, is also omitted from textbooks and, consequently, by
mathematics teachers. What little is discussed on the study of vectors is introduced in high
school physics teachers. This paper aims to propose an approach of plane analytic geometry in
high school, based on the use of vectors and aided by computational resources, such as dynamic
geometry software GeoGebra. By requiring a few prerequisites, it is observed that this proposal
can be applied in any year of high school, and the sooner we introduce these contents is
expected that students have an easier time learning the concepts of analytical geometry, as well
as monitor classes in other areas of knowledge, such as physics, for example, where these
concepts are widely used, including providing a rich environment for interdisciplinary
experiences. Moreover, one can make a historical correction, rescuing a concept highly
mathematical area of mathematics, because as we know are introduced in physics in high
school. We believe that the use of vectors associated with the use of computational resources as
a teaching tool and as a learning resource to facilitate student learning, including providing they
enroll in technical courses of universities with better learning conditions.
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INTRODUCAO

O presente trabalho apresenta de forma sucinta uma proposta de ensino da geometria na educa-
¢do bésica usando vetores. O trabalho apresenta atividades educacionais que tem como objetivo
principal tratar e apresentar contetidos da Geometria Analitica, mais precisamente, o estudo do
ponto, através de uma abordagem exclusivamente vetorial, inserindo e relacionando seus topi-
cos com outros abordados, normalmente, no ultimo ano do ensino médio. A abordagem propos-
ta neste trabalho esta referendada nos parametros curriculares nacionais, pois as atividades apre-
sentadas para as aplicagfes praticas da geometria analitica sdo realizadas com auxilio de recur-
s0s computacionais, especificamente o software de geometria dindmica GeoGebra. A utilizacdo
de um software de geometria dindmica visa articular o estudo teérico a teoria dos registros de
representacdo de Duval, associando, constantemente, o registro algébrico com o registro figural
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(representacfes geométricas e graficas). Segundo Duval [3], em matematica, um mesmo concei-
to pode assumir diversos registros de representacdo. Esse fato é, para Duval, um dos fendmenos
causadores de obstaculos na aprendizagem. Ao lidar com as varias representacdes de um mesmo
objeto matematico, o aluno passa a ter mais seguranca na compreensao e na resolucdo de pro-
blemas. A metodologia usada serd pautada na resolugdo de problemas de geometria analitica
usando recursos vetoriais e com o auxilio do software GeoGebra.

1. PROBLEMAS PROPOSTOS

A maioria dos problemas propostos foi adaptada de livros do ensino médio. Normalmente sdo
problemas que tratam de uma ideia razodvel, porém nao sdo formulados visando & abordagem
de varios conteudos.

Nesta secdo, apresentaremos sete problemas que retratam os principais contelidos da geometria
analitica relativos a estudo do ponto [1]. Os problemas propostos deixam claras as vantagens da
utilizacdo da metodologia proposta, seja pela simplicidade dos contetidos utilizados na resolu-
¢do dos problemas ou mesmo pela concisdo das solugbes apresentadas em relacdo as solugdes
tradicionais da geometria analitica.

1.1. Explorando Conceitos Basicos de Vetores.
Os dois primeiros problemas destinam a abordagem dos conceitos sobre o estudo de vetores,
onde o0 vetor é visto como ente geométrico, um segmento de reta orientado constituido por um
par de pontos do plano. Nestes dois problemas o vetor é caracterizado como elemento transpor-
tador de pontos, efetuador de rotacGes e translacfes. Também usaremos o conceito de produto
interno e ortogonalidade entre vetores para mostrar que as diagonais de um quadrado sdo per-
pendiculares.

1.1.1. O Problema do Quadrado
Os pontos A= (1,4) e B=(2,1) sdo dois vértices consecutivos de um quadrado ABCD. Conside-
rando a sequéncia dos vértices no sentido anti-horario, determine as coordenadas dos vértices C
e D. Use os resultados do item anterior e mostre que as diagonais do quadrado sdo perpendicula-
res.
Solucéol:
Inicialmente, cabe ressaltar que uma solucdo tradicional, usando as ferramentas usuais da geo-
metria analitica, sO seria possivel ap6s estudos dos contelidos sobre ponto e reta (intersecdo
entre retas etc.), além da solugdo ser muito extensa, COmo veremos no anexo.

A= (1,4) n

Figura 1 Quadrado
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a) Encontramos as coordenadas dos vértices C e D.
Consideremos os vetores i = BA = A — B = (1,4) — (2,1) = (-1,3)ev = BC.
O vetor % = BC é obtido de i através de uma rotacdo de 90° negativos. Entéo:
v = (3,1).
O ponto C é obtido através do transporte do ponto B pelo vetor ¥, isto é:
C=B+v=(21)+(31) =(52)
Por outro lado, CD = BA = #, isto &:
D=C+u=(52)+(-1,3) = (45).
Concluséo: C = (5,2) e D = (4,5).

b) Diagonais perpendicu_la}res._’
Devemos mostrar que AC L BD.

—

AC=C-A=(52)—-(14)=(4,-2); DB =B — D—(Zi} (45) =(-2,—4)
AC- DB—{fil- -2)-(-2,-4)=-8+8=0, IOQOACJ_DE

14
Figura 2 Representacdo grafica do quadrado do problema 1

1.1.2 O Problema da llha do Tesouro
Esse problema é um classico da matematica. A versdo que apresentaremos foi adaptada do livro
a matematica do ensino médio, volume 3, da SBM.

Dois piratas decidem enterrar um tesouro em uma ilha. Escolhem como pontos de referéncia,
uma arvore e duas pedras. Comegando na arvore, medem o nimero de passos até a primeira
pedra. Em seguida, dobram, segundo um angulo de 90°, a direita e caminham o mesmo niimero
de passos até alcancar um ponto, onde fazem uma marca. Voltam a arvore, medem o ndmero de
passos desde a arvore até a segunda pedra, dobram a esquerda, segundo um angulo de 90° e
caminham o mesmo nimero de passos até alcancar um ponto, onde fazem outra marca. Final-
mente, enterram o tesouro exatamente no ponto médio entre as duas marcas.
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Anos mais tarde, os dois piratas voltam a ilha e decidem desenterrar o tesouro, mas, para sua
decepcdo, constatam que a arvore ndo existe mais (0 vento, a chuva e os depredadores a haviam
arrancado). Entdo um dos piratas decide arriscar. Escolhe ao acaso um ponto da ilha e diz:
"Vamos imaginar que a arvore estivesse aqui." Repete entdo os mesmos procedimentos de
guando havia enterrado o tesouro: contam 0s passos até a primeira pedra, dobra a direita, etc., e
encontra o tesouro.

Aplicando conhecimentos de vetores vamos mostrar que a localizacdo do tesouro independe da
posi¢do da arvore.

Solucgéo:

O software GeoGebra pode ser usado aqui para mostrar aos alunos que a localizagdo do tesouro
independe da posicéo da arvore [1]. Obviamente, ndo vale como demonstragdo matematica, mas
o software é usado aqui para observar o problema e fazer conjecturas. S6 ap6s este ensaio par-
timos para resolvé-lo.

Vamos resolver o problema com o auxilio de um sistema de coordenadas cartesianas, colocando
a origem do sistema na primeira pedra, representada pelo ponto A, de modo que a segunda pe-
dra, representada pelo ponto C, esteja sobre o eixo Ox.

e

Figura 3 Problema da ilha do tesouro

Seja k a distancia do ponto A ao ponto C. Assim, em relacdo ao sistema cartesiano estabelecido,
fica definido que A = (0, 0), C = (k, 0) e para a posicdo da arvore usamos 0 ponto B = (x, y).

—

Assim, as coordenadas dos vetores E e CF serdo:
G=AB=BA= (x,y)ew= CB=B-C= (x-k, y).

O vetor V =AD 6 obtido de AE através de uma rotacdo de 90° no sentido horario, entéo,
V=AD= (y, -X).
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O vetor P =CE 6 obtido de CE através de uma rotacdo de 90° no sentido anti - horério, logo
p =CE = (-y, x-K).

Como o ponto A é a origem do sistema, tem-se as coordenadas do ponto D= (y, -x).

Como CE=E-C, entdo E=C + CE= (k, zero) + (-y,x-k) = (k-y, x-K).

Sendo X o ponto médio de DE, suas coordenadas sdo dadas por:
y+k—y —x+x—-k k k
X =( , )=( ).
2 2 2 2

Portanto, para encontrar o tesouro, bastava o pirata percorrer a metade da distancia entre as duas
pedras, na direcdo de A para C e em seguida virar a direita e percorrer a mesma distancia, o que
comprova que a localizacéo do tesouro independe da posic¢éo da arvore.

1.2 Explorando Conceitos de Geometria Analitica Plana.

Nos cinco proximos problemas, aplicaremos conhecimentos de geometria analitica na resolucéo
de problemas praticos. Abordaremos 0s seguintes conhecimentos relativos ao estudo do ponto:
distancia entre dois pontos; ponto divisor de um segmento de reta; condicdo de alinhamento de
trés pontos; coordenadas do ponto divisor de um segmento de reta; area de um retangulo, cir-
cuncentro de um triangulo.

1.2.1 Problema do Incéndio na Floresta

Este problema foi adaptado do livro matematica ciéncia e aplicacfes, volume 3, da Editora
Saraiva.As solucbes apresentadas sdo de nossa autoria.
As florestas Brasileiras tém sofrido grandes queimadas nos Gltimos anos, mais especificamente

no verdo. Os esforgos para diminuir o nimero de queimadas tém despendido volumosas somas
em dinheiro e articulacdo envolvendo diversos setores da sociedade. No Gltimo verdo, com o
auxilio de fotografias de satélite, foram localizados trés focos de incéndio, em uma area des-
campada, originadas pelo calor excessivo. Para conter o incéndio o corpo de bombeiros precisa
instalar uma base de opera¢6es num ponto que diste igualmente dos trés focos de incéndio para
conter o fogo 0 mais rapido possivel. Para realizar o servigo foi construido um sistema de coor-
denadas retangulares conforme figura a seguir.

1) Olhando a figura abaixo, quais as coordenadas dos focos em relagdo ao sistema cartesiano
retangular proposto?

2) Em que ponto serd instalada a base do corpo de bombeiros?

3) Se cada unidade representada no plano cartesiano corresponde a 1 km, qual serd a distancia
da base a cada um dos focos?
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15®

Figura 4 Sistema de coordenadas cartesianas.

Solucdo Gréfica:

Inicialmente usamos o software GeoGebra para obter uma solucéo gréfica.

Tracamos as mediatrizes r, s e t dos lados do tridngulo. O ponto de intersecdo das med iatrizes é,
como sabemos, equidistante dos vértices do triangulo. Portanto, o ponto | = (0, 5) é o ponto
onde a base deve ser instalada.

T T T T T T
13 12 -1 10 -8 N\~

F,

Figura 5 Solugdo gréafica do problema 3
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Solucdo Analitica:
a) Os focos de incéndio sdo os pontos: F; = (0,15); F, = (—8,—1)e F; = (8,11).

b) Seja X= (a, b) o ponto do plano onde a base deve ser instalada.

Consideremos o0s vetores U = ﬁ = (a, b-15); v = Ez (a+8, b+1) e w = ﬁz (a-8, b-
11).

Como o Ponto X é equidistante dos focos, os vetores 1, 7 € W devem ter o mesmo modulo, isto
é:

@l = Izl = lwll,

Ou de forma equivalente,

lull® = Izl = llwll?
De lI%112 = Ilull?, tem-se: = 16a + 32b = 160 (I).
De l[7112 = [IwWlI?, tem-se: = 16a + 3b = 15(1).
Fazendo (1)-(I1), temos: 29b = 145 = b = 5.
Parab = 5, obtemos @ = 0, logo X = (0.5).

1.2.2 Problema da Rotatoria
As casas de um condominio estdo distribuidas ao longo de trés grandes avenidas retilineas: Al,
A2, e A3. No plano cartesiano seguinte, que ¢ uma planta do condominio feita com escala 1:
2000 estdo representadas as posicOes dessas avenidas. No centro ha uma rotatéria que déa acesso
as trés avenidas.
Dois irmdos, Fabio e Gabriel, possuem casas nesse condominio, indicadas, respectivamente,
pelos pontos F=(4,0) e G, que distam 100 metros uma da outra. No ponto P=(-3,1) esta repre-
sentada a piscina do condominio. Sabe-se que a unidade de medida é o centimetro.
a) determine as coordenadas do ponto G.
b) determine a distancia real entre a casa de cada um dos irm&os e a piscina.
¢) um grande amigo dos irmdos planeja comprar uma casa, ha Avenida 3, que diste igualmente
da casa dos dois irméos. Que ponto do plano representara essa casa? A que distancia real ela
estaria da rotatoria?
d) H& uma casa na Avenida 3 cuja representacdo na planta anterior € um ponto que esta alinhado
a P e F. Determine as coordenadas desse ponto.
Solucéo:

a) O problema nos informa que a distancia real entre a casa de Gabriel e a casa de Fébio é de
100 metros. Na escala do desenho  essa distancia  corresponde a

d=100.—— = 0,05m = 5 cm.
2000

A distancia d entre a casa de Gabriel e a casa de Fabio é o0 modulo do vetor ﬁ. Como
GF=F—G=(0,y)— (40) = (—4), tem-se:

J(=)?+yI=5216+y? =25 y? =9.Comoy > 0, entdo, ¥ = 3.
Portanto, & = (0,3).
.b) a distancia, no desenho, entre a casa de Fabio e a piscina é o comprimento do vetor ﬁj. Co-
moFP=P—F = (—=7.1), temos:
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|FR| = /(=72 + 12 =50 =5V2 =514 = 7em,
A distancia real entre a casa de Fabio e a piscina seréa:
D, = % = 7.2000 = 14000cm = 140 m.

A distancia, no desenho, entre a casa de Gabriel e a piscina € o comprimento do vetor GP, Co-
moGP=P—-—G= [—3,1:] — [D,E:] = [:—3,—2)., entio:

|GE|| = J/(—=3)* + (—2)* = V13 =36 cm.
A distancia real entre a casa de Gabriel e a piscina, sera:

D.=3,6.2000=7200cm =72 m,
¢) A avenida 3 corresponde a bissetriz dos quadrantes impares. Assim, um ponto desse local tera
coordenadas iguais. Seja A= (m, m) tal ponto. Devemos ter:

|FA|| = ||G4|| = Jim — 42+ mZ = /mZ + (m—3)? = —8m+16=—6m +
9$m=;

s

, 77
Portanto, o ponto procurado é 4 = { =.—).
A distancia, no desenho, entre o ponto A e a rotatoria sera:
—

loall = Nﬂ@ +(%) =Ivz=175v2 =49 cm.
A distancia real ¢ 4,9.2000 = 9800cm = 98m.,
d) Seja B=(p, p) 0 ponto ¢ da avenida que esta allnhado com os pontos P=(-3,1) e F= (4,0).
Sejam osvetoresu—PB =(p+3p—1)ev= PF = (7,—1).

Devemos encontrar 4 € R tal que u = A, isto é, as coordenadas dos vetores devem ser pro-

porcionais.
o+ 3 _ _ 1
11
Portanto, B = (— ;).
Avenida2
Avenida3
7/
»
Ge // Casa do amigo
7
&
/7
o~
/.
2 4
7
A(‘,(:Aﬁ )
73 : L] Avenidal

Figura 6 Representacdo gréafica do problema 4.
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1.2.3 Area de um Triangulo
Determine os valores de p para que a area do triangulo de vértices A=(-1,1),B=(1,4)eC =
(p,2)seja igual a 5.

Solucgéo:
Sejam os vetores u=AB=(2, 3) e v=AC=(p+1,1). Logo,

. 1] 2 3| 1
area (AMBC)=2| 4 1| =;I1-1=3pll

Assim, 4rea (AABC) =9 = = |(—1-3p)| = 5= |-1—3p| =10 =
—1—-3p=10ou—1—-3p=—-10
Resolvendo as duas equagdes acima, obtemos, p = — 13—1 oup = 3.

O problema dado tem duas solucdes. Observe os graficos abaixo.

Areade ABC=5

! A
c Areade DAB=5 C
A
T T T T 0 T T T :
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 T

Figura 7 Representacao gréfica do problema 5.
Observacdo: a solucdo tradicional envolve um determinante de terceira ordem.

1.2.4 Alinhamento de Trés Pontos
Basta mostrar que os vetores determinados sdo multiplos um do outro. Usando as ferramentas
usuais da geometria analitica esta condicdo é estabelecida por um determinante de terceira or-
dem.
Mostre que os pontos A= (-2, -3), B= (-1, -1), C= (1/2, 2) e D= (1,3) estdo alinhados.
Solucéo:
Sejam os vetores u=AB, v=(BC) e w=(CD). Devemos mostra que existem escalares reais ¥ e it
tais que:
BC =¥(AB) e CD = #(AB)
Como AB= (1,2); BC= (3/2, 3) e CD= (1/2, 1), devemos ter:
(3/2,3)= ¥(1,2) e (1/2,1)= #(1,2)

3 1 3 1

= (5,3)=(i, 2/1)6(5,1) = (u, 2/~t)z>/1=§eﬂ=—

Portanto os pontos dados estdo alinhados.
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N
f

Figura 8 Alinhamento de trés pontos.

1.2.5 Problema do terreno retangular
Este problema foi adaptado do livro a matematica do ensino médio, volume 3, da SBM.
Na solucdo deste problema usaremos a proposi¢do que caracteriza o perpendicularismo entre
vetores. Utilizaremos os conceitos de ponto divisor de um segmento de reta, vetores colineares,
maodulo de um vetor e area de um paralelogramo.
A figura a seguir feita na escala 1:100, representa a area de um terreno retangular que deve ser
dividido em trés lotes de areas iguais para construcdo de trés pequenas lojas. Estabelecido um
sistema de coordenadas retangulares foram marcados os pontos A = (1,5), B =(2,2) e C = (11
y). Qual o valor de y ? Quais as coordenadas do vértice D? Quais as coordenadas dos pontos E,
F, G e H que dividem o terreno dado em 3 lotes iguais? Determine a area total do terreno e a
area de cada lote.

D

Figura 9: Terreno retangular.

Solugdo:
Observemos inicialmente que na escala 1:100 cada cm no desenho corresponde a 100cm reais,
ou seja, cada centimetro no desenho corresponde a 1 metro de medida real.

a) Determinacé&o de y e das coordenadas do ponto D.

Consideremos o vetor u = BA =A-B= (1,5) - (2,2) = (-1,3)
Seja v = BX o vetor obtido de u por uma rotacdo de 90° negativos, logo v = (3,1).

10
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O vetor w = BC = C-B = (11-2, y-2) = (9, y-2) é multiplo do vetor v = BX= (3,1). Assim existe
um escalar k, real, tal que:

BC=k (BX) = (9, y-2) =k(3,1) <>k =3ey=5. Assim, C= (11,5).

O vetor u transporta o ponto C até o ponto D, isto é, D = u+C= (-1,3) + (11,5) = (10,8).

b) Calculo das coordenadas dos pontos E, F, G e H.

Para calcular as coordenadas dos pontos E, F, G e H, utilizaremos as coordenadas do ponto divi-
sor de um segmento de reta.

O ponto E divide BC em dois segmentos BE e EC na razéo 1:2. Logo:

X, + KX, Y +ky 2+1.11 2+15
E=xY)=C T )T B A )63
+ + 1+ 1+
2 2
O ponto F divide EC em dois segmentos EF e FC na razéo 1.
+ X + 5+11 3+5
F = (X ¥o) = (2, 5702y = (6, y,) = (0,200 = 8.4),
2 2 2 2

De modo analogo encontramos G = (4,6) e H = (7,7).
c) Célculo da area do terreno e calculo da &rea de cada loja.
A éarea total do terreno é dada por:
S =|BA|-|BC| =+10 - /90 =30m".
A &rea de cada lote seré:
S, =[BA|-|BE|=+10 - 110 = 10m”.

Uy

94

a-

7

6-

54

4-

34

24

1-

0 . . i i . . i . . . i .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ¥

Figura 10 Terreno retangular do problema 7.

11
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2. DEDUCOES DE FORMULAS DA GEOMETRIA ANALITICA
USANDO VETORES

A geometria analitica tradicional apresenta ferramentas para o calculo de distancias, ponto divi-
sor de um segmento de reta, etc. Todas podem ser demonstradas com o uso de vetores.

Esta secdo é dedicada as deducdes de alguns resultados utilizados na resolucdo dos problemas
apresentados. As demonstracGes completas de todas as proposic6es aplicadas na resolugdo dos
problemas apresentados neste artigo podem ser encontradas em [bibliografia]. Podemos obser-
var que as deducdes sdo simples e inteiramente acessiveis aos alunos do ensino médio, pois
envolvem conceitos basicos sobre vetores e geometria.

2.1 Coordenadas do Ponto Divisor de um Segmento de Reta

Dados trés pontos colineares, distintos, A, D e B, chama-se razdo entre 0s segmentos orientados
AD e DB o nimero k tal que:

AD
k=—.
DB
Sendo k o quociente entre as medidas algébricas de AD e DB, temos:
1) se AD e DB tem o0 mesmo sentido, entdo a razdo k é positiva:

1) se AD e DB tem sentidos opostos, entdo a razao k é negativa.

Sejam A= Ye B:(sz)é)pontos arbitrarios no plano. Usando vetores, vamos deter-
minar as coordenadas do ponto divisor D do segmento AB .

B

Y2

Figura 11 Ponto divisor de um segmento de reta.

12
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Devemos determinar as coordenadas do ponto D = (X, y) que divide o segmento AB em dois
segmentos AD e DB, tais que:

ABEDBA
Além disso, como os pontos A, D e B séo colineares, devemos ter:
AD = k(DB)
Usando a notacdo de Grasmann, a Ultima relacdo pode ser escrita assim:

(=P == =T = AKI
1a<

Substituindo as coordenadas dos pontos, temos:

CDIHCSZL  x, +kx x +kx
S — = (2 L .
H< ( 1+k " 1+k )

Portanto as coordenadas do ponto divisor sdo dadas por:

ayéﬁ:zﬁ com k1
A< '

2.2- Coordenadas do Ponto Médio de um Segmento de Reta

0 ponto médio (% Middo segmento AB 6 obtido fazendo K =1 nas coorde-
nadas do ponto divisor, ou seja:

r~anad o

2.3 - Condi¢do de Alinhamento de Trés Pontos.
Dizemos que trés pontos A, B e C estdo alinhados quanto existe uma reta que passa pelos trés.

]

/

Figura 12 Alinhamento de trés pontos.
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A condicdo para que trés pontos A=(X,,Y,), B=(X,,Y,) e C=(X,,Y,)estejam em linha
reta é que os vetores ABe AC sejam colineares, isto é:
AB=A(AC), paraalgum A R
Desenvolvendo a expressao acima em coordenadas, tem-se:
(Xz —Xn Y, — y1) = &(Xs =X, Y — yl) :

Ou de modo equivalente,

Xz_xlzyz_ylzi.
X3 — X Ys— Y,

3

A Ultima relacdo mostra que se A, B e C sdo colineares entdo as coordenadas dos vetores u = AB
e v = AC sdo proporcionais.

2.4 Coordenadas do Baricentro de um Triangulo.

Denomina-se baricentro o ponto de interse¢do entre as trés medianas de um triangulo.
Consideremos no plano cartesiano os pontos A—=0% Y1), B=0%, Y.)e C=0%, Vs),
distintos e ndo colineares. Seja G:()%’yg)o baricentro do tridangulo ABC.

Y

Y2 |

Yg
Ys |

Y1

T Ty

Figura 13 Coordenadas do baricentro

O ponto G é tal que BG=2(GM).
Usando a notacdo de Grasmann, podemos escrever:

G%\AGﬂE»—Z\AEﬁzL“I'Ea
3
2(X.s Yo) + (X, 2X, + X, . 2y, +
(Xg:yg): (my)3(2y2):>Xg: 3 2’yg: y3y2

Observe inicialmente que sendo |\A:(>.$vyrr)ponto médio de AC , tem-se:
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XYY

Logo, teremos:

Portanto, as coordenadas do baricentro sdo:

DI L

G = %ﬁ%bé, s
= =

2.5 Proposicdo (vetores perpendiculares)

Seja U=(a,b) um vetor ndo nulo no plano cartesiano. Entéo, os vetores V=(-b,a)e

W = (b,-a) s#o obtidos a partir do vetor U através de uma rotagdo de 90° em torno da origem.
No primeiro caso a rotacdo tem sentido anti-horario e no segundo caso tem sentido horario.

Figura 14 Vetores perpendiculares.

Demonstracéo:
Consideremos os vetores U = (a,b), V =(-b,a) e W= (b,—a) . Devemos mostrar que
UlvelUlw.
GeV=(a,b)e(-b,a)=—ab+ba=0=10_1V.
GeV=(a,b)e(b—a)=ab-ba=0=10Lw.
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ANEXO: solugéo do problema 1 usando as ferramentas usuais da geometria analitica.

1) Equacgdo geral da reta que contém os pontos A e B.

_ye—ya 1-4

— = -3
X — XA 2—-1

Yy—Yo=m(x—xg); m

y—1=-3(x—-2)=3x+y—-7=0.

2) Equacgdo geral da reta que contém os pontos A e D.

1 1
MAD = ———— = MAB = 7
MAR 3

1
}’—}’A:mAB{X—XA):?'}’—Ar:§(X—1)Z>X—3y'—|—ll:0

3) Ponto médio de AC = ponto médio deBD.

a+1l b+4\ [c+2 d+1
2 7 2 N 2 72
a+l=c+2=a—-c=1 (a)
b+4=d+1=d—-b=3 (b)

4) Distancia do ponto C a reta que contém os pontos A e B

3a+b—T7]
d.xe = 7 =V10=[3a+b—-7|=10  (¢)

5) Distancia do ponto C(a, b) a reta que contém pontos A e D.

la—3b+ 11| /10
=+v10= |a—3b+ 11| =10 d
N | | (d)

17



Anais do VI Coloquio de Histéria e Tecnologia no Ensino de Matematica (VIHTEM)
15-19 de julho de 2013, UFSCar, Sdo Carlos, SP, Brasil

6) Distancia entre os pontos B e C.

[d(B,O))P = (V22 = (a—22%+(b—12=10 (e)

De (¢) e (d), temos:
3a+b—-T=a—-3b+11=2a+4b=18=a+2b=9 (f)
Substituindo (f) em (e), temos:
(7—2b)>4+(b—1)>=10=5bh>—-30b+40=0= h*>—6b+8=0
Resolvendo a equagao anterior, obtemos:
b=2 ou b=4

Para b=2= a=25, logo C = (5,2)
Paraa=5=c=4ed =5, logo D= (4,5).

Observe que a solucdo 2 envolve conhecimentos de contetdos relativos aos estudos do ponto e
da reta (equagdes, distancias, perpendicularismo, etc.).

@ Exige conhecimentos de distancia entre dois pontos;

@ Exige conhecimento das equacdes de retas;

@ Exige conhecimento de perpendicularismo de retas;

@ Exige conhecimento de distancia de um ponto a uma reta;

@ Exige conhecimentos de que as diagonais de um quadrado se
encontram nos seus pontos médios;

@ Exige conhecimentos de resolucdes de equacdes modulares.
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