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Este trabalho pretende descrever uma sequéncia didatica que visa dar condi¢des para que 0s
alunos construam nogdes sobre as aplicacdes da geometria fractal e dos sistemas dinamicos,
ajudando-os a perceber a importancia da matemética para o desenvolvimento dos mais diversi-
ficados campos do conhecimento humano. A matematica, muitas vezes enfatizada nas salas de
aula, privilegia seu aspecto procedimental, ceifando o aluno de percebé-la como uma ciéncia
dinamica e ligada a compreensao de fendbmenos nas mais diversas areas do conhecimento. A
Geometria Euclidiana, amplamente divulgada é, em geral, mais apropriada para o estudo das
formas verificadas nas constru¢fes de casas, pontes, maquinas e etc., e o aluno pode ser levado
a imaginar que a matematica é distante das formas observadas além das janelas da sala de
aula, como nas nuvens, flores, arvores, nos raios que cortam o céu, etc.
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INTRODUCAO

O tema desta sequéncia didatica foi escolhido tendo-se em vista a necessidade de se trabalhar
com os alunos do ensino médio nogdes de geometrias ndo Euclidianas e aplicagcbes da matema-
tica nas mais diversas areas da atuacdo humana, buscando assim motivar os alunos a percebe-
rem uma matematica além daquela proposta para resolver problemas nem sempre contextuali-
zados ou distantes da realidade dos alunos.
A necessidade de se elaborar esta sequéncia didatica surgiu inicialmente em uma aula de geo-
metria de posicdo, numa segunda série do Ensino, quando um dos alunos disse que ja ouvira
falar que duas retas paralelas distintas encontrar-se-iam no infinito. Entdo, houve uma mediacéo
alertando-o de que isto ndo era possivel na geometria em que estavam estudando, a Geometria
Euclidiana, mas que essa geometria ndo é a Unica que existe, que temos também, por exemplo, a
geometria dos fractais, que esta relacionada ao estudo de fendmenos em sistemas dindmicos.
Os alunos mostraram-se muito mais interessados no comentario sobre fractais do que no estudo
das proposicdes sobre as bases da Geometria Euclidiana, apresentadas no material didatico para
classificarem como falso ou verdadeiro.
Dessa forma, como recompensa pelo interesse, foi prometido aos alunos algumas atividades,
paralelas as programadas no material didatico, mediante as quais fosse possivel aos alunos des-
cobrir um fractal.
O presente trabalho relata a aplicacdo destas atividades e procura dar ideias de como se pode
abordar temas complexos com a simplicidade necessaria para alunos da educacdo bésica, e,
desta forma mostrar a matematica como conhecimento fundamental ao desenvolvimento cienti-
fico e humano, além da importancia da tecnologia.
Apresentar nocOes de fractais associados a sistemas dindmicos pode contribuir para a formacéo
de alunos com a consciéncia da importancia do conhecimento matematico e liberta-los de uma
matematica simplesmente procedimental, muitas vezes enfatizada nos curriculos da educacéo
basica, além de abrir possibilidades para a contextualizacdo e interdisciplinaridade.
Segundo Barbosa (2005, p.19), as justificativas para se inserir geometria fractal em sala de aula
se da por:

e conexdes com varias ciéncias
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e deficiéncias da Geometria Euclidiana para o estudo de formas da natureza, desde que €, em ge-
ral, apenas apropriada para formas do mundo oriundas do humano, como construcdes de casas,
prédios, pontes, estradas, maquinas etc.; 0s objetos naturais séo com frequéncia mais complica-
dos e exigem uma geometria mais rica, que os modela com fractais, possibilitando desenvolver
projetos educacionais sobre temas transversais voltados para a compreensao de fendbmenos que
ocorram nos diversos ambientes;

o difusdo e acesso aos computadores e a tecnologias da informatica nos varios niveis de escolari-
zagdo;

o existéncia do belo nos fractais e possibilidade do despertar e desenvolver o senso estético com o
estudo e arte aplicada a construcédo de fractais, entendendo-se arte como toda acdo que envolve
simultaneamente emog&o, habilidade e criatividade.

¢ sensacdo de surpresa diante da ordem na desordem

Esta sequéncia didatica iniciar-se-4 com uma atividade lidica, o0 Jogo do Caos. Em seguida uma
atividade que visa apenas encontrar pontos de forma aleatoria no interior de um tridngulo e,
finalmente, com o auxilio do software GeoGebra construir um fractal, o Tridngulo de Sierpins-
Ki.

Um dos desafios iniciais para a construgdo desta sequéncia foi a de encontrar um programa que
permitisse um algoritmo para a constru¢do do Tridngulo de Sierpinski a partir de seus pontos. O
programa deveria utilizar uma linguagem computacional simples e refazer a atividade 2, exata-
mente como realizada pelos alunos.

Inicialmente foram testados algumas op¢des de programas, como: Nfract, Superlogo e Force,
etc. Mas estas opcdes ndo pareceram adequadas as necessidades. O GeoGebra foi escolhido por
apresentar uma interface bastante amigavel, de facil utilizac&o.

Depois de muitas tentativas para se programar um aplicativo em Geogebra, conseguiu-se com-
preender quais recursos minimos deveriam ser utilizados e como poderiam ser adaptados a uma
linguagem propria para a sala de aula.

Este trabalho se orienta pelos métodos da teoria da Engenharia didética.

CAPITULO 1

1.1 FRACTAIS

O nome fractal vem do latim fractus que indica quebra, fragmento. Este nome foi sugerido por
Benoit Mandelbrot (1924-2010), pioneiro no estudo dos fractais, para o conjunto de objetos
geométricos que possuem uma propriedade que as caracteriza, a autossimilaridade, ou seja,
fractais sdo objetos nos quais cada uma de suas partes lembra o todo, como ilustra a Figura 1.1 a
seguir.

. Ve

Fonte: http //www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm43/exempl f.htm
Figura 1.1. — Sequéncia de partes de uma mesma planta em que cada parte lembra o todo.

Diferentemente dos elementos encontrados na Geometria Euclidiana, Fractais sdo formas geo-
métricas que ndo possuem dimensdo inteira, como, por exemplo, um ponto, uma reta, ou um
cubo. Um ponto tem dimensdo zero, uma reta tem dimensdo um, uma figura plana como um
quadrado tem dimens&o dois e um cubo, por exemplo, tem dimenséo 3.

Outra propriedade que caracteriza os fractais é a complexidade, pois cada detalhe de um fractal
lembra o todo e existem infinitos detalhes.
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1.2 TRIANGULO DE SIERPINSKI

Trata-se de um fractal formado a partir de um triangulo em que, a partir dos pontos médios de
seus lados, inscreve-se um outro tridngulo equilatero, determinado-se assim, quatro tridngulos
congruentes em seu interior. Exclui-se a area do triangulo central e, em cada um dos trés trian-
gulos restantes, repete-se o0 processo de se conseguir quatro triangulos a partir dos pontos mé-
dios e excluir o triangulo central. Este procedimento continua infinitamente, formando o Tridn-
gulo de Sierpinski (Figura 1.2).

O nome é homenagem ao matematico polonés Wactaw Sierpinski (1882-1969), o primeiro a
descrever este fractal.

1.3 SISTEMAS DINAMICOS:

Sistemas dindmicos caoticos, sdo sistemas que estdo fora de equilibrio, pois seu estado muda
com o tempo. Dentre as aplicagdes dos sistemas dindmicos temos a modelagem de fenémenos
meteoroldgicos, bioldgicos, quimicos, sociais, naturais e etc.

Um exemplo de sistema dindmico pode ser o clima, pois pode-se fazer previsdes metereoldgicas
com certa eficiéncia para curtos periodos, mas o tempo encarrega-se de tornar qualquer previsdo
duvidosa para periodos longos.

Num sistema dindmico pequenas altera¢des iniciais podem causar mudancas relevantes. Este
fato ¢ conhecido como “Efeito Borboleta”, por conta de uma metafora utilizada para exemplifi-
car o comportamento de sistemas dindmicos, ou seja, “o deslocamento de ar causado pelo bater
de asas de uma borboleta no Brasil poderia causar um tornado no Texas”.

A partir da segunda metade do século XX, por conta do desenvolvimento da capacidade compu-
tacional, os estudos sobre os sistemas dindmicos ganharam forte impulso.

1.4 GeoGebra

Software gratuito para o ensino e aprendizagem de matematica com func¢des para algebra, geo-
metria, planilhas de calculo.

Pode ser baixado para ser utilizado sem auxilio da internet ou utilizado on-line. O site de acesso
é http://www.geogebra.org/cms/ (acesso em 04/01/2013).

No site oficial encontram-se tutoriais e material de apoio gratuitos.

1.5 ENGENHARIA DIDATICA

Engenharia didatica é uma metodologia de pesquisa, surgida na década de 1980, proposta por
pesquisadores em Educacdo Matematica, dentre os quais se destaca Michéle Artigue, pesquisa-
dora matematica francesa.
Trata-se de uma forma de se organizar procedimentos de pesquisa no contexto do trabalho do-
cente. Assim, o professor utiliza seus saberes didaticos na construcdo de oportunidades de a-
prendizagem, e pesquisa a viabilidade dessas oportunidades, validando-as com os argumentos
da Engenharia didatica.
O método de Engenharia didatica diferencia-se de outros métodos de pesquisa principalmente
na forma de validagdo dos resultados e no registro das a¢des. A validacdo dos resultados é inter-
na, pois sendo um estudo de caso, apdia-se na comparagdo entre as analises prévias e posterio-
res.
Segundo Gomes:
Engenharia Didatica € um referencial de pesquisa que visa unir a pesquisa a pratica, tendo como
foco o ensino de Matematica. Essa metodologia abrange quatro etapas: Analises Prévias, Conce p-
¢do e Analise a Priori, Experimentacdo e Analise a Posteriori e Validacao da Experiéncia.
Para Saddo,
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A Engenharia Didética, vista como metodologia de pesquisa, caracteriza-se, em primeiro lugar, por
um esquema experimental baseado em "realizagdes didaticas" em sala de aula, isto é, na concep-
¢do, realizagdo, observacéo e analise de sessGes de ensino. Caracteriza-se também como pesquisa
experimental pelo registro em que se situa e modo de validagdo que Ihe séo associados: a compara-
¢do entre analise a priori e andlise a posteriori. Tal tipo de validacdo é uma das singularidades des-
sa metodologia, por ser feita internamente, sem a necessidade de aplicacdo de um pré-teste ou de
um pos-teste.

A Engenharia Didatica pode ser utilizada em pesquisas que estudam os processos de ensino e a-
prendizagem de um dado conceito e, em particular, a elaboracéo de géneses artificiais para um da-
do conceito. Esse tipo de pesquisa difere daquelas que sdo transversais aos contelidos, mesmo que
seu suporte seja 0 ensino de certo objeto matematico (um saber ou um saber-fazer).

Neste sentido, a proposta de sequéncia didatica apresentada neste trabalho baseou-se em reali-
zacOes didaticas, a partir de necessidades surgidas no fazer didatico.

CAPITULO 2
2.1 INTRODUCAO.

Neste capitulo serd descrito o desenvolvimento das atividades, destacando seus objetivos didati-
cos e os resultados obtidos.

2.2 Atividade 1 — Jogo do Caos.

O “Jogo do Caos” € um algoritmo criado pelo matematico Michael Fielding Barnsley, em 1988
e, uma de suas versdes consiste na formacdo de um fractal com iteracGes a partir de um ponto
interno de um triangulo.

H& aplicativos do jogo disponivel na internet, mas o desafio inicial era apresentar o jogo aos
alunos de forma artesanal e coletar todos os pontos obtidos numa mesma transparéncia, a fim de
formar uma figura que sugerisse alguma ordem entre aqueles pontos coletados de formas diver-
sas.

Obijetivo do jogo:

O objetivo do jogo ¢ atingir um triangulo destacado no interior de um triangulo de Sierpinski
com trés iterages.

Obijetivo didatico :

Propiciar aos alunos uma oportunidade para notarem que os pontos obtidos tendem a ficar bem
préximos ou dentro das &reas que definem um tridngulo de Sierpinski com 3 iteracdes, e desta
forma, concluir que através desse sistema aleatdrio de obtengdo de pontos consegue-se um con-
junto de pontos que obedecem a um padréo.

Desenvolvimento:

A partir de um ponto de referéncia, inicialmente dado, um dos participantes do jogo escolhe um
dos vértices do triangulo e determina o ponto médio do segmento cujas extremidades sdo o pon-
to de referéncia inicial e o vértice escolhido. A partir dai, o ponto médio é destacado e passa a
ser 0 ponto de referéncia. O préximo participante devera novamente escolher um vértice e de-
terminar o ponto médio do segmento formado pelo vértice escolhido e pelo ponto de referéncia
determinado anteriormente. Este procedimento continuara até que um dos pontos médios esteja
no interior do triangulo destacado.

Na Figura 2.1, o objetivo é obter um ponto no interior do tridangulo destacado na cor verde..
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fonte: http://math.bu.edu/DYSY S/applets/chaos-game.html
Figura 2.1 — Um tridngulo de Sierpinski com um dos tridngulos interiores em destaque, alvo do
jogo

Com esta atividade, deseja-se que os alunos percebam que os pontos médios obtidos tenderdo a
pertencer as regiGes escuras ou aos segmentos que as delimitam, independentemente da ordem
das escolhas dos vértices.

O caminho percorrido para se chegar ao objetivo do jogo nédo é previsivel, pois depende da intu-
icdo de cada jogador, mesmo quando varios jogadores partem de um mesmo ponto.

Essas caracteristicas predominam nos sistemas dindmicos nao-lineares, que sdo extremamente
sensiveis as condicdes iniciais, tem comportamento ndo-periddico e estrutura fractal.

O triangulo usado para este jogo € o triangulo de Sierpinski com trés iteracdes e o grau de difi-
culdade deste jogo pode aumentar caso se utilize um triangulo de Sierpinski com mais iterages,
ou seja, com mais regides brancas e escuras.

O jogo foi realizado, neste caso, por duplas de alunos, que, depois de terminada cada partida,
transferiram os pontos para uma Unica folha de transparéncia, especialmente confeccionada, de
modo que o retdngulo impresso na transparéncia sobrepunha-se exatamente no das folhas dos
jogos realizados pelas duplas.

Os pontos iniciais de referéncia foram iguais para todas as duplas, mas poderiam ser distintos.
Com isso, espera-se que os alunos percebam o surgimento de um padrdo na folha de transparén-
cia.

Resultados:

Os pontos coletados na transparéncia estdo mostrados na Figura 2.2:

Fonte: Autor.
Figura 2.2 — Transparéncia com os pontos coletados

Como a turma em que a atividade foi aplicada era constituida por poucos alunos, 20 alunos,
poucos pontos foram obtidos, pois muitos alunos conseguiram pontos coincidentes. Com turmas
maiores a atividade podera trazer melhores resultados.

Propor a atividade em duplas também concorreu para a obtengdo de poucos pontos. Uma estra-
tégia melhor seria propor que cada aluno marcasse seus pontos e depois comparasse a quantida-
de de pontos obtidos com a dos colegas, poderia(am) ser o(s) vencedor(es) o(s) que conseguis-
se(m) o objetivo com menos pontos.
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Porém, ao se colocar a folha de transparéncia sobre uma folha contendo um triangulo de Sier-
pinski de mesmo tamanho, como mostra a Figura 2.3, ja se pode notar que 0s pontos, em sua
maioria, ficam no interior dos triangulos coloridos ou em sobre seus lados.

>

| |

Fonte: Autor.
Figura 2.3 — Transparéncia sobreposta a uma das folhas utilizada pelos alunos

Era esperado que esta atividade apontasse para o surgimento de um padrdo, mas este resultado
ndo teve significado para os alunos. Assim fez-se necessario uma outra atividade que fornecesse
pontos com mais eficiéncia e rapidez. Esta necessidade foi sanada com a atividade 2.

Antes de se propor a atividade 2, que fora aplicada em outra aula, foram langadas as seguintes
questBes: Sera que se continuarmos a coletar cada vez mais pontos as regides escuras ficariam
totalmente tomadas? Ou o triangulo todo ficaria tomado por pontos? Poderiamos dizer que ha
uma tendéncia dos pontos obtidos ficarem sobre as areas escuras ou nos segmentos que as de-
terminam?

2.3 Atividade 2 — Obter pontos médios de segmentos determinados aleatoriamente no inte-
rior de um tridngulo.

Esta atividade foi criada na tentativa de se obter um maior nimero de pontos, uma vez que a
atividade 1 ndo trouxe resultados significativos. Os pontos conseguidos nesta atividade também
eram determinados de modo aleatério.

Obijetivo da atividade:

Obter pontos no interior de um triangulo a partir de um ponto inicial utilizando procedimento
aleatério.

Objetivo didatico:

Criar condicGes para que o aluno perceba que podem existir padrdes “escondidos” em sistemas
de caréater aleatorio.

Desenvolvimento:

Cada aluno recebeu uma folha com um tridngulo e um ponto destacado em seu interior, como
mostra a Figura 2.4, e eles deveriam colocar no espaco reservado, ao lado de cada vértice, um
par de nimeros naturais distintos escolhidos entre um e seis, de tal forma que todos os seis nu-
meros fossem empregados.

Todas as folhas utilizadas pelos alunos eram idénticas, ou seja, com 0 mesmo ponto inicial.

Este ponto inicial ndo pode ser o baricentro do triangulo. Pois, se assim fosse, os pontos médios
convergiriam para posicdes definidas e ndo se teria a diversidade de pontos necessaria para a
atividade.
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Fonte: Autor.
Figura 2.4 — Imagem da folha entregue aos alunos,contendo um triangulo, espagos para nume-
rar os vértices e um ponto inicial interno

Na sequéncia deveriam jogar um dado e, por exemplo, caso 0 dado mostrasse na sua face supe-
rior o nimero 3, o aluno deveria encontrar o ponto médio do segmento determinado pelo ponto
inicial destacado no triangulo e o vértice do tridngulo onde esta 0 nimero 3.

Em seguida, lanca-se o dado novamente, observa-se 0 nimero indicado pelo dado e o vértice
gue contém este niimero e encontra-se o ponto médio do segmento determinado por este vértice
e pelo ponto médio determinado anteriormente. E assim sucessivamente.

Para se determinar o ponto médio usava-se simplesmente a graduacdo em milimetros da régua,
como mostrado na Figuras 2.5.

-Fonte: Autor.
Figura 2.5 — Aluno obtendo pontos médios

Inicialmente os alunos foram orientados a determinarem pelo menos 10 pontos cada um, porém
como a turma possuia pouco alunos, foi percebido pelo professor que os pontos obtidos ndo
seriam suficientes para que se notasse algum padrdo ou indicio de padrdo, entdo, voluntariamen-
te alguns alunos resolveram continuar o trabalho determinando mais alguns pontos. Segue na
figura 2.8 uma das folhas apresentadas pelos alunos.

Fonte: Autor.
Figura 2.8 — Uma das folhas entregues pelos alunos.



Anais do VI Coléquio de Historia e Tecnologia no Ensino de Matematica (VIHTEM)
15-19 de julho de 2013, UFSCar, Sao Carlos, SP, Brasil

Os alunos foram convidados a comparar suas folhas e verificar se percebiam algum padréo entre
as figuras obtidas. Evidentemente os alunos ndo reconheceram padrdo algum comparando seus
pontos com 0s pontos obtidos pelos colegas.
Na sequéncia todos os pontos foram coletados numa mesma folha de transparéncia, tomando-se
0 cuidado de sobrepor de maneira adequada o tridangulo da transparéncia ao triangulo da folha
de cada aluno. O resultado obtido segue na Figura 2.11:

|

Fonte: Autor.
Figura 2.11 — Imagem da folha de transparéncia sobreposta a uma das folhas entregues pelos
alunos
Novamente os alunos foram convidados a verificar se percebiam algum padrdo para os pontos
coletados na transparéncia, e a maioria destacou a imagem de um tridngulo que surgiu no cen-
tro. Como destacado na Figura 2.12:

Fonte: Autor.

Figura 2.12 — Imagem da folha de transparéncia sobreposta a uma das folhas entregues pelos
alunos com o triangulo percebido pelos alunos em destaque.

Entdo os pontos conseguidos aleatoriamente pelos alunos contribuiram para a determinagdo de
uma figura?! Este resultado deixou a turma em siléncio. Os alunos ndo esperavam que pontos
conseguidos aleatoriamente pudessem formar uma figura que seguisse algum padrdo! Parecia
haver ordem na desordem!

Neste momento da aula pudemos refletir sobre a importancia da matematica, que é a ciéncia que
busca essencialmente reconhecer padrfes, em especial a matematica do Caos, onde a palavra
“caos” ndo tem o sentido utilizado no cotidiano, pois sistemas que tem comportamento cadtico
sdo deterministicos.

Também foi discutida a idéia de fractais, que sdo objetos que ndo podem ser classificados como
figuras de dimensdes inteiras, como retas, pontos, planos e sélidos, comumente abordados na
geometria euclidiana. Os fractais surgem quando busca-se representar graficamente determina-
dos sistemas dindmicos.

A partir das reflexdes e da participacdo dos alunos, pode-se perceber que o objetivo desta ativi-
dade havia sido atingido, pois a atividade deveria apenas sugerir a existéncia de um padréo, e
motivar os alunos para prosseguirem na préxima atividade.
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Para motivar os alunos, langou-se as seguintes questdes: Seriam entdo os pontos obtidos na ati-
vidade 2, pontos de um fractal? Se obtivéssemos mais pontos, este fractal ficaria mais percepti-
vel? E se existe este fractal, qual sua dimenséo?

A partir deste momento, fez-se necessaria a atividade 3, que buscara conseguir mais pontos a
fim de determinar o padrdo que se comecava a observar.

2.4 Atividade 3: Construcdo do triangulo de Sierpinski com GeoGebra.

Obijetivo:

Implementar uma rotina computacional para ser executado no Geogebra que repita as condicdes
da atividade 2.

Obijetivo didatico:

Motivar os alunos a desenvolver uma rotina computacional que refaca a atividade 2, mostrando
assim a importancia da computacéo para o desenvolvimento das ciéncias, em especial a mate-
matica do caos, bem como o desenvolvimento de habilidades de compreenséo e desenvolvimen-
to de algoritmos.

Desenvolvimento:

Inicialmente buscou-se apresentar aos alunos os seguintes comandos basicos do aplicativo Ge-
0Gebra 4.0.40.0, utilizados para a execucdo dessa atividade:

Botdes:

A
® Novo ponto

Determina um novo ponto.

+* Ponto médio ou centro
Determina o ponto médio de um segmento dadas as extremidades.

.
- Poligono

Determina um poligono dados seus vértices.

= Poligono regular
Determina um poligono regular a partir de dois vértices e da quantidade de vértices.

B=2
——
Um seletor é a representacdo grafica de um nimero livre ou de um angulo livre. Pode se criar
um seletor para qualquer namero livre ou &ngulo livre criado anteriormente exibindo esse obje-
to.
Comandos:
Lista
Este comando cria um conjunto de valores ou objetos. Por exemplo, para criar um conjunto com
os valores 0, 1, 2, 3, e 4, basta digitar na barra “Entrada”, localizada na parte inferior esquerda
da tela, o comando: lista = {0, 1, 2, 3, 4}.
Elemento[ <Lista>, <Posi¢do do Elemento> ]
Este comando permite que se escolha um elemento de uma lista criada definida a sua posicéo.
Entdo, usando a lista do exemplo anterior, ao se digitar no campo de entrada o comando: Ele-
mento[lista, 3], o aplicativo selecionaré o terceiro elemento da lista, logo o nimero 2.
DefinirValo r[<Objeto A>,<ObjetoB>]
Este comando faz com que o objeto B assuma o valor do objeto A. Logo, a cada atualiza¢do o
objeto B assumira o valor do objeto A.
NumeroAleatorio[ <Valor Inteiro Minimo>, <Valor Inteiro Maximo> ]
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Este comando cria nimeros aleatorios inteiros em um intervalo definido. Digitando-se no cam-
po Entrada o comando: NumeroAleat6rio[1,6], o aplicativo determinara, aleatoriamente a cada
atualizagdo, um ndmero inteiro entre um e seis.
Note que a escrita correta dos comandos é imprescindivel, desta forma deve-se ficar atento aos
acentos ortograficos e as letras maiusculas.
Apos verificarmos 0s comandos e botBes que poderiam ser necessarios, foi solicitado aos alunos
gue dissessem quais passos deveriamos tomar seguidamente para que o algoritmo fosse constru-
ido. Uma outra opcdo seria o professor pedir para que grupos de alunos produzissem textos com
linguagem coloquial criando algoritmos para posterior analise da turma.
Como a turma em que a atividade foi aplicada é pequena os alunos foram dizendo que passos
deveriam ser adotados, e com a mediagdo do professor, foi-se escrevendo na lousa um pequeno
texto para convertermos em aplicativo com os comandos do GeoGebra. Os passos definidos
foram os seguintes:

1. Criar um triangulo.

2. Determinar um ponto interno ao triangulo.

3. Determinar o ponto médio do segmento determinado pelo ponto interno e um dos vérti-

ces do triangulo.
4. Determinar o ponto médio do segmento determinado pelo ponto médio determinado an-
teriormente e um dos vértices do triangulo.

5. Repetir o procedimento anterior.
Entdo definidos os passos, passou-se a construgcdo do aplicativo. A seguir tem-se a imagem da
tela inicial do GeoGebra, ¢ na opc¢do “Exibir”’, pode-se ocultar os eixos do espago “Jancla de
Visualizagido”.

Fonte: Autor.
Figura 2.13 — Geogebra — Tela inicial

Cria-se um tridngulo, selecionando-se o botdo em destaque na Figura 2.14, e, em seguida cli-

cando-se na janela de visualizacdo para a obtencdo dos vértices desse tridngulo. Nao se teve a
preocupacdo de que o triangulo fosse equilatero.

10
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Fonte: Autor.
Figura 2.14 — Geogebra — passo 1

Determinam-se dois pontos em seu interior, selecionando-se o botdo em destaque na Figura 2.15
e clicando-se sob os locais onde se desejava criar os pontos. Um ponto representa o ponto inicial
e 0 outro ponto representa o primeiro ponto médio. Porém ndo ha a necessidade que um dos
pontos ocupe a posicdo correta de ponto médio em relagdo a algum vértice do triangulo, pois o
ponto inicial é aleatdrio, portanto, basta criar dois pontos quaisquer no interior do triangulo.
Deve-se apenas tomar o cuidado para que o ponto inicial ndo seja o baricentro do tridngulo, pois
nesse caso teriamos convergéncia dos pontos para posi¢coes definidas, ndo construindo, assim, o
fractal.
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Fonte: Autor.
Figura 2.15 — Geogebra — passo 2

Em seguida, cria-se uma lista com os vértices A, B e C. Como sera simulado o langamento de
um dado utilizando o comando NumeroAleatério para inteiros de 1 a 6, colocamos 0s vértices
repetidamente num conjunto, a fim de termos 6 posi¢des no conjunto. Assim, se 0 nimero alea-
torio for 1 ou 4, estaré selecionado o vértice A, 2 ou 5, vértice B, 3 ou 6, vértice C.

Desse modo, no campo Entrada, digita-se: Vértices = {A,B,C,A,B,C}, pressionando-se “enter”
na sequéncia, como mostrado na Figura 2.15.

11
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Fonte: Autor.
Figura 2.15 — Geogebra — passo 3

Cria-se um seletor deslizante para numero aleatdrio. Selecionando-se o botdo destacado na Fi-
gura 2.16 e clicando-se sobre a janela de visualizag8o, abre-se uma janela onde se pode deter-
minar as condicOes para a variavel que esta sendo criada.
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Fonte: Autor.
Figura 2.16 — Geogebra — passo 4

Na janela que se abriu, digita-se o nome da variavel “ntimero”, por exemplo, definem-se 0sS
limites de variacdo, sendo 0 minimo 1, 0 maximo 6 e o incremento 1, como mostra a Figura
2.17.

Fonte: Autor.
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Figura 2.17 — Geogebra — passo 5

Na sequéncia obtivemos a tela como mostrado na Figura 2.18.

Lt 3: @

Fonte: Autor.

Figura 2.18 — Geogebra — passo 6

Criamos outro seletor para uma variavel que representara as iteragdes, assim, para cada valor
desta variavel teremos um ponto médio novo calculado.

Novamente selecionamos o botdo em destaque na figura 2.18 e clicamos sobre a janela de visua-
lizacdo.

Na janela que se abre determinamos 0 nome da variavel como sendo, por exemplo, “iteragdes”,
como exemplificado na Figura 2.20.

]

Fonte: Autor.
Figura 2.20 — Geogebra — passo 8

Obtém-se assim a tela mostrada na Figura 2.21.
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Fonte: Autor.
Figura 2.21 — Geogebra — passo 9

Em seguida, seleciona-se o botdo “mover” em destaque na figura 2.22, e na sequéncia, com o
botdo direito do mouse, clica-se sobre o sobre o ponto E. Na janela que se abre, seleciona-se a

opgdo “habilitar rastro”.

» 1y
3 wértiees = {131,192, (|

=

Fonte: Autor.
Figura 2.22 — Geogebra — passo 10

Na “janela de algebra” clicamos com o botdo direito na variavel “itera¢des”, em seguida, na
janela aberta, na aba programagdo, como mostram as Figuras 2.23 e 2.24.

owsilzciore uou a5 abjens (Exch

o

I
EEQ

Fonte: Autor.
Figura 2.23 — Geogebra — passo 11
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Fonte: Autor.
Figura 2.24 — Geogebra — passo 12
E no espago “Ao Atualizar” escreve-se 0 que deverd ocorrer a cada atualizagdo do programa, ou
seja, a cada iteracdo o ponto médio calculado passara a ser o ponto inicial. O ponto inicial é D, e
E representa um ponto médio qualquer, assim, na proxima iteragdo, E passaré a ser o ponto ini-
cial D e, a partir dele calcular-se-4 um novo ponto médio. Para que D passe a ser E, utiliza-se o
comando: DefinirValor[D,E].
Também, a cada atualizagdo, a variavel “numero”, criada anteriormente, devera assumir um
valor inteiro aleatorio entre 1 e 6, para que se possa sortear o vértice com o qual se definird o
novo ponto médio. Entdo utiliza-se o comando: DefinirValor [nimero, NimeroAleatorio[1,6]].
Finalmente, a cada atualizacdo, deve-se determinar que o ponto E devera assumir a posicdo do
novo ponto médio determinado por ele e o vértice sorteado, ou seja, 0 vértice que ocupa a posi-
¢do definida pela variavel “niimero” na lista.
Consegue-se isto com o comando:
DefinirValor[E, 0.5(E+Elemento[lista, nimero])].
Dessa forma, no espago “Ao Atualizar”, deverdo estar escritos os comandos;
DefinirValor[D,E]
DefinirValor [nimero, NimeroAleatério[1,6]]
DefinirValor[E, 0.5(E+Elemento[vértices, niUmero])]

TR

Fonte: Autor.
Figura 2.25 — Geogebra — passo 13

Ap0s clicar no botdo “OK” e fechar a janela, pode-se mover o seletor “iteragdes” para conseguir

alguns pontos. Tais pontos ja comegam a mostrar um padrdo, comeg¢amos a ter contato com o
Tridngulo de Sierpinski.

15
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Fonte: Autor.
Figura 2.26 — Geogebra — passo 14.

Pode-se ainda clicar com o botéo direito do mouse sobre o seletor iteracGes e habilitar o coman-
do “Animar” e assim conseguir o tridngulo de Sierpinski mais rapidamente.

Fonte: Autor.
Figura 2.27 — Geogebra — passo 15

A partir desta atividade, os alunos puderam compreender melhor o que é um fractal, e suas ca-
racteristicas principais, como a autossimilaridade. Puderam também reconhecer que o programa
simplesmente agilizou o trabalho que haviam feito manualmente e sem muita precisdo, pois
utilizavam simplesmente a graduacdo de uma régua para se determinar os pontos médios da
atividade 2.

CAPITULO 3

Fractais

Neste capitulo, serd abordado com um pouco mais de detalhes o conceito de fractal, apresentan-
do uma forma de se calcular sua dimensdo e uma breve apresentacéo historica.

Conforme ja apresentado no capitulo 1, Benoit Mandelbrot, nascido em Varsovia (1924 - 2010)
foi um dos iniciadores dos estudos sobre geometria fractal. Porém, ideias relacionadas a geome-
tria fractal ja haviam sido discutidas por matematicos anteriores, como Georg Cantor (1845—
1918), por exemplo.

Mandelbrot teve a genialidade e também a tecnologia necessaria para a realizacdo de célculos e
construgdes de graficos, pois tinha cargo na IBM. Foi o primeiro a poder visualizar a imagem de
um fractal com alta complexidade de detalhes.
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De acordo com Barbosa (2005, p.12), sobre Mandelbrot,
Na IBM deparou-se com questdes de ruidos nas linhas telefonicas utilizadas em rede entre os com-
putadores. Mandelbrot soube dos engenheiros que algum ruido ndo podia ser eliminado e interferia
nos sinais; a aleatoriedade e a irregularidade dos ruidos afastavam os engenheiros da busca de so-
lucBes. Resolveu o problema empregando um trabalho antigo de Georg Cantor chamado Poeira de
Cantor, pensando nos erros de transmissdo como um desses conjuntos de Cantor.
Georg Cantor publicou em 1883 um trabalho em que aparece um conjunto, conhecido como
“Conjunto de Cantor” ou “Poeira de Cantor”.
Podemos representar graficamente a ideia de Cantor, considerando inicialmente um segmento
de reta. Em seguida, divide-se 0 segmento em trés partes iguais e retira-se uma das partes. Este
procedimento deve ser novamente repetido para cada segmento que restou e, assim sucessiva-
mente. Este procedimento gerard como objeto limite o fractal chamado “Conjunto de Cantor”.
Temos que cada parte é similar ao todo e as figuras sdo obtidas por iteracGes, como mostra a
Figura 3.1. Estas sdo caracteristicas principais dos Fractais.

Fonte: Autor.
Figura 3.1 — Conjunto de Cantor

O triangulo de Sierpinski, como mostrado no capitulo 1, € obtido de forma parecida, ou seja,
divide-se um triangulo em quatro tridngulos congruentes e retira-se o triangulo central e, na
sequéncia repete-se 0 procedimento para cada tridngulo que restou e assim sucessivamente,
como mostrado na Figura 1.2.

Outra caracteristica dos objetos geométricos com estrutura fractal é a dimensdo ndo-inteira. Por
exemplo, a figura limite que representa o Conjunto de Cantor tem dimensdo maior do que a de
um ponto e menor do que a de uma reta, ou seja, podemos dizer que tal figura ocupa no espago
uma porcao maior do que ocupa um ponto e menos do que ocupa uma reta.

Assim, a dimensdo tem uma relagdo direta com a &rea que uma figura ocupa. Para entendermos
como se calcula a dimensdo de um fractal, partiremos de figuras da geometria euclidiana.

Se dividirmos um segmento em 5 partes congruentes, como mostra a Figura 3.2, teremos 5°

partes iguais ao original, porém cada uma multiplicada por um coeficiente de reducéo r = g .

Fonte: Autor.
Figura 3.2 — Segmento subdividido em 5 partes iguais

Se realizarmos 0 mesmo processo com um quadrado, ou seja, dividirmos os seus lados em 5
partes congruentes, portanto usando um coeficiente de reducéo r = 1 obteremos 5° partes seme-
5

Ihantes ao original.
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Fonte: Autor.
Figura 3.3 — Quadrado subdividido em 25 partes iguais

De modo analogo, se subdividirmos as arestas de um cubo em 5 partes iguais, como representa-
do na Figura 3.4, portanto usando o mesmo coeficiente de reducdo r =1 dos exemplos anterio-
5

res, obteremos 5° partes semelhantes ao original.

e

Fonte: Autor.
Figura 3.4 — Cubo subdividido em 125 partes equivalentes

Com estes exemplos pode-se notar que a quantidade N de partes semelhantes ao todo corres-
ponde ao inverso do coeficiente de reducédo elevado a dimenséo da figura.
No caso do segmento, temos que N = 1 , e um segmento tem dimenséo 1.

1 1
;)
No caso do quadrado, temos que N = 1 eum quadrado tem dimenséo dois.

12
3

, € um cubo tem dimensao trés.

|_\
N\ TN

No caso do cubo, temos que N =

3
1
5
Estes exemplos sugerem uma relagéo entre a dimenséo de uma figura e a quantidade de elemen-
tos semelhantes que se consegue ao subdividi-la.
O coeficiente de reducdo utilizado nos exemplos foi escolhido aleatoriamente, e explorar tais

regularidades na sala de aula pode ser um fator motivador e uma oportunidade para significar
conteidos como sequéncia, poténcias, logaritmos e etc.

Entdo assumindo que N =—-, em que d, representa a dimensdo e r um coeficiente de reducao
r

nao nulo, temos:
d d
N =id=(lj = log N =Iog(1j =d _ logN_
r r

=

Assumindo que o célculo de dimensdes para fractais obedece a0 mesmo padrdo, poderemos
calcular a dimenséo do fractal Poeira de Cantor.
A cada iteracdo os segmentos sdo divididos em trés partes e restam duas partes, assim, o fator de

1 . o .
reducdo é r = 3 e a quantidade de partes obtidas é N = 2, assim:
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d= log2 log2 030 _
Iog[l) log3 0,48
1/3
Da mesma forma poderemos calcular a dimensao do fractal Triangulo de Sierpinski, pois a cada

0,63

. N N 1 . o . . .
iteracdo o fator de reducéo r = E pois os triangulos menores sdo obtidos a partir dos pontos
médios dos lados do triangulo maior, e a quantidade de partes obtidas é N = 3. Assim,

d= log3  log3 0,48 <16

( 1 j_logZ~O,3O
log| —
1/2

CAPITULO 4
RESULTADOS E CONCLUSOES
4.1 Resultados

As atividades foram bastante eficientes para motivar os alunos e despertar-lhes o interesse sobre
seus resultados. Chamaram a atencéo dos alunos por serem novidade, seja pela dindmica da aula
ou pelo contelido que se estava discutindo.

A curiosidade em se saber o que teriamos como resultado com os pontos coletados foi um im-
portante fator motivador, pois, os alunos foram avisados inicialmente que as atividades 1 e 2 0s
ajudariam a compreender as caracteristicas de um fractal, mas nenhum conceito sobre fractais
ou sistemas dinamicos foi abordado. Sabiam também que os pontos gerados nas atividades seri-
am coletados na transparéncia e ficaram curiosos para saber 0 que estes pontos determinariam.
Os alunos mostraram-se muito entusiasmados quando 0s pontos comegaram a deixar evidente o
Triangulo de Sierpinski. A atividade 3 foi a que mais agradou e chamou a atencéo dos alunos.

4.2 Conclusoes

Tais atividades marcaram uma oportunidade de bastante reflexdo sobre a importancia da mate-
matica e das tecnologias para o desenvolvimento cientifico e a partir destas atividades podem-se
criar outras problematizacdes, como por exemplo, como determinar a dimenséo de um fractal e
também encontrar, nesse assunto, formas para se contextualizar contetidos classicos do ensino
médio, como funcgdes, logaritmos, nimeros complexos, sequéncias, etc.
Acredita-se que atividades como essas possam trazer para a sala de aula discussdes importantes
sobre o desenvolvimento da matematica e como a matematica participa do desenvolvimento
cientifico, e, dessa forma, contribuir para que os alunos possam percebé-la em sua beleza, e ndo
como sinbnimo de assuntos aridos e nem sempre interessantes.
Segundo Madsen:
Cremos, no entanto, que para os fractais, em especial para a geometria fractal, faz-se necessario ao
educador conseguir captar o educando com o transparecer de sua propria vibracdo e talvez eviden-
ciando o éxtase na contemplacéo da beleza de seus visuais, conduzindo-o ao prazer pelas informa-
¢0Oes e conhecimentos culturais da vasta variedade de fractais.

Levar a geometria fractal para a sala de aula pode ser uma oportunidade para conectar a mate-
matica com o mundo fora da sala de aula, favorecendo o desenvolvimento de projetos interdis-
ciplinares e contribuindo para que os alunos se coloquem num processo de aprendizagem signi-
ficativa.

Espera-se que esta atividade seja apenas uma inspiracdo para a criacdo de outras sequéncias
didéticas que tenham a intengéo de desenvolver competéncias e habilidades, inclusive através de
conteudos matematicos, dando-lhes significados, e servindo aos alunos como fonte de percep-
¢do da beleza da matematica, pois, segundo John Von Neumann, mateméatico hdngaro, um dos
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maiores matematicos do século XX, "Em Matematica vocé ndo entende as coisas, VOCE Se acos-
tuma com elas".
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