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A motivacéo para este trabalho de pesquisa surgiu da constatacdo, em sala de aula, de
que uma das dificuldades dos alunos, no estudo das funcdes trigonométricas era a compreensao
do ciclo trigonométrico. O nosso objetivo principal foi investigar a contribuicdo de uma
estratégia de ensino formada pela combinagdo dos procedimentos construtivos da geometria
dindmica do Cabri-Géometre Il, que criamos especialmente para o estudo da trigonometria
com os materiais concretos, que idealizamos, entre eles o dispositivo “ciclo-trigonométrico”.
Baseados na Teoria da Aprendizagem Significativa, de Ausubel, escolhemos os conceitos
subsuncores relacionados a funcdo seno, e aplicamos intervencBes a nove alunos de
licenciatura em matematica, usando a metodologia do Design Based Research. Para elaborar
as atividades, consideramos o desenvolvimento histérico dos principais conceitos da
Trigonometria e as recomendagdes dos Paradmetros Curriculares Nacionais. ”. Um teste inicial
com os alunos, revelou que eles ndo conseguiam transformar tabelas em graficos. No teste
final, verificamos que nossas intervencdes, ndo foram suficientes para que esses alunos
alcancassem uma aprendizagem significativa dos principais conceitos da trigonometria,
contudo observamos num dos encontros que todos 0s conseguiram construir com perfeicao,
uma tabela e um gréfico, de uma funcdo periddica, ainda n&o identificada e no ultimo encontro,
dois desses alunos conseguiram construir uma tabela trigonométrica e esbocar o grafico da
funcao seno.

Palavras-chaves: Cabri-Géomeétre Il, aprendizagem significativa, conceito subsungor,
trigonometria.

INTRODUCAO

Constatamos, em nossa experiéncia na atividade docente que, independentemente da pro-
cedéncia dos alunos, que a trigonometria ainda representa um enigma para alguns estudantes,
dificultando a resolucéo de problemas na matematica e na fisica. Essas dificuldades eram relati-
vas as medidas em radianos, a figura do ciclo trigonométrico e a construcdo de tabelas trigo-
nomeétricas e graficos. Estabelecemos, a partir dessas constatacdes, e de pesquisas correlatas , 0
objetivo para a nossa pesquisa: verificar as contribuices de uma estratégia de ensino, formada
pela combinacdo do contexto experimental com o contexto computacional para a aprendizagem
significativa dos principais conceitos presentes na transicdo das raz6es para as fung¢des trigono-
métricas, que nos levou a formulagdo da questao:

” Quais as contribuigdes de uma “estratégia de ensino” para a aprendizagem significativa na
transicdo das razdes trigonométricas para as fungdes trigopnomeétricas?

Inspirados no trabalho de Briguenti (1994), escolhemos a teoria da aprendizagem significativa
de Ausubel e criamos um organizador prévio, a partir da adaptacdo de um texto do livro pro-
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duzido em Harvard sobre as funcGes trigonométricas, Functions modeling change: a preparati-
on for calculus. Nessa contextualizagdo criamos com a geometria dindmica do Cabri Il, a figura
da “roda-gigante”. Verificamos que o programa computacional Cabri-Géométre I, tem sido
empregado na trigonometria, ora num ambiente estritamente computacional, ora combinado
com materiais concretos. Lobo da Costa (1997), que recorreu a esse software, utilizando arqui-
VOs prontos para serem manipulados pelos alunos e sugeriu que, nas futuras pesquisas com este
programa, 0s pesquisadores permitam que os alunos possam construir as figuras dindmicas, ao
invés de recorrerem aos arquivos prontos. No contexto experimental, ela recomendou a monta-
gem de dispositivos simples, a fim de introduzir novos conceitos matematicos. Motivados por
estas sugestdes, criamos o dispositivo “ciclo-trigonométrico” para o contexto experimental. No
contexto do computador, ministramos uma aula introdutéria num laboratério de informética
com e sobre o Cabri-Géometre Il, para que os alunos entendessem a construcdo das figuras
dindmicas durante as atividades. A metodologia do Design Based Experiments permitiu a avali-
acao de readequacdo das atividades durante sua aplicacao.

ALGUNS ASPECTOS IMPORTANTES DA HISTORIA DA TRIGONOMETRIA.

No antigo Egito as chuvas provocavam enchentes e quando as aguas voltavam ao normal
deixavam um limo muito fértil. Ao longo dos 3000 quilémetros do rio Nilo,, a agricultura movia
a economia e alimentava milhares de pessoas. A preocupagdo com as vazantes desse rio e com a
natureza levou os egipcios ao estudo da astronomia. Segundo o historiador grego Herddoto,
Sesostris, rei do Egito que viveu ha aproximadamente 4000 anos, repartiu as terras entre os ha-
bitantes para o cultivo, exigindo em troca o pagamento de impostos. Se a colheita fosse prejudi-
cada pela enchente excessiva, eram enviados os medidores de terras, afim de que o imposto se
tornasse justo, proporcional a area cultivada. Com as cordas e estacas, esses medidores de terras,
foram os provaveis criadores da geometria.

Segundo Boyer (1996, p.13),num dos problemas papiro de Rhind, que data de 1650 a.C.,
encontram-se vestigios de uma teoria de triangulos semelhantes que deram origem a trigonome-
tria. De acordo com esse documento, para manterem constante as inclinagdes das pirdmides, os
egipcios criaram um conceito semelhante ao da cotangente de um angulo, o “seqt”. O seqt da
face de uma pirdmide era o quociente do afastamento horizontal pelo vertical.  Segundo Eves,
(2004, p.95), Thales (640 a.C. — 564 a.C.), filésofo, astrbnomo e matematico que viveu em Mi-
leto, na Grécia, ao visitar a piramide de Quéops no Egito calculou a altura deste monumento
recorrendo & semelhanga dos tridngulos formados pelas alturas da pirdmide e de uma estaca que
ele fincou na areia e suas respectivas sombras.

Por volta de 572 a.C., nasceu em Samos, proximo a Mileto, Pitdgoras, que viria a se a tornar
um importante filosofo e matematico. De acordo com Eves, (2004, p.103), o teorema de Pitdgo-
ras, tradicionalmente atribuido a ele, ja era conhecido pelos babilénios ha mais de um milénio,
mas a demonstracdo desse teorema por decomposicdo, provavelmente teria sido obra de Pitago-
ras ou de seus seguidores, que continuaram com a irmandade por dois séculos ap6s sua morte,
ocorrida por volta de 500 a.C.

Segundo Boyer (p.98), Apolbnio (262 a.C.- 190 a.C.), foi um importante matematico e
astrébnomo, que descreveu o movimento dos planetas em torno da Terra, com a figura dos epici-
clos. Nessa figura o ponto P representava um planeta, e girava uniformemente ao longo de um
pequeno circulo (epiciclo) de centro C, que por sua vez, se movia ao longo de um circulo mai-

or, conhecido como deferente, cujo centro era a Terra (E).

Segundo Maor, (1998, p.23), Hiparco (0 astronomo que fez valiosas observacfes entre
141 e 127 a.C.) calculou o movimento dos epiciclos sem contar com tabelas de relagdes trigo-
nomeétricas, ele considerou que nos triangulos inscritos na circunferéncia dos epiciclos, os lados
correspondiam as
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cordas relacionadas com seus respectivos angulos centrais. Por séculos isto se constituiu na
principal tarefa da trigonometria. Trés séculos depois de Hiparco, no ano 150 d.C., viveu em
Alexandria, o astrénomo, gedgrafo e matematico Klaudius Ptolomaios, ou Ptolomeu, que de
acordo com Aaboe, (1997, p.133), foi 0 autor da mais importante obra sobre a trigonometria na
antiguidade, o “Almagesto”, um manual de astronomia em 13 livros, onde ele descreve suas
observagOes sobre fatos astrondmicos, considera o sistema geocéntrico para o universo e apre-
senta uma tdbua de cordas, para dngulos de /2° a 180° com intervalos de 30°, detalhando cada
etapa de sua construcdo. Segundo Katz' (2008, p.156), nessa obra, Ptolomeu lancou o germe da
moderna ideia de fungdo, apresentando algumas tabelas e exibindo relagdes funcionais entre
conjuntos e quantidades. a funcdo crd o era definida como sendo comprimento da corda que
correspondia a um arco de o graus em um circulo cujo raio media 60. De acordo com essa fun-
cdo: crd a=120.sen (a/2)

Os hindus adquiriram e aperfeicoaram 0s conhecimentos da trigonometria dos helénicos no
inicio do século V d.C., quando consideraram a relacdo funcional entre a metade da corda e a
metade do &ngulo central, e a partir dessa relacéo, construiram uma tabela para servir de base
para os célculos da trigonometria esférica. “Assim, aparentemente surgiu na india a precursora
da funcdo trigonométrica moderna que chamamos de seno de um angulo, e a introducéo da fun-
¢do seno, representa a contribuicdo mais importante dos Siddhantas a historia da matematica”
(BOYER, 1996, p.143).

Do século VIII ao século X d.C., os arabes aperfeicoaram a algebra e a trigonometria.
Nesse periodo, o astronomo al-Battani adotou a razdo jiva dos hindus, teve a genial ideia de
introduzir o raio unitario, e demonstrou que essa razao era valida para qualquer triangulo retan-
gulo.

No periodo do Renascimento, que teve inicio em 1453 com a queda do império Bizantino
em Constantinopla (atual Istambul), surgiram as primeiras publicacGes especificas relacionadas a
trigonometria. Nesse periodo a trigonometria teve duas figuras notaveis, Regiomontanus e Co-
pérnico. Regiomontanus, aprendeu o grego para ler Ptolomeu no original e em 1464, escreveu
De Triangulis Omnimodis (Os triangulos de todas as espécies), obra dedicada exclusivamente a
geometria, que nos trés Gltimos livros, trata da geometria esférica e trigonometria, como ferra-
mentas na astronomia. Segundo Eves (2004, p.313), a astronomia contribuiu tanto para a mate-
matica, que a designacdo de matematico, significava astrbnomo. Nicolau Copérnico (1473-1543)
percebeu que as hipo6teses geocéntricas de Aristoteles e Ptolomeu ndo correspondiam a realidade
e, contrariando também a Igreja, que colocava o homem no centro do universo, revolucionou a
visdo do mundo ao defender a hipdtese de um sistema heliocéntrico, segundo a qual, a Terra
movia-se em torno do Sol. Em 1543 foi publicado o seu tratado “De Revolutionibus Orbitun
Celestium” (sobre as evolugdes das drbitas celestes) com segdes sobre trigonometria.

A partir do século XVII, a introducdo de novas notacdes algébricas por Viete, fez com que
a trigonometria assumisse na primeira metade do século XVII, um moderno carater analitico. Na
sua obra “Cénon Mathematicus™, Francois Viete construiu tabelas das seis fungdes trigopnomé-
tricas com angulos em aproximacgdes de minutos. No lugar das fracGes sexagesimais ele usou as
decimais e desenvolveu métodos para resolver problemas de triangulos planos e esféricos com as
seis funcdes trigonométricas.

Segundo Boyer (1996, p.231), o termo “produto cartesiano” ¢ um anacronismo, pois Descar-
tes estava longe de associar um sistema de coordenadas formado com pares de nlmeros a um
ponto geografico. E possivel que Nicole Oresme, que nasceu na Normandia por volta de 1323,
ao resolver um problema sobre uma taxa de variacdo constante, tenha tido a brilhante ideia de
tracar numa figura ou num grafico a maneira pela qual variam as coisas. Partindo do principio
de que tudo que é mensuravel, é imaginavel na forma de quantidade continua, Oresme construiu
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um grafico velocidade x tempo para um corpo que se movia em aceleracdo constante, represen-
tando o tempo na longitude (abscissas) na reta horizontal e a velocidade na latitude (ordenadas),
da mesma forma que construimos atualmente. O uso das coordenadas nao era novo, a ideia re-
monta a Apolonio. A originalidade na ideia de Oresme foi representar na horizontal quantidade
variavel (tempo) e construir um gréfico com esses dados, antecipando-se assim a geometria
analitica. Na mesma ocasido que Descartes articulava as bases da geometria analitica, Pierre de
Fermat (1601-1665) discutia com os matematicos John Wallis, Roberval, Blaise Pascal e
Descartes, a equacgdo geral da reta, da circunferéncia e da hipérbole. Fermat desenvolveu um
método para o tracado das tangentes. Tendo por base esses estudos, Newton e Leibniz, separa-
damente, inventaram o Calculo Diferencial e Integral.

Um dos mais importantes matematicos da Suica no século XVIII foi Leonhard Euler (1707-
1783). Ao resolver problemas com equacGes diferenciais propostos por Daniel Bernoulli em
1735, desenvolveu seu método algébrico e com a publicacdo do Introductio in analysin infinito-
rum em 1748, estabeleceu as bases da analise, o0 estudo dos processos infinitos. Tendo por base
a Analise Matematica recém criada em consequéncia dos Calculos Infinitesimais. Segundo Li-
ma, (1991), Euler inventou uma fungdo que modernizou as noc¢des de seno e cosseno, definidas
no tridngulo retdngulo que permitiu substituir o &ngulo por um ndmero real t . Representando
um circulo de raio unitario em um plano cartesiano, por S, a funcio E : R — §*, conhecida

como a fungéo de Euler faz corresponder ao numero real t ,um ponto E(t) do circulo S*. Como
ponto de um sistema de coordenadas cartesianas, o ponto E(t) possui as coordenadas (a, b).
Com esse par de coordenadas, Euler definiu o cosseno de t e 0 seno de t, estabelecendo que cos t
= ? e sent="h. Assim o seno de t foi definido por Euler como a ordenada de um ponto E(t) em
S.

O ensino de trigonometria refaz o percurso histérico da evolucdo dos principais fatos que
utilizamos na construcdo das func@es trigonomeétricas, e as referéncias historicas podem ser uma
fonte de motivacdo para os estudantes.

Referenciais tedricos.
1. A teoria da aprendizagem significativa.

De acordo com essa teoria da psicologia educacional, a aquisicdo e reten¢do dos novos
conhecimentos, para uma seja aprendizagem significativa, o material a ser aprendido deve ser
logicamente significativo, e na estrutura cognitiva do aprendiz, devem existir conceitos capazes
de “ancorar” esses novos conhecimentos, 0S autores dessa teoria chamam esses conceitos co-
mo “subsuncgores”. Segundo Ausubel, Novak e Hanesian, (1978), uma aprendizagem pode ser
significativa ou mecanica, significativa quando o o conhecimento a ser aprendido, interage com
um determinado conceito presente na estrutura cognitiva do aprendiz (conceito subsuncor). Essa
interacdo ocorre com a assimilacdo do novo conhecimento, pelo conceito subsungor da estrutura
cognitiva do aprendiz. Quando isso ndo acontecer, a aprendizagem serd mecénica, ou seja, “de-
corada” e sem nenhum apoio l6gico, como os nimeros de um telefone. Na aprendizagem esco-
lar, esses autores classificam como por recepcdo quando quando o aluno recebe pronto todo o
conteldo a ser aprendido, ou seja, na sua forma final, ficando para este aluno a tarefa de interna-
lizar esse conteudo, e por descoberta, quando o conteldo a ser aprendido ndo é dado pronto,
mas deve ser descoberto pelo aluno.

A maior parte das informac@es adquiridas pelos alunos tanto dentro como fora da escola, é
apresentada verbalmente, e sob o0 ponto de vista psicolégico, aprendizagem receptiva verbal é
mais complexa, visto que ela exige um amadurecimento intelectual. Assim uma crianga em
idade pré-escolar, adquire o conceito “cadeira” por descoberta, depois de alguns encontros inci-
dentais com esse objeto, abstraindo as caracteristicas comuns, para generalizar seus atributos,
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mas ndo € capaz de compreender 0s conceitos “democracia” ou “aceleragdo”. Nesta pesquisa,
durante os encontros com os alunos, planejamos atividades com materiais concretos e com o
software Cabri, para que os alunos pudessem redescobrir as razdes trigonométricas nos tridngu-
los retdngulos semelhantes.

Ao lembrar que no processo da aprendizagem significativa, a nova informagdo deve in-
teragir com os conceitos subsuncores do aprendiz, Moreira (2006), ressalta que esta situacdo
reflete a “subordinacdo” entre o novo material € os conceitos subsungores. Durante o processo
de aprendizagem por subordinag¢do, quando o conceito subsuncor sofre alguma modificagdo,
podemos dizer que, com esse conceito esta ocorrendo uma diferenciacdo progressiva. Mas,
guando a nova informac&o é aprendida por uma superordenacdo dos conceitos subsuncgores, ou
uma recombinacdo de ideias (que ndo apresentam nenhuma dependéncia entre si) presentes na
estrutura cognitiva, dizemos que com esses conceitos, ocorreu uma reconciliagéo integrativa.

No nosso entendimento, de acordo com essa teoria, a aprendizagem significativa da funcdo
seno, exige em grande parte, a aplicacéo do principio da reconciliacéo integrativa, com a com-
binacdo dos seguintes conceitos que devem estar presentes na estrutura cognitiva do aprendiz no
momento da aprendizagem (conceitos subsuncores): relagdes trigonométricas no triangulo re-
tangulo; medidas em radianos; ciclo trigpnométrico; pontos no sistema cartesiano ortogonal; o
conjunto dos nimeros reais; dominio, contra-dominio e imagem de uma funcéo e o Teorema de
Pitdgoras. Com a reconcilia¢do integrativa, todos esses conceitos se recombinam para darem
sentido a definicdo do seno segundo a fungéo de Euler E: B — S*.

2. Registros de representacdo semidtica

Diante da complexidade do ambiente tecnolégico-computacional, na Franca, na virada do
milénio, foram realizados cursos de preparacdo para todos os estudantes. Conforme os relatos de
Raymond Duval, pesquisador em Educacdo Matematica, durante esses eventos surgiram as se-
guintes questdes:

— Como podemos entender as dificuldades, frequentemente intransponiveis, que alguns
estudantes tém na compreensdo da matematica?
— Qual a natureza e em quais aspectos identificamos estas dificuldades?

Para Duval, as respostas a estas perguntas nao estdo restritas a um ramo da matematica ou a
sua histéria, mas podem ser encontradas numa abordagem cognitiva. Segundo o pesquisador,
uma abordagem cognitiva pode determinar a origem dessa incompreenséo e ajudar o estudante a
compreender e controlar a diversidade dos processos matematicos.

Sob o ponto de vista da aprendizagem e do ensino na matematica, existem dois tipos de
transformaces radicalmente diferentes: os tratamentos e as conversdes. De acordo com essa
teoria, 0s tratamentos sdo as transformacdes que acontecem dentro de um mesmo registro, por
exemplo, durante um calculo com nimeros decimais ou na resolucdo de um sistema de equa-
¢des. Conferindo essas operacdes na tabela de Duval, verificamos que elas permanecem dentro
do mesmo registro, classificadas como sistemas de escrita numérica e algébrica, respectivamen-
te. J& as conversdes sdo as transformacOes de representacdes que mudam de um registro para
outro, por exemplo, durante a passagem da escrita algébrica de uma fungdo para o seu gréafico
cartesiano.
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Tabela 1 — Classificacdo dos diferentes registros mobilizaveis no funcionamento matematico
(fazer matematica, atividade matematica). Fonte: Machado (2008, p.14)

Representagédo discursiva Representagdo ndo discursiva
REGISTROS Lingua natural Figuras geométricas planas
MULTIFUNCIONAIS: | Associages verbais (conceituais). ou em perspectivas
Os tratamentos ndo Forma de raciocinar: (configuragdes nas dimensdes:
sdo algoritmizaveis - Argumentacéo a partir de observacoes, 0,1,20u3)
de crengas... - Apreensdo operatdria e ndo
- Deducdo valida a partir de definicdo ou somente perceptiva.
Teoremas. - Construgdo com instrumentos
REGISTROS Sistemas de escritas: Gréficos cartesianos.
MONOFUNCIONAIS: | - Numéricas (binaria, decimal, - Mudangas de sistemas de
Os tratamentos sdg fracionarias,...) coordenadas.
principalmente - Algébricas - Interpolagdo, extrapolacéo.
algoritmos. - Simbdlicas (linguas formais)
- Célculo

Duval também associou os fracassos e os bloqueios na compreensdo dos alunos, ao
“enclausuramento” em um registro, ou seja, quando o aluno ndo consegue reconhecer o mesmo
objeto matematico em duas representagdes diferentes. Nesse aspecto, o autor adverte que jamais
devemos confundir um objeto com a sua representacdo. Na matemaética, 0 acesso aos objetos
passa pelas representacdes semibticas; por esta razdo a compreensdo matematica esta intima-
mente ligada ao fato de dispor de, ao menos, dois registros de representacdes diferentes. Para o
autor a compreensao requer a coordenacdo dos diferentes registros.

A teoria dos Registros de Representacdes Semidticas de Duval ndo se limita aos aspec-
tos que abordamos. Escolhemos apenas os aspectos que podem ter alguma ligacdo com a nossa
pesquisa. Para nos, sdo de especial importancia, os bloqueios que eventualmente possam surgir
na compreensdo, em razdo dos tratamentos ou convers@es, entre 0s registros semioticos das
funcBes trigonométricas.

Metodologia e procedimentos metodoldgicos.

Escolhemos a metodologia do Design Based Research, em razdo de suas caracteristicas
retrospectivas e reflexivas. De acordo com Steffe e Thompson (2000), nos EUA, por volta de
1970, os primeiros pesquisadores em Educacdo Matemaética perceberam que, para poderem
entender a “matematica dos estudantes”, primeiro era preciso desenvolver novos modelos de
pesquisa com raizes na educagdo matematica, ao invés de simplificar e usar os modelos criados
fora da educacdo matematica.

O primeiro artigo abordando o Design Based Research, resumiu 0 pensamento de um grupo
formado pelos pesquisadores Cobb, Confrey, Disessa, Lehrer e Schauble, que tinham sélidos
conhecimentos nas areas das ciéncias cognitivas, psicologia, antropologia, inteligéncia artificial,
biologia, matematica, da interacdo homem-computador, e algum envolvimento com a nova me-
todologia.

Em Cobb et al (2003), os autores ressaltaram que a metodologia do design, deveria traba-
lhar num contexto sujeito a testes e revisdes, sucessivas e iterativas, de forma sistematica tendo
como alvo um dominio especifico da matematica. Na sequencia, Cobb et al relacionaram algu-
mas configuracdes e alvos dessa teoria e identificaram algumas caracteristicas do “design ba-
sed experiments”:

- uma nova teoria capaz de dar apoio ao processo de aprendizagem néo apenas para um aluno
individualmente, mas para uma classe e até mesmo uma comunidade;
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- sua natureza intervencionista possibilita uma melhoria educacional nessa nova forma de a-
prendizagem;

- as faces prospectivas e refletivas. Com a face prospectiva, as hipoteses sdo colocadas em
pratica e testadas em sala de aula, e com a face retrospectiva, no caso de algumas dessas conjec-
turas serem rejeitadas, outras conjecturas alternativas poderdo substitui-las em novos testes;

- iteratividade dessa metodologia, ou seja, é repeticbes da terceira caracteristica, formando um
ciclo que termina quando todas as conjecturas forem testadas e revisadas.

O obijetivo e o planejamento.

O objetivo de nossa pesquisa foi verificar as contribuicdes de uma estratégia de ensino,
formada pela combinacdo do contexto experimental com o contexto computacional para a a-
prendizagem significativa dos principais conceitos presentes na transicdo das razBGes para as
fungdes trigonométricas. Com esse proposito, promovemos um primeiro contato dos alunos com
o software Cabri-Géomeétre, aplicamos um teste diagndstico, planejamos aplicar as intervencdes
permeadas com testes, e encerramos com um teste final. Com base nos resultados obtidos nos
testes, avaliamos e refletimos sobre a nossa pesquisa.

Sujeitos da pesquisa e a preparacdo do design inicial das quatro intervencdes

Os sujeitos desta pesquisa foram nove alunos de um curso noturno de uma universidade
particular da cidade de Sdo Paulo, que, na época cursavam o terceiro semestre de licenciatura
em matematica. Devido ao reduzido nimero de participantes, optamos por uma pesquisa quali-
tativa e abrimos méo do grupo de referéncia.

Na preparacéo do design inicial das quatro intervencdes, levamos em conta os conceitos
subsuncores, identificados na preparacdo do teste diagnéstico, assim como a ordem que esses
conceitos surgiram na historia da matematica, e com o foco na trigonometria, realizamos uma
pesquisa nos Pardmetros Curriculares Nacionais, nas pesquisas correlatas de Briguenti (1994),
Costa (1997), Lindegger (2000), Goios (2010); e nos livros: “Trigonometria Numeros Comple-
x0s” de Carmo, Morgado ¢ Wagner (2005), SBM; “Matematica, Contexto e Aplicagdes” de
Dante (2003), Editora Atica; Trigonometria da colecdo Fundamentos da Matematica Elementar
de Gelson Iezzi; “Functions Modeling Change”, dos autores Connally, Gleason e Hughes-
Hallet e o livro ” Atividades com 0 Cabri-Géometre I1” de Baldin e Villagra (2010), Eduscar.

Os objetos do ambiente experimental.

Figura 1 - O dispositivo “ciclo trigonométrico” e a projecao
ortogonal de um ponto sobre o0 eixo vertical.

Para esse ambiente, construimos com o EVA, trés jogos com dois retdngulos proporcio-
nais, para serem medidos, relacionados e comparados pelos alunos. Com o mesmo material,
recortamos discos e juntamos a arames com a medida dos respectivos raios desses discos, que
podem ser “entortados” para possibilitarem a medida de arcos. Com os triangulos foram pro-
postas atividades envolvendo a semelhanca entre os tridngulos e as relagfes trigonométricas;
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com o disco e o arame as medidas em radianos e com o dispositivo “ciclo trigonométrico” que
criamos, explicamos com detalhes, todas as caracterisitcas do objeto matematico que leva esse
nome.

O programa Cabri-Géomeétre Il e 0 ambiente computacional.

Em 1985, os pesquisadores Jean-Marie Laborde e Frank Ballemain, do Instituto de Informa-
tica e Matematica da Universidade Joseh Fourier, em Grenoble, na Franga, desenvolveram o
programa computacional educativo Cabri-Geomeétre (abreviacdo da palavra francesa “cahier de
brouillon intéractif”’) especialmente para o estudo da geometria plana. Trata-se de um software
interativo, que possui ferramentas capazes de construir na tela do computador, figuras dinamicas
substituindo o lapis, o papel, a régua e o compasso. Essas figuras podem ser deslocadas, ampli-
adas ou reduzidas, mas continuam preservando suas propriedades. Com as ferramentas do Ca-
bri-Géometre, podemos dispor dos eixos cartesianos, medir o0 comprimento de segmentos e ar-
cos, medir angulos, e transferir o comprimento de um segmento para 0 outro, e até mesmo,
transferir o comprimento de um arco para um segmento. As construcdes dinamicas desse soft-
ware podem facilitar o estudo dos teoremas da geometria euclidiana plana e da trigonometria.
Suas construgdes podem ser salvas em arquivos e revistas passo a passo. Todos esses recursos a
transformaram o programa computacional Cabri-Géométre numa valiosa ferramenta educacio-
nal.

Durante nossas intervences com os alunos, em cada assunto, sempre que possivel, pro-
curamos alternar o material concreto e o software Cabri-Géométre.

As intervencoes.

A primeira intervengdo teve como objetivo explorar as relages trigonométricas no tri-
angulo retangulo com o Cabri-Géomeétre e ajudar os alunos na construcdo de uma tabela para
senos dos angulos notaveis com a aplicacdo do Teorema de Pitdgoras. O objetivo da segunda
intervencdo foi promover situacdes com o Cabri-Géometre e 0s materiais concretos, para traba-
Ihar com as medidas em radianos, mostrando que essas medidas independem das dimensGes da
circunferéncia. A terceira intervencdo teve como objetivo era criar um organizador prévio para a
fungdo seno, com a contextualizacdo de uma situacdo para identificar e estudar um fendbmeno
periodico, e apresentar a definicdo do ciclo trigonométrico. O objetivo do planejamento inicial
da quarta intervencdo foi o estudo da defini¢do da fungdo seno e a construcdo de graficos dessa
funcgdo, no papel e com o Cabri-Géométre.

Neste resumo, vamos ressaltar apenas alguns trechos da terceira e da quarta intervencao,
quando verificamos os melhores resultados da aplicagdo de nossa estratégia de ensino, formada
pela combinagdo dos contextos materiais e computacionais.

Na terceira intervencdo, ao apresentarmos o0 nosso dispositivo “ciclo trigonométrico”,
como uma extensdo da lousa e do giz, depois de falarmos sobre as medidas em radianos, mos-
trando o corddo que representava um arco, 0S eixos cartesianos, materializados pelas réguas
cruzadas, o circulo orientado e a primeira determinacdo de um arco, ouvimos o comentario de
um aluno afirmando que a partir daquele instante, passava a entender a medida 3,14 rd. Em
seguida explicamos com o Cabri e um projetor de imagens, 0s passos para a construcdo de um
circulo de raio unitario. Com essa figura, (reproduzida no quadro 1) repetimos as explicacdes
que haviamos feito anteriormente, e ativamos a ferramenta “coordenadas”, para um ponto colo-
cado nesse circulo. Com esse ponto na figura dindmica desse software, os alunos seguiram as
instrucdes dessa atividade, para calcular a soma dos quadrados dessas coordenadas, e puderam
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perceber a genialidade de Euler, ao criar este objeto matematico que permitiu a aplicacdo do
teorema de Pitdgoras, para definir a sua funcédo E(X), de um numero real x.

Afividade 1 — Caracteristica dos pontos do S1.

Todos os pontos P(a, b) de S, ndo coincidentes com os eixos cartesianos e em
qualquer guadrante, formam com a sua proje¢do ortogonal no eixo horizontal e o
ponto O, no vértice do angulo central, um tridngulo retdngulo, cujos catetos tém a
medida das coordenadas, e a hipotenusa, medindo 1 rd, conforme mostra a figura 3:
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Figura 3 - Pontos do S'.

Quadro 1 — 3int., at.1

No manuscrito 1, exibimos a participacdo do aluno 3, nessa atividade, que coincidiu

com a resposta dos quatro alunos presentes.
Completar: i
Ponto P no 1° quadrante: 03] + O<f=

—_isd

) {
20 quadrante.’(},fﬁ’ + 068 .’ I

30 e ooy
quadrante:-; ) 73 ol

4° quadrante: (J3 %" +~(0¢3'= 1

+

4

Manuscrito1 - Aluno 3, 32 Int., at.1.

Verificamos que os quatro alunos, conseguiram realizar esta primeira atividade. Antes do
inicio da proxima, pedimos que fizessem a leitura de um breve texto com a definicdo de uma
funcdo periddica. Na sequencia iniciamos a contextualiza¢do da “roda-gigante”, com a apresen-
tacdo da figura exibida na tela 1. Nessa figura, do lado esquerdo instalamos o “altimetro”, um
marcador da altura da gondola deste brinquedo. Explicamos detalhadamente essa construcéo,
mas sugerimos que usassem um arquivo pronto. Com o “ponteiro” era possivel deslocarem a
“gondola” dessa figura dindmica. Vejam o texto dessa atividade:

-- Vocé terd que embarcar como passageiro numa roda-gigante que dispde de um elevador
para deixa-lo na plataforma de embarque, no ponto A da figura. Esta roda, que esta representada
em escala na figura, gira em sentido anti-horario, e o didmetro de sua circunferéncia, na repre-
sentacdo, é de 8 cm. A altura da plataforma A (a altura do centro da roda), na representacdo, é
de 5 cm.

Apos esse texto, informamos que essa roda demorava uma hora para dar uma volta comple-
ta, e a tarefa dos alunos, consistia em preencher uma tabela com a altura do passageiro a cada
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cinco minutos e com os dados dessa tabela, construir um grafico. Na tela 1, mostramos a figura
da “roda-gigante” que criamos para funcionar como um dispositivo:

sdc  Janela Ajuda
A B2 [ A=
8,06 cm A
Altimetro Elevador

Telal-3%Int, at.2.

A seguir, exibimos a tabela preenchida pelo aluno 7, seguida do grafico de uma funcgdo
ainda ndo identificada. Todos os quatro alunos realizaram com sucesso esta atividade.
Tabela 1 — Altura do passageiro em relagéo ao solo.

[t(min) Jo [5 [10 [15[20 [25 |30 [35 [40 |45 [50 [55 [60
(hyem)c [3 (€SS (€53 [ [3 (4314 14513 [ %

Tabela 2 — Altura do passageiro em relagéo ao solo.
[t(min) [65]70 [75 [80 [85 |90 [95 [100 [105 | 110 | 115 [120 |
Lht) cm)[ > [¢ 1%,s ' A

Manuscrito 2 - Aluno 7, 32 Int., at.2.

Manuscrito 3 - Aluno 7, 32 Int., at.2.

Na quarta intervencdo que teve como objetivo o estudo da funcéo seno, a sequéncia de
atividades foi semelhante a anterior, ouseja, os alunos trabalharam com uma figura do Cabri
(neste caso puderam construir), que manipulada forneceu as coordenadas (ferramenta do Cabri),
relativas ao valor do seno, em intervalos de 30°, e com esses valores construiram o gréafico da
funcdo seno. Dos seis alunos que participavam, todos preencheram corretamente a tabela
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trigonométrica, mas apenas uma dupla formada pelos alunos 4 e 7, conseguiu tragar o grafico da
funcédo seno com perfeicao.

] =] [T

¥ X sen x
0° o
HED 950
Z(6) [0 B0
50 k]
0.5 %Y (120°) 5 B @
7 (150°) 050
T (180°) 0]
05 Tei)  [-osd

ooty
7
e -4

5;(%09 -0%G

0,50) Y
30, T
U (3000 50

7 (360°) 5

Tabela 1- Valores do seno.

Tela 2 - do aluno 8, no angulo de 210°. Manuscrito 4 - Tabela do aluno 8

Manuscrito 5 - Alunos 4 e 7, gréafico da funcédo seno

De acordo com a teoria cognitiva dos registros de representacdo semiotica de Duval, a conver-
sdo de registros, se constitui numa das dificuldades na aprendizagem dessa disciplina, e para ele “a
compreensdo em matematica implica a capacidade de mudar de registro” (Duval, 2008, p.21). ¢ impotr-
tante lembrarmos que durante o teste diagnostico, nenhum desse alunos sabia como tracar o grafico da
fungdo seno. Os resultados dessas Ultimas intervencBes confirmaram o potencial didatico da nossa
estratégia de ensino.

De acordo com a teoria cognitiva dos registros de representacdo semiética de Duval, a conversao
de registros, se constitui numa das dificuldades na aprendizagem dessa disciplina, e para ele “a com-
preensdo em matematica implica a capacidade de mudar de registro” (Duval, 2008, p.21). ¢ importante
lembrarmos que durante o teste diagnostico, nenhum desse alunos sabia como tragar o grafico da fun-
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cdo seno. Os resultados dessas Ultimas intervengfes confirmaram o potencial didatico da nossa estra-
tégia de ensino.

A (ltima atividade foi destinada a construcdo do gréafico da fungdo seno, com os recursos do Cabri,
e sem a ferramenta “lugar geométrico” desse software, que traga automaticamente os graficos das fun-
¢Oes trigonométricas. Na ocasido explicamos aos alunos que o “lugar geométrico” do Cabri II, facili-
tava o tragado do grafico dessas fungdes, mas ndo exigia o conhecimento das etapas e da légica dessas
construcdes.

Vejamos como ficou a tela durante essa atividade:

8 =l [ JE
Ay

coordenadas do ponto P = (-0,69; -0,72)

eixo do seno

pii2

+1
N /—\N
pi - ! _
0 pil2 pi \ 3pil2 2pi

3pi2 -1

Tela3 — 42 Int. at.4.

Explicamos detalhadamente as etapas da construcdo dessa figura dindmica. Apds essa constru-
¢do, pedimos aos alunos que utilizassem as ferramentas “ponteiro” e “rastro”, e desenhassem o grafi-
co do seno, a partir da variacdo do comprimento de um arco. Observamos que nessa atividade, dois
dos alunos perceberam a logica dessa construcdo, e compreenderam a conversao dos registros de re-
presentacdo tabela trigonométrica para o grafico do seno.

Consideracges finais.

Constatamos que apesar da irregularidade da frequéncia dos alunos nos nossos encontros, a
aplicacdo da “estratégia de ensino”, formada pela combinagdo do contexto experimental com o
contexto computacional (com esses alunos construindo as figuras dindmicas do Cabri Il), trouxe
as seguintes contribuicdes para a aprendizagem significativa dos conceitos subsuncores da tri-
gonometria:

e Aaprendizagem do célculo das razdes trigonométricas.

e A percepcdo de que as razdes trigpnométricas surgiram em decorréncia da semelhanca
entre triangulos retdngulos.

e O entendimento do calculo das medidas em radianos.

e Aredescoberta do niimero 7.

12
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e Anhabilidade de construir uma tabela e um gréafico, a partir da contextualizacdo de uma
funcgdo periddica ainda ndo identificada.
e Ahabilidade de construir uma tabela trigonométrica e o grafico da funcéo seno.

: As dificuldades dos nove alunos, nos fundamentos da matematica, relativos ao
ensino médio e fundamental, influiram nos resultados desta pesquisa. Contudo, conseguimos
atingir parte dos objetivos e responder a nossa questdo de pesquisa

Sabemos que o estudo das razfes trigonométricas é uma parte de um conjunto de conceitos
subsuncores da trigopnometria, e consideramos que o conceito mais complexo desse grupo é o
do ciclo trigonométrico, cuja aprendizagem significativa depende do principio da reconciliacdo
integrativa (teoria de Ausubel, Novak e Hanesian , 1978), para que haja a combinacdo dos se-
guintes conceitos: sistema cartesiano ortogonal, definicdo de lugar geométrico do circulo, arco
orientado e as medidas em radianos e o conjunto dos ndmeros reais. Ressaltamos que esses con-
ceitos citados, sdo constituidos por ideias paralelas, que ndo guardam entre si uma dependéncia
sequencial, e nessa situacdo, de acordo com Ausubel, Novak e Hanesian (1978, p.161), compre-
ender parte do material ndo pressupde a compreensao do conjunto.

Para as futuras pesquisas no ensino e aprendizagem da trigonometria, nossa sugestdo € que
continuem persistindo na combinacdo dos contextos materiais e computacionais, e sempre que
possivel, recorram a histéria da matematica. Esperamos que este trabalho possa contribuir para a
Educacdo Matematica, e possa servir de inspiracdo para novos pesquisadores.
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