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Resumo

Neste trabalho estudamos dois problemas distintos. O primeiro é um problema
parabdlico com difusibilidade variavel sobre superficies de revolugao. O objetivo é
encontrar mecanismos de interacao entre a difusibilidade e a geometria do dominio
que garantam a existéncia de solucoes estaciondrias estaveis nao-constantes, assim
como a nao-existencia.

O segundo é um problema de reacao e difusao singularmente perturbado no
caso de interseccao das raizes da equacao degenerada. Provamos a existéncia
e o perfil geométrico de quatro familias de solugoes estaciondrias estaveis nao-
constantes.

Para os dois problemas utilizamos como recursos principais a teoria de I'-

convergencia e técnicas de calculo variacional.



Abstract

In this work we study two distinct problems. The first is a parabolic problem
with variable diffusivity on surfaces of revolution. The objective is to find me-
chanisms of interaction between the diffusivity function and the geometry of the
domain ensuring the existence of stationary stable nonconstant solution as well
as non-existence.

The second is a problem of reaction and diffusion singularly perturbed in the
case of intersecting roots of the degenerate equation. We prove the existence and
geometric profile of four families of stationary stable non-constant solutions to
the parabolic equation.

In both problems the main tools used are I'-convergence theory and techniques

of variational calculus.
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Introducao

O objetivo desta tese é encontrar condigoes que garantam a existéncia, assim
como a nao-existéncia, de solugoes estaciondrias (ou solugdes de equilibrio) nao-
constantes estaveis de determinados problemas parabdlicos. A existéncia de tais
solugoes é de extrema importancia no estudo da teoria qualitativa de equacoes di-
ferenciais parciais parabdlicas semilineares; em particular, as equagoes de reacao
e difus@o. A estrutura gradiente que, em geral, ocorre nestes tipos de problemas
faz com que as solugoes se aproximem de solucoes estacionarias quando o tempo
cresce arbitrariamente. Portanto, a dinamica do problema esta diretamente rela-
cionada com a existéncia, ou nao, de solugoes estacionarias e suas propriedades
de estabilidade.

Este trabalho aborda dois problemas de naturezas distintas, e por isso o di-
vidimos em PROBLEMA 1 e PROBLEMA 2. Os Capitulos 2, 3 e 4 se referem ao
PROBLEMA 1 enquanto que o Capitulo 5 é dedicado ao PROBLEMA 2.

PROBLEMA 1

O PROBLEMA 1 desta tese é destinado a encontrar condigoes suficientes que
garantam a existéncia, assim como a nao-existéncia, de solugoes estacionarias
nao-constantes e estaveis (as quais, por brevidade, chamaremos de padrdes) para

o seguinte problema de difusao:

w, = div(a(z)Vu) + f(u), (z,t) € M xR" (0.0.1)

onde M C R? é uma superficie de revolucao sem fronteira. O caso onde o dominio
é uma superficie de revolucao com fronteira, o qual denotaremos por D, também

serd tratado e sobre a fronteira consideramos condi¢cao de Neumann:

up = div(a(z)Vu) + f(u), (x,t) € D xRt
ou 0 (0.0.2)

— =0, x,t) € 0D x Rt
5 (1)
sendo v o vetor normal unitdrio e exterior a 9D.
Nos modelos mais comuns de difusao a fungao a(-) é chamada de difusibilidade

e grosseiramente falando, mede o grau de dificuldade de mobilidade do difusor



Introducao 2

dentro do dominio. Em geral, a difusibilidade corresponde as propriedades do
material do qual a superficie é feita. Aqui, a func¢do a(-) é suave e positiva,
enquanto o termo de reagdo f(-) é de classe C'(R) e, em alguns momentos desta
tese, sera considerado do tipo bi-estavel.

Este tipo de problema aparece como modelo matematico em muitas areas dis-
tintas. Uma solucao desse problema pode modelar, por exemplo, a concentragao
de uma substancia em um meio heterogéneo com o tempo evoluindo e sob efeito
do termo de reacao.

Nosso objetivo é encontrar mecanismos de interagao entre a funcao de difu-
sibilidade a(-) e a geometria do dominio M ou D, tanto para produzir padroes
para (0.0.1) e (0.0.2) como para nao produzir padroes.

Existem muitos trabalhos que abordam a questao de existéncia, ou nao, de
padroes para problemas do tipo (0.0.1) e (0.0.2) em dominios limitados de R"
quando a difusibilidade é constante. Os primeiros trabalhos que trataram este
assunto foram [7] e [8] para problemas com condig¢bes de Neumann na fronteira,
onde foi provado que, para o caso de difusibilidade constante, nao existem padroes
se o dominio for convexo. Em [7], foi construido um exemplo de existéncia de
padroes em um dominio nao-convexo, outro exemplo foi dado em [9].

Ainda, se a(-) for uma fungao constante, a nao-existéncia de padroes para
(0.0.1) sobre uma variedade Riemanniana sem fronteira com curvatura de Ricci
nao-negativa foi provada em [17], generalizando um resultado similar sobre super-
ficies de revolugao que aparece em [1]. No caso em que o dominio é uma superficie
de revolugao, os autores em [2] mostraram que nao existem padroes se a soma
da curvatura Gaussiana sobre cada ponto p e a curvatura geodésica do paralelo
passando por p, é nao-negativa.

Em dominios limitados de R", o papel da difusibilidade quanto a existéncia,
ou nao, de padroes para problemas do tipo (0.0.1) e (0.0.2) ja foi considerada por
muitos autores. No caso unidimensional, isto é, quando D ¢é um intervalo, sujeito
a condicao de Neumann na fronteira, a condicao suficiente para nao-existéncia
de padroes encontrada em [12] é ¢” < 0. Uma condi¢do um pouco mais geral
que esta é encontrada em [13], a saber, (y/a)” < 0. Em dominios com dimensao
n > 2, este problema ainda esta em aberto.

Ainda em dominios unidimensionais, a existéncia de funcoes de difusibilidade
que originam padroes para (0.0.2) foi abordada em [10, 11]. Estes resultados foram
generalizados para dominios com dimensao 2 em [18], e para qualquer dimensao
em [16]. Citamos também [14], onde um problema com condicoes de fronteira de
Neumann nao-linear é considerado.

Agora faremos um breve resumo de nossos principais resultados. Para isto,

considere uma curva suave C' em R? parametrizada por

UFSCar - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
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r1 = Y(s)
r3 = X(5)

com s € I :=[0,1], e as fungoes ¥ e x de classe C*(I). Ainda, ) > 0 em (0,1),
$(0) =) =0e
(¥)*+ () =1lem I

Considere também a superficie de revolucao M, sem fronteira, gerada ao

rotacionar C' em torno do eixo 3.

e Vamos supor, ao longo de todo o texto, que a difusibilidade a(-) é inde-

pendente da variavel angular 6 e assim, abusando da notacgao, denotaremos

a(z(s,0)) = a(s).

Uma condigao suficiente para nao-existéncia de padroes para (0.0.1) que obtemos

¢é a seguinte:

(a'y)'
2av)

onde K ¢ a curvatura Gaussiana e K, é a curvatura geodésica de M.

K+ (K,)* >

em (0,1)

Em particular se
e M ¢ a fronteira de um dominio convexo de R? e
e a'1) é nao-crescente em (0,1)

entao (0.0.1) ndo admite padroes.

O mesmo resultado é obtido para (0.0.2) (em D consideramos (0) > 0 e
(1) > 0, ou seja, D possui fronteira), o que generaliza a condigao encontrada em
[12]. Isto pode ser visto considerando ¥ = 1, o que corresponde a um cilindro
circular reto finito, e entao a condicao de nao-existéncia de padroes seria a” < 0,
como encontrado em [12].

Nosso resultado também generaliza [2], onde o mesmo problema com a=cte é
tratado, e a condigao obtida é K + (K,)? > 0.

Apo6s introduzir um pequeno parametro € > 0 na equagao (0.0.1)

u = € div(a(z)Vu) + f(u), (z,t) € M x Rt (0.0.4)

tornando-a singularmente perturbada, concluimos que uma condi¢ao suficiente

para existéncia de padroes é

e /a1 possui um minimo local isolado em (0,1),

UFSCar - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
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desde que termo de reacao f seja do tipo bi-estavel e satisfaca a condigao de
igualdade de area, por exemplo, f(u) = u — u®. Nestas condigoes, provamos
a existéncia de uma familia de solugoes estaciondrias nao-constantes estaveis de
(0.0.4), {uckoe <., Para algum € > 0. Em particular, se a=cte, tal condicio ¢
satisfeita se, grosseiramente falando, a superficie M possuir um “gargalo”.

O perfil geométrico das solucoes também é apresentado, isto é, obtemos o
comportamento assintético, quando ¢ — 0, da familia de padroes encontrada.
Todos estes resultados permanecem vélidos para o problema (0.0.2).

Além disso, para o problema (0.0.2) obtemos outra condi¢ao suficiente para

existéncia de padroes, qual seja, se

3 ((a;}b)')l (so) > 0 para algum sy € (0,1) e

e d/(s)>0em (0,s0) e d'(s) <0 em (sp,1),

entao provamos que existe f € C'(R), dependendo de a(-) e ¥(+), tal que (0.0.2)
admite padroes.

O resultado descrito acima é obtido somente em superficies de revolugao com
fronteira (¢(0) > 0 e 1(I) > 0) e segue os passos de [13] e [2], onde um resultado
mais forte é apresentado para o mesmo problema considerando a(-) constante.
O recente trabalho [3] aborda o mesmo caso (com a(-) constante) em superficies
de revolucao sem fronteira (¢(0) = () = 0) e o mesmo resultado é obtido
adicionando a hipdétese de que ¥ é uma funcao analitica. Nesta tese tratamos
somente o caso em superficies de revolugao com fronteira, porém, acreditamos ser
possivel seguir os argumentos de [3] e concluir resultados andlogos em superficies
de revolugao sem fronteira.

Varios exemplos de superficies de revolucao e funcoes de difusibilidade dife-
rentes sao dados, tanto para os casos de existéncia de padroes quanto para os
casos de nao-existéncia.

No Capitulo 1 desta tese fixamos algumas notagoes e apresentamos resultados
uteis para desenvolvimento do trabalho. Neste capitulo discutiremos as propri-
edades das superficies de revolucao, algumas ferramentas de Geometria Diferen-
cial e também das fungoes de variagao limitada. No Capitulo 2 apresentamos o
PROBLEMA 1, um pequeno resumo acerca da teoria de estabilidade de solugoes
e obtemos todos os nossos resultados relativos a equagao definida em uma su-
perficie de revolucao sem fronteira (o problema (0.0.1)), ou seja, estendemos o
resultado de nao-existéncia dado em [2], para o caso onde a(-) é ndo-constante.
Apb6s introduzir um pequeno parametro positivo na equagao (0.0.1) fornecemos
condicoes suficientes para a existéncia de uma familia de solugoes estacionarias es-
taveis {ve}o_ <, € seu comportamento assintotico. Este tltimo resultado ¢ obtido

por meio da técnica de I'-convergéncia

UFSCar - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
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No Capitulo 3 trabalhamos com o problema (0.0.2) e, além de apresentar
os resultados analogos aqueles feitos no Capitulo 2, conseguimos outra condicao
suficiente para existéncia de padroes. Como ja dito, a demonstracao segue os
argumentos e técnicas utilizados em [13] e que também foram usados quando
a=cte em [2].

A familia de padroes obtida na Secao 2.3 desenvolve camada de transicao
interna, isto é, existem constantes av < 3 tais que as solugoes {v.} saltam, quando
e — 0, de valores proximos de a para valores proximos de [ através de uma
curva, a chamada camada de transicao interna. Para tal resultado é assumido

que o termo de reacao f(-) satisfaz a condigao de igualdade de area, a saber,

/jf(é) de = 0.

Finalmente, no Capitulo 4 provamos que, de fato, a condicao de igualdade de
area sobre f(-) é uma condi¢ao necessaria para a familia de padrdes desenvolver
camada de transicao interna.

O trabalho [15] é resultado do PROBLEMA 1 desta tese.
PROBLEMA 2

Equacoes diferenciais cujas derivadas de maior ordem aparecem multiplicadas
por um parametro positivo pequeno sao chamadas equagoes diferenciais singular-
mente perturbadas. Tais problemas modelam, em geral, processos com diferentes
escalas no tempo e/ou espago. Exemplos de problemas similares aos estudados
nesta tese com aplicacoes em bioquimica, hidrodinamica e dinamica populacio-
nal onde duas ou mais espécies interagem em um sistema altamente competitivo,
podem ser encontrados em [37, 38, 42|, e em suas referéncias.

O PROBLEMA 2 estuda uma equagao parabdlica singularmente perturbada
com condi¢oes de Neumann na fronteira. Antes de enunciar formalmente o pro-
blema e apresentar os resultados obtidos, vamos entender em que “ambiente” tal
problema estd inserido. Como referéncia geral, citamos o survey [37].

Considere o seguinte problema singularmente perturbado:

EAu+ flu,r) =0 z€Q
ou (0.0.5)

sendo 2 C R" (n > 1) um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave, ¢ um
pequeno parametro positivo, v o vetor normal exterior a d§2 e f uma fung¢ao duas
vezes continuamente diferenciavel.

O interesse no problema acima esta relacionado a existéncia de solugoes, ao

comportamento assintético com respeito a €, e a estabilidade (no sentido de Lya-

UFSCar - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
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punov) das solugdes quando vistas como solugoes estacionarias do correspondente

problema parabdlico, a saber

u = EAu+ f(u,z)  (2,t) € A x RF

0.0.6
%(m):O r € 00 x RT. ( )

Neste contexto o método de sub e super-solucao aparece com destaque. As
funcoes U, e U, sao chamadas sub-solu¢do e super-solucdo do problema (0.0.5),

respectivamente, se satisfazem as trés condi¢oes abaixo:
(i) U< U,z e
(i) AU+ f(Usox) >0 e AU+ f(U.,z) <0, z€Q;

oU. U,
— > < .
(iii) ey (x) >0, 5 () <0, x €N

E bem conhecido (veja [36], por exemplo) que se existem sub-solugao e super-

solucdo para o problema (0.0.5), entao existe uma solugao U, (z) satisfazendo
U <U(z)<U. Ve

Além da existéncia de solugoes, tal método é muito utilizado no estudo da
unicidade local da solugao e também para investigar sua estabilidade na dinamica
do problema parabdlico. Portanto, fica clara a importancia e o interesse no estudo
de condigoes para que tenhamos garantia da existéncia de sub e super-solucao para
o problema (0.0.5).

As seguintes equagoes relacionadas ao problema (0.0.5) tém grande importan-

cia nesta questao,

flu,z) =0, (0.0.7)
chamada equacao degenerada e
d?u
d_Qf = f(u, ), (0.0.8)

chamada equacdo associada, sendo = considerado como um parametro. Assuma

que a equacao degenerada (0.0.7) possua uma raiz u = ¢(z) satisfazendo
O f(p(x),r) <0, Ve (0.0.9)

Note que esta condi¢ao implica que a raiz u = ¢(x) é isolada. Além disso,
a solucao u = ¢(x) da equagao degenerada corresponde a uma familia de so-

lugbes de equilibrio da equagao associada (0.0.8). Um ponto de equilibrio de

UFSCar - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
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(0.0.8) u = u(x) ¢é dito ser estdvel (instavel) se a desigualdade 0, f(a(x),z) < 0
(01 f(u(x),z) > 0) ocorre em 2. A condicao (0.0.9) garante que u = ¢(z) é uma
solucdo de equilibrio estével de (0.0.8).

Nestas condic¢oes, o método de sub e super-solucao garante que existe uma
familia de solugoes de (0.0.5), {uc}q. <, Para algum ¢, > 0, tal que

limu.(x) = ¢(x), x €.

e—0

A prova deste resultado é bem conhecida (veja [37, 44]), e usa de maneira
crucial o fato de que a raiz u = ¢(x) da equacao degenerada é isolada, isto é,
satisfaz (0.0.9).

Situagoes de mesma natureza, ou seja, quando a raiz da equacao degenerada
é isolada, aparecem também em sistemas de equacoes diferenciais ordinarias, ou
parciais, singularmente perturbados. Neste contexto tém destaque os trabalhos de
A. N. Tikhonov sobre o comportamento assintético das solugoes (veja [37, 46, 47],
por exemplo).

O PROBLEMA 2 desta tese estuda um problema no qual a condigao (0.0.9)
¢ violada. Muitos trabalhos seguindo esta direcao tém aparecido nos tltimos
anos, por isso, fazemos aqui um breve relato da técnica utilizada e dos resultados
obtidos.

Considere o problema (0.0.6) com n = 1 (entao 2 = (0,1), por exemplo) e

assuma as seguintes hipoteses sobre f:

(Hy) A funcao f(u,x) admite duas raizes u(z) = ¢1(x) e u = ¢o(x), isto é,

f(#1(z),z) = f(¢a(x),2) =0, Ve,
tais que
o ¢1(x) > ¢po(x) se x € (0,x),

o O1(x) < po(x) se x € (xp,1) e
® ¢1(z0) = P2(o).

A hipétese acima diz que as raizes de f se intersectam em xg, e entao

O f(1(0), 20) = O1f (d2(x0),70) =0 (0.0.10)

ou seja, nao ocorre a condi¢ao (0.0.9). A partir dai, a seguinte hipdtese é assumida

a fim de encontrar condicoes para aplicacao do método de sub e super-solucao:

(H2)
81f(¢1($)7x) <0 e 81f(¢2(93),:v) > O’ Ve (07330)
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O f(pr(x),z) >0 e Oi1f(pe(x),x) <0, Ve (xl).

A hipétese (Hy) implica que as solugoes de equilibrio u(z) = ¢1(z) e u = ¢o(x),
da equagao associada (0.0.8), mudam seus tipos de estabilidade ao passar por
xo. Esta é a razao que faz tal teoria ser chamada de problemas singularmente
perturbados no caso de mudanca de estabilidade. Esta nova nocao foi proposta
em [39] e em geral os autores seguem os seguintes passos para obter a existéncia
e o comportamento assintotico das solugoes. Primeiramente a seguinte fungao é

considerada:

¢2(l’), T € [1’0,1],

esta fungao é chamada raiz composta estdvel da equagao degenerada f(u,z) =0

$(x) = { A (0.0.11)

(O f(o(x),z) < 0 para x # xo). Note que, em geral, ¢ nao é suave em xy. Além

de (H;) e (H»), as seguintes hipéteses sdo assumidas:
(Hs) 0% f(¢(x0),20) > 0
(Hy) O f(p(x),x) > m|x —xo|, Vae€]|0,1], onde m é um nimero positivo.

A fungao f(u,x) = (u— ¢1(z))(u — ¢o(x)) é um exemplo que satisfaz (Hs) —
(Hy), desde que ¢, e ¢ satisfagam (Hy).

Nestas condicoes, com a técnica de expansao assintética e um refinamento no
método de construir as sub e super-solugoes, é possivel concluir que o problema

(0.0.5) admite uma familia de solugoes, {uc}, ..., para algum e > 0, tal que

limuc(x) = ¢(z) Ve (0,1). (0.0.12)

e—0

Veja a ilustracao abaixo:

Y Ue

Figura 1: Funcao u., para € > 0 suficientemente pequeno.

O resultado acima pode ser visto em [37, 44]. Obviamente, o mesmo problema

pode ser proposto em dimensoes maiores. Para n = 2, as raizes da equagao
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degenerada ¢;(x) e ¢o(x) se intersectam em uma curva suave vy (tal que 9Q N~y =
0) que divide © em duas componentes suaves e conexas {2y e {2y e assim, com
hipéteses andlogas a (Hy) — (Hy) obtém-se os mesmos resultados [37, 40, 42]. Um
problema similar com n > 2 é abordado em [38] onde os autores consideram como
dominio a bola unitaria e f(u,z) = —(u—a(]z|))(u—b(]z|)), ou seja, as raizes da
equacao degenerada sao fungoes radiais. Para sistemas de equacoes diferenciais
singularmente perturbados no caso de mudanga de estabilidade, citamos [37, 41].

Os resultados obtidos pelo método discutido acima limitam-se as dimensoes
n=1en =2 (exceto [38] onde um caso especial é tratado, como mencionado
anteriormente). Além disso, a hip6tese de que a curva -, ou seja, a curva de in-
terseccao das raizes da equacao degenerada, nao intersecta a fronteira do dominio

Q2 é fundamental, como pode ser visto em [37]. Veja a ilustracao abaixo:

Q

a>b

Qq

Figura 2: Dominio Q C R? tal que v N 9Q = 0.

Poucos trabalhos estudam a estabilidade (no sentido de Lyapunov) das so-
lugoes encontradas. De fato, em [37] os autores declaram a importancia de tais
resultados e a dificuldade de obté-los. Veja por exemplo [38] onde o dominio é
uma bola unitéria e as raizes sao radiais. Em [43] resultados de estabilidade sao
obtidos assumindo certo comportamento periédico de f, e em [45] o problema
(0.0.6) ¢é estudado com n = 1.

Como ja dito, o problema abordado nesta tese (veja (0.0.13), abaixo) viola a
condicao (0.0.9), pois por hipdtese, as raizes da equagao degenerada se intersectam
(veja condigao (f1)) e portanto nao sao isoladas, porém, como veremos adiante,
nao podemos dizer que é um caso de mudanca de estabilidade. Nossos resultados
nao limitam a dimensao do dominio, ou seja, consideramos n > 1. Todas as
solugoes encontradas sao estaveis no sentido de Lyapunov, e ainda, nosso método
permite que 7 intercepte a fronteira de ). Veja a figura seguinte que ilustra esta

situacao.
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Figura 3: Dominio Q C R? tal que v N 9Q # 0.

Finalmente, descrevemos nosso problema e os resultados obtidos. Considere a
seguinte equacao parabdlica singularmente perturbada e condi¢oes de Neumann

na fronteira:

u(r) = e div(k(z)Vu(z)) + f(u,z) z€Q

ou (0.0.13)

%(93) =0 x € 0N
sendo 2 C R™ (n > 1) um conjunto aberto, limitado e com fronteira suave, €
um pequeno parametro positvo e v o vetor normal exterior a 0§2. A funcao de
difusibilidade k(-) é suave e estritamente positiva.

Vale ressaltar que todos os trabalhos relacionados ao fenomeno de mudanca
de estabilidade assumem, por conveniéncia do método utilizado, difusibilidade
constante. Como sabemos, e inclusive ja vimos no PROBLEMA 1 desta tese, a
difusibilidade desempenha importante papel quanto a existéncia, ou nao, de so-
lugoes estacionarias estaveis de problemas parabdlicos. Como ficara claro, nossos
resultados s@o independentes do comportamento de k(+) o que se estabelece como
outra importante contribuicao desta tese.

A fungao f(-) é de classe C! e satisfaz as hipGteses apresentadas abaixo.

(f1) Existem uma subvariedade (n — 1)-dimensional v C € dividindo €2 em duas
componentes conexas denominadas {2, e (), tais que as fronteiras 0€2, e
0%, sdo de Lipschitz, e trés funcdes 6,a,b € C'(Q) que sdo raizes de f, ou
seja,

Flaw),z) = f(blx),x) = F(O(x),2) =0, ¥ z€Q.

Além disso,

e a>0>bem (),
e b>0>aem )

e a=0=bem~.
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(f2) o dif(a(x),x) <0, Ve (2\9),
e 0. f(b(x),r) <0, Vaxe(Q\n).

(f3)

max{a(x),b(x)}
/ (6 2)dE=0, ¥ 10
min{a(z),b(z)}

(condigao de igualdade de drea).

(f1) Existem constantes positivas c1, ¢ e Sp € um nimero p > 2 tal que
c|sl” < F(s,z) < cofs,

para todo s satisfazendo |s| > sg, onde

—/b(u)f(f,x)dé, r € Q,
Fu,z) =4 0, T €N (0.0.14)

- (u)f(f,x) & weq,

A hipétese (f1) diz que
nf(a(x),z) = 01 f(b(x),x) =0, Ve,

ou seja, as raizes a(z) e b(x) da equagao degenerada f(u,z) = 0 nao sao isoladas.
A hipétese (f2) confirma que nao estamos em um caso de mudanga de estabi-
lidade.
Precisamos ainda que a funcao F' seja do tipo poco duplo, por isso, além de
(f1) e (f2) assumimos que f(-) satisfaz a condigao de igualdade de drea (f3). A

hipétese (f4) é necesséria para controlarmos o crescimento da fungao F'.

A funcéo f(u,z) = (u—a(x))(u—b(z)) (u — O(x)) com O(z) = (a(a:) ;L b(:v))’

é o mais simples exemplo que satisfaz (fy) — (f1), desde que a, b e 6 satisfagam
(f1). Note que quando b(z) = —a(x), temos 0(x) = 0.
Com as hipdteses acima provamos a existéncia de quatro familias de solugoes

estacionarias e estaveis de (0.0.13):

g {ul}
{U€ 0<e<ep’ "7 77 Ue 0<e<eg’

para algum €, > 0, tais que
o [u! — ug|pi ) — 0 quando € — 0, sendo ug(z) = a(r)xa,(*) + b(x)xa, (2);

o [u? —uf|L 1 — 0 quando € — 0, sendo u3(z) = b(x)xq, () + a(r)xa, (2);
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o [u} —ug| g — 0 quando € — 0, sendo uj(z) = a(x);
o |ut— u$|L1(Q) — 0 quando € — 0, sendo ug(z) = b(z).

Nos problemas que ocorrem interseccao das raizes da equacao degenerada e
mudanca de estabilidade, o comportamento assintotico da familia de solugoes é
dada de maneira pontual (veja (0.0.12)), enquanto que no nosso caso conseguimos
na topologia L' (). Porém, além de conseguirmos a existéncia, o comportamento
assintotico quando € — 0, e principalmente a estabilidade de quatro familias de
solugoes estaciondrias de (0.0.13), nosso método nao restringe a dimensao do
dominio, nao exclui a possibilidade de ~ interceptar a fronteira de €2 e considera
o termo de difusibilidade nao-constante.

A apresentacao do problema e todos os detalhes dos resultados discutidos

acima, sao o contetido do Capitulo 5.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo é dedicado a apresentar as principais defini¢oes e alguns resulta-
dos conhecidos que serao 1teis no decorrer deste trabalho. Desde ja, a menos que
seja dito o contrério, chamaremos de dominio todo subconjunto € de R™ (n > 1),

que seja limitado, aberto, conexo e com fronteira suficientemente suave.

1.1 Superficies de Revolucao

O PROBLEMA 1 desta tese se refere a equacoes diferenciais parabdlicas defini-
das em superficies de revolucao. Nesta secao definiremos estes dominios e veremos
algumas de suas propriedades.

Sejam C' uma curva em R3 parametrizada por

r1 = Y(s)
9 =0 (1.1.1)
r3 = X(s)

com s € I :=[0,1], e as fungoes v e x de classe C*(I). Ainda, ¢ > 0 em (0,1) e
@)+ ()’ =1em I (1.1.2)
Por simplicidade, vamos supor ainda que
X >0em (0,0+¢€)U(l—e€l), (1.1.3)

para algum € > 0.
Seja M a superficie de revolucao de R3 obtida através da revolucao da curva

C' em torno do eixo x3. Assim, M é parametrizada por

13
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1 = P(s) cos(0)
xo = 1(s) sen(h)
x3 = X(8)

(1.1.4)

com (s,0) € I x[0,2m).

Separamos nosso problema em dois casos:

e Caso 1: Considere ¥(0) = ¢(l) = 0, entdo M nao possui fronteira. Neste
caso tomamos ¢'(0) = —/(l) = 1, uma vez que sempre assumimos que M
¢ a métrica Riemannian g (a ser definida adiante) definida sobre M sao
suaves (veja [6]). Este caso é tratado no Capitulo 2.

M|
C

X1

Figura 1.1: Dominio de Revolugao sem Fronteira

e Caso 2: Considere 1(0) > 0 e ¥(l) > 0, entdo M ¢é uma superficie de
revolucao com fronteira OM. Temos que OM = 7y Uy onde g e 7 sao

duas circunferéncias parametrizadas com coordenadas locais (s, ) por

com t € [0,27). Este é o caso que serd tratado no Capitulo 3.

M

Figura 1.2: Dominio de Revolucao com Fronteira

A superficie de revolu¢ao M, com parametrizacao (1.1.4), é uma variedade Ri-

emanniana 2-dimensional com a métrica em coordenadas locais dada por (usando
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notacao de Einstein)
ds? = gi;da’ da?, (g7) = (g;;"), gl = det(gy;)-
O elemento de area sobre M é

do = +/|g| dz" da?

e dvy denota o elemento de comprimento de arco sobre M.
Dado um campo vetorial suave X sobre M, o operador divergente de X ¢é

definido como

1 9 4
divy X = —— (/]| X", (1.1.5)
! Vgl 9z

e o gradiente Riemanniano, denotado por V ¢, de uma funcao real ¢ suficiente-

mente suave definida em M |, é dado por

(Vy9)' = g”0;0. (1.1.6)

Na Segao 2.1 veremos como o operador divergente div,(a(z)V,u) pode ser
expresso na superficie de revolucao M com coordenadas 2! = s, 2 = 6 quando
a fungao a(-) é independente da variacao angular 6.

Temos ainda que, sob estas condicoes, a curvatura Gaussiana K de M é dada

por
_1/}//
K(s) = (s) (1.1.7)
(G
com s € (0,1) e, para referéncia futura, a quantidade
+’

s 1.1.8
" (s) (1.1.8)

representa a curvatura geodésica K, dos paralelos s = cte sobre M. Aqui o sinal
de K, depende da orientacao da parametrizacao. Para mais detalhes sugerimos

[6, 26, 29], por exemplo.

1.2 Funcoes de Variacao Limitada

Todas as definigoes e resultados dessa se¢ao podem ser encontradas em [22,

25, 27], por exemplo.

Definicao 1.2.1. Sejam €2 C R™ um conjunto aberto e limitado com fronteira

Lipschitz e u € L'(Q), entao dizemos que u possui variacao limitada se
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/ | Du| := sup{/udivgdx 19 € C(QRY), g| < 1} < 00.
Q Q

Se uma fungao u possui variacao limitada entao o gradiente de w, Du, no
sentido das distribuigoes, define uma medida de Radon com wvariacao total finita

em {2 dada por

Dul(@) = [ Dul.
Q
A variagao total |Dul é, por si s6, uma medida de Radon.

Definicao 1.2.2. Definimos o conjunto BV (£2) como sendo o conjunto das fun-

goes u € L*() com variagao limitada. Tal conjunto munido com a norma
|ul gy () = lulpiq) + [Dul ()

é um espaco de Banach.

Se u € BV(2), a integral de qualquer fungao continua e nao-negativa h, com

respeito a medida |Du| pode ser expressa por (veja [23], por exemplo)

/ h(x) |Du| = sup {/ udivgdr : g € Cj(Q,R"), |g] < h} . (1.2.1)
Q Q

Dentre as muitas propriedades envolvendo as funcoes de variacao limitada que
podem ser vistas nas referéncias desta secao, destacamos a existéncia do operador
traco

T:BV(Q) — L'Q)

que ¢ linear e limitado, e também o seguinte teorema de extensao

Teorema 1.2.3. Sejam U e ) subconjuntos de R™ abertos, limitados e com fron-
teira Lipschitz tal que U C Q. Seja uy € BV(U) e uy € BV(Q\ U). Defina

() = u(z), ©elU
| w(z), zeQ\T.

Entao u € BV (9Q).

O teorema acima aparece em [22] com {2 = R™, uma demonstragao andloga
pode ser feita considerando {2 C R™ um subconjunto proéprio, aberto e com fron-

teira Lipschitz.
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Definicao 1.2.4. Seja A um conjunto de Borel contido em um subconjunto

aberto €2 de R", definimos o perimetro de A em ) como sendo
Perg A := |Dx 4| (),
onde Y4 representa a funcao caracteristica relativa ao conjunto A,

1, xz€A

xalz) = { 0, z¢A.

Se Perg A < oo entao dizemos que A possui perimetro finito. Quando €2 = R”

denotaremos Pergn» A simplesmente por Per A.

Ao longo deste trabalho sera de imensa importancia o uso da medida de Haus-
dorff n-dimensional H"™. Para a sua definicao e suas propriedades recomendamos
[22, 27]. As préximas duas proposigoes podem ser encontradas em [22; 27| e [25]

respectivamente.

Proposicao 1.2.5. H" concide com a medida de Lebesque L™ em conjuntos L™-

mensuraveis.

Proposig¢ao 1.2.6. Sejam A C R™ um conjunto limitado com fronteira C* e
Q C R™ um aberto. Entao

Perg A = H" ' (0ANQ).

Estabeleceremos agora a desigualdade isoperimétrica classica para conjuntos
de perimetro finito e também uma versao local, chamada desigualdade isoperimé-

trica relativa.

Teorema 1.2.7. Seja E C R™ um conjunto limitado de perimetro finito. Entao

existe uma contante ¢ = c(n) tal que
H(E) " D/" < cPer E.
Ainda, para cada bola B(r) C R™,
min {H"(B(r) N E), H"(B(r) \ E)}" /" < ¢Perp(E).

Definigao 1.2.8. Dizemos que um conjunto boreliano A é de Caccioppoli se

Perg A < oo para todo conjunto limitado €.

Definicao 1.2.9. Seja A um conjunto de Caccioppoli, dizemos que = € 0, A, a
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fronteira de medida teorética de A se

lim sup LM(B(xz,r)NA)

r—0 re

> 0,

lim sup £2(B(z,r) \ 4)

r—0 rr

> 0.

Pelo Teorema Gauss-Green Generalizado que pode ser visto na pagina 209 de
[22], temos que
|Dxal = H" ' 0,A, (1.2.2)

ou seja, para todo aberto 2 C R”
Perg A = H" 1 (0,ANQ). (1.2.3)

A proposigao abaixo é uma versao da férmula de co-area e serd de extrema

importancia neste trabalho

Proposicao 1.2.10. Dados 2 C R™ aberto, u € BV () e f uma fun¢ao continua

em €1, temos que

/fIDulz/ U fAH™M | de.
Q —00 QNI {zeQu(z)>E}

Denotamos por AAB a diferenca simétrica entre os conjuntos A e B, ou seja,
AAB = (B°NA)U (A°N B).

Lema 1.2.11. Seja Q2 C R™ um conjunto limitado, aberto e com fronteira Lips-
chitz. Seja A C Q um subconjunto de perimetro finito em Q@ e 0 < L"(A) <

LM(Q). Entao existe uma sequéncia de abertos A; tal que
(i) OA; € de classe C?,

(1) L7((A; NQ)AA) — 0 quando j — oo,

(111) Perq A; — Perg A quando j — oo,

(iv) H* 1 (0A; N o) =0,

(v) L"(A; N Q) = L"(A), para j suficientemente grande.
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1.2.1 O Caso Unidimensional

A nocao cléassica de variacao limitada para funcoes reais de variavel real usa
de maneira essencial a ordenacao de R, razao pela qual nao é diretamente gene-

ralizavel a dimensoes mais altas. Veja abaixo tal definicao.

Definicao 1.2.12. Sejam f uma fungao real de variavel real e a < b dois niimeros

reais. A wvariagdo de f no intervalo |a,b] é dada por

var® (f) :sup{Z]f(ti) —fttii)|:neNa=ty <t <...<t, :b}.
=1

Uma funcao f diz-se de varia¢ao limitada se existir uma constante C' > 0 tal

que var’(f) < C quaisquer que sejam a < b, definindo-se a variacio de f como
var(f) = sup {var’(f) :a <b€R}.

Esta definicao de variacao limitada é muito conhecida e frequentemente uti-
lizada para funcoes f : R — R. Entretanto, torna-se invidvel quando o estudo
envolve conceitos que se mantém inalterados quando se alteram valores da funcao
em questao em conjuntos de medida nula. Esta limitacao da definicao classica
de variacao limitada é eliminada introduzindo-se uma nova definicao de variagao
em dimensao 1 - a variacao essencial - que nao é afetada por mudancas no valor
de f em conjuntos de medida nula e cuja generalizacao as dimensoes superiores é
equivalente a Definicao 1.2.1. No Capitulo 2 fazemos uso desta noc¢ao de variagao
para funcoes de variavel real, que é definida abaixo.

A definicao de variacao essencial depende de outro conceito, o de continuidade

aproximada:

Definicao 1.2.13. Uma funcao f é aproximadamente continua num ponto xq, se
V& >0, 0 conjunto X = f~'{y:|u— f(xo)| >} tiver densidade igual a zero

em xp, ou seja, se

lim L(X N B(zg,7))

M T LB )

Definigao 1.2.14. Seja f uma fungao real integravel em [a,b]. A wvariagdo es-

sencial de f no intervalo [a, b] é

varess. (f) = sup {ZU(E) —fltic)]:meNa<ty<t; <...<t,< b},
i=1

sendo cada t; um ponto de continuidade aproximada de f. Uma funcao f diz-se

de wvariagdo essencial limitada ou f € BV (R), se existir uma constante C' > 0 tal
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que varess(f) < C' quaisquer que sejam a < b, sendo

varess(f) = sup {varess’(f) :a < b€ R}.

a

Teorema 1.2.15. Se f € L'((a,b)), entdo

b
varess(f) = sup {/ fo'dx: ¢ € Ci((a,b)),|o| < 1} :

Dada uma fungao u € L}, (a,b), definimos o conjunto de transicao S, de u
como o conjunto dos pontos onde o limite aproximado superior e inferior diferem

ou nao sao finitos, sendo

. HY(B(zo,7) N {u>t}) _
méﬂﬁj HL(B (z0,1) 0}

YB
ap (i G000 )
ter (120 H'(B(zo,7))
o limite aproximado de u em xy superior e inferior, respectivamente. Seja u €
BV ((a,b),{«a, 5}) com « e (B constantes, ou seja, u € BV (a,b) e u(z) € {a, [}

para todo = € (a,b). Entao, denotando H® como a medida da contagem, temos

que H°(S,) < oo e |B— a|H(S,) coincide com a variacao total |Du|. Conse-

quentemente dada h uma fungao continua e positiva

hiz)|Dul =18 — « haz)dH’ = |8 — « h(x). 1.24
[¥)<>| =18 |Lu<> 60l 3 hx) (12.4)

xGSu

A definicao de conjunto de transicao poderia, de modo anélogo, ser feita em
dimensoes maiores, porém o caso n = 1 é suficiente para nossos propositos.
A demonstragao do Teorema 1.2.15, assim como todos os detalhes desta sub-

segao, podem ser encontrados em [22, 25, 27|, por exemplo.

1.3 O Teorema de Kohn e Sternberg

Nesta secao apresentaremos um teorema devido a Kohn e Sternberg que sera
de extrema importancia para a obtencao de alguns do principais resultados desta
tese. Para enunciarmos tal teorema necessitamos de algumas defini¢coes prelimi-
nares.

Existem vérias versoes equivalentes da definicao de I'-convergéncia sendo que
a por nés adotada é aquela encontrada em [18, 31], por exemplo.

Para as préximas definigoes considere 2 C R™ (n > 1) um subconjunto aberto,
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Lipschitz e limitado.

Definicao 1.3.1. Seja {E.}

reais estendidos. Dizemos que {E.} ., I'-converge a Ey quando € — 0, se:

0 L'(Q) = R U {oo} uma familia de funcionais

(i) paracadav € L'(Q) e para qualquer sequéncia {v.} em L'(Q) tal que v. — v
em L'(Q), quando € — 0, implica que

Eo(v) < liminf E (v,).
e—0

(ii) para cada v € L'(2) existe uma sequéncia {v.} em L'(Q) tal que v, — v

em L'(Q), quando € — 0, e

> i .
E0<U> = 11_{% sup EE(UG)

Neste caso também dizemos que Ey é o I'-limite da familia {E.} ., e escrevemos

D(L1(Q)7) — lim E.(v) = Ey(v).

e—0

Definigao 1.3.2. Dizemos que vy € L'(Q) é um minimo local de Ey se existe

1> 0 tal que

Ey(vo) < Eo(v) sempre que 0 < [v — o[ q) < 4.
Ainda, se
Ey(vg) < Eo(v) sempre que 0 < [v—wo|p1q) < i
entao vy é chamado minimo local isolado de Ejy.
Muitos dos argumentos utilizados nesta tese relacionam os minimos locais
isolados de um determinado funcional I'-limite F,, com os minimos locais da

0 dos quais E é o I-limite [18, 32]. Esta

relacao é dada pelo Teorema de Kohn e Sternberg que é apresentado abaixo.

familia de funcionais de energia {E.}

Teorema 1.3.3 ([30]). Suponha que uma sequéncia de funcionais reais estendidos
{E}.p: L'(Q) = RU{oo},

['-converge para um funcional real estendido Ey e também que as sequintes hipo-

teses sao satisfeitas:

(i) Toda sequéncia {v.} , tal que E.(v.) < C < 0o para todo € > 0, é compacta

em L'(Q).

e>0

UFSCar - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



Capitulo 1 - Preliminares

22

(i1) Existe um minimo local isolado vy de Ey.

Entao existe eg > 0 e uma familia {v. tal que

}O<e<50

e v, € um minimo local de E..

o |, — /UO‘Ll(Q) — 0, quando € — 0.
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Capitulo 2

Padroes em Superficies de

Revolucao Sem Fronteira

Neste capitulo apresentamos o PROBLEMA 1 e obtemos resultados de exis-
téncia e nao-existéncia de padroes quando o problema parabdlico é definido em
uma superficie de revolucao sem fronteira M. Vale salientar que o PROBLEMA 1
engloba tanto o caso de dominios sem fronteira, quanto o caso de dominios com
fronteira que sera tratado no Capitulo 3. Exemplos, para os nossos resultados de
existéncia e nao-existéncia de padroes sao apresentados no final de cada secao.

Além disso, fazemos aqui um pequeno resumo sobre estabilidade de solugoes

estaciondarias.

2.1 Apresentacao do Problema e Analise de Es-
tabilidade

O PROBLEMA 1 desta tese é encontrar condigoes suficientes para existéncia,
como também para nao existéncia, de solugoes estacionarias nao-constantes e

estaveis das duas seguintes equacoes parabdlicas,

up = div(a(-)Vu) + f(u), (x,t) € M xRt (2.1.1)
onde

e MC R3 é uma superficie de revolucao sem fronteira, ou seja, estamos no

Caso 1, veja Secao 1.1.

Denotamos por div o operador divergente sobre M.
Quando estivermos no Caso 2, ou seja, o dominio é uma superficie de revolugao
com fronteira, entao trocaremos a notacao M por D. Além disso, consideramos

a condi¢ao de Neumann homogénea na fronteira:

23
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up = div(a(-)Vu) + f(u), (x,t) € D xR
Ou =0 (x,t) € 0D x Rt (2.12)
ov ’ ’
sendo v o vetor normal unitario e exterior a dD.
Nos dois problemas acima consideramos a fungao de difusibilidade a(-) de

classe C? e estritamente positiva.

e Além disso, pensando nas coordenadas (s, ), tomamos a(-) independente

da variagao angular . Assim, abusando da notagao escreveremos
a(z) =a(s), Vo = (¢(s)cos(d),¥(s)sen(d), x(s)) € M. (2.1.3)

O termo de reacao f(-) ¢ uma fungao de classe C! e em determinados pontos

desta tese serd considerado do tipo bi-estdvel (veja Se¢ao 2.3 e Segao 3.2).
Utilizando (2.1.3) e os conceitos discutidos na Se¢ao 1.1, iremos escrever os

problemas (2.1.1) e (2.1.2) nas coordenadas (s, ) fazendo uso da métrica g. Fi-

xando 2! = s e 22 = 0, temos que

10
(9ij)ij=12 = [ 0 2 ] )

portanto |g| = 1%, e uma conta simples (veja (1.1.5) e (1.1.6)) mostra que

Ou 1 Ou
e
divy(a(z)Vau) = auss + (w?(;)sus + %U@g. (2.1.5)
Assim, as solugoes do problema (2.1.1) definido sobre M necessariamente
satisfazem
_ (Ya)s a T
Up = Algs + 7 us + Eue(; + f(u), (s,0,t) € (0,1) x (0,2m) x R™ (2.1.6)

Em relagao as solugoes de problema (2.1.2) definido sobre D, temos que 0D =

Yo U (veja Caso 2). Assim, usando (1.1.3) temos que

ou du ou  Ou
5 —a(O) em Y, € 5 = %(1) em ;. (2.1.7)
Portanto, de (2.1.5) e (2.1.7) as solugoes do problema (2.1.2) satisfazem
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(Ya)s

(0
W(0) =0, u'(l)=0

Up = Qg + us + —ugp + f(u), (s,0,t) € (0,1) x (0,27) x R"

@/)2 (2.1.8)
Observacao 2.1.1. Estamos interessados na existéncia, ou nao, de solugoes

nao-constantes, estaciondrias e estdveis dos problemas (2.1.1) e (2.1.2). Como

veremos adiante, serd de fundamental importancia as equacoes (2.1.6) e (2.1.8).

No que segue, chamaremos U de solu¢do estaciondria do problema (2.1.6), ou

de (2.1.8), se U for independente do tempo t. Isto é, U deve satisfazer

divg(a(-)\V,U)+ f(U)=0, xzeM (2.1.9)
no caso (2.1.6), ou

divy(a(-)V,U)+ f(U)=0, xe€D

2.1.10
8_U =0, x € 0D ( )
ov

no caso (2.1.8).
Uma solugao estaciondria U de (2.1.6) ou (2.1.8) é chamada estdvel (no sentido

de Lyapunov) se para cada e > 0 existe § > 0 tal que

lu(-,t) = U|,« < € para todo ¢t > 0, sempre que |ug — Ul <6,
onde uy = u(+,0). Se existe §; > 0 tal que

[ug — Ul ;0o < 61 implica que |u(-,t) — Ul — 0, quando t — oo,

entao U é chamada assintoticamente estdvel. Dizemos que U é instavel se nao é
estavel.

Argumentos classicos de estabilidade linearizada podem ser usados para inferir
a estabilidade da solugao estacionaria U do problema (2.1.6) ou (2.1.8). Com
efeito, denote por A; o autovalor principal (i.e., o menor autovalor) do problema

de autovalores do problema linearizado em torno de U

divy(a()Vy6) + F(U)6 + A =0, €M (2.1.11)

no caso (2.1.6), ou

divg(a()Vgd) + f(U)p+Ap =0, z€D

2.1.12
0¢ =0, xr € 0D ( )
v
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no caso (2.1.8). Em ambos os casos o espectro consiste de uma quantidade enu-
meravel de autovalores
A< A< ;...

E bem conhecido o seguinte critério de estabilidade:

e se A\ > 0 entao U ¢ assintoticamente estavel;

e se A\ < 0 entao U ¢ instavel;

e se A\; = 0 entao U pode ser estavel como também pode ser instavel.

Ainda, o primeiro autovalor \; é caracterizado pelo principio variacional de

Rayleigh
A :inf{%: 6 € H'(M), ¢7Ao} (2.1.13)
onde
Ro(6) = / [a|V,6* — f'(U)¢] do. (2.1.14)
M

Para mais detalhes sobre tais questoes de estabilidade sugerimos [4], em especial

veja os Teoremas 5.1.1 e 5.1.3.

2.2 Nao-Existéncia de Padroes: Condicao Sufi-

ciente

Comecamos esta secao com um lema relacionado as solugoes estacionarias do
problema (2.1.6). Este Lema foi provado em [1, 2] com a(-) constante, porém a
demonstracao para nosso caso ¢ inteiramente analoga e apresentaremos aqui para

conveniéncia do leitor.

Lema 2.2.1. Cada solu¢do estaciondria u do problema (2.1.1) sobre M, que

depende da variagcao angular 0, € instavel.

Demonstragao. Por (2.1.5), u é solugao estaciondria de (2.1.6), ou seja,

Wj)sus + %W)e + f(u) =0,

AlUgs +

e como as fungoes a(-) e ¥(-) ndo dependem de 6, podemos derivar a equagao

acima em relacao a # e obtermos

(Ya)s
03

(ug)s + %(Ue)ee + f'(w)up = 0,

a(UQ)SS + w
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assim 1y ¢ uma autofuncao de (2.1.11) com autovalor A = 0. Como a fungao u
nao é constante temos que uy muda de sinal (note que u é regular em M, logo
u(0) = u(27)) e portanto A = 0 nao é o menor autovalor uma vez que a autofuncao
associada ao menor autovalor ndo muda de sinal, veja [35] por exemplo. Segue

que o menor autovalor é negativo, ou seja, u ¢ instavel. O
Podemos agora enunciar e provar o principal resultado desta secao:

Teorema 2.2.2. Se

w/ / (a/w>/
_ <E) (5) 2 (s, ¥ae ) (22.1)

entao cada solugao estaciondria nao-constante de (2.1.1) é instdvel.

Em particular, este € o caso se
e M for a fronteira de um dominio convexo de R? e
o (d'i)(+) for uma fungdao nao-crescente.

Demonstra¢ao. Considere v uma solucao estacionaria nao-constante de (2.1.1).
Pelo Lema 2.2.1 podemos assumir que v é independente da variacao angular 6,
ou seja, v = v(s). Caso contrario terfamos diretamente que v é instéavel. Assim,

usando (2.1.5) temos que v satisfaz

avss + %—a)svs + f(v) =0 em (0,1). (2.2.2)
Diferenciando com respeito a s e denotando ’ := ﬁ, temos

a/U//+aU///+ (<1€Z/),) UI+ (1/;5)/1)”—1—]“(’0)1)/ — 0

logo,

div,(aV ') +av" + (%) v+ f'(v)v" = 0.

Agora, multiplicando a equacao acima por v' e integrando sobre M, obtemos

/M |:?J/ divy(aVgv') 4+ a'v"v' + (%)/ (V)2 + f’(v)(v’)Q} do =0,

segue que, apds aplicacao de integragao por partes,

[a(")? = f(0)(v)2] do = [ v'a'do + . ,(v’)Qda.
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Lembrando que do = 1 dsdf, temos

/ /l//do_ — /QW/UIIII¢de0
M o Jo
27 27 l
= / / ) dsdf — / / v"a'v'1p ds do
0
= / / ) dsdf — / "a'v' do.
M

/ "”da———/ / ) dsdf.

Assim, lembrando a defini¢ao do funcional R, (veja (2.1.14)) temos que

ou seja,

R) = [ [alVe - ro)e)]ar

- /M [a(@")? = /()] do
_ /M oay' do + /M (%)l(v’)zda
LT (S

Finalmente, um calculo simples mostra que

B (ﬂl)/ . ¢/a/+wa// N _(a’¢)’ —|-”lb ((¢a>/)/ <0.

(& 2a1) 2 ¥

Portanto R,(v") < 0 e, por (2.1.13), temos que A\; < 0. Se R,(v") < 0 entao

A1 < 0 e segue que v é instavel.

Se A\ = 0, como A\; é um autovalor simples, i.e., o auto-espaco associado

possui dimensao 1 (veja [35], por exemplo), temos que v' = c¢ onde ¢ é uma

autofungao correspondente ao autovalor A\; e ¢ # 0. E bem conhecido que ¢ nao

possui zeros em M e isto nos d4 uma contradi¢do, uma vez que v’ se anula em

qualquer ponto de maximo de v em M = M.

A dltima afirmacao do teorema é facilmente provada observando que, neste
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caso,

w/ /_ ) Wa”riﬁa”_(a'w)'
_(E> =K+ () 20 e == = S0 <0,

onde K e K, sao definidos em (1.1.7) e (1.1.8), respectivamente.

O teorema estd provado m
Observacgao 2.2.3. A condigao (2.2.1) tem um significado geométrico, no sen-

AN AN 2
(w) - ¢)+(¢> =)

Ainda, (2.2.1) generaliza a condi¢ao obtida em [2], a saber

(Y
(w) =0

onde o caso a = cte foi abordado.

tido que

Observacao 2.2.4. Note que o Teorema 2.2.2 ¢ wdlido para qualquer func¢ao
f € CYR). No caso onde ) > 0 em [0,1] com condigio de fronteira de Neumann e

a(-) uma fungdo constante, os autores em [2], baseado no trabalho [13], mostraram

(e

para algum so € (0,1), entao existe f € C*(R) (dependendo somente de (-)) tal

que se

que (2.1.6) admite padroes. Seguindo o método de [2, 13] provaremos o mesmo
no Capitulo 3 (veja Se¢ao 3.2), com f dependendo de a(-) e () e assumindo que

estas funcoes satisfacam determinadas hipoteses.

A partir da condi¢ao (2.2.1), dada pelo Teorema 2.2.2, que garante a nao-
existéncia de padroes para o problema (2.1.1), podemos construir muitos exemplos
de superficies que, combinadas a convenientes fungoes a(-), nao admitem padroes.

O simples exemplo abaixo ilustra esta possibilidade.

Exemplo 2.2.5. Se considerarmos M a esfera unitdria, entao ¥ (s) = sen(s),
X(s) = cos(s) e I = (0,7). Neste caso, se
a(s) =sen’(s) +1 s € (0,7),
ie.
alr)=a3+a5+1 v €M

podemos, depois de um certo trabalho de célculo, observar que a condicao (2.2.1)

é satisfeita, e portanto nao existe padrao nesta situacgao.
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Por outro lado, se
a(s) =sen?(2s) +1 s € (0,7),

le.
a(z) =4da3(zi +23)+1 e M

entdo a condigao (2.2.1) nao é satisfeita sobre a esfera unitdria. Portanto, é
possivel que exista f de modo que o problema (2.1.6) possua padroes. De fato,

na secao seguinte veremos que isto ocorre quando f é do tipo bi-estavel.

2.3 Existéncia de Padroes: Condicao Suficiente

O objetivo desta secao é encontrar condicoes suficientes para a existéncia de
padroes para o problema (2.1.1) com um pequeno parametro € > 0 introduzido,
ou seja, nesta se¢ao procuramos solugoes estacionarias nao-constantes e estaveis

para o seguinte problema:

O = e divy(a(-)Vaue) + f(u), (z,t) € M xRF (2.3.1)

onde € é um pequeno parametro positivo. Aqui, assumimos que o termo de reacao

f satisfaz as seguintes hipdteses:

(f1) f tem trés zeros consecutivos «, 0 e f, a < 0 < 3, satisfazendo f'(a) < 0,

f'(B) <0.
B
(f2) / (&) d€ =0 (a condigao de igualdade de 4rea).
(f3) Existem constantes positivas ¢, ¢z, So € um niimero p > 2 tal que
c1]s|” < F(s) < eolsl”

para |s| > sg, onde

Fis) = - [ e 232)

Sob estas condigoes, dizemos que a fungao F'(-) é do tipo “poco-duplo” (ou

“double-well”). Temos que

F(s) >0,

F(s)=0&s=aous=0, (2.3.3)
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e F(:) é de classe C%. A hipdtese (f3), responsavel por controlar o crescimento
de F'(+), é essencial para garantir a compacidade de determinadas solugoes encon-
tradas. A hipdtese (f2), conhecida como condigao de igualdade de area, implica
(2.3.3) e tem carater necessario no nosso método, como sera provado no Capitulo
4.

Veja abaixo uma figura que ilustra o comportamento de f(-) e F'(+).

Figura 2.1: Comportamento das funcoes f e F.

Exemplo 2.3.1. A fun¢ao f : R — R definida por

1o)== axs =) (s- (*57))

satisfaz as condigoes (f1), (f2) e (f3).

O método que usamos nesta segdo para encontrar padroes para o problema
(2.3.1) utiliza de maneira crucial o Teorema 1.3.3. Existem muitos trabalhos que
se utilizam da mesma técnica, citamos por exemplo [18, 30]. Em geral esta técnica
fornece propriedades qualitativas geométricas das solugoes, como pode ser visto
nos trabalhos citados. Além disso, no nosso caso, esta técnica fornece condigoes
suficientes sobre a geometria do dominio (aqui representada pela funcao v (-))
combinada com o termo de difusibilidade a(-) para a formacao de padroes.

Para este proposito, consideramos o seguinte problema

Oue = €20, (Yadsul) + U f(u.), s€(0,1). (2.3.4)

Note que, por (2.1.5), cada solucao estaciondria de (2.3.4) é também uma
solugdo estaciondria de (2.3.1).

Agora apresentamos a familia de funcionais de energia associada ao problema
(2.3.4), ou seja, os funcionais cujos pontos criticos sao solugoes estaciondrias de
(2.3.4). Temos que {E.} : L*(I) - RU {0}, ¢ dado por
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PA8) 7 HY(I
o |ds we i) (2.3.5)

o0, caso contrario

E. =

sendo F' como em (2.3.2).

Nosso préximo passo é encontrar minimos locais para a familia {E.}, e para
isto faremos uso do Teorema 1.3.3. Portanto, devemos encontrar condigoes para
obtermos as hipoteses de tal teorema.

A demonstragao do teorema abaixo pode ser encontrada em [31] para a(-) e
Y(+) constantes. Quando as fungdes a(-) e ¥(+) ndo sdo constantes, basicamente a
mesma demonstragao, com alteragoes bastante previsiveis, pode ser seguida para

demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 2.3.2. Seja Ey : L'(I) = RU{oco} um funcional definido por

l
b 4 7 [ VA Dxenl we BVUILaB)

00, caso contrdario

onde y = /B V F(s)ds. Entao
D(LNI)7) = lim Ee(v) = Eo(v)

onde E. € dado por (2.3.5).

A hipétese (i) do Teorema 1.3.3 é uma consequéncia da hipdtese (f3) sobre f
e do fato que BV (I) estd compactamente contido em L'(I). Todos os detalhes
desta afirmacao estao feitos na Proposigao 3 de [31]. De fato, é neste ponto que
justifica-se a hipdtese de crescimento (f3) sobre f. Outras referéncias usaram do
mesmo artificio, veja [18, 30, 33].

Portanto, a fim de verificarmos as hipoteses do Teorema 1.3.3, resta-nos en-
contrar um minimo local isolado de Ey (veja 2.3.6). No que segue, x(q denota

a funcao caracteristica do conjunto (a,b).

Teorema 2.3.3. Se a fungao \/ay : [0,1] — R assume um minimo local isolado
em so € (0,1), entdo

Uy = QX (0,50) T BX(s0,0) (2.3.7)

¢ um minimo local isolado de Ey, onde o e 8 sao como em (f).

Demonstragao. Como y/ath(-) assume um minimo local isolado em sy, existe dy >

UFSCar - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



Capitulo 2 - Padroes em Superficies de Revolugao Sem Fronteira 33

0 tal que

(Vay)(so) < (Vay)(s)
para todo s € (sg — do, So + dp).

oo lar —
Considere 6 = M eu € BV(I,{«,B}) tal que

De acordo com a Definigao 1.3.2 devo mostrar que para toda u € L'(I) satis-
fazendo (2.3.8) ocorre Ey(u) > Eoy(up).
Note que se u ¢ BV (I,{«,3}) entao

EQ(U) =00 > Eo(UQ).
Seja S, C (0,1) o conjunto de transigao de u € BV (I,{a, 8}). Se S, N (sg —

do, S0 + 0p) = 0, entdo u = « q.t.p em (sg — g, S + d) ou u = [ q.t.p em
(So — 50, S0 + 50), dai

|u— ol 1y :/|u—u0]d32 o — B 6o >0
I

o que contradiz (2.3.8). Assim, S, N (sg — g, So + o) # O e nés podemos tomar
s1 € Sy N (so— o, S0 + 0g). Se s1 # sg, temos que

Eo(u) = VKIVM@¢®HDXWﬁH

> y(Vay)(s1)
> y(Vay)(so)

= Eo(uo)

ou seja, neste caso temos a desigualdade desejada.

Agora, se s1 = sy temos as seguintes possibilidades:
(i) u = ug, entdo |u — g1, = 0, 0 que contradiz (2.3.8).
(i) u = BX(0,5) T OX(s0,1)> ENEAO
|u— o1y = 200 oo — B >0

o que contradiz (2.3.8) novamente.
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(iii) 3 sy € S, tal que sy # s1, entao neste caso
Eo(u) > v [(Vap)(s2) + (Va)(so)] > v(vVay)(s0) = Eo(ug).

O teorema esta provado. O

Teorema 2.3.4. Seja {v€}0<€§60 a familia de minimos locais de E. fornecida pela
combinacao dos Teoremas 1.53.3, 2.3.2 and 2.53.3. Entao cada v. € uma solucao

estaciondria estdvel de (2.3.1).

Demonstra¢ao. Primeiramente observamos que, por (2.1.5), cada solucao estaci-
onaria de (2.3.4) é também uma solugao estacionéria de (2.3.1). Portanto, como
cada v, ¢ uma solugao estaciondria de (2.3.1), resta-nos analisar sua estabilidade.

Uma solugao do problema de autovalor obtido através da linearizagao do pro-

blema (2.3.1) em torno de v,, satisfaz:

88(';/)(1) asue + 62%8921’% + fl(vﬁ)ue + >\'u’6 = 0 (239)

Nos afirmamos que se v; € uma autofuncao correspondente ao primeiro auto-

ad?u, + €

valor A\; do problema (2.3.1), entdao v; é independente de 6.
E facil ver que para qualquer 6y > 0, vi(s,0 + 6p) é também uma autofungao

correspondente a A\;. Além disso, temos que vy é 2m-periddica em relacao a 6 e

l T
//2 W2 (s, 0) A0 ds = 1. (2.3.10)
0 0

Como A\; é um autovalor simples (veja [5]), o auto-espago correspondente

possui dimensao 1, logo existe uma constante k (que, a priori, depende de ;) tal

que
Ul(S,e) = ]{Z’Ul(S,e + 90)
Segue que
l 2 l 27 +0g
// vi(s,0 4+ 6o)ypdfds = // v?(s,0)1p d6 ds
0o Jo 0 Joo
l 2
= // vi(s,0)pdfds =1,
0o Jo
e entao

l 2 l 27
1:// uf(s,e)wdedSZkQ// v2(5,0 4+ 0p) df ds = k.
0 JO 0 JO

Assim k = +1 para qualquer §p > 0,0 < s <1e0 < 0 < 27 o que prova a
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nossa afirmacao.

Lembre que v, é um minimo local de E,, entao para toda ¢ € H'(I)

B (0)(6) = /Ol {ea¢(¢')2 _ M} ds > 0. (2.3.11)

€

Portanto, se v; é uma autofuncao correspondente ao primeiro autovalor A;, temos

que
)\1 = Rve (Ul )

— / {ea IV, 01]% — —f’(ve)vq do
M €

— /27r /l {emﬁ(v'l)Q - —wf,@e)v% } dsdé
0 0 €

= Wlea U/Q—M}S
= or [ {eavt) d

= 2wE"(ve)(v1)

> 0.

Se A1 > 0 entdo v, é estavel. Se \; = 0 entao a estabilidade também ocorre e
aqui seguimos os passos estabelecidos em [21]. Neste caso A\; = 0 é um autovalor
simples e portanto existe uma variedade local critica, e invariante 1-dimensional
W (ve) tangente a autofungao v; de tal forma que se v, é estavel em W (v,) entao
¢ também estavel em H'(M) (veja [4], Teorema 6.2.1, por exemplo). Agora, a
estabilidade de v, em W (v,) segue da existéncia de um funcional de Lyapunov e
do fato que W (v,) possui dimensao 1 [14, 16]. O

Assim, combinando os Teoremas 1.3.3, 2.3.2, 2.3.3 e 2.3.4 podemos enunciar

o principal resultado desta secao:

Teorema 2.3.5. Suponha que f satisfaz (f1), (f2), (f3s) e que a funcao
Vay 0,1 - R

assume um minimo local isolado sy € (0,1). Entdo

e 3o >0 euma familia {v}, ..., de solugoes estaciondrias, nao-constantes

e estdveis para o problema (2.53.1).

e Além disso,

|[ve = ol 1) = 0 quando e — 0,
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onde ug € dado por (2.3.7).

Observagao 2.3.6. Argumentos padroes de “bootstrap” assequram que cada so-
lugao v, € cldssica, isto é, v. € C*(M) (veja [34]).

Observacao 2.3.7. Note que, além de garantir que a familia de solu¢oes € nao-
constante, a ultima conclusao do Teorema 2.3.5 fornece o perfil geométrico das

solucoes obtidas quando ¢ — 0.

Observagao 2.3.8. Como esperado, se (v/a)(+) assume um minimo local isolado
em so € (0,1) entdo a condigdo (2.2.1) ndao € satisfeita. De fato, um calculo

simples mostra que se

(Vay)'(so) = 0 e (Var))"(s0) > 0

para algum sy € (0,1), entao

(S difs

Observacao 2.3.9. No caso particular a =cte, o Teorema 2.3.5 garante existén-
cia de padroes desde que ¥(+) assuma um ponto de minimo local isolado, digamos
Sm, em (0,1). Isto corresponde, geometricamente, a superficie de revolug¢ao pos-

suir um “gargalo” na altura de x(sp). A figura abaizo ilustra esta situagao:

N2y

X2

Figura 2.2: Dominio M com um “gargalo” na altura x(s,,).

Exemplo 2.3.10. Como afirmado no Exemplo 2.2.5 se M ¢ a esfera unitéria e
a(s) = sen?(2s) + 1

com s € [0, 7], temos que a fungao (v/aw)(-) assume um minimo local isolado

o . s - o
em s = 7 e portanto existe uma familia {v.}_ ., de solugdes estacionarias nao
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constantes e estaveis de (2.3.1) tal que,
|[ve = o1 () = 0 quando € — 0,

sendo ug = ax(0,7) + BX(z x)-
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Capitulo 3

Padroes em Superficies de

Revolucao Com Fronteira

Neste capitulo procuramos condigoes suficientes para existéncia e também
para nao-existéncia, de padrdes para o problema (2.1.2), isto é, quando o dominio
é uma superficie de revolucao com fronteira. Na primeira secao sao enunciados re-
sultados analogos aos obtidos no capitulo anterior, quando o mesmo problema em
um dominio sem fronteira foi tratado. Na secao seguinte, obtemos um resultado
de existéncia de padrdes seguindo os métodos utilizados em [2, 13]. Novamente,
ilustramos com alguns exemplos cada resultado de existéncia e nao-existéncia de

padroes obtidos neste capitulo.

3.1 Resultados Analogos

Os dois principais resultados obtidos até aqui em superficies de revolugao
sem fronteira (Teoremas 2.2.2 e 2.3.5), podem ser feitos de maneira andloga em
superficies de revolucao com fronteira assumindo condicao de fronteira de Neu-
mann. Sendo assim, esta secao é dedicada a apresentar apenas os enunciados dos
teoremas ja que as demonstracoes seguem analogamente, a menos de algumas
modificacoes técnicas, aquelas do capitulo anterior. No final, alguns exemplos

desta situacao serao apresentados.

Teorema 3.1.1. Se

W\ (a'y)'(s)
_ (E) (s) > 2D () Vs e (0,0) (3.1.1)

entdo cada solugao estaciondria nao-constante de (2.1.2) € instdvel.

Teorema 3.1.2. Se [ satisfizer (f1), (f2), (f3) e (\/a¥)(+) assumir um minimo

local isolado sy € (s1, 82), entdo existe uma familia {v},_ <., para algum o > 0,
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de solugoes estaciondrias nao-constantes e estaveis para o problema

O, = e div(a(z)Vu) + f(ve), (t,z) eRT xD

3.1.2
o, (3.1.2)

ov

= 0, z€0D

De posse dos dois resultados acima, muitos exemplos de existéncia e nao-
existéncia de padroes para o problema (2.1.2) podem ser construidos, vejamos

abaixo alguns casos simples:
Exemplo 3.1.3. Considere as seguintes superficies:
e D; uma superficie cilindrica parametrizada por 1;(s) =1 e xi1(s) = s + 1,

s €[0,1],

0 Ty
)
Figura 3.1: Dominio D;.

e D, uma superficie anelar formada pela “casca” do tronco de um cone, para-
metrizada por 1y(s) = —‘/755 +1exas) = \/753 +1,s€]0,1],

0 1
T2
Figura 3.2: Dominio D.

e D; superficie parametrizada por 13(s) = % + 3 e xs(s) = SVA—s2 +

arcsen($), s € (0, 3).
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Dj
0 Z1
i)
Figura 3.3: Dominio Ds.
Como consequéncia dos resultados acima, temos
(i) Em Dy se a(s) = s+ 1 (a(z) = x3,2 € Dy) ou a(s) = —s> — 2s + 4

(a(z) = —22+5,2 € Dy), s € [0, 1], entdo (3.1.1) é satisfeita pois K = 0 em

D, e (a’t1)(+) é nado-crescente em ambos os casos. Portanto, nestes casos

nao existem padroes de (2.1.2) em D;.

(ii) Se a(x) = 22 entao (3.1.1) ocorre em Dy (K > 0 em Dy e (a’thy)(+) nao-

crescente) mas nao ocorre em Di. Assim, nao existem padroes de (2.1.2)

em Dy, enquanto que em D; é possivel que exista f € C*(R) de modo que

ocorra padroes.

(iii) Ainda em Dy, se f satisfaz (f1), (f2), (f3) e a(s) = s> — s+ 2 com s € [0, 1]

(a(z) = 25 — 3z3 + 4,2 € D;) entdao o problema (3.1.2) possui uma familia

de solugdes estaciondrias nao-constantes e estaveis {vc},_... para algum

€0 > 0, uma vez que (11y/a)(-) assume um minimo local isolado em s =

(iv) Em Dy a curvatura Gaussiana K ¢ negativa, e se a(s) = —s® + 3 (a(x)

1
5

—4y/23 + 23 + 2,z € D;) entdo (3.1.1) ocorre, isto é, nao existem padroes

de (2.1.2) em Ds.

3.2 Uma Condicao Suficiente para Existéncia de

Padroes

Nesta se¢ao construiremos uma fungao f(-) que depende de a(+) e 9 (-), tal que

o problema (2.1.2) tenha padroes. Seguiremos os mesmos passos dos trabalhos

[2, 13]. Em [13] é considerado um problema unidimensional

c(x)ut - (CL2(CL’)U$)$ + f(u)v 0<z <1,
u.(0,t) = u,(1,t) = 0.

(3.2.1)
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sendo ¢(z) e a(z) funcdes suaves e positivas. E provado que se ag,(x) < 0 para
todo z € [0, 1], ent@o toda solugao estaciondria nao-constante de (3.2.1) é instével,
e se az(rg) > 0 para algum zy € [0,1] entdo o problema (3.2.1) possui uma
solugao estaciondria estavel nao-constante, desde que o termo de reagao f seja
convenientemente tomado.

Em [2], um resultado andlogo é obtido para o problema (2.1.2) com a=cte,

A\
isto é, se — <%) (s) > 0 para todo s € (0,1) entdo nao existem padroes de
A\
(2.1.2), mas se — <%) (so) < 0 para algum sy € (0,]) entdo a existéncia de

padroes é garantida se f for convenientemente escolhida. Resultados andlogos
para o problema (2.1.1), ou seja, em superficies de revolu¢ao sem fronteira, e
a=cte, aparecem em [3] com a hipdtese adicional de que ) é uma fungao analitica.
Como dito anteriormente, acreditamos que nosso resultado pode ser obtido em
superficies de revolucao sem fronteira assumindo v analitica e seguindo os passos
de [3].

Nosso resultado nao é tao forte quanto os obtidos acima, aqui nds apenas

tratamos um caso particular onde

NEAPRPRCIOETILTL

¥ 2a(s0)4(s0) ’

para algum sy € (0,1), ou seja, um caso particular que nega a hipétese do nosso
resultado de nao-existéncia obtido no Teorema 3.1.1. O principal motivo da
limitacao de nosso resultado é a necessidade de conhecer o comportamento do
termo de difusibilidade a(-) no interior do dominio.

O objetivo desta se¢ao é provar o seguinte teorema:

Teorema 3.2.1. Se para algum sy € (0,1)

<(a$)/>l (s0) > 0 (3.2.2)

e a difusibilidade a(-) satisfizer
a'(s) >0 em (0,50) ed(s) <0 em (sp,l), (3.2.3)

entao existe f € CY(R) tal que o problema (2.1.2) admite uma solugdo estacio-

naria nao-constante e assintoticamente estdvel.

Novamente, conduziremos a demonstracao deste teorema estudando o pro-
blema (2.1.8) (veja Observagao 2.1.1).
Tal demonstracao necessitara de varios resultados preliminares. As préximas

duas proposicoes relacionadas ao principio do maximo podem ser encontradas em
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[24]. De fato, em [24] as hipdteses sdo menos restritivas do que as enunciadas

abaixo.

Proposicao 3.2.2. Se u(x) satisfizer a inequagao diferencial
" + g(z)u + h(x)u >0 (3.2.4)

em um intervalo (a,b) com h(zx) <0, se g e h sdo funcoes limitadas sobre cada
subintervalo fechado de (a,b), e se u assumir um mdzimo nao-negativo M em um

ponto interior ¢ € (a,b), entdo u(z) = M.

Proposicao 3.2.3. Suponha que u € uma solugdo nao-constante de (3.2.4) com
derivadas laterais em a e b, que h(x) < 0 e que g e h sao limitadas em [a,b]. Seu
possui um mdximo nao-negativo em a, entio u'(a) < 0. Se u possui um mdzimo

nao-negativo em b, entao u'(b) > 0.
Lema 3.2.4. Seja u(z) uma solugdo da equagao
u" + g(x)u + h(x)u =0, z € (a,b) (3.2.5)

satisfazendo u(a) = ¢ e u'(a) = co, com ¢ € ¢y constantes e g e h fungoes

limitadas em [a,b] com h(z) < 0. Se z(z) for uma fun¢do que satisfaz

2"+ g(x)2 +h(x)z >0, =€ (a,b) (3.2.6)

z(a) > c1, 2'(a) > co, (3.2.7)
entao z(x) > u(zx) em (a,b).

Demonstragao. Defina a funcao v(z) = z(x) — u(x), temos que

V" + g(x)v + h(x)v >0, € (a,b)

v(a) >0, v'(a) >0.

Como v(a) > 0, a fun¢ao v possui um méaximo nao-negativo em qualquer subin-
tervalo [a, zo| de [a,b]. Pela Proposicao 3.2.2 este maximo deve ocorrer em a ou
em zo. Sendo v'(a) > 0 concluimos da Proposicao 3.2.3 que o maximo nao pode

ser em a, a menos que v seja uma funcao constante em [a, zo|. Segue que

v(zo) = v(a),
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ou seja, trocando xg por x e usando a definicao de v,
uw(x) < e+ 2(z) — 2(a)

como z(a) > ¢q, temos que z(z) > u(zx) em (a,b). O

Lema 3.2.5. Seja v uma solugdo estaciondria do problema (2.1.2). Se eziste
w € C2(D) N CYD) tal que w > 0, w ndo identicamente nulo em D e

divy(aVyw) + f'(v)w <0, D

32.8
9w o oD (3:28)
ov

entao v € assintoticamente estavel.

Demonstracao. Seja A1 o menor autovalor do problema linearizado:

divy(aVy0) + f'(v)p+Ap =0, D

3.2.9
% _, oD (3:2.9)
ov

e ¢ uma autofuncio correspondente. Temos que, como ¢; > 0 em D (veja [35]),

0o > /ngl [divy(aVw) + f'(v)w]do

— —/DVg(bl(anw) do + 8@%@2—25 dv—i—/pgblf’(v)wda

a [lea—w - 0@51} dy
D

ov w%

_ /D w[divy(aVyo1) + f'(v)é1] do + /

a

= —Al/w¢1d0+/ agbla—wdv
D oD ov

> —)\l/w¢1d0'.
D

Segue que A; > 0 e portanto v é assintoticamente estavel. O]

Iremos agora construir etapas importantes para iniciar a demonstragao do
Teorema 3.2.1. Por (3.2.2) e pela regularidade de ¢ e a, podemos encontrar uma

vizinhanga V' de s tal que

((aw)/)/ (s)>0, VseV. (3.2.10)
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Agora considere quatro numeros R;, Ry, R3 e R, pertencentes a V tais que

Ri < Ry < s < R3 < Ry.

Consequentemente, temos que

(%)I(s) >0, Vsé€[Ry, Ryl

Considere z; = z(s) solu¢ao do problema de Cauchy

{(‘wz)/]/ —Bz=0 em [0,R,)

onde

B > B := max
[0,]

=]

Analogamente, seja zo = 25(s) solugao do problema de Cauchy

{(awzq’ ~B:=0 em (Rs,]

(3.2.11)

(3.2.12)

(3.2.13)

(3.2.14)

(3.2.15)

Escreveremos z;(s) = z(s, B), (i = 1,2), quando interessar a dependéncia da

solucao com o parametro B.

Lema 3.2.6. A solugdo z; do problema (3.2.13) tem as sequintes propriedades:

(i) z1 >0 em (0, Rs);
(ii) z1(-, B) € crescente em [0, Ry) para todo B > B;
(iii) 2 (s,-) € crescente em (B, 00) para todo s € (0, Ry);
(iv) Bh_r}réO 21(s, B) = oo para todo s € (0, Ry).
Similarmente para zo temos:

(1) 29 >0 em (Rs,1);

(i3°) zo(-, B) € decrescente em (Rs,l] para todo B > B;

(i1i°) 25(s,-) € crescente em (B, o00) para todo s € (Rs,l);

(iv’) Blim 21(s, B) = 0o para todo s € (Rs,1).
—00
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Demonstragao. (i) Assuma que exista s; € (0, Ry) tal que
21(s1) =0e z(s) >0, Vse(0,s).
Entao, para algum s, € (0, s1) terfamos que

21(82) = max z; > 0,
[0751]

ou seja, 21(s2) =0 e 2{(s2) <0, dai

{(mf;l)/}/ (s2) — Bz (s2) = :(awyztj awzi] | (s2) — Bz1(s2)

+ (d'z] 4 azy) (s2) — Bzi(s2)

= o)+t [ () () 5

()
< 0.
O que contradiz a definigdo de z;. Note que em (%) foi utilizado (3.2.14).

(ii) Suponha, por absurdo, que exista s; € (0, Ry) tal que
21(s) >0 Vse(0,s1)e 2(s1)=0.

Entao z/(s;) < 0. Por outro lado, com contas andlogas as feitas em (i),

temos que

A0 == (2) o[ (L) 60 -8] 0

ja que por (i) z1(s1) > 0. Portanto, z; é crescente em (0, Ry).

(iii) Tome By > By > B e note que

{(mﬂzl(&Bl))'
(4
Zl(O,Bl) = 0, Zi(O,Bl) = 1.

:| — BQZl(S,Bl) Z 0 (O,RQ) (3216)
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A desigualdade no problema acima ocorre pois

[(awzl(s, By))

(0 } — Byzi(s, B1) = (B1 — Ba)zi(s, Bi) > 0,

para todo s € (0, Ry).

Nosso objetivo é utilizar o Lema 3.2.4. Um conta simples mostra que, neste

caso,

o) = [+ 2] ) e = 2y [(422) - 5]

pela regularidade de a e 1 temos que g e h sao limitadas em [0, Rs] e por
(3.2.14) temos h < 0. Agora, como z(-, B2) é uma solucao da equacao
(3.2.16) temos pelo Lema 3.2.4 que

Zl(S,Bg) S Zl(S,Bl), \V/ S € (O,Rg)

Fixe qualquer B; > B, integrando a equacdo (3.2.13) e lembrando que z

satisfaz tal equacao, temos para todo B > B;
, 7
(arpz1(n, B)) = w/ Bz (t, B) dt + ¢c;.
0
Integrando novamente temos
s n s
azi(s, B) = B/ w(n)/ 2 (t, B)dtdn + 61/ W(n)dn + co.
0 0 0

Como ¢ > 0, a > 0 e por (iii)

(s, B) > - [B/Osz/)(n) /0 (b, By) dtdn + ¢ /OSW) d77+02}

arp

sendo c¢; e ¢y constantes independentes de B, a afirmacao segue fazendo
B — o0.

Os itens relacionados a 2z, sao demonstrados de maneira andloga. O]

Agora definimos a seguinte fungao z : [0,{] — R,

21(s), ses€|0,Ry)
2(s) =4 23(s), ses € Ry, R3] (3.2.17)
2(s), ses € (Rs,l]

sendo z3 uma funcao positiva, suave e que torne a funcao z também suave nos

UFSCar - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



Capitulo 3 - Padroes em Superficies de Revolugao Com Fronteira 47

pontos s = Ry e s = R3. Nestas condi¢oes devemos ter pelo Lema 3.2.6 (ii) e (ii’)
que z3(Rs) > 0 e 25(R3) < 0, respectivamente. Entao deve existir s € [Ry, R3] tal
que 24(3) = 0, e portanto tomaremos z3 de modo que sy (lembre que sy € [Ra, Rs))
seja o unico ponto critico de z3. Consequentemente 24 (sq) < 0.

Construimos z3 desta maneira para garantir que a fungao a'z} seja positiva em

[Rs, R3], assim pelo Lema 3.2.6 e pelas hipéteses sobre a(-) (veja (3.2.3)) temos
a'Z'(s) >0, Vse(01). (3.2.18)
Além disso, a funcdo z é suave em [0,1] e
z>0em (0,1) e z2(0)=z(l) =0. (3.2.19)

Abaixo temos uma ilustracao das fungoes a e z.

N

4

[ 3

3

p

§ - mmmmm -
v

N
[

Figura 3.4: Fungdes a(-) e z(+)
Lema 3.2.7. Dada a fungdo z definida acima, existe f € C'(R) tal que a funcao

Z(s) = /O Lwdt (seo,1]) (3.2.20)

¢ uma solugao estaciondria nao-constante de (2.1.2).

Demonstragao. Como z > 0 temos que v = Z(s) é uma fungao crescente em

(0,1). Assim, podemos definir uma fungao suave X (u) por
Z(X(uw)=u, 0<u<Z(),

ou equivalentemente

X(Z(s)=s, 0<s<lI.
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Sendo assim, defina a funcao f por

([ —Bu — a(0) seu <0
d
g @)X ()] 2[X (u)l}
flu) = -4 q se 0 <u< Z(I)
YIX ()] 7 [X (u)]
| —Bu+ BZ(l) + a(l) seu > Z(1).

Nao ¢é dificil ver que a funcao f assim definida é continua em R e de classe C*
em R —{0,Z()}, note que X(-) é suave e satisfaz X'(u) = 1/2(X(u)) > 0, ou
seja, f(u) é suave em (0, Z(1)).

Portanto, é suficiente provar que f é também suave em u = 0 e u = Z(I),

assim teremos que f € C'(R). Para mostrar que f é suave em u = 0 basta provar

que

f(u) = =Bu —a(0)

para todo u € (0, Z(Rz)).

Integrando (3.2.13) em (0, s), para qualquer s fixado em (0, Ry), obtemos

(@)@ [
-0 =5 [
%(S) = BZ(s) + a(0).
Pela definigao de f, temos para todo s € (0,1)
),
f(Z(s)) = ¥ (s)

dai, por (3.2.22) e (3.2.23)

f(Z(s)) = =BZ(s) — a(0),

para todo s € (0, Ry]. Agora como Z(s) cobre (0,Z(Ry)] quando s varia em

(0, Ry), f(u) pode ser escrito como
f(u) = =Bu = a(0),

para todo u € (0, Z(Ry)).
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Analogamente integramos (3.2.15) sobre (s, 1) para qualquer s fixado em [R3, ()

(wvs) ) laws) [
-~ B[ s
_ B/lz(t)dt—B/sz(t)dt
— BZ(l) - BZ(s),
ie. (a2 B /
= (s) = —BZ(s)+BZ(l) —a(l)z'(I) (3.2.24)
= —BZ(s)+ BZ(l) + a(l).
Dai, por (3.2.23) e (3.2.24), temos
f(Z(s)) = =BZ(s) + BZ(l) + a(l),
para todo s € [Rs,l), e entao f(u)) = —Bu + BZ(l) + a(l) para todo u €

[Z(R3,Z(l)). Portanto f € C*(R).
Provemos agora que Z(-) é solugao estacionaria de (2.1.2) com f definida por
(3.2.21). Para todo s € (0,1), Z(s) € (0, Z(a)), assim

) (@)
f(Z(s)) = > (s) = f(Z(s)) " (s),
Wf)/(s) Ff(Z(s) =0 s e (0,0),
e ainda

segue que Z(-) é solugao estacionaria de (2.1.2). Além disso, Z(-) ndo é constante

uma vez que Z' =z > 0 em (0,1). O
Estamos agora em condicoes de iniciar a demonstracao do Teorema 3.2.1.

Demonstracao. (do Teorema 3.2.1)
Sejam z a fungao definida por (3.2.17), m; > 0 e my > 0 constantes a serem

escolhidas convenientemente em breve. Defina,

2(s) —myz(Ry)(s — Re)®  se s € [0, Ry)
w(s) = ¢ 2(s) se s € [Ry, Rs] (3.2.25)
2(s) +maz(Ry)(s — R3)®  se s € (Rs,l).
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Temos que
w >0 em [0,], (3.2.26)
e w depende do pardametro B, pois z depende de B (veja (3.2.13), (3.2.15) e
(3.2.17)).
Além disso,
ow , ow , .
%(0) = —w'(0), e E(Z) =w'(l) (veja (2.1.7)) (3.2.27)

Com o objetivo de utilizar o Lema 3.2.5, mostraremos a seguinte afirmacao:
Afirmagao: Seja Z solucao estaciondria de (2.1.2) definida em (3.2.20). Entao
existem my > 0, mg > 0 e B > 0 satisfazendo (3.2.14) tal que

divy(aVyw) + f'(v)w <0, D

3.2.98
vy, aD. (3.2:28)
ov

Primeiramente observamos que por (3.2.27) e (2.1.5), o problema acima é

equivalente a

(aww/)/
"(Z)w <0, (0,1
S F(@w <0, () 52
w'(0) <0, w(l)>0.
Agora consideramos o intervalo (0,[) como a uniao disjunta
(07 l) = (Oa RQ) U [R27 R3] U (R?n l)
Para todo s € (0, R2) U (Rs,1) temos que
f'(Z(s)) = —B. (3.2.30)
Por (3.2.13) e (3.2.15),
(av2) {(aw)/]' »
— Bz = — 2—az. 3.2.31
" ¥ (3.2.31)

Assim, para todo s € (0, Rs)

(a¢w/)l , v (awwl)/ B w
T + (2w = 5 B

— (a2’ — 3a¢m1;(Rl>(5 = R — Bz + Bz(Ry)(s — Ry)?
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()

(0 (4

mlz(Rl) (S — R2)2

— 6amyz(Ry)(s — Ry) + B2(Ry)(s — Ry)?

- {%} L a miz(Ry)(Rs — ) [6a+

+ 3(a7¢)/(5 — Rg) — BZ(Rl)(S - R2)2 .

Lembrando que (0,Ry) = (0,Ry) U [Ry, Ry), que @’z > 0 em (0,) (veja
(3.2.18)) e que z = z; em (0, Ry), temos

e em (0, Ry),

-[(55) Jo-eo < |

< Bz(Ry),

sendo B definido em (3.2.14).

e cm [Ry, Ry), temos

- K(:f )H (s) = a'/(s) < =Bz(s) < —Ba(Ry),

onde

e B > 0 devido a (3.2.12).

De posse das desigualdades acima, obtemos em (0, R;)

(aypw')
V¥

+ f'(Z)w < 2(Ry) [B+ mi Ry (3(CRy + 2a(0)) — B(R; — R2)?))] ,
(3.2.32)

onde

C = max
[0,]

UFSCar - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



Capitulo 3 - Padroes em Superficies de Revolugao Com Fronteira 52

Similarmente, em [Ry, R»)

(awww/)f 4 (2w < 2(Ry) | =B + myRa(6a(0) + 3CRy)] . (3.2.33)
Agora, se
B B
" 3Ry (C Ry + 2a(0))

uma conta simples mostra que o lado direito de (3.2.32) e (3.2.33) sao, respecti-

vamente, negativo e nulo se

e (1+3) (B30}

Segue que

(“f;‘}) + (Z)w < 0 em (0, Ry). (3.2.34)
De maneira analoga, obtemos

% + f'(Z)w < 0 em (Rg,1). (3.2.35)

Consideramos agora o intervalo [Ry, R3]. Como Z é uma solugao estaciondria
do problema (2.1.2), Z também ¢ solugao estacionaria e independente de 6 de
(2.1.8). Portanto em [Ry, R3], ocorre

0z’ + Y 7y~ 0,

(4

Diferenciando a equagao acima e lembrando que Z’ = z, temos

az" + %z’ + f(Z)z = — [%1/2 —ad7,

como w = z em [Ry, R3]

(apw’)’
(8

(ap)’
¥

(a)’
(8

+ f(Z)w = aw" +

!
w'—i—f’(Z)w:—[ ] z—a'Z <0.
A tltima desigualdade ocorre pois z > 0 em [Ry, R3], por (3.2.12) e por (3.2.18).
Assim, concluimos a primeira desigualdade de (3.2.29). Resta-nos provar que
w'(0) < 0 e w'(l) > 0. Observe que pelo Lema 3.2.6 (iv) e (iv’) podemos tomar
B suficientemente grande tal que

1 1

Z(Rl) = 21<R17B) > m7 (&4 Z(R4) = 22(R4,B) > m,
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e entao
w'(0) =1 —3myz(R)R5 <0, e w'(I) = =14 3maz(Ry)(l — R3)* > 0.

Isto completa a prova da Afirmagao. Portanto pelos Lemas 3.2.5 e 3.2.7, temos
que Z é uma solucao estaciondria estavel ndo-constante do problema (2.1.2) com
f dada por (3.2.21).

O Teorema 3.2.1 estd provado. O

Observacao 3.2.8. Como esperado, as hipdteses sobre (-) e a(-) assumidas no

Teorema 3.2.1, a saber (3.2.2) e (3.2.3), que garantem a ezisténcia de padroes,

- (5) @<zt

em concordancia com o Teorema 3.1.1.

implicam que

Exemplo 3.2.9. Considere o dominio de revolucao D obtido das parametrizagoes:

2
1
P(s) = = +-, x(s)= f\/4 — 524 arcsin(f),
4 2 4 2
com s € (0,1). Considere também

a(s) = —s*+s5+3

Le., a(r) = —4\/23 + a3 + \/4\/20% +22—2+45, ¢ € D. Veja abaixo uma
ilustracao desta situacao:

N AN T3

N

\ 4

€1
T2

Figura 3.5: Fungao a(-) e dominio de revolugao D.

Uma conta simples mostra que as hipéteses (3.2.2) e (3.2.3) s@o satisfeitas

tomando sy = %, e portanto existe f tal que o problema (2.1.2) admite solucio

29
estaciondria estavel nao-constante.
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Capitulo 4

Sobre a Necessidade da Condicao
de Igualdade de Area

O objetivo deste capitulo é provar que a condi¢ao (fs), chamada “condi¢ao
de igualdade de drea”, é necessaria para garantirmos a existéncia das familias de
solugbes de (2.3.1) e (3.1.2), que desenvolvem camada de transi¢ao interna, tal
como afirmam os Teoremas 2.3.5 e 3.1.2.

Faremos aqui a demonstracao para o caso em que o dominio é uma superficie
de revolucao sem fronteira, no entanto, ficara evidente ao longo do capitulo que
o mesmo pode ser feito sobre uma superficie de revolucao com fronteira onde é

prescrita a condigado de Neumann (veja Observagao 4.2.3).

4.1 Preliminares

A condigao de igualdade de drea (fs) é, de fato, uma condigao necessaria para
o desenvolvimento de camada de transigao interna (veja a definigao abaixo) das

solugoes estaciondrias de (2.3.4), isto é,

e (av) + ¢ f(v) =0, s (0,1 (4.1.1)

onde f satisfaz (f1), ¥(0) = ¢(I) = 0 e, apenas por simplicidade, €? é trocado por

€.

Definigao 4.1.1. Diremos que uma famflia {v.},_ ., de solucdes de (4.1.1) em
C?(I) desenvolve camada de transi¢do interna, com interface em um ponto p €

(0,1), quando € — 0, se
ve — vy em L*(I), quando e — 0,
onde vy = aX(0p) + LX), sendo « e B como em (f1).

o4
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Noés apenas consideramos um ponto p € (0,1) por simplicidade e necessidade
deste trabalho. Poderiamos tomar uma cole¢ao finita de pontos em (0,[/) na
definicao acima, e isto nos traria pequenas dificuldades técnicas, mas nao com-
prometeria nosso principal resultado que serd enunciado na se¢ao seguinte.

Citamos o trabalho [19] como referéncia ao leitor, onde os autores apresen-
tam exemplos da vasta literatura sobre o assunto, que requerem a condicao de
igualdade de area para a formacao de camada de transicao interna por solugoes

de determinados problemas eliticos. Veja também [20] e suas referéncias.

4.2 O Resultado Principal

O seguinte teorema ainda ¢ vdlido se a convergéncia em L'(I) na Definigao
4.1.1 for trocada por convergéncia uniforme sobre conjuntos compactos em I\ {p}.
A demonstracao permanece valida sem qualquer modificacao, e o inico motivo
para usarmos a convergéncia em L'(I) é que, neste caso, possuimos exemplos nos

capitulos anteriores de solugoes que satisfazem tal condigao.

Teorema 4.2.1. Seja {vc}y. .., wma familia de solugoes de (4.1.1) uniforme-
mente limitada (com respeito a €) que desenvolve camada de transicdo interna

com interface em p. Entao
B
| seac=o

Demonstracao. Para facilitar a notagao omitiremos o subindice € em v,, nos pro-

ximos cédlculos. Multiplicando a equagao (4.1.1) por sv’ temos

esv' (apv') + sv' f(v) = 0.

Note que
(sv'aypv’) = sv'(aypv') + apv’ (v + sv”),
¢ n27/’
CM?Z)U/(U/—FSUH) _ a¢ <(U/)2 —|—8 |:(UQ) :| ) ;
assim

sv'(ap') = (sv'agn’) — ap (@’)2 +s [%] ) . (4.2.1)

Multiplicando a equagao acima por —e e lembrando que, por (4.1.1)

—e(apv) =P f(v),
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temos

v’ f(v) = —e(sv'apn’) + earp ((d)? +s {@')21 ) .

Integrando a equacao acima sobre (0,1), obtemos

—e/ol(sv'a¢v')'ds + e/ola¢ {(v’)2+3((1};)2)1 ds

_ /0 o f () ds

_ /Ols(¢F(v))/ds—/0l s/ F(v) ds

v

onde F'(v) = / f(&)d€ e 0 é qualquer constante tal que a < 0 < /5.

Também temos que

(sav(v)?)" = say [(V')}] + (V)? (at) + s(avh))

assim

—f o [67] + ()% a + sta)] d-ve / | {aww’)? +aps ((?2)1 ds =

! I I
= F(v))'ds — F(v)ds — 'F(v)d
[ ore) as— [Foreas= [srreas
uma vez que (s F(v)) = ¢ F(v)+ s (¥ F(v))". Logo
I !
—%/O saw) [(v’)ﬂ/ds—e/o (v")?*s(avp) ds
I I !
= F(v))ds — F(v)ds — 'F(v)ds.
[ orey as— [oreas [sreas
Fazendo integracao por partes, obtemos

! €

I ! I
—%saw(v’)z T 5/0 (v")?s(arp) ds + g/o (v')2ayp ds — 6/0 (v')?s(arp) ds =

:/Ol (sw(v))’ds—/olw(u) ds—/ol sy F(v) ds.

Finalmente, reescrevendo o subindice € e lembrando que estamos assumindo

¥(0) = (1) = 0, temos
I

_gsaw<vé)2 07

0
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e portanto
€

l e [!
—élwyﬂwww+§ﬂwyW@v: (4.2.2)

= /Ol (s F(ve)) ds — /Ol YF(ve)ds — /Ol s F(ve) ds.

Afirmamos que os dois termos do lado esquerdo da equacao acima se aproxi-
mam de zero quando € — 0. De fato, denote estes termos por I, I, respectiva-
mente.

Multiplicando a equacao (4.1.1) por v, e integrando por partes em (0,1), ob-

temos
l l
vl = [ av @) ds = - [ v ds
0 0
isto é,
l l
e [[av)as= [vwsds,
0 0

e portanto

I I
21, = e/ ay (v)*ds = / v f(ve) ds. (4.2.3)
0 0

Como por hipétese |v.| < M, uniformemente em €, f é continua e v. — vy
q.t.p. em I, uma aplicagao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
nos dé que o lado direito de (4.2.3) tende a zero, quando ¢ — 0 (lembre que
fla) = f(B) = 0), e entao I, tende a zero, quando ¢ — 0. Agora, fica facil ver
que I; também converge a zero quando € — 0.

Como 9(0) = ¢ (I) = 0 temos que

[ ortayas=o

Temos ainda que, {v.} é uniformemente limitada em € e F' ¢ C', entao {F(v.)}
é limitada em (0,/), uniformemente em € e entdao podemos usar novamente o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para calcular o limite sobre
(0,p) e (p,1) dos termos do lado direito da equagao (4.2.2). Finalmente, quando
e — 0, obtemos

0 = /Opw(a)ds+/plw(ﬁ)ds

+ /Op sy’ F(a)ds + /pl sY'F(B)ds
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_ /0 " Fa)(sv) ds + /p P(3)(sw) ds

= (Fla) = F(B))p(p)-
Mas pi(p) # 0, entao F(a) = F(p), isto é,

B
| steas=o
e o teorema esta provado. O

Observagao 4.2.2. A camada de transi¢ao poderia ser considerada como um
subconjunto finito de pontos de I =[0,1], isso apenas traria algumas dificuldades
técnicas ao longo da demonstragcao do Teorema 4.2.1. Fizemos o caso em que a

camada de transi¢ao € apenas um ponto devido as necessidades deste trabalho.

Observacao 4.2.3. O mesmo resultado poderia ser obtido de maneira andloga se
considerdssemos uma superficie de revolu¢ao com fronteira suprida com condi¢oes
de Neumann, isto €, 1¥(0) > 0, ¥(l) > 0, u.(0) = 0 e u.(l) = 0. Observe que
nos pontos da demonstracao acima em que é usada a hipdtese (0) = Y(l) =
0, poderiamos usar as condigcoes de Neumann para demonstrar o caso em uma

superficie com fronteira.
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Capitulo 5

Uma EDP Parabdlica
Singularmente Perturbada no
Caso de Interseccao das Raizes

da Equacao Degenerada

Neste capitulo consideramos o PROBLEMA 2 desta tese. Provaremos a exis-
téncia de quatro familias de solucoes estacionarias e estaveis de uma equacao de
reacao e difusao com difusibilidade varidvel e termo de reacao espacial heterogeé-
neo (veja problema (5.1.1) abaixo). De fato, explicitamente provaremos apenas
a existéncia de duas familias, porém ficara claro que outras duas familias podem
ser analogamente obtidas. Além disso, o comportamento assintético de tais fa-
milias de solugoes quando € — 0, é fornecido. Novamente, a estratégia é utilizar

o Teorema 1.3.3.

5.1 Apresentacao do Problema

Neste capitulo consideramos o seguinte problema parabdlico singularmente

perturbado com condi¢oes de Neumann na fronteira

ui(z) = div(k(z)Vu(z)) + f(u,z) 2 €Q

5.1.1
?(z) =0 x € 0N ( )
14

onde Q C R™ (n > 1) é um dominio com fronteira suave, e um parametro positivo

pequeno e % ¢ a derivada normal exterior de u sobre 02, isto é,

8u_

a—Vu-l/,

59
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onde v é o vetor normal exterior a 0f2.
A fungao k(-) é suave e estritamente positiva e f é uma fungao de classe C!

que satisfaz as seguintes propriedades:

(f1) Existem uma subvariedade (n — 1)-dimensional v C € dividindo €2 em duas
componentes conexas denominadas €2, e (), tais que as fronteiras 0, e
0%, sdo de Lipschitz, e trés funcdes 6, a,b € C1(Q) que sdo raizes de f, ou
seja,

fla(z),z) = f(b(x),x) = f(O(x),z) =0, V z €.
Além disso,
e a>0>bem(),
e b>0>aem )
e a=0=>bem .

(f2) e Oif(a(z),x) <0, Ve (Q\v),
e 0, f(b(x),z) <0, Yxe(Q2\y).

(f3)

max{a(x),b(z)}
/ (6, 2)dE=0, ¥ 10
min{a(x),b(x)}

(condi¢ao de igualdade de drea).

(f1) Existem constantes positivas ¢1, ¢z € $9 € um nimero p > 2 tal que
cilsl’ < F(s,x) < ealsl”

para todo s satisfazendo |s| > sq, onde

_/b(u)f(£7$)d€a $€Qa
F(u,z) =4 0, T €y (5.1.2)

u

- )f(gax)dga mGQb-

a(z

Assim definido temos que
F(,z)>0

e suas unicas raizes sao a(x) e b(x).

A partir de (f;) concluimos que

81f(a($)’x) = 61f(b(:r),93) =0 Vre Y,
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ou seja, as raizes a(x) e b(z) da equagao degenerada
flu,z) =0 (5.1.3)

nao sao isoladas.

Como visto na Introducao desta tese, tal hipotese é a principal fonte de difi-
culdade do problema e implica que a teoria padrao de problemas singularmente
perturbados, técnicas de expansao assintotica, nao pode ser aplicada. A hipdtese
(f2) mostra que nosso problema nao é um caso de mudanca de estabilidade, veja
(37, 38, 40, 42, 43, 44, 45].

Abaixo uma figura que ilustra o comportamento de f em €2,, 7 e .

bvﬁ a\ GUH b
em 7y
em ), em ()

Figura 5.1: Fungao f em Q,, v e .

O comportamento de F' (veja (5.1.2)) pode ser conferido abaixo:

b 0 a a=b=20

em €2, em em €,

Figura 5.2: Funcao F em €),, v e €.

O objetivo deste capitulo é mostrar o seguinte teorema.

Teorema 5.1.1. Assuma que f satisfaz as hipéteses (f1)—(fs). Entao existe ey >

0 e quatro familias de solugoes estaciondrias estdveis {Ui}o«geo s {u§}0<€§60
de (5.1.1) tais que
o |ul — u(1)|L1(Q) — 0 quando € — 0, sendo uj(z) = a(x)xq, (z) + b(x)xq,(T);

o [u? —uf|i g — 0 quando e — 0, sendo uj(x) = b(x)xq, () + a(r)xa,(2);
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o |u— u8|L1(Q) — 0 quando ¢ — 0, sendo u3(z) = a(x);
o |ut— u$|L1(Q) — 0 quando ¢ — 0, sendo uj(z) = b(x).

Da mesma maneira que procedemos na Secao 2.3 faremos uso do Teorema
1.3.3 para demonstrar o teorema acima. Assim, precisamos calcular o I'-limite da
familia de funcionais associada ao problema (5.1.1). Este é o conteido de nossa

proxima secao.

5.2 ['-convergéncia

Considere a familia de funcionais E, : L'(2) — R U {oo} definida por

/Q{ek(x)]DUIQ%—%F(v,x) dz, ve HYQ)

E.(v) = (5.2.1)

0, caso contrario,

sendo F'(v,z) dado por (5.1.2).
As equagoes de Euler-Lagrange da familia de funcionais acima, correspondem
a familia de problemas (5.1.1), ou seja, pontos criticos de cada funcional de energia

definido acima sao solugoes estaciondrias do correspondente problema em (5.1.1).

Observagao 5.2.1. Usaremos a notagio BV (2,{a,b}) para indicar o conjunto
{ve BV(Q):v(z) € {a(z),b(x)}, Vze}

O principal teorema desta secao estd enunciado abaixo.

Teorema 5.2.2. Seja Fy: L' () - RU{oo} definido por

/Qh(x) |DX{o=a}| . v € BV(Q,{a,b})

Ey(v) =
0, caso contrdrio
onde e
/ VE@)F(s,z)ds, x €
a(x)
h(z) =< 0, T €y (5.2.2)
a(x)
/ VE(x)F(s,z)ds, x € Q,.
\ Jb(z)
Entao

r lg%Ee(v) = FEy(v),

para todo v € L'(2).
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O funcional candidato a I'-limite, denotado por Ej, pode ser interpretado
como um funcional perimetro com um peso h(:). Os lemas abaixo serao usados

para demonstrar o Teorema 5.2.2.

Lema 5.2.3. Seja U C €2 um conjunto aberto e limitado com fronteira Lipschitz.
Seja fy € BV(U) e fo € BV(Q\U). Defina

F) = filz), z€U
/@) {fg(az), reQ\U.

Entio f € BV (Q).
Demonstracao. Veja [22], pag 183. ]
Observacao 5.2.4. Ao longo deste capitulo usaremos a sequinte notac¢ao:
vl =g, 1€ {a,b}. (5.2.3)
Lema 5.2.5. Sejam E': L'(€)) — RU{oc} (I € {a,b}) definidos por
9 1 1
l ek(z)|Dv|” + =F(v,z)| dz, ve H' ()
Ee(,U) = Q €
00, caso contrario.

Entao
o E.(v) > E*(v®) + E*(v°) sev e LY(Q) \ HY(Q).
o F.(v) =FE*v") + E(v’) se v e H'(Q).

Demonstragio. Seja v € L*(Q). Se v € H(Q) entao v* € H(Q,), v* € HY() e
dai

B(v) = /Q {em)wmu%m,x)] dz

_ /Q {ek(az) Dof? + %F(U,x)} dx+/Qb {ek(az) Do 4~ F(v,7)| do

— Er(or) + BYO).
Se v ¢ HY(Q) entao

E.(v) = 00 > E*(v*) + E°(v%).

€
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Lema 5.2.6. Sejam E}: L'(€y) — RU{cc} (I € {a,b}) definidos por

Bl — /Q | h(@) | DX fo=a)

0, caso contrdrio .

, v e BV(Q,{a,b})

Entao
Ey(v) = E§(v*) + ES(v"), Vv e L'(Q).

Demonstragao. Provemos que BV (€, {a,b}) = = onde

E={ve L' Q) :v" € BV(Q,{a,b}) e v” € BV (O, {a,b})} .
Afirmacao:
BV(Q,{a,b}) C E.

De fato, seja v € BV (Q,{a,b}) entao dado x € Q,, v*(x) = a(z) ou v*(x) = b(z).
Se v ¢ BV (Q,,{a,b}) entao dado qualquer M > 0 existe gy € C3(Qq, R™), tal

que [gu| < 1e

/ vdivgdr > M.

a

) gm, em £
M=V 0, em 0\ Q.

entao gar € CH(Q,RY), [gar] < 1e

/vdivg_MwE > M.
Q

Isto prova que

/|Dv|:sup{/vdivgdx:gGC’é(Q,R”), lg] Sl}:oo,
Q Q

o que é um absurdo pois v € BV(Q,{a,b}). Segue que v* € BV (£, {a,b}).

Analogamente prova-se que v* € BV (2, {a, b})
Por outro lado, se v € = temos pelo Lema 5.2.3 que v € BV (2, {a, b}). Aqui

é usada a hipdtese que €2, e €, possuem fronteira de Lipschitz.
Considere v € LY(Q). Se v ¢ BV (Q,{a,b}), entao v* ¢ BV (Q,,{a,b}) ou

v® & BV (Qy, {a,b}). Segue que

Eo(v) = 00 = E§(v") + (o).
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Se v € BV(Q,{a,b}), entao lembrando que
h(zx) =0,V x €y

e usando a férmula da co-drea vista na Proposicao 1.2.10, temos

Eo(v) = /Q h(@) [DXfu=a} |

- /_Z _/Qama*{x{v:apé} ) d’}-l"_ll h

L[ h(z)dHm | d
/_oo _/Wﬁ&«{xw_a}>5} (x) ] ‘

+ /_Z _/Qbma*{m_ap&} ) d”H"1] h

- / h(w) | DX o] + / W) | DX o] + / W) | DX o)

a Y Qb

— /Q h(z) ‘Dx{v:a}| +/Q h(z) |DX{v=a}|

—
*
~

/Q a h(w) | DX fua=ay| + /Q b h(z) ‘DX{vb:a}

= E§(v") + Eg(v”)

a justificativa de (x) segue de (1.2.1), uma vez que

/Q h(l’) ‘DX{U:CL}‘ = Sup {/Q X{v=a} legdl’ ‘g€ CS(Q7RTL)7 ‘g‘ < h}
= sup {/ X{va=a} legdl’ ‘g€ Cé(Q7Rn)v |g| < h}
Qq

= / h(a:) ‘DX{va:a}
Q

a
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O mesmo pode ser feito com v em 2. m

Observacao 5.2.7. O resultado acima nao € valido para funcionais do tipo pe-
rimetro em geral, sendo que no nosso caso € vdlido gragas ao fato do peso h(-) se

anular em .

Lema 5.2.8. Temos que
- lir% E'(v) = Ej(v), ¥V ve LY) (1€ {a,b}).
e—

O lema acima pode ser encontrado em [31] (pag. 230) ou [32] (pag. 33). De

fato, em [31], a demonstracao é feita no caso

F(v,7) = (v(x) — a(z))*(v(z) — b(x))? com a < b em €,

ou seja,

F.0) = 400) = a)o(e) ~ o) [0 - ()|

Uma andlise criteriosa na demonstracao do Teorema 2 em [31], mostra que a
funcao f acima é um simples exemplo que satisfaz todas as condigoes suficientes
para se obter a ['-convergeéncia requerida em €2,. Tal analise pode ser conferida na
tese [32], onde o caso geral é detalhadamente demonstrado. Observe que o Lema
5.2.8 calcula o I'-limite em 2, onde a(x) > b(z) e, separadamente, em €2, onde
b(x) > a(x). Portanto, nosso caso estd de acordo com as condigoes que aparecem
em [31, 32].

Agora estamos prontos para demonstrar o principal teorema desta secao.

Demonstracao do Teorema 5.2.2. Relembre a Definicao 1.3.1 de I'-convergeéncia

na Secao 1.3.

(i) Sejam v € L*(€) e uma sequéncia {v.} C L'(Q) tal que v, — v em L'(Q).

Entao

Eo(v) 2 Ex(v7) + Eb(")

)
< liminf E*(v®) + lim inf EP (%)
€—>

e—0

< liminf (E*(v®) + EX(v?))

e—0

(k)
< liminf E(v,).

e—0
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Foram usados os Lemas 5.2.6, 5.2.8 e 5.2.5 respectivamente em (x),(*x*) e

Dada v € L'(Q) podemos considerar que v € BV {Q,{a,b}} pois caso
contrario Ey(v) = oo. Temos que v' € BV {{,{a,b}} e pelo Lema 5.2.8
existe {uc;} € L'() tal que uc; — o' em L1()) e

Bl (v > lir% sup El(uc;) (1 € {a,b}). (5.2.4)
e—

Considere
Uea(T), 2 €Qy

ve(r) = q alz), wz€v (5.2.5)
ue,b(:c), RS Qb.

Entao temos que v, — v em L'(2). A fim de concluir a prova resta-nos
mostrar que
E > 1i E :
0(“) = eg%sup e(ve)

Afirmagao: As fungoes u.,; (I € {a,b}) podem ser construidas de tal forma
que

v € HY(Q). (5.2.6)
Vamos aceitar isto por enquanto, tal justificativa sera feita adiante.

Assim, temos que

Eo(v) 2 Ex(v7) + Bb(")

*
IV £
K3

. a : b
iy sup B2 (1c0) + limgsup E(uc)

= limsup E%(v?) + limsup E°(v?)
e—0 e—0

v

lim sup (Eg(vg) + Ef(vi’))
e—0

(k)

= 11_{% sup Ee(v.).

Em (x) foi usado o Lema 5.2.6, em (xx) foi usado (5.2.4) e finalmente em
(% * %) foram usados (5.2.6) e o Lema 5.2.5.

Prova da Afirmagao. Nosso objetivo é provar que é possivel construirmos

familias de fungoes {u. .} e {uc,} satisfazendo (5.2.6), ou seja, que {v.} € H'(Q)
sendo {v.} definida em (5.2.5).
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Nossa estratégia é construir familias de fungoes {uc .} e {ucp} que pertencem
a H'(Q,) e H'(Q), respectivamente. Em seguida mostramos que {v.} é continua
em 7y e isto é suficiente para provarmos que {v.} € H* ().

Primeiramente construimos a familia {u.,} definida em €,. Como pode ser
visto em [31, 32], a sequéncia {u.,} pode ser construida da seguinte maneira.

Seja

E:={reQ:v(x)=a(x)} (5.2.7)

e assuma que OF é de classe C2. Na conclusio desta prova mostraremos que esta
hipdtese nao representa perda de generalidade.

Considere
A={xe€Q,:v(z)=a(x)}

e a funcao distancia com sinal
do(x) = dist‘(x,(?A NOA®), x€A
—dist(x,0ANJA°), =€ A°.

Temos que
A, == 0ANOA® (5.2.8)

é de classe C?.

Agora considere Z, a solucao do seguinte problema de valor inicial.

%(S,x) — JEI()F(s1), (s,2) €R x Q,
(5.2.9)
Z0,z) = 0(z), xc,

Lembre que em €, temos a > 6 > b. A solugao Z, do PVI (5.2.9) satisfaz a
seguinte propriedade:
a(z) > Z,(s,x) > b(z), V (s,x) € R xQ,. (5.2.10)

Como a(z) = b(x), V x € v, segue que

lim Z,(s,z) = a(xg), V (s,20) € R x 7. (5.2.11)

T—T0

Além disso, para = € €2,, temos que

lim Z,(s,x) = a(z), (5.2.12)
§—00
e
lim Z,(s,x) = b(x). (5.2.13)
§—>—00
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As propriedades (5.2.10), (5.2.12) e (5.2.13) podem ser vistas em [28].

Finalmente, consideramos u., : 2, — R definida da seguinte maneira.

(a(z), da(x) > 24/

a(@) = Zo(a, 1/vE) 02D o), e <do(e) <2y
UE,Q(I) = Za(xvda(x>/€)u ’da(x)| < \/E
Za(e,~1/v8) — b@) 2D L ya), 2y < du(e) < —vE
L b(z), da(z) < =24/

Note que u., € H'(£,) e, como pode ser visto em [31, 32], temos que u. , — v°
em L'(Q,) e
B2 (o") > limsup E(u,a).
e—0

De maneira analoga considere
B={x e :v(x)=>0bx)},
e a funcao distancia com sinal

a() dist(x,0BNIB®), z€B
€T) =
’ —dist(z,0BN0B°), x € B

Novamente, sendo

Ay == 0B NOB° (5.2.14)

temos que Ay é de classe C2.

Também considere Z, a solugao do seguinte PVI.

dZ
E(s,x) = VETU(s)F(s,x), (s,z) € R x
(5.2.15)
Z(0,x) = 6(z), €y
Em Q, temos a < 0 < b e entao Z, satisfaz
a(z) < Zy(z) < b(z), Ve, (5.2.16)
e como a(x) = b(z), ¥V x € 7, também podemos concluir que
lim Zy(s,z) = a(xg), Y (s,29) € R x 7. (5.2.17)
T—T0
Ainda, para x € €
lim Z,(s,z) = a(x), (5.2.18)

5§—00
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lim Z,(s,z) = b(x). (5.2.19)

S—r—00
Todas as afirmagoes sobre as solugoes Z, e Z;, dos problemas de valor inicial
(5.2.9) e (5.2.15), respectivamente, podem ser encontradas em [28].

Definimos ucp : £, — R da seguinte maneira.

[ b(x), dp(z) > 24/€

b(a) — Zy(a, 1)) L2 ) e <) <206
ueplz) = { Zifw, dy()/e), ()| < Ve
Zo(r, —1/v/@) — (@) LD L) 2/ < dylo) < —vE
[ a(@), dp(z) < —2+/€

Da mesma maneira, u., € H'(€)) e novamente usando os resultados de [31, 32]

temos que u., — v° em L)) e

Eg(v") > lim sup Bl (uep).

Agora, de posse das familias {u.,} e {uc,} e usando as propriedades (5.2.11)

e (5.2.17) de Z, e Z, respectivamente, concluimos que dado g € v obtemos

lim wey(x) = a(xg), 1€ {a,b}.

T—T0

Assim, temos que v, (veja (5.2.5)) é continua em 7. Segue que v, é continua
em €, e como u.; € H'(Q) (I € {a,b}) um cdlculo simples usando integragao por
partes permite concluir que v, € H* ().

A afirmacao esta provada.

Resta-nos agora provar que nao ocorre perda de generalidade ao assumirmos
que OF e, consequentemente A, e Ay, sdo de classe C?, veja (5.2.8) e (5.2.14).

Temos que E C 2 é de perimetro finito e satisfaz as condi¢oes do Lema 1.2.11
e assim existe uma sequéncia de abertos E; satisfazendo (i) — (v).

Considere uma sequéncia {v;} definida por

vj(:l:):{ a(zr) ze E;NQ

bz) ze€Q\E;.
Pelo item (2i), dado m € N, existe j;(m) tal que

1
|Uj — U|L1(Q) < %
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para todo j > ji(m). Por (iii) e como |h|; . < 0o, temos que existe ja(m) tal que

1
|Eo(vj) — Eo(v)| < I

para todo j > ja(m). Seja

j(m) == max {ji(m), j2(m)} .
Temos que JF; é de classe C? entao, como provado acima, existe uma sequén-
cia {v.;} em H'(Q) e e;(m) tal que

1

|ve,; — Uj|L1(Q) < om

para todo € < e;(m) e, pelo item (7) deste mesmo teorema, existe e3(m) tal que

1
[Ee(ves) = Eo(w)] < 5

para todo € < €3(m). Seja
e(m) :=min{e; (m), ea(m)} .

Tome a sequéncia {vy, },,cn tal que vy, = Vem),jm)- Entao

[vm = 0] 110 Ve(m),im) = V| g

= }“e(m)J(m) - Uj(m)|L1(Q) + |Uj(m) ~VlLe
1
< J—
m
€
| Ecim) (vm) = Eo(0)| = | (o) (Ve(m).jm)) — Eo(v)]

< Bty (Vemy.gm) = Bo(Wsemy)| + [ Bo(vjem)) — Eo(v)]
1

< —.

m

As duas cadeias de desigualdades acima provam que nao ocorre perda de

generalidade na demonstracao deste teorema se assumirmos F de classe C?. [

UFSCar - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA



Capitulo 5 - Problema Singularmente Perturbado 72

5.3 Minimo Local Isolado

O resultado abaixo sera util na demonstracao do principal resultado desta
secao. Embora seja intuitivo e de facil visualizacao, nao foram encontradas refe-

réncias para tal lema, por isso fazemos a demonstracao aqui.

Lema 5.3.1. Seja Q) um conjunto limitado aberto e conexo com fronteira Lips-

chitz, e considere E2 C ) um conjunto de perimetro finito tal que
0<H"(E) <H"(Q). (5.3.1)

Entao Perg(FE) > 0.

Demonstracao. Suponha por absurdo que
Pero(E) =0, (5.3.2)
entao dado zp € Q para qualquer r > 0 tal que B(zg,r) C §2 temos que
Perp(go.n (E) = 0.

Com efeito, se existe zy € 2 e r > 0 tal que B(xg,7) C Q e Perp(y, (L) > 0,

entao

Perg(E) = H" ' (0.ENQ)

M OB 1 (O\B(ro. 1)U Blro.)

v

H" 0. E N B(zg,T))

= Perpgy, £ >0,

o que contradiz (5.3.2).

Assim, pelo Lema 1.2.7 temos que
H"(B(zg,7) N E) =0

ou

H"(B(zo,7) \ E) = 0.

Considere os conjuntos

Ay ={x € Q:H"(B(x,r) N E) =0 para alguma B(z,r) C Q}
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Ay ={2z € Q:H"(B(z,r)\ E) =0 para alguma B(x,r) C Q}.
Diante de nossas hipdteses, temos que

[ AlmAQZQ-

Se existe xg € A1 N Ay entao é possivel encontrar rq > 0 tal que
Hn(B(mo,T‘o)ﬂE) =0 e Hn(B(l'O,’f‘o)\E) :07

o que é um absurdo.

e O =A,UA,.

Como ja observado, esta é uma consequéncia de (5.3.2) e do Lema 1.2.7.

e A; e A, sao conjuntos abertos.

Tome zy € Ay, entao existe ro > 0 tal que H"(B(zo,70) N E) = 0. Agora,
se x1 € B(xg,19) € 71 > 0 é tal que B(xq,7r1) C B(xg,70), temos

(B(ml,rl) N E) C (B(l’g,?”o) N E) = Hn(B(.Tl,’f’l) N E) = 0,

ou seja, r1 € Ay e portanto A; é aberto. De maneira andloga provamos que

As é aberto também.

Agora, como  é conexo temos que A; = () ou Ay = (.
Se Ay = (0, entao dado = €

H"(B(x,r)NE)=0

para toda B(z,r) C €, pois caso contrario x pertenceria a As. Pelo Teorema de

Vitali existem bolas duas a duas disjuntas {B(z;,7;)} C Q tais que
H(Q) = H" (U2 B(ai, i) -
Assim,
H'(E) = H'(QNE)
= H" (U2, Bz, 1) NE)
= H" (U (BN B(xi,4)))

= 0.
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o que contraria nossas hipGteses (veja (5.3.1)). Se A; = (), de maneira andloga
chegamos que H"(E) = H"(2), o que nos dé outro absurdo.
Portanto Perg(E) > 0. O

Agora, enunciamos e demonstramos o principal resultado desta secao.

Teorema 5.3.2. Cada uma das fungoes uj, ... ug : Q — R definidas por

® uy = axo, + bxo,

* uj = bxo, +axq,

¢ um minimo local isolado de Ej.

Demonstragdo. Faremos aqui as demonstragoes para uj e u3, uma vez que os

outros casos u3 e ug sao, respectivamente, analogos.

Considere p > 0 tal que

p<min{/a(a—b)dx,/ﬂb(b—a)dx}. (5.3.3)

Entao, de acordo com a Defini¢ao 1.3.2, devo mostrar que se u € L(Q) satisfaz
0< |u— ué‘Ll(Q) < p, (5.3.4)

teremos

Eo(u) > Eo(ug). (5.3.5)

Note que,

0, £¢100,1)
Qﬂa*{X{uéza}>§}:{ v, £€10,1)

assim, usando novamente férmula da co-area vista na Proposi¢ao 1.2.10

Ea(u) = [ )| Dxpg| = [ / gy

- [ frome

pois h(z) =0,V z € ~.
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Se u ¢ BV (€Q,{a,b}), entao Ey(u) = oo e obviamente Eo(u) > Ep(up) uma
vez que Ey(ul) = 0.
Portanto, considere u € BV (2, {a,b}) satisfazendo (5.3.4) e o seguinte con-

junto

A={reQ u(x)=a(z)}.
Entao A tem perimetro finito e temos duas possibilidades:

(i) H1((0.ANQ)\~v)=0ou
(i) H Y (0, ANQ)\v) >0

Se (i) ocorrer entdo afirmamos que

e u=ujqt.p em Q= |u— u(1)|L1(Q) =0, ou

e u="byxq, +axg, q-t.p. em Q = |u— u(1)|L1(Q) > p, ou

o u=aqtp. em Q= |u—uplpq > p ou

o u="bqtp. em Q= |u—uplg > p

Com efeito, suponha que nenhum dos quatro casos acima ocorram. Sem perda

de generalidade, colocando

K=AnQ,

podemos assumir que

0 < H"(K) < H"(Qa).

Como ), é aberto, limitado, conexo, com fronteira Lipschitz e K C €, tem

perimetro finito, estamos nas condi¢oes do Lema 5.1.1. Segue que

Perg, K > 0.

Afirmamos que

(0.K N Q) C [(.ANQ)\A]. (5.3.6)

De fato, tome = € (0,K N Q,). Entao, como x € Q, temos que x € Qe x ¢ 7,
portanto basta mostrar que x € 9,A. Agora, como K C A e x € 0,K, temos

limn sup L(B(xz,r)NA) > limsup L' B(xz,r)NK)

r—0 rr r—0 T

> 0.

Sabemos que €2, é aberto e x € 2,, entao para r > 0 suficientemente pequeno,
B(x,r) C Q,. Segue que B(x,r)\ A= B(x,r)\ (ANKQ,), dai
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lim sup LYBx,r)\A) — limsup LM B(x,r)\ (ANQ,))

r—0 rm r—0 rr

> 0.

Logo = € 0, A e isto prova (5.3.6). Assim, concluimos que

H (0 ANQ) \ ) > H" (0. K NQ,)) = Perg, K > 0,

contrariando (i).
Nos quatro casos acima temos um absurdo, pois por hipétese u satisfaz (5.3.4).

Portanto deve ocorrer (ii). Observe que

0, §¢[0,1)

Qma*{x{u:a}>€}={ ONa.A, €€l0,1)

Eo(u) = /Q M) |Dxju=ay| = /_ Z /Q oot} h(z)dH" ' d¢

1
/ / h(x)dH™ ' d¢
0 J(QNoLA)\y

> 0

v

pois h(z) > 0 para todo = € (Q\ 7) e por (i), H* (2N I.A)\ v) > 0. Segue
que

E()(’u) > Fy (u(l))

Estd provado que u} ¢ minimo local isolado de Fy. Para u3 considere o mesmo

p dado em (5.3.3) e note que,

R T e
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Logo

Eo(ug) = /Q h() ’DX{ug:a}

= / /Q . X{3 }h(x)dH”_ldf

Dada u € L'(Q) podemos considerar que u € BV (Q, {a, b}), pois caso contra-

trio Ey(u) = oo. Entao, se u satisfaz
0< ‘u— ug’Ll(m < p,
de maneira andloga ao caso anterior concluimos que Ey(u) > 0, ou seja,
Eo(u) > Eo(up).

Isto prova o Teorema 5.3.2. O

5.4 Demonstracao do Teorema 5.1.1

Finalmente, com os resultados obtidos nas se¢oes anteriores, podemos demons-

trar o principal teorema deste capitulo:

Demonstracao do Teorema 5.1.1. Apos calcular o I'-limite Fy da familia de fun-
cionais dada em (5.2.1), e provar que cada uma das fungoes ul, ..., us (veja Te-
orema 5.3.2) é um minimo local isolado de Ey, resta-nos verificar a hipdtese (i)
do Teorema 1.3.3. No entanto, assim como discutido na Secao 2.3, esta hipdtese
é consequéncia da condi¢do de crescimento (veja (f4)) imposta sobre f. Outros
trabalhos utilizam o mesmo artificio [18, 30, 32, 33].

Assim, de posse dos Teoremas 5.2.2, 5.3.2 e 1.3.3, concluimos que a familia de

funcionais de energia dada em (5.2.1) admite quatro familias de minimos locais

{ui}0<e§eo R, {uf}0<€§60 para algum ¢y > 0,
tais que
o |u! — ug|p g — 0 quando € — 0, sendo ug(x) = a(r)xa, (*) + b(x)xa, (2);
o |u?— u§|L1(Q) — 0 quando € — 0, sendo u2(z) = b(z)xq, (z) + a(z)xa, (z);
o [u} —ug|L g — 0 quando € — 0, sendo ug(x) = a(w);

4

o |u; u0|L1 — 0 quando € — 0, sendo ug(z) = b(x).
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0 i'O 0 i’o

Figura 5.3: Comportamento das familias {u!},..., {u!} com e suficientemente
pequeno e v = {xp}

l

Portanto cada fungao wu,

com 0 < € < ¢ el € {1,2,3,4} é uma solugao
estacionéria do problema (5.1.1), resta-nos verificar a estabilidade. Usamos aqui

os mesmos argumentos usados na demonstracao do Teorema 2.3.4. Com efeito,

l
€

temos que a segunda variacao do funcional de energia E. em u. é nao-negativa.
Sendo A;(u!) o primeiro autovalor do problema (5.1.1) linearizado em torno de
ul temos que A\;(ul) > 0 devido & sua caracterizacio variacional. Sabemos que se
A1(ul) > 0 entao ul é estdvel.

Podemos concluir o mesmo se A (ul) = 0. De fato, neste caso A\;(ul) é autova-

lor simples, segue que existe uma variedade unidimensional critica local invariante
l

W (ul) tangente & autofuncio principal do autovalor A\;(ul) = 0 tal que se u! é
estavel em W (ul) entdo também é estével em H'(Q) (veja [4], Teorema 6.2.1, por
exemplo). A estabilidade de u! em W (u!) segue da existéncia de um funcional de
Lyapunov e do fato de W (ul) ser unidimensional.

O teorema esta provado. O]

5.5 Exemplos

Exemplo 5.5.1. Considere o problema (5.1.1) no intervalo Q := (—1,1) com a

funcao f dada por

Flu ) = —(u+2)(u — 22) (u— (”22_”5)) (5.5.1)

Afirmacao: f satisfaz (f1) — (fs)-
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De fato, a equacao degenarada

flu,z) =0

2

possui trés solugoes a(z) = —x, b(x) = 2% e O(z) = tais que:
e em Q, = (—1,0) temos a >0 > b
e cm O, = (0,1) temos b >0 > a

e em 7 = {0} temos a = 0 = b.

Figura 5.4: Funcoes a, b e 6.
Temos também que para todo z € (—1,1) \ {0},

fula,x) = fu(b,z) = —@ < 0.

Ainda, um simples calculo mostra que

F(u,2) = 7(u — a@)*(u ~ b(z))?,

ou seja, f satisfaz a condigao de igualdade de area, F(u,z) > 0 e suas Unicas
raizes sao u(r) = a(z) = —x e u(x) = b(xr) = z%. A condicao (f4) que controla
o crescimento de F' também é satisfeita tomando, por exemplo, sy = 2, p = 4,
cp=0.1ecy=2.

Portanto, o Teorema 5.1.1 pode ser aplicado, ou seja, existe ¢ > 0 e quatro

familias de solucoes estacionarias estaveis

g {uc}
{ue 0<e<eg ? "7 uf 0<e<eg

de (5.1.1) em Q = (—1,1) com f(u,z) = —(u+z)(u—2?) (u — (”EQT_"”>>, tais que
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o |ul — u[1)|L1(Q) — 0 quando € — 0, sendo u}(z) = —zxq, () + %10, (2);
o [u? —ug| i — 0 quando € — 0, sendo ui(z) = 2*xq, (v) — X0, (?);
o [u} —ug|Li g — 0 quando € — 0, sendo uj(z) = —;

o |ut— u3|L1(Q) — 0 quando € — 0, sendo ug(z) = 22.

Exemplo 5.5.2. Agora considere o problema (5.1.1) em
Q={zeR*: 2l + 2} <4}
e a funcao f como sendo
Pl w) = —u(u— a2 — 23+ )(ut 22 + 23— 1)

A equacio degenerada f(u,r) = 0 possui trés solugoes a(x) = 2?7 + x3 — 1,
b(z) = —22 — 22+ 1 e O(x) = 0. Neste caso

7:{:17€R2:$§+x§:1}

e, assim como no exemplo anterior, um calculo simples mostra que f satisfaz

(f1) = (fa)-

Q
Q
a>60>b “
2
-2 —1 1 2
b>10>a
Y

Figura 5.5: Dominio Q = €, U €, U~.

Nestas condigoes, temos que existe ¢y > 0 e quatro familias de solucoes esta-

cionarias estaveis
1 4
{U€ }0<e§eo e {Ue }0<6§50

de (5.1.1) tais que

o [u! — ug|piq) — 0 quando € — 0, sendo ug(z) = a(r)xa, () + b(x)xa, (2);
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o |u?— u%|L1(Q) — 0 quando € — 0, sendo u2(z) = b(z)xq, (z) + a(z)xa, (z);
o |ud— u8|L1(Q) — 0 quando € — 0, sendo uj(z) = a(x);

o |u} — ug| 1) — 0 quando € — 0, sendo ug(x) = b(x).
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