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Abstract

This work studies a priori estimates in Hardy spaces for planar first-order
differential operators satisfying the Nirenberg-Treves Condition (P), as well as
related local solvability results in spaces of bounded mean oscillation. As an
application we obtain a generalized simililarity principle for locally solvable
vector fields.



Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de estimativas a priori, envolvendo nor-
mas em espacos de Hardy, para operadores diferenciais de primeira ordem no
plano satisfazendo a condigdo (P) de Nirenberg-Treves, bem como a conse-
quente resolubilidade local em espacos de fungoes de variacao média limitada.
Obtem-se como aplicagao um principio da similaridade generalizado para cam-
pos localmente resoliveis.
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Introducao

Dado um operador diferencial parcial linear de ordem m com coeficientes
suaves e a valores complexos definidos num aberto 2 C IR™, 0 € Q2

P(y,D) = ) aa(y)D"

la|<m

onde a = (ai,....,any) € 27, |af = o + a2 + ... + ap, D* = D*..Don e
D; = 9/idy;, i = v/—1, o stmbolo principal de P(y, D) é a fungao

p(y, &) = Z ao(y)€* ye, el

lor|=m
onde £* = £1*...&8. O operador P(y, D) é de tipo principal em 0 quando :

R0, p(0,§)=0 = V(0,8 #0.

Definigao 0.0.1 Um operador diferéncial parcial P(y, D) em  C IR™ com
0 € Q, € localmente resoluvel em 0 se existir uma vizinhangca U C €2 de 0 tal
que a equacao

Py, D)yu=f

pode ser resolvida em D' (U) para toda f € CX(U).

Nirenberg e Treves introduziram a condigao (P) para o simbolo principal do
operador P(y, D) e provou que em certas hipdteses esta condigao é equivalente
a resolubilidade local.

No seguinte caso particular, temos a condi¢ao (P) de Nirenberg e Treves:
Seja P(y,t, D) um operador diferéncial parcial linear de primeira ordem em
) C IR?, contendo a origem 0,

P = P(y,t,D) = ai(y,t)D1 + as(y, t) D2 + c(y, 1), (y,t) € Q, (0.1)
entao seu simbolo principal se escreve como

p(y>t>€1>€2) = al(y>t)€1 + Clg(’g,t)&g = A(y>t>€1>€2) + iB(y>t>€1>€2) ’
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onde A(y> t> 617 52) = R€(a1)(y, t)gl + R@(a2)(y> t)€2> € B(y> t> 517 52) = Im(al)
(y, )& + Im(az)(y,t)&2. Uma bicaracteristica nula de A(y,t,&;, &) passan-
do por (0,£9,£Y) é uma curva satisfazendo o sistema de equagoes diferenciais
ordinérias

(9(s),i(s)) =  VeA(y,t,&,&),  (5(0),40)) =0,
(£1(5),&2(5)) = Vi Ay, t,&,6),  (£(0),&(0)) = (£0,€9),

com condicao inicial verificando A(0,£),£)) = 0. O operador P da forma
(0.1) e de tipo principal em 0, com VA(y,t,£7,&9) # 0, satisfaz a condigao
(P) de Nirenberg e Treves neste ponto, se B(y,t,&1, &) ndo muda de sinal ao
longo de qualquer bicaracteristica nula de A(y, t, &, &) passando por (0, &Y, £9).
Observamos que esta formulacao ¢ invariante por mudanga de coordenadas.

Notamos ainda que se P é da forma (0.1) e de tipo principal em 0 entao
existe jo tal que |a;,(0)] > 0 para algum jo, € {1,2}, e que sem perder a
generalidade iremos supor jo = 2. Além disso, devido ao fato que a funcao
as é continua, segue da definicao que se P é de tipo principal em 0, existe
uma vizinhanga Uy C € de 0 onde |as(y, t)| > 0 para todo (y,t) € Uy. Sendo a
propriedade de resolubilidade local invariante por divisao de fungoes; segue que
para estudar a resolubilidade local de P em 0 basta estudar a resolubilidade
do operador éP. Sendo assim podemos considerar P na forma

0 0
P=_—+4a(y,t)—+c(y,1),
5 T a:t) 2y (y,1)
com a, ¢ funcoes suaves e a valores complexos. Finalmente, se f(z) =y é a
solugao da E.D.O.

a aplicacdo (z,t) — (y,t) é uma mudanga de coordenada numa vizinhanga da
origem. Nestas novas coordenadas P fica na forma

P = 9 +ib(x, t)ﬁ +c(z,t) =L+ c(z,t), (0.2)
ot ox

com b, ¢ suaves, b real e ¢ complexa. Assim p(x,t,&,&) = Az, t,&,&) +
iB(x,t,&,&), com A(x,t,&,&) =& e B(x,t,£,&) = b(x,t)&. Entao se P é
do tipo principal em 0 entao b(0) = 0 e a bicaracteristica nula de A passando
por (0,£2.£9), com &) # 0, é a curva y(s) = (0, s,£),£)). Portanto P satisfaz a
condigao (P) em 0 se a aplicagao s — B(y(s)) = b(0, s)&) nao muda de sinal,
que é equivalente a dizer que a aplicagao s — b(0, s) ndo muda de sinal. Em
geral temos a seguinte defini¢ao:
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Definigao 0.0.2 Um operador P na forma (0.2), satisfaz a condi¢ao (P) num
aberto 1 contendo a origem quando para cada x fizo a aplicagio s +— b(x,s)
nao muda de sinal.

Na presente tese obtemos algumas estimativas a priori para P em (0.2)
satisfazendo a condigao (P) de Nirenberg-Treves no espago com normas mistas,
L'(H") quando os coeficientes b, ¢ nao dependem de z e em L'(h') quando b,
¢ sao fungoes podendo depender de x e t, implicando em resolubilidade local
nos seus respectivos espagos duais L*°(BMO) e L*(bmo).

Beals e Fefferman em [BF] provaram que a condigao (P) implica em resolu-
bilidade local em L? para um operador diferencial linear de ordem m, P(z, D)
de tipo principal no seguinte sentido:

Definigao 0.0.3 Um operador P(x, D) diferencial parcial linear de ordem m,
definido em 2 C IR™ € localmente resoluvel em LP se para todo ponto de xq € €2
e todo s € IR existe uma vizinhangca U C § de xg, tal que para toda f €
LPNEU) a equagao

P(z,D)u = f

pode ser resolvida em U com u € LV, |, onde LP = (I — A)~/2LP(IR"),

provando a desigualdade a priori
||S0||;D’,m—1 S CHtP(pHp/, 2—9 —I— — = 1 .

A questao da resolubilidade local em LP; 1 < p < oo, para P um operador
diferencial parcial linear de primeira ordem satisfazendo a condigao (P), foi
abordada por J. Hounie e E. P. Lemos em [HLJ, onde eles provaram a seguinte
estimativa a priori

lellr < CllPellr @ € CZ() (0.3)

onde () é alguma vizinhanca da origem. Para p = 1, J. Hounie e J. Tavares
em [HT] exibem um exemplo de um campo L em IR? satisfazendo a condigao
(P), e f € L>*(Q) tal que é impossivel encontrar u € L>*(Q) tal que Lu = f
em D'(Q)) para qualquer vizinhanga 2 da origem. Desta maneira parap =1 a
estimativa a priori (0.3) nao é vélida no plano. Mais recentemente, J. Hounie,
P. Santiago e S. Berhanu provaram em [BHS] a estimativa

ol 1Ry x(—1.1)) < CIPollpr=rmypiry)) >, @ € Co(Re x (=T,T)) (0.4)

com P em (0.2), b suave e b < 0 ou b > 0.

Esta tese vem mostrar que podemos colocar no lado esquerdo da desigual-
dade acima a mesma norma que aparece do lado direito, precisando que P
satisfaga a condigao (P) de Niremberg e Treves.
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Resumindo as duas estimativas principais da presente tese sao as seguintes:
Suponha P como em (0.2) entao

el -y mm.)) < CTIPolln-rr),mm.)) . »€CI(-1.T),5(R:))

(0.5)

com b suave nao negativa dependendo somente de t e

loller—rmy ey < CTIPo||lL—rrynm.)y, ¢ € Cr(—a,a)x (=T,T))
(0.6)

com b suave tal que para cada z fixo, a aplicagao t — b(z,t) ndo muda de
sinal, i.e. P satisfazendo a condigao (P).

O artigo [BHS] traz uma aplicagao da desigualdade (0.4) para o Principio da
Similaridade Generalizado. No ultimo capitulo desta tese, via a desigualdade
(0.6) estendemos o Principio da Similaridade Generalizado para campos que
satisfazem a condig¢ao (P). Uma outra aplicagao é a extensao da desigualdade
(0.6), é que provando o lema de Friedrichs ([H] pag.9) no caso h' vamos obter
para toda u € L*(h') N &' tal que Pu € LY(hY) N E,

1wl L1y < CllPul|prary -

Observamos ainda, que as constantes que aparecem no texto, denotadas
por C, podem variar ao longo das demonstracoes.



Capitulo 1

Os espacos de Hardy H'! e hl

Os espagos de Hardy HP(IR™) (0 < p < oo) foram introduzidos por Elias Stein
e Guido Weiss [SW], estes coincidem com os espagos LP quando 1 < p < oo
e é um subespaco de distribuigoes temperadas para 0 < p < 1, e esta estrita-
mente contido em L' quando p = 1. Mais tarde David Goldberg apresentou
em [G] uma versao local dos espagos de Hardy, os A?(IR™), tendo como ob-
jetivo sanar algumas dificuldades que surgem quando se estuda questoes de
Anélise nos espagos HP(IR™). Neste capitulo tratamos somente os espagos
H'(R) e h'(IR) uma vez que nos capitulos posteriores faremos uso de suas
propriedades. Seremos breves na apresentacao, pois os resultados seguintes
podem ser encontrados nas referéncias [FS], [St] e [G].

1.1 O espago H'(IR)

Uma das maneiras de caracterizar o espaco H'! é através das funcoes maximais.

Dada ¢ € S(R) e f € S'(IR), definimos a fungdo maximal
Mof(@) = supl 6u(a)l, x(a) = o(a/e).

Para uma dada colegao finita de seminormas F = {|| - ||m.»} em S(IR) (a classe
das funcgoes infinitamente diferenciaveis e com todas as derivadas rapidamente
decrescente ) com ||@||mn = Supyer |2"00¢(z)|, consideremos a familia de
fungoes Sy de S(IR) limitadas uniformemente por estas seminormas,

Sr={¢ € S(R); ||¢|lmn <1 para toda || - ||;mn € F}.
A grande fungao maximal associada a familia limitada Sr é definida

Mgzf(z) = sup Myf(z).

PESF



Teorema 1.1.1 Seja f € S'. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:
(i) Existe p € S com [ ¢ # 0 tal que Myf € L.

(ii) Para toda ¢ € S com [ ¢ # 0, Myf € L.

(111) Eriste uma cole¢io F tal que Mgf € L.

A implicagao (ii1) = (i) é 6bvia. Que (iii) = (ii), segue do fato que dada
¢ € S seja 07 = max{||¢|lmn; || |lmn € F} entdo ¢ € Sg, assim OM, f(x) =
My f(z) < Mzf(z) € L'. A implicagdo (i) = (i4i) é a mais dificil e pode
ser vista em [St] a partir da pagina 91. Além disso, é mostrado que || My f]| L1,
|Mzf|lz1 sao equivalentes.

Definigao 1.1.1 Se f € §' satisfaz uma das condi¢ées do teorema acima,
dizemos que f € H'.

E possivel mostrar que H' C L', na verdade H' — L' (seguira facilmente
da decomposigao atomica). Fixamos ¢ € C°(1(0,1)), ( 1(0,1) = (—1,1)
intervalo de centro zo = 0 e raio r = 1), [ ¢ = 1 definimos a norma || f||z =
| My f|lz1, que torna o espago H' um espago de Banach.

Existe também uma outra funcao maximal usada para definir os espagos
H* que envolve o niicleo de Poisson em IR2 = IR, % (0,00) , Py(z) =y ' P(z/y)
onde P(x) = 7~ }(1+|x]?)~!, que também serd usada nos capitulos posteriores.
Antes precisamos do conceito de distribuicao limitada.

Definig¢ao 1.1.2 Uma distribuicao f € S' € dita limitada quando
peES=|f*o|re <Cy<00.

Para uma distribuicao limitada f é possivel definir a distribuicao f*h com
h € L' como:

peES =< frh ¢p>=<fxp.h>, oé)=o¢(—x).

Segue facilmente que f * h é uma distribuicao limitada e que dados hy, hs em
LY entao (f x hy) * hy = f * (hy * ho).

Portanto como P estd em L', temos que P, x f estd bem definido como
distribuigao, sempre que f ¢ uma distribuigao limitada.

Considerando ¢ € S, com ¢(§) = 1 para £ proximo de 0, escrevemos

P) = el = ¢(&)ell + (1 — 6(6))e e = g(€)e ¥l + 9(€), em seguida

aplicando a transformada de Fourier inversa temos P, = ¢, * hy + 1, e assim
Pysf=fxdyxhy+iy*f, hlz)=P), veS.
Desta decomposicao e do fato que (95 + 97) P,(x) = 0 temos:
Proposicao 1.1.1 Se f € &', é limitada entio f x P, € C*, e
(0 + ) (f*P)(z) =0, em IRY.



Em Stein [St] a partir da pdgina 91, estd demonstrado o seguinte:

Teorema 1.1.2 f € H' <= f ¢ limitada, u* € L'; onde

u'(z) = sup [f* Py (2)],

lz—2|<y
além disso,
[l ary < Cll 2w, -

A caracterizagao atomica

Definig¢ao 1.1.3 Um H'-dtomo é uma fungao a, com suporte s(a), e satisfa-
zendo:

(i) s(a) C I, para algum intervalo I = I(xg,7) = (xg — r,x0 + 1), (centro zo e
raio r),

(11) ||al|z < |I|7Y, onde |I| medida de Lebesgue de I.

(iii) [a(z)dz=0.
A seguir temos o teorema da decomposicao atéomica:

Teorema 1.1.3 (i) Todo H'-dtomo a estd em H', e além disso, existe C > 0 tal
que ||a||gr < C para todo H'-dtomo.
(ii) Toda f € H' pode ser escrita em H como f = Y, A\gax com aj H'-
dtomos, € C1 > [Me| < | fllar < Co > | Akl, com Cy e Cy constantes indepen-
dentes de f.

A seguir iremos enunciar propriedades do espaco H' que serao tteis nos
capitulos posteriores, sendo que algumas destas propriedades demonstraremos.

Proposicao 1.1.2 Sejam ¢,v, em S, e vs(x) = 6 1)(x/0).
(i) { s * ¢ }5<1 ¢ uma familia uniformemente limitada de S,

(ii) se f € H' e [ ¢ #0, entdo ||f * s|m = [ My(5 * f)llzr < Cllf ||

Prova:
(i) Seja F' a transformada de Fourier e d o operador derivada entao

15 % Gllmn < 1 E (2™ (da)™ (5 % ¢))| 1 -

Por outro lado, pelas propriedades de F' segue
Fa"d;(s*90))(€) = D Cmynadf™(€"F(¥))(6€) 8™ dfF(9)(€),
mi1+mo=m
portanto, lembrando que < 1 e que ¢, ¥ estao em S temos

IE@mdi (¢ )l < Y Coupmall6™ &g F()(8) ool dg™ (€ F ()1

mi1+mo=m

< Cnn(9,9).



(i) Seja ¢ € C(1(0,1)) e ¢e(z) = e Lp(x/e) . E facil ver que (P *s/e)e =
Ge x5 = (Des ¥ )5

Sup [ge x 5+ f| = max{sup [(¢ * Psye)e * fl, sup [(dess * D)5 * fl}-
e>0 6<e e<d
Seja F uma colegao finita de seminormas de S com || f|| g1 < C||Mzf||L:. De

(i) {# * ¥s/c }s<- € uma familia uniformemente limitada, sendo assim existe
61 > 0 tal que 01(¢ * 1)s5/.) € SF para todo € > 4, logo

%up 01(¢ % 5/e)e * f| < SUP M91(¢*w5/5 < Sup M]—'f Mgrf.

Analogamente, existe 0 > 0 tal que 62(¢./5 * ¢) € F para todo € < §, assim,
SUP.<s [(Pe5 % V)5 * f| < 92_1/\/1ff. Portanto

|5 * flle < ClIMzfller < C| fllar-

Proposigao 1.1.3 (i) Seja ¢ € C(1(0,1)), ¥s(x) = 6 (x/d) e [ =1. Se
fs=wsx f entdof5—>f § — 0, em H'.
(i) { peC> [@=0}C H! ¢ denso.

Prova:

(i) Primeiro, seja a um H'-dtomo, s(a) C I =
entao s(as—a) C I(xg,r+0) C I} = I(:Bo,r—l—l), (0 <

escreva
|las — a||gr = / My(as — a)(x)dx = / —I—/ =T +7Z.
R o Jer

Pela desigualdade de Schwartz e o fato que a funcao maximal é limitada em
L? temos

I(xg,7). Seja as = s x a
1). Se IT = I(xg, 2(r+1)),

71| < | Mo(as — a)z2| L] < Cllas — all 2| — 0, 6 — 0.

Por outro lado, se z € °If e ¢ < | —x0|/2, entdo |x —y| > € para y € I;, como
s(¢e) C I(0,¢) segue

¢ * (as —a)(z) = i ¢(x —y)(as — a)(y)dy = 0.



Assim, podemos supor que £ > |z — x9|/2 e como [ a(x)dzr = 0 temos

|9 * (a5 — a)(z)| =

[t — ) ast) - a(y))dy'

< . [(¢e( —y) — de( — 20))||(as(y) — a(y))|dy
< ¢ [ Bty oy
< o [ ast) — atw)lay
< oﬁnaranﬂ.
Logo,
T < c/@_mm(m) ﬁdaﬁ las — all g < Cllas — allp — 0, 6—0.

Observamos que se Sy = fovzl Acar € uma combinacgao linear finita de
H'-4tomos segue que ||vs * Sx||z1 — 0, 6 — 0. Assim, dado p > 0 como
f =3, Aay em H' existe N grande ||Sy — f|lg < p, entdo

[fsll e < ICF = Sn) * Ysllan + 1Sn * sl < Cp+ [[Sn # Yl < (C+1)p,

para J suficientemente pequeno.
(ii) Basta observar que dado a um H!-4tomo entao as = sxa € C>, az(0) =0
e por (i) temos as — a, § — 0. Daqui o resultado segue do teorema da
decomposi¢ao atomica.
|
O teorema a seguir, é importante por dar uma outra norma para o espago
H'(IR) que resulta equivalente a norma H'(IR) usual. Este teorema também

dird que se f € H*(IR) e H a transformada de Hilbert entao Hf € L'(IR),

tendo como consequéncia que fl\f(f) = —isgn(§) f(&) (onde ~ denota a trans-
formada de Fourier e sgn(§) a fungao sinal de £) é uma funcao continua e isto

s6 é possivel se [ f = f(£) = 0. Iremos omitir a sua demonstragao, que pode
ser vista em [St] na pégina 114 e a reciproca em [GR| nas paginas 285-288.

Teorema 1.1.4 Seja H a transformada de Hilbert,
fe H(R) <= f,Hf estio em L'(IR).
Além disso, existem constantes Cy e Cy, independentes de f tais que

Ci([[fllzrary + 1H fllorawry) < 1 fllzn < Collf e + [[H f][z1) -



Por este teorema ainda temos || H f|| g < C(||H f|| o+ HH f||2) < C (|| f ||+
||f||L1) < 20| f|lg1, uma vez que HH f = —f.
Este teorema sera usado na proposicao e no lema seguintes;

Proposigao 1.1.4 Se € S, ys(x) = 6 (x/d), f € H e fs = f*1s entio
fs — 0,5 — o0, em H*

Prova:

Suponhamos inicialmente que ¥ € C°(I(0,1)) e a um H'-atomo com
s(a) C I = I(xg,r) entao

s+ 0] < [ (o —9) — vte — 2oy < P12
I
Portanto,

/|w5*a(a?)|d:17§/ ||w ||L<x>’f’dl'§ ||w ||L°°2T(T+5) _)0’ 5 — 00
I(zg,r+9)

92 92

Segundo, se ¥ € S, considere ¢ € C°(—1,1) com ¢ = 1 se |z|] < 1/2 e
or(-) = ¢(- — k), com k variando nos numeros inteiros. Seja

Dy (1) = Pk ()

> di(x)

a colegao { P} é uma partigdo da unidade subordinada a cobertura localmente
finita {I, = I(k,1)}rez de IR. Assim ¢(z) = Y, (x)P(z) = >, ¥¥(x), e

como s(W*) C Iy, e ¢,v estao em S temos ||(¥*)||p~ < W Portanto, de

maneira analoga ao primeiro caso temos

laxdsls < ) flax Wyl
k

52
C 2r(r 4 9)
(;GHWJ o e

Analogamente, se Sy = fovzl A\za, é uma combinacao linear finita de H'-
dtomos temos 15 * Sy — 0, § — oo. Dada f € H' e p > 0 como f =
> x Akay existe N suficientemente grande tal que ||f — Sy|l g < p, entao

145 * I

< SOty 20

<l * (f — Sw)llr + |95 * Sy ||
< C|f = Snllar + |5 * Sn ||
< (C+1)p, §—00.



Daqui o resultado segue do teorema 1.1.4.
O lema a seguir tem por consequéncia imediata que

{resm [ raw=of ¢ wm.
e a sua demonstragao foi retirada de [GR| das paginas 326-327.

Lema 1.1.1 Suponha que zf, f estio L*(IR) e [ f(x)dz = 0. Entdo

1£ 17 < Cllf N2 ll2f e -

Prova:
Observamos que:

[ = [ pejar+ [l —zaz 0,
|z <r |z|>r |I|
pela desigualdade de Schwartz
1/2 dz \ ' ~1/2
Iy < | flle2(2r) 7% Zo = [[xf||re ) T |z fllp2r™",
x|>r

portanto, considerando r = || f|| ||z f|| 2 obtemos

LAIZ < 8l fllz |l fl e -

Por outro lado, se H é a transformada de Hilbert, desde que | f = 0 entao

oHi(w) = o= [ @y —vps [ f)dy+vp [ i

1 Y 1
=v.p— [ — dy + — dy=H .
vp [ S twdn+ - [ ) = Hh)
Como H ¢ limitada em L? entdao o H f € L? e pela observacao acima vem
[Hf17 < SIH fllezllzH fllz < Cllflleellef e -

Assim, pelo teorema 1.1.4 concluimos

1fIE < CUSIL+ TH AL + 20l HH fllz) < Cllflleellzfllze-



1.2 O espago h'(IR)

Nesta secao apresentamos a versao local do espaco de Hardy H', o espaco h'
dada por D. Goldberg em [G] assim como algumas de suas propriedades que
em algum sentido o tornam melhor que o espaco H' . As demonstracoes dos
fatos relatados abaixo podem ser encontradas em [G].

Definicao 1.2.1 Seja ¢ € C*(1(0,1)), [¢dr = 1, ¢-(x) = e '¢p(z/e),
definimos
W= (F € s | ou()] = maf(@) € I}

A norma || flln = mofllzs.

Existe um teorema andlogo ao teorema 1.1.1, que mostra que k' é independente
da escolha de ¢. Uma consequéncia imediata da definicao é que H' — h'.
Também vale que h! — L! e além disso é um espago de Banach.

Daremos a seguir a caracterizagao atdomica de h', para isto, vamos
definir h'-dtomo que difere do H'-4tomo quando o intervalo I contendo o
seu suporte tiver |/| > 2, mais precisamente temos;

Definicao 1.2.2 Um h'-dtomo é uma funcdo a, satisfazendo:

i) s(a) C I, para algum intervalo I = I(xq,r), (de centro xy e raio r),
i) flalloo < 1|71,

ii) Ser < 1 entdo [a(z)dr=0.

Consequentemente da definicio vem que todo H'-dtomo é um h'-dtomo.
Na verdade, se s(a) C I = I(zo,7), e r < 1 entdo a é um H'-dtomo e temos
que ||al[pr < ||la]|gr < C, com C independente de a. Se [ = I(xg,r), r > 1,
I = I(xg,2r) entao

Hath:/m¢a($)d$:/l*+/*zz1+12.

7, é igual a zero, pois, se x € °I*, y € I, como s(¢.) C I(0,¢) entdo |z — y| >
|x —xo| — |mo —y| > |x — 20| =7 > |z —20]/2 >7r > 1, dal ¢.(z —y) = 0, uma
vez que € < l,implicando ¢. * a(x) = 0. Agora,

Iy = [ mga(z)de < || |[@e|lor [lallee < | I7/|1] = C.
I*

Conclusao: Existe C' > 0 tal que
la|lp < C, para todo h'-dtomo.

A seguir o teorema da decomposigao atémica:



Teorema 1.2.1 Toda f € h' se escreve como f = > Aeak, em h' onde ay,
sao h'-dtomos, além disso, existem constantes positivas, C, e Cy tais que

Y Il < Il < G2 ) Il
k k

para toda f € ht.

Um fato importante que é valido para funcoes em h' e que serd ttil no
capitulo 3 ¢ o seguinte:

Teorema 1.2.2 Se f € h', tem suporte s(f) C (—a,a), entio os h'-dtomos
que aparecem na decomposicao atomica de f podem ser tomados todos supor-
tados em (—a — 2, + 2).

Prova:
Decompondo f atémicamente temos

f = Z)\jaj + ZAkBk

com suportes s(By) C Ji = J(zk, i), v > 1, e s(aj) C I; = I(x;,7j), r; < 1.
Seja y € C®°(—a—1,a+ 1), e x = 1 para |z| < «a, entao

fo=>_Aixa;+ Y MxBy
= > nx(xia;+ ) N — x(@))a; + Y AexB
= Z Aja; + Z )\j/ij + ZAkBk )
onde somente as parcelas com I; N s(x) # 0 e Ji N s(x) # 0, comparecem.
Notemos que esta é a decomposigao desejada. De fato, temos que By = x By ¢
um h'-adtomo com $(By) C (—a—1,a+1) para todo k, A; = (x — x(z;))a;, é
um h'-dtomo pois s(A;) C I; C I(zj,1), e [|Aj]leo < 1, e também a; = x(z;)a,

é h'-dtomo, com s(a;) C I;. Como r; < 1, e I; Ns(x) # 0 vem que I; C
s(x)+(—1,1) C (—a —2,a +2). Além disso,

[fllm < O{Z 200+ |Ak|} < 20| f|lnr -

A seguir o analogo ao teorema 1.1.4 para h'(IR):

Teorema 1.2.3 Suponhamos que H é a transformada de Hilbert, e H tal que

a transformada de Fourier Hf = (1—¢)fl?, com ¢ € CX(1(0,1)). Entao f €
h'(IR) < f ,Hf estao em h*(IR). Além disso, existem constantes positivas
Ch e Cy tais que

Crlll fllz + 1H fllz) < 1l < Colll fllzr + 1 fllz1).
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1.3 Quao melhor é h! do que o H' ?

A principio o que torna h' diferente de H' é que na caracterizacao maximal ao
invés de fazermos o supremo no intervalo infinito € > 0, fazemos no intervalo
finito 0 < ¢ < 1. Com isto, se f € L*> tem suporte s(f) limitado, como o
suporte de mgy(f) estd contido na soma vetorial s(f) + 1(0,1) j& que ¢ tem
suporte contido em (0, 1) entao

[l = lme (Pl < N@lleallfllzee |s(F) + 1(0,1)] < o0 .

Desta maneira, C2° estd contido em h'.

Listamos duas propriedades que o espaco H' nao satisfaz:

e H! nao contém C'®°

De fato, se f € H' segue da decomposi¢ao atomica que [ f(z)dx =0.

e ' nao é estavel pela multiplicacao por funcao suave.

Considere o H'- dtomo a(x) = 1/2se 0 < # < 1 e a(zr) = —1/2 se
—1<z<0,0<pes, s(p) C(0,1) entao pa ¢ H', ja que [ pa # 0.

Nos espacos h! estas duas propriedades sao satisfeitas, mais precisamente:

Teorema 1.3.1 C° é um subconjunto denso de h'.

Teorema 1.3.2 Os operadores pseudo-diferénciais de ordem zero sao limita-
dos em h'.

Ver [G] pagina 33.

1.4 Os espagos BMO(RR) e bmo(IR)

Nesta secao apresentamos os espacos BMO e bmo que sido respectivamente os
duais de H! e h'.

Definigao 1.4.1 Se f € L} (IR) € tal que

sup C}g}% |I|/|f—a|dz—0<oo

onde I intervalo em R, dizemos que f € BMO(IR). Mddulo fun¢des con-
stantes, C' define a norma || f| srmo.

O seguinte teorema afirma que { H*}* = BMO, precisamente temos;

Teorema 1.4.1 Dada f € BMO, considere o funcional linear

- / f@)g(x)dz , g€ H!
R
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onde H} € o subespaco denso de H' das combinagoes lineares finita de H'— dtomos.
Entao ¢ tem uma tinica extensao limitada em H' e além disso, ||¢|] < C1||f|lBmo-

Reciprocamente, todo funcional linear ¢ em H' pode ser escrito como aci-
ma, com [ € BMO e || fllzpmo < Callf||

Ver Stein [St] a paritr da pagina 142.
Teorema 1.4.2 Se f € BMO(IR) entdo (1+ |z])~2 f € L'(IR).

Como consequéncia deste teorema segue que toda f em BMO define uma
distribui¢do temperada. Ver Stein [St] pagina 141.

Na defini¢ao de h! ficou claro que H' < h'. Sendo assim {h'}* = bmo —
BMO = {H'}* o que veremos da definigao de bmo.

Definigao 1.4.2 Se f € L} (IR) € tal que

loc

sup inf |I|/|f—a|d:v—01<oo

|I|<1 acelR

1
sup—/|f|dx=02<oo,
11 Jr

[I]>1

onde I intervalos em IR, entdo f € bmo(IR). Definimos a norma || f||pmo como
sendo a maior das constantes Cy, Cs.

Existe um teorema analogo ao teorema 1.4.1 que afirma que bmo é o dual do
espaco h' e sua demontragio pode ser vista em [G].

1.5 Uma aplicagcao do teorema T1

E um fato conhecido que o operador transformada de Hilbert H, é limitado
em L? e isto vem de uma consequenma imediata do teorema de Plancherel
somado ao fato que Hf(g) = —zsgn(&)f({) assim temos ||H f|| 2 = ||Hf||Hz =
| f || 2 = ||f|lg2. Nesta secdo daremos uma demonstragao complicada deste
fato, via o teorema de T'1 de David e Journé [St] paginas 293-305, pois o
método usado sera 1util no préoximo capitulo.

Proposicao 1.5.1 Se K.(z,y) = (zr —y)/((x —y)* +€?), € > 0, entdo os

operadores
/ K. (z,y)f(y)dy,

"De(f /K y,x) f(y) dy

estdo uniformemente limitados em L*(IR
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Prova:
Para todo &,

1

|z =y
3

|z =y
3

|z =y

Estas estimativas junto o teorema do valor médio implicam que os nicleos K.
sao padroes, isto é,

6|lr—=x
Kol = Ko < S50 se 2=y > fan =l
61y — o
Key) = Koloyo)| < 0 e 200 —y) > -l
yo — |
A seguir usaremos o fato que ‘K. (z,y) = —K.(z,y) para mostrar que dado

um conjunto limitado de fungoes de S existe C' independente de ¢ tal que

| < D70 o5 > | < CR, oM (2) = ¢;(5522), j=1,2

para todo xg, R > 0 e toda (1, @9 neste conjunto limitado.
De fato,

<UWwﬁ’>=/b%“Uﬁwww

//nyﬁwmww“wm,

<@ D > = /ﬁw<ﬁﬁﬁw<mI

= / e /K z,4) o5 (y) dy dx:

_ //szﬁ“”wﬁmw@>

sendo assim, temos que

2 < Dok ot //ny 2R (3 G5B () — R () 2R () d dy
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Em seguida se fizermos ¢y = (y — xo)/R, 2’ = (v — x0)/R e h(z,y) =
P1(y)pa(x) — @1(x)@2(y), e de (1.1) obtemos

R2
S e 7‘//1(5(% + Rz, 20 + Ry)h(z,y) dz dy

R2
< _//RW h(z,y)| dxdy.

Como h(x,z) = 0 entdao h(z,y) = (fol Oyh(z,x + 0y — x))dl)(y — ) =
Y(z,y)(y — x), assim

3 3
| < Dy mOR,g0§°R>|§§R//|w(a:,y)|dyda::§CR,

uma vez que, 1, @9 estao num conjunto limitado de funcoes de S.
Vejamos que existe C' > 0 tal que ||[D*(1)||gapo < C. De fato, temos por
definicao que

De(1)(x) = D*(xs-)(x) + / [Ke(2,y) — Ke(zo, )] (1 — x1-) (y)dy

para x € [ = I(xo,7), I* = I(x0,2r). Logo de (1.2)

6|z — x|
D) (z)|de < /Df da:+// DI T rol g, d:v)
AL |f|( D) @) F—
j S ]
' |I| I ef* |550—?/|2

< Ji+3.

IN

Para estimar J; fazemos as mudancas de varidveis ¢y =y —xp e 2’ =  — 19
transladamos o intervalo I de centro xy para o intervalo I(0) de centro 0
preservando o comprimento do lado, entao

-y
D (xr-)(x)|dx = / / dy
|f|/ | 7ol hoToprie

Por outro lado,

Y -
/I*(O) /I*(O)—i—m (I*(0)+z)\I*(0) I*(0)\(I*(0)+x)

r—y -y
et / dy =0
/I*(O)—i—m (z —y)? + ¢ ) Y* + &2

dr .

como,
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temos, (A diferenca simétrica)

=yl
|D*(xr+)(z)]dz < — / / dy dx
IH/‘ u|(o A O (T — Y)P 2

dx dy ,

< /
|I| Al (z) J10) 1T — Y

sendo |z —y| > % entao

| O+ @)D
;&mu—yﬂ rOAr @) < 7] =8

Portanto para todo intervalo I em IR temos

|D*(1)(x)|dzx < 11
i

isto é, D*(1) € BMO e ||D?(1)||pmo < 11 para todo €.

Observando que 'K, = —K. e assim conclui-se que ||*D*(1)||pmo < 11
para todo . Desta maneira pelo teorema 7T'1 podemos concluir que existe uma
constante C' > 0 independente de ¢ tal que

1D fllzery < Clfll2(w) -

Como consequéncia desta proposi¢cao temos;
Corolario 1.5.1 A transformada de Hilbert H € limitada em L* .

Prova:

Basta ressaltar que < Dfp, ¢ >—< Hp, 1) >, ¢ — 0, para toda ¢, ¢
€ S entao

|Hl||2 = sup sup | < He, ¢ >|
”@HLZSl ||¢||L2<1

< sup sup lim|< D.p, ¢ > |
||§0||L2<1 ||¢||L2<1 =0

< D



Capitulo 2

Estimativa a priori em L'(H")

Neste capitulo consideramos o campo em duas variaveis (x,t)

L:Q—z’b(t)g , xr € IR, It| <T. (2.1)
ox

com b uma funcgao real, suave e nao negativa. Estamos interessados em res-
ponder a seguinte questao:

Dada f € L*((=T,T),BMO(IR,)) eziste w € L>®((=T,T), BMO(IR,))
com

Lu=f em D(Q),

em alguma vizinhanga Q@ = R, x (=T, T).

Hounie e Tavares em [HT] exibiram b(¢) > 0, suave tal que o campo L nao
é localmente resoluvel em L*°(£2) para nenhuma vizinhanga €2 da origem; este
fato leva nos a seguinte pergunta: aumentando o espaco de L* para L>(BMO)
conseguimos encontrar solu¢ao desta equa¢ao no mesmo espago L>*(BMO)?
Para responder esta pergunta de maneira afirmativa provaremos a seguinte
desigualdade a priori :

ol 21 (=), R0 )y < CT|| Lol L1((—1.1), 5 (RY)) (2.2)

para toda ¢ no espago

{so e CX((-T.TLSMR): [ ptetiin =0, 1€ <—T,T>} |

onde denotamos por
T

P —— / Ol .

A desigualdade a priori (2.2) acima constitui o principal resultado deste capitulo.
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2.1 Estimativas preliminares

Iniciamos considerando, Z(z,t) = = + i3(t), com [((t) f(fb (s)ds uma in-

tegral primeira para o campo L. Em seguida, fixado t € (=T7,7), e a > 0
consideremos os retangulos

er = (_a>a) X (taT) ) Qt_ = (_a>a) X (_T> t) )
e para uma dada ¢ € C°((—a,a) x (=1,T)), seja

- | ol 1) dZ(a! ¥
Uelet) =57 /W ST = 2@ 1) (23)

Segue do fato que s(p) C (—a,a) x (=T,T) que ¢ dZ = 0 em 0Q;, exceto no
lado (—a,a) x t, entao

1 [ o t) da'
“Ut(x,t A A 2.4
(z,8) = 27T/a5—|—z'(a:—:v’) (2.4)

Por outro lado, pelo teorema de Green também temos que

1

Ui t) =5 [ dlpdz).

2 Q+

onde,
/ t/)

Sl 1) — (e, ‘
) = e - 2 0)

Como podemos escrever dp = Lpdt' + 0,9 dZ entao d(¢dz) = Lpdt A\ dZ,
com

Le(a',t')
eti(Z(x,t) = Z(, 1))
uma vez que L(Z) = 0. Assim temos também que

1 Lo(2',t') dt' NdZ
21 Jor e +i(Z(x,t) — Z(2', 1))

B Lgpxt)dzdt’
B 27rz/ / x—a —i(B(t) —B(t)+e) (25)

De maneira analoga podemos definir

Lo, ) =

U (z,t) =

o, t') dZ

U (z,t) = o /8Qt —e+i(Z(x,t)— Z(2', )’

e obter as formulas

i/a QO([L’/,t) dx’ _ aU—( ) (26)

2 J_, —e+i(x — a’)

B Lo(2/,t') dz’ dt/
B 2m/ /_aa:—:v +i(B(t) — B(t) +¢)




17

Somando (2.4) com (2.6) obtemos

U U = 1 [ SARDE (e, @D
onde 1
P(x) = el P.(z) = 'P(x/e).

Em seguida se denotarmos por

Lo(2',t") dz’
x—a —i(B(t) - B(t) +e)

onde X(—q,q) € a funcao caracteristica do intervalo (—a, a), obtemos de (2.5),

AL t) = [ xcan@) 2.9)

1 [T
Ul(z,t) = 27rz/ Loz, t') dt’. (2.9)

(Temos férmulas andlogas para *U- (x,t).)
Para t' fixo, (2.8) fornece um operador B® que age em fung¢des de uma
variavel real da seguinte forma

e [t
I | I e

)
= / K.(z,2") f(2) da’ +z/ Pu(x — ') f(a') da’
— D f(x) +iPu* f(z), (2.10)

onde,

r—a

(x —2')? + (e + B(t') — B(1))*

K.(z,2") = e=e+p{t)—p() >0.

E imediato do teorema 1.1.2 que

A proposicao 1.5.1 d4 a limitacao uniforme dos operadores D° em L? isto soma-
do ao fato que os kernels K. sao padroes com constantes uniformes. Provare-
mos que os operadores D sdo uniformemente limitados de H'(IR) em L'(IR),
de fato, se a ¢ um H'—atomo com s(a) C I = I(xq,7) e I* = I(x0,2r) entao

|I*|1/2

7 =

/ |[Da(x)| dz < || DFal g2 I < ||DF| g2 al| = 17/? < ©
I*
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Por outro lado, como [ a(z)dx = 0, e os niicleos sao padroes temos

L* |Dfa(z)|dr < L* |K5(:B,y)—K5(I,CEO)|dI/I|a(y)|d?/

6
/ L.
er+ [T — x0
< C.

IN

Portanto, usando a decomposi¢ao atomica, vem

1D fllr < Cllfllar,  f € HY(R). (2.12)
Desta maneira, podemos enunciar o seguinte:

Teorema 2.1.1 Seja L o campo em (2.1). Entao existe C' > 0 tal que

el (aayx (11 < CTILe|Lr((-r.1) 10 (R 5 (2.13)
para toda ¢ € C((—a,a) x (=T,T)), com [ p(x,t)dx =0, para todo t.

Prova:
De (2.8), (2.10), (2.11), e (2.12) temos

1 A5 Lo, )l sy < C L@t 1 m (2.14)

Em seguida de (2.9) e (2.14) vem

A

T
I*UZ )+ U2 ()l caw) < / " AG i Lo (5 )| oyt
t

_|_

t
/ 1A Lo, ) | gyt

=T
C Lol Lr((—1r),H1(R))- (2.15)

IN

Por outro lado de (2.7) sabemos que

(VS +UD)(t) = Pexp( ) (@) — p(x,t) . e —0,
uniformemente em x, implicando

1US+ U)o camy) — 0 Dl (—a0), € — 0.

Desta maneira de (2.15) segue

lo(, O llLt(—ae) < CllLl|L1((—r.1), H1(RL))- (2.16)
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Integrando (2.16) em ¢t de —7" a T obtemos

el Lt ((—aayx (-1 < C TN Lep|| L1 ((—1,1), 11 (e )) -

|
Tendo obtido a desigualdade (2.13) uma tentativa para se chegar a de-
sigualdade (2.2) seria, considerar o fato que ( ver teorema 1.1.4)

leCs Ol e,y < CUPC Dllr,) + [[HC D r,))

e no lado esquerdo desta desigualdade usar (2.13) para (-, t) e Hp(-,t). O
empecilho para se fazer isto é devido ao fato que Hyp(+,t) ndo tem suporte
compacto em geral. Com o objetivo de sanar esta dificuldade iremos primeiro
observar que a estimativa (2.14) é também valida para uma classe maior de
funcgoes a saber

{gp € Cgo((—T,T),S(IRm));/gp(z,t)d:z = 0 para todo t € (—T,T)}.

De fato, dada ¢ € C°((—=T,T),S(IR,)), e a > 0 consideramos “UZ (z,t) dado
por (2.3) ou (2.5), ( onde ressaltamos a sua dependéncia de a).
Segue do teorema da convergéncia dominada que

Lo(2/,t") d’" dt/
= lim “U .
U (w.t) = aggoU (@.%) 2m/ / x—a +i(B(t) — B(t) +¢)
Por outro lado s(p(x,-)) C (=T,T) entdo pdZ = 0 em (—a,a) x T, e
novamente pelo teorema de Green
a / / . T / / /
U (n,t) = / pla’st)da’ L/ __ola,t)b(t) dt
e ti(z—2) 27 eti(x—a+i(6(t)— B(t)))
i [T o(—a,t") b(t') dt'
- ! ) 2.17
+ 2 J, e4i(x+a+i(6(t) — B(t))) (2.17)

Como ¢ € CX((-T,T),S,) entao |p(a,t’)| < C/a para todo t' € (=T,T),
portanto as duas integrais que aparecem em (2.17) vao a zero quando a — 0o,
sendo assim, temos

a I )
U (l’ t) _alirglo U+(l' t) 27‘(‘/ mdl’/

Férmulas analogas se obtém para U= (x,t). Desta maneira,
(UF +U2)(@,t) = (Pex (1) (z) — ¢(z,t), €-—0, em L'(R,).
Ressaltamos que o operador B¢ obtido como antes satisfaz
1B Lo Dl < 1D° % Lol )l + 1P * Lo, Dl )
< Lol Ol . -

Tendo observado estes fatos, a demonstracao do corolario seguinte é analoga
ao teorema 2.1.1;
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Corolario 2.1.1 Existe C' > 0 tal que

lellzrry < CT || Lol|lpr(—11),mH1(RY)) >

para toda p € C((=T,T),S(Ry,)), [(z,t)dx = 0 para todo t, onde Qr =
R, x (=T,T).

2.2 A estimativa a priori
Neste momento estamos aptos para provar a estimativa (2.2);

Teorema 2.2.1 FEzxiste C' > 0 tal que

el —rmymar.)) < CT Lol 1)1 R
para toda ¢ € C((=T,T),S(R,)) com [ p(z,t)dx =0 para todo t.
Prova:
Seja ¢ € C(IR)
1, se [¢ <1,
0, se [¢]>2.

Para cada t fixo, considere a seqiiéncia {¢°(+,t)}.~o em S(IR;) onde

(1) = (1 —o(§/e)) He(-, 1) (€)

e H a transformada de Hilbert.
Assim do coroldrio 2.1.1

T
WWU@»SCT/IMW@OMwmﬁ- (2.18)
-7

Por outro lado pela proposicao 1.1.3

V' =Hp—(0)yexHp — Hp, &—0,
Out)® = HOyp — (§)1/= * HOwp — HOpp, € — 0,
em H'(IR;) (onde ~ significa a transformada de Fourier inversa). Desta
maneira quando € — 0 em (2.18)

T
|WMM%§CT/HHM@mmth (2.19)

=T
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Agora, como LH = HL e H ¢ um operador limitado em H'(IR) de (2.19)

[Hellzr0r) < C T Loy ((—1,r), m1(R.))- (2:20)
Finalmente, lembrando do teorema 1.1.4 temos

leC Ol < CUlel Ol + [HeC Hllor.))

e em seguida, de (2.20) e novamente usando o corolario 2.1.1 obtemos

Il —rrymm.) < Cllelliay + 1Helln o)
< CT|Lellp-1.r), 11 (R.))-

|
Corolario 2.2.1 Seja P = 0y + ib(t)0, + ¢(t) = L+ ¢(t), com b, ¢ fungoes

suaves, b > 0 e ¢ complexa e limitada . Entao existem C > 0, Ty > 0 tal que
para todo T < Ty

lellr(—rr),marayy < CTI Pl p—rm) (R, » (2.21)
para toda ¢ € C((=T,T),S(IR,)), com [ ¢(z,t)dz =0 para todo t.

Prova:
Como ‘P = —L + ¢, entao do teorema 2.2.1

ol L—rmy mrey) < C T Pollir-rry,mmay + lcllzellell orry,mm.)) »

considerando Ty > 0 com C Tp||c||p= < 1/2 temos

ol (1) iarayy < CTIN'Poll i), 11 (Ry)) (2.22)

para todo T' < Tj. [ |

2.3 Resolubilidade Local em L*(BMO)

Nesta secao veremos em que sentido a estimativa a priori obtida na secao
anterior implica em resolubilidade local em L*(BMOQO). Iniciamos, supondo
que o ponto em que iremos testar a resolubilidade local é a origem, e denotamos

por C(8) = C=((=T,T),S(R.)),

C=(8S) = {gp € C(S); /gp(:v,t)da: =0, para todo t } ,
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L'H"Y=LY(-T.T),H'(R,)), e L*((-T,T),BMO(IR,)) = L*(BMO) .

Observamos que ‘P(C®(S)) € C*(S) ¢ L'(H'). Assim para uma dada
f € L>*(BMO), consideramos o funcional linear A : *P(C°(S)) — C definido
por

:/fgp, onde 1) ="Pyp.

A desigualdade (2.22) mostra que A estd bem definido. Também de (2.22)
temos que A é continuo em C'°(S) dotado com a norma L*(H?!), pois

IAD)| < N flleeBrmoylollorzy < C T fllpesymoy|| ¥y -

Sendo assim, do teorema de Hahn-Banach existe uma extensao A de A para
L'(HY). Por outro lado, da dualidade entre L'(H') e L®(BMO) existe u €
L>(BMO) tal que A = u, logo A = Alge(s) = U]ge(s)- Portanto

< Pu,p >=<u,"Pp >= A("Pyp) = /fso, peCX(S).
Ainda pelo teorema de Hahn-Banach temos

lullBroy < C T fll=Bmo) -

Por outro lado, notando que o conjunto

G = {w e C2(R); [ ol = o} |

é um subespago de C°(IR) de codimensao 1 (é nicleo de um funcional linear
apropriado) entao existe ¢y € C°(IR), [¢o = 1, e a seguinte decomposi¢ao
para 1) € C®°(IR); ¥ = ¢ + aypy, com ¢ € C2(R), o € R dependentes de 1.
Sendo assim, dada 1) € C>°(IR?), e para cada t existem ¢ € C(S) e a(t) tal
que (-, t) = p(-,t) + a(t)po(+), com [P(z,t)dr = a(t) € CZ(IRy).

Desta maneira temos,
<PU—f>¢>:< u>tP(aQ00) > —< f,OéQD(] >

por outro lado,

< frapy >= / / D, t) < F(t), 0 > dide = (1@ vo()) ()

<u,'Plapy) > = //atw(:c,t) < u(.,t),po > dtdx

_ z'//w(:f,t) < (WOD) (1), 00 > dtda

— //watt (ub)(., 1), o > dtdx

= (1@u)@)+ 1))+ 1 @) (%),
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e portanto

<PU—f>¢>:(1®(U0+U1+U2+U3))(¢)> wECgo

A idéntidade acima mostra que Pu coincide com f a menos de uma funcao
que s6 depende de t. Entretanto, no espago L>*°(BMO), elementos que diferem
por uma fungao que s6 depende de t sdo equivalentes (consequéncia de que
elementos de BMO estao definidos a menos de uma constante aditiva). Em
resumo, as classes de Pu e f em L*(BMO) coincidem, e podemos enunciar:

Teorema 2.3.1 Existe T > 0, tal que dada f € L>*((—=T,T),(BMO(IR,)),
eriste w € L>®°((=T,T), BMO(R,)) tal que Pu = f no sentido fraco acima.



Capitulo 3

Estimativa a priori em L'(h!)

No capitulo anterior provamos uma estimativa a priori em L'(H') para o
operador no plano P = 0, + ib(t)0, + c(t), com b, ¢ fungbes suaves, b > 0 e
¢ complexa e limitada. As fungoes b, ¢ neste caso, nao podiam depender da
varidvel  uma vez que H' ndo é estdvel por multiplicacao de funcoes C°.
Neste capitulo provaremos uma estimativa parecida para o operador no plano
nas variaveis (z,t), dado por

P =0, +ib(x,t)0; + c(x,t) = L + c(x,t) , (3.1)

para o espacgo apropriado L'(h'). Mais precisamente, o resultado principal
deste capitulo é o seguinte:

Seja L o campo em (3.1), b fungdo real suave tal que para cada z, a aplicagdo
t +— b(x,t) nao muda de sinal. Entdo existem C > 0, Ty > 0 tais que dados
0<T <Ty, epeC>®((—a,a)x (=T,T)),

ol 2t (=) ®e)) < C T\ Lol ((—1m) 01 (RS)) 5

onde denotamos por

T

P / ot Olhog .

O método utilizado para obtencao das estimativas neste capitulo até chegar a
estimativa desejada, serd o método de Smith [S] que ja foi usado por Hounie e
Melo em [HM] para obter estimativas a priori em LP quando 1 < p < 0.
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3.1 A decomposicao: ¢ = )+ @+ @~
Iniciamos considerando y € C2°(IR) dada por

1, se [¢ <1,

0, se ¢ =2
e escrevemos 1 — x(€) = ¢ (€) + ¢ (€), onde

1_X(€)7 se 6207

0, se £<0.

(€)=

Dada ¢ € S(IR, x IR;), para cada t fixo, consideramos a decomposic¢ao

Qp('>t) = POQO('at) + P+Q0('>t) + P_QD('J)

= QOO(-,t)—l—QO—i—(-,t) +Q0_('>t)> (32)
onde, (de agora em diante F denotard a transformada de Fourier)
1 , ~
Popla,t) = o= | €S X(© P& 1) dg
T JR
1 - ~
Protet) =5 [ e ur©a e, (3.4
T JRr
1 : -
Pt t) = 5 [ @ (O . (35
T JRr
Desta maneira de (3.2)
Lo = Lypg+ Lot + Ly~ = LPyp+ LPYo + LP . (3.6)

Neste momento temos em mente obter as seguintes estimativas:
Existe C' > 0 tal que dada ¢ € C°((—a,a) x (=T1,T)),

ol 2t (—aa)x (=7 < C T Lo\ 1=y ,m )y + 191 2= 1) 01 (R ) )5
(3.7)

o™ 122 ((—amyx (-7 < CT(|| Lo ni—rmy mima)) + 0l L1 (T mma)) -
(3.8)

Daqui pra frente, trataremos separadamente cada uma destas estimativas.
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3.2 Estimativa para

Comegamos com a estimativa (3.7) que é a mais facil de se obter. Com efeito,
derivando ambos os menbros da igualdade (3.3) obtemos

P20 1) = FEX) * 9l 1)) (39)

Considerando ¢ € S(R), [ ¢ # 0, ¢-(z) = e 'p(x/e), 0 < e < 1 entdo

¢€*S00(.7t)($) :¢e*771*s0('>t)(93), (310)

6o DR 1)) = b = 0l 1)(2) (.11)

onde n; = F1(x), n2 = F1(&x). Como, {¢: *1n;} occ<1 j = 1,2 é uma familia
limitada de fungoes de S(IR) entdo (3.10) e (3.11) implicam

[Poe ()| ) = || SUP 162 % (-, 1) <Ol O)llnm, » (3-12)
0<e<1 L'(IR,)
OF,
H aw »1) = | sup_|¢e s mz @, 1)) < Cllel O)llm w.) -
Xz h!(Ry) 0<e<1 Li(R.)
(3.13)
Por outro lado,
t
e pule )] = | [ onta = a) [ S0 ) dsa
T S
t t a
— }/gbe(z—:c') (/ Lpo(2', s) ds—/ ib(a, s)a /(a:', s)ds)dz'
-T -T

t d¢o
= /—T( |¢€ i LSOO(.’ S)(I) | ds + ‘¢5 * (b(> S) ox’ (.’ S))(l’)‘ ) ds

< [ malLontes) @)+ mofbt ) G0 ) @) ds, (314

fazendo e — 0, |¢ * @o(-
—a até a obtemos

a T
/ pole,t)] de < / 1Loo(-, 8)llus () ds

/Hb 8% )]s o, 95 (3.15)

Aqui, vamos precisar do seguinte lema:

1) — |@o(-,t)| e em seguida integrando em x de
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Lema 3.2.1 Suponha que b,b’ € L>*(IR). Existe C' > 0 tal que

ofllmary < CllBlzipl fllarary, — f € YR
onde |b]| Lip = max{[|t'[|cc, [[blloo }-

Prova:
Basta mostrar que existe C' > 0 tal que

1ballm < CbllLip

para todo a h'-a4tomo.
Suponha que a é um h'-dtomo com s(a) C I = I(zg,7). Se r > 1 temos

1
[b(x)a(z)] < IIbIILz’pm,

assim ba/||b|| i, também é h'-dtomo e portanto
1ballpry < Clbl|Lip-
Agora se r < 1, seja I* = I(x0,2r) e ¢ € C(1(0,1)) com [ ¢(x)dx =1

entao
1

6.+ Ga)(o) | < [ 10 =)l 1D a)] do < Pl
logo,
[ Imatta) @) dz < € bl

Por outro lado, dado = & I*, y € I, como s(¢.) C 1(0,¢), se 2e < |x — x|
entdo |x —y| > |r — xo| — |xro — y| > € e portanto, ¢.(x — y) = 0 implicando
¢e * (ba)(z) = 0. Se 2¢ > |z — x| como [a(y)dy =0, 0 < e < 1 entao

oo Ga)@) | < [ 160 =)o) = 6ul — 2ol ol
[ €t=aol (P14 L= g
S [ oty

.
< C HbHLipm'

IN

IN

Portanto,

1
| mta)@lde < Clblasr | e < C bl

cJ* |ZE - $0|

Neste momento, estamos em condigoes de enunciar o seguinte:



Proposicao 3.2.1 Eziste C' > 0 tal que dada ¢ € C°((—
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a,a) x (=T1,T)),

ol Lt (—aa)x(—r.1) < C T (1Ll (~r.1) m0 R0y + €N~y mi (e -

Prova:
Vem do lema 3.2.1, mais (3.12), e (3.13) que

0Py
ox

('>t)

<¢|

o052

ht(Rz) h1(IRz)

Observando que,

(3.16)

Ollmmr,y - (3.17)

Lpo = LRy = RyLyp + [L, R, (3.18)
de maneira andloga a (3.10) e (3.12) concluimos que
[PoLo(, D).y < C Lo 8)||nwra)- (3.19)
Pelo fato que [0;, By] = 0 entdo
, 3}
[L> PO]Q0(> t) = [Zb('> t)%> P0]§0(> t)
L 0Py o Oy
= ib(,t)— = t) = Polibo (1)) (3.20)
Em seguida escrevemos
Oy I L0y
R 22 (1) = Fx(E) = 22 ( 1)
0(b _0b
= (20D ) s (1 1)
= T bl 1))~ o (1)
: _0b
= T2* Z(bg@(,t)) — Tk (2%30(715)) ) (321)

onde n; = F~Y(x), 72 = Oxm. Novamente, {tc * 1;}oce<1, 7 = 1,2 é uma

familia limitada de fungoes de S(IR), isto implica

890

1P (@b ==CotD [,y < ol Ol

Assim de (3.20), (3.17) e (3.22) temos

1L Pole(s D)llnray < Clieol ) llnara)-

(3.22)

(3.23)
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Portanto de (3.18), (3.19) e (3.23)

[ Lo, E)llnr ey < C (ILp(, D) llnara) + llC D)l (3.24)
Finalmente, (3.15), (3.17) e (3.24) implicam

loo(, )1 (—aay < CT (1 Lol (v mimay) + ol Lrrmy nama ) -

Integrando esta desigualdade em t de —7" até T temos a estimativa desejada,

ol Lt (~1.1) ¢ (-aa)) < C T (1Ll (—r.1) 000 + 1N~y i (R0 -

3.3 Estimativa para o=

Nosso objetivo em seguida, é demonstrar a desigualdade (3.8) . O método
empregado para estimar ¢y nao funciona para ¢, uma vez que ¢y tem uma
forma privilegiada, pois é convolucio de duas funcdes de S. Para tratar de ¢*
iremos usar o método de Smith [S], o qual passaremos a descrever.

Iniciamos considerando os operadores

0 0
+ _ = T =
LT = T b(x,t)|Dy| e L 5 +b(z,t)| Dy, (3.25)
onde
1 [T -
Dale) =5 [ elgp©d peSm. (320)

E fcil ver que se s(3) C (0,00) entdo |Dy|p = Dy, ou se s(@) C (—o0,0),
—|D.|¢ = Dy, com D, = —i0,, i = /—1. Tendo observado isto, temos

LTot = Lot, L o™ =Ly~ (3.27)

Seguindo o método de Smith, associamos a Lt (de modo anélogo, se faz
para L~) um campo vetorial real em IR?

(= &g + b(l’,t)ay
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e para cada ponto (x,t,0) seja v(s) = (x(s),t(s),y(s)) a curva integral de ¢
passando por (z,t,0), i.é,

t'(s)= 1, t(0) = t, (3.28)

Desta maneira, v(s) = (z,s + t,y(s;t,z)) onde

y(s;x,t) :/ b(z,t+s')ds,
0

além disso, como b(x,t + s’) ndo muda de sinal, entdo y(s;z,t) > 0, para
s > 0 ou para s < 0. Em seguida considere U(z,t,y) = (B, * ¢T(-,1))(x) =
e~ ¥P=lp* (2, 1) a solucdo do problema de Dirichlet

2, 92 _
(0 +09)U(x,t,y) =0, x € R, y >0
U(z,t,0) = ™ (z,1),
Notemos que Jye 9Pzl = —|D,|e ¥P:l e Oe 9Pl = 74Pl Assim,
desde que U(x,+T,y) = 0 é possivel expressar +p*(z,t) = +U(z,t,0), como

a linha integral de £U ao longo da curva integral de ¢ passando por (z,t,0) da
seguinte maneira,

+T—t
Forwt) = £ [ UG+t
0

+T—t
= 2 [ W tylsian)ds,
0
fazendo s’ =t + s obtemos

+T
$W@ﬁ=i/ W, s, y(s — t,2,8))ds',
t

e portanto
T

IW@wNS/IWWJwG—thwf
-7

Em seguida tomando o supremo em y

T
|w+@nﬂlﬁ(/‘ sup |(U(z, ', y)| ds'. (3.20)

_T 0<y<1
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Por outro lado,

Wz, s, y) = eI Lot (2, 8') — [b, e 1P+ Dy (s, o), (3.30)
via integragao por partes temos

b(x,s') —b(z,s)
P e (50t ()

= —iQy * (87" (-, ) (x) — iB, * (%e@*(v s'))(x), (3.31)

R O | Qe — 2)p* (2, ') dz

onde Q,(z) = z/y*P'(z/y) e para s fixo,

Ma)bG) e st g,
Fy={ = (3.32)
b'(z), se z==x.

Assim de (3.30) e (3.31)

LU(z,s) = sup |WU(s',z,y)| < sup |B,* Lo™(z, )]

O<y<1 86 <y<1 (3‘33)
+ sup IPy*(a—W(-,S’))(ﬁE)H sup [Qy * (87" (-, 8")(2)]
0<y<1 X O<y<1

Portanto de (3.29) e (3.33)

o0l < [ s (1P Lt )@l + 1R x (et (o))

—T 0<y<1
10, (79" (.o )
Em seguida integrando em relacao a x de —a até a temos

lo( ) It caay < I sup [Py % Lo™| || 1 ((—aa)x(—1,1)
O<y<1

ob
Il sup [ B+ (5 O Lt (—asa)x(~1.1))
O<y<1 X

_|_

| sup |Qy* (B0 |Lr((camyx—rr))-  (3.34)
O<y<1

Neste ponto precisamos dos seguintes teoremas:
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Teorema 3.3.1 Seja Q € C=(IR) com |Q™(x)] < C,/(1 + |2|)""2, n =
0,1,2,3,... entao

[ suply s @l de < Cllflmmy. 1 € HR).
R y>0

Prova:
Considere ¢ € C°(1(0,1)), com ¢(x) =1, se |x| < 1/2. Como

+Z (275 1z) — p(27"2)),

Qr) = 6(x)Q() + ) Qz)(¢(27 ") — Z 270 (4

onde ) (z) = ¢(2)Q(x), e para k > 1, W) (z) = 22((27'z) — ¢())Q(2"2).

Agora, desde que (¢(271z) — ¢(x)) estd suportada em 1/2 < |z| < 2, jun-
tamente com as estimativas para @ segue que a familia {®®}, é uma familia
limitada de func¢oes em S(IR). Portanto,

sup | [+Q, (2)] < 22 “sup |0,/ (@ |<Z2 Fsup [0 f(z)] < CMS(2)
y
onde M f é a grande funcao maximal e com C' uma constante que independe

de k. ]

Teorema 3.3.2 Seja 0 < a < co. Seja P o kernel de Poisson em IRY e Q
nas hipoteses do teorema anterior. Entao existe C' > 0 tal que

/ sup |P, # f(2)|de < Cllf s f € W(R),
—a 0<y<1

| s 1@y f)ldo < Ol 1 € W),

—a 0<y<1

Prova:
E suficiente que exista C' > 0 tal que

<C

Li(—a,a)

sup |P, *al
O<y<1

para todo h!-dtomo a.
Seja a um h'-d4tomo com s(a) C I = I(xg,7). Se r < 1 entdo a é um
H'-4tomo e do teorema 1.1.2 esta desigualdade se verifica para H'-4tomos.
Se r > 1 basta observar que

sup | By« a(@)] < [lallze sup [[Pyllp < [I[7HIP|lp < [|Pflp = 1.
O<y<1 O<y<1

Analogamente se faz para () via o teorema 3.3.1. |
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Teorema 3.3.3 Seja 0 < a < oo. Suponha Q) nas hipdteses do teorema
anterior, 3 € L*(IR?) tal que existe K > 0

|z =yl
lz—y|’

B(z,y) = Bz, 2)| < K se 2w —yl = |r— 2.

Entao existe C' > 0 tal que

/ sup [Qy * (B°f)(@)] dz < C[|f|mm)

—a 0<e<1
com B*(y) = B(z,y), para toda f € h'(R), e s(f) C (—a, ).

Prova:
Seja a um h'-dtomo, com s(a) C I, I = I(xqg,7). Se r > 1 entdo

/ sup |Q, * (Fa)(x)|dr = / sup
—a O<y<1 —a 0<y<1
/ sup (18]l llallz=[|Qy |

O<y<1
< 2a[B| =@ 21 -

/@ya:—zﬁf 2)a(z) dz

IN

Suponha que r < 1. Considerando a decomposicao de () vista no teorema
3.3.1, e observando que as funcoes d! k) que aparecem na decomposicao estao
suportadas em Dy, = {2F < |z| < 2k+1} segue que se s(a) C (—a — 2, + 2),
entao s(é(k) xa)N(—a,a) C[Dp+ (—a—2,a+2)]N(—a,a) =0, a menos de
uma quantidade finita de indices k. Sendo assim, existem m, n dependentes
de (—a, a) tais que

Qy * Z2k<1>2k x (B%)(x), O0<y<l, z€(—a,a).

Pelo teorema 1.2.2, se considerarmos os atomos de uma decomposi¢ao atomica
de f, podemos supor que s(a) C (—a — 2, + 2). Por outro lado, a familia

{@;’Z)}ngkgm ¢ limitada em S o que permite reduzir a estimativa a mostrar que

/ sup |62 * (5%a)(x)|dz < C ,
R

0<e<1

para ¢ € C>°(1(0,1)), [ ¢ = 1. Com efeito, inicialmente notemos que

/I sup |6 * (3%a) ()]dz < ||~ -

* 0<e<1
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Por outro lado, sejaz & I*, y € I. Como s(¢.) C 1(0,¢), se |x—xg| > 2¢ entao
|z —y| > |:B —zo| —|ro—y| >ce portanto ¢ * (B a)(z) = 0. Se 2e > |z — x|
como [a(y)dy=0,0<e<1(e?>e"!) entao

o+ ()@ < [ [(6x(a = 9)5() = 6o — a0) 7z lalw)| dy
/{ 165181 ko =1 + el et

< [ e a)ay

x
sendo assim, temos

r

0+ (Fa)(a)| < C(8. 1) 5 [ la(w)ldy < (6.0

|w — xo]2

Portanto

/1 sup |¢5*(ﬁma)(z)|d5”§C(ﬁ,K)r/I 1

er* 0<e<1 e [T — 20

do < C(8, K).

Observando que () em (3.34) estd nas hipoteses dos teoremas 3.3.2 e 3.3.3,
e também ((z,y) = [%(y) definida em (3.32), pois [|B||r= < |||~ e se
|x —y| > 1/2|x — x| entdo

|5170 ?J|

|z 930|’

187 (y) = B (wo)| < C'[|V]

portanto, podemos enunciar;

Teorema 3.3.4 Existe C > 0 tal que dada ¢ € CP((—a,a) x (=T,T))

1o a1y < CT (| Lol prermymaray) + 1l Ly pr.)) -
(3.35)

Prova:
De fato, aplicando os teoremas 3.3.2 e 3.3.3 em (3.34) temos

1™ (o )| 21 (cam) < CUILE L (—rrymmay + 10T (-t mm.y), (3.36)

em seguida integrando em relagao a t de —T" até T obtemos

o= (et (—aay < CT (| Lo™ || prerrymarny + |0 ooy m@may) );
(3.37)
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Agora de (3.27)

Lo* = LP*p = P*Lo + [L, P¥p. (3.38)

Desde que P*, [L, P*] = [b(-,t), PT]D, sao operadores pseudo-diferenciais de
ordem zero na varidvel x e assim pelo teorema 1.3.2 sao limitados em h!(IR),
logo de (3.37) vem

I 21 ((—amy -1y < CT (1Ll Lr((—rymi ey + 1@l Li(—rm) im0 R -

3.4 A estimativa a priori

De (3.2), (3.6), (3.16) e (3.35) temos;

Proposicao 3.4.1 Eziste C > 0 tal que dada ¢ € CX((—a,a) x (=1,T))

ol 1 (camx -1y < CT (L@l (-1 m@re)) + 1l L1 (T piRe ) ) -

Estamos perto de obter a estimativa a priori desejada no inicio deste capitulo.
Para isto, iremos fazer uso do teorema 1.2.3, que nos da uma outra norma
equivalente em h!'(IR). Antes porem, vamos precisar do seguinte lema,;

Lema 3.4.1 Seja r(D) um operador pseudo-diferencial de ordem zero cujo
simbolo r(x,&) = r(§) independente de x. Além disso, assuma que eziste
C >0 que

1Al < CULA s + Ir(D)flle) . fER

Se K o nicleo associado a v(D) para cada € > 0 decompomos

r(D)f(x) = <x(e(@— ) f>+<({I-x((—))K f>
= (D) f(x) +r5(D) [ (),

onde x € CX(—=2,2) com x(y) = 1, se ly| < 1. Entao existe ¢ tal que para
todo 0 < € < g9 emistem constantes Cy, Cy > 0 tais que

[l < Crllfllr + Ir (D) fller) < Coll fllnr- (3.39)

Prova:
Para cada € > 0, 7§(D) é um operador pseudo-diferencial de ordem zero e
assim pelo teorema 1.3.2 é limitado em h', entao

[z + 15 (D) fllr < ([ fllar + (D) fllar < Cole) |l
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Por outro lado, ||75(D)f|lzr < [|KS||z1|| f]lzr, além disso, ||K5||;r — 0, e —
0. Sendo assim, existe g tal que ||[K5||z1 < 1/2C para 0 < ¢ < g e desta
maneira

[l < CUf e + [l (D) fllzr)
1
< Cllfllzra + 171 (D) ey + 571 120)

1
< CUAle + D) Alle) + Sl -

Portanto,
[ l[m < 2C (1 fl[er + [[r1(D) fll£1)-
|

Teorema 3.4.1 FExistem constantes C, Ty > 0 tais que dados 0 < T < Tp, e
¢ € C((—a,a) x (=T.,T)),

ol (=r.r)mme)) < CT| Lol i ((—.1) 1 (Ry)) - (3.40)
Prova:
Seja
Hp(-,1)(€) = (1 — @) (&) Hep(-, 1)(€) (3.41)

com ¢ € C°(—1,1). Temos que H é um operador pseudo-diferencial de ordem
zero que satisfaz as hipéteses do lema 3.39, logo existe uma decomposicao
H = Hf + H5, com Hf : & — &' satisfzendo (3.39), i.e.

leCs Ollarsy < CUleC Dl —am + TGOl L (—ara), (3.42)

para alguma C' > 0. Por outro lado por (3.35) temos

I ol (- (-aayy < C T (ILH @l (—rmymaeay + [ Hillw -2y maw)) -
(3.43)
Novamente, como Lflf = fIfL + (L, f]ﬂ, e flf, L, f]ﬂ sao operadores pseudo-

diferenciais de ordem zero na varidvel x e assim limitados em h'(IR) (teorema
1.3.2), desta maneira de (3.43) temos

| HY ol o ((—rryx(—ar,ary) < CT (| Lol 1 ((=rmy prma)) + 1@l Loy pira)) )-
(3.44)
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Somando (3.35), (3.42) e (3.44) obtemos

ol 21 (=111 (Ra)) C(llellzr(=r1)x(=aa) + 1 HT @l L1 (=7, T) x (=at,ar)))

<
< CT(|lell o=y .y + Lol o=y (r.)))-

Existe Tp tal que CT < 1/2 para todo T' < Tj e portanto

el 21 (=r.rymmre)) < C TN Lol ((—1,1), 01 (Ra))-

3.5 Resolubilidade Local em L*(bmo)

A estimativa a priori obtida na secao anterior implica;
Corolario 3.5.1 Seja

P = % + z’b(z,t)% + c(x,t),
com b, ¢ sao funcgoes suaves, b real, ¢ complexa, limitada e P satisfazendo a
condi¢io (P). Existe uma vizinhanga Q = (=T,T) x (—a,a) da origem tal
que para toda f € L¥((=T,T),bmo(IR,)), existe u € L>®((=T,T),bmo(IR;))
satisfazendo
Lu=f, em TD(Q)

||| Loo ((=17) pmo(a)) < CT|| [l Lo ((=1,7) pmo(iRe))-
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Aplicacoes e (GGeneralizacoes

Na literatura o Principio da Similaridade é aplicado para as solugoes classicas
da equacao

(‘9_@3 = Aw + Bw,

0z
que sao conhecidas por funcgoes pseudo-analiticas ou fungoes analiticas gene-
ralizadas. Este principio diz que toda solugao continua w da equagao anterior
tem a forma w = e%h, para h uma funcao holomorfa e g uma funcao continua
Holder. Além disso, w e h sao similares no sentido que % e g sao limitadas em
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Principio da Similaridade para os seguintes campos que satisfazem a condicao
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no sentido que se w é solugdo de Ljw = Aw + Bw, (j = 1,2) entdo w tem a
forma w = eYh com L;jh = 0. No entanto, para o campo de Mizohata

Ly

que nao satisfaz a condigao (P), verificou que o Principio da Similaridade falha.
Posteriormente em [BHS| Berhanu, Hounie e Santiago provaram um Principio
da Similaridade Generalizado (no sentido das distribuigdes) para campos da
forma L = %+z’b(a¢, t)aa—m comb < 0oub> 0. A estimativa provada no corolario
3.5.1 do capitulo anterior implica na validade do Principio da Similaridade
Generalizado para todos os campos que satisfazem a condigao (P).

Uma segunda secao deste capitulo estendemos a estimativa obtida no teo-
rema 3.4.1. Isto é feito provando uma extensao do lema de Friedrichs em h'
lema 5.2.1, que implicara na validade da mesma estimativa a priori para toda
u e LY(hY)NE tal que Lu € LAY N &',
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4.1 Principio da Similaridade Generalizado

Considere L = % + z'b(:v,t)g—z um campo vetorial suave definido em 2 um
aberto retangular do plano, e satisfazendo a condigao (P).

Teorema 4.1.1 Sejam L, 2 como acima e assuma que A e B sao funcoes
L*(Q) ew € LP(Q), 1 < p < o0 a solugdo do sequinte problema

Lw=Aw+ Bw, em D(Q). (4.1)
Entao todo ponto de ) tem uma vizinhanga €)' onde w se escreve como
w=eh, Lh=0, no sentido das distribuicoes,

onde h € L (), g € L®(Ry, bmo(IRy)), €9 € LY (), para algum p' € [1,p),

loc loc
q >p/(p—1). Além disso, p' pode ser escolhido arbitrariamente préximo de

p.

A demonstracao deste teorema é inteiramente analoga a do teorema 3.1 em
[BHS]. Aqui daremos o roteiro da demonstragao feita l4.

Na demonstracao deste teorema precisaremos do seguinte lema que vem
como consequéncia do lema de Friedrichs para os espagos L, ver [H| na pag.
9.

Lema 4.1.1 i) Sejam p,q € (1,00),1/p+1/q =1, Lu = f, uw em L} (Q), e
Lv =g, v em L. (Q). Entao,

L(uv) = (Lu)v + u(Lv) = fv + ug

ii) Sejap € (1,00] e g € L(IR, bmo(IR)) tal que Lg € LP(Q). Se ||g|| Lo (R bmo(r))
¢ suficientemente pequena entao

L(ed)=¢9Lg.

Como consequéncia da desigualdade de John-Niremberg (ver [St] pag.145)
segue o lema;

Lema 4.1.2 Seja 1 < g < 00, g € bmo. Se ||g||pmo € suficientemente pequena

entao e’ € L.

Tendo observado estes lemas a demonstracao do teorema 5.1.1 segue:

Prova:

Fixado um ponto, o coroldrio 3.5.1 garante a existéncia de €2 uma vizi-
nhanca em (2 deste ponto, onde é possivel resolver a equacao

Lg:A—I—BXg em €
w
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com x denotando a funcdo caracteristica do conjunto {w # 0}. Além disso,
o coroldrio 3.5.1 diz que diminuindo € suficientemente, a solucao ¢ desta
equagao tem norma ||g|| (g pmo(r)) t80 Pequena quanto se queira. Assim do
lema 5.1.2 podemos definir h = e 9w. Em seguida, do lema 5.1.1 temos

Lh=LeY)w+elw=e9L(—g)w+e IL(w) =e9(—Lw+ Lw) =0.

Portanto
w=¢eh.

Além disso, é bom observar que dado p’ € [1, p), diminuindo 2 arbitrariamente,
temos que ||g|| oo (5mo) fica suficientemente pequeno e o lema 5.1.2 implica 9 €

Lv+ e daf w=eh € LV (Q). |

loc

4.2 HUHLl(hl) < CHLUHLl(hl) u, Lu € Ll(hl) Nne&’

Aqui daremos a prova deste lema no caso h'. No final combinamos este lema
com o terema 3.4.1 para obter a estimativa, ||u|[z1(n1) < C||ul|z1(n1) sempre que
u, e Lu estao em L'(h')N &' .

Lema 4.2.1 (Friedrichs) Suponha que b,/ € L>, be C>® e ¢ € C(—1,1).
Entao existe C = C(¢,b,b') > 0 tal que

16(f" * @) — (Bf) * dellm < C(, 0,0 fllm,
para f € h(IR), e quando, 0 < & < 1. Além disso,
[6(f" % =) — (Of) * bells — 0, & —0.

Prova:
Inicialmente, observamos que para uma funcao a, via integragao por partes
vem que

b@mw¢4w—«ms*@@»zjﬁ%y—@wy—zmxaw

+ [y - 0.laty - s
= . * (BYa)(y) + ¢. * (Va)(y)

onde p(z) = z¢'(2), e

b sy,
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Suponhamos a é um h!-dtomo, com s(a) C I = I(xg,r). Se r > 1 entdo
/ / b %
00 —tia'x o0l < Bl ( [+ joutala:)

16l iy | T
= B2 1ol + o102

C(¢,b,b)
T

Desta maneira, a = ((b(a’ * ¢.) — (ba') x ¢.)/C(¢,b,b") é um h'-dtomo com
s(a) C I* = I(xp,2r) e assim

||a||h1 < C(¢> b> b/)Hath < é(¢> b> b/) :
Se r < 1. Consideramos ¢ € C>°(—1,1), ¥s(x) = 6 1p(x/d), [¥(z)

1. Vimos acima que

b(y)(a’ * 6:)(y) — (ba') * 9= (y) = = * (B ()a())(y) + ¢ * (Va)(y),

assim

ba’ ¢ — (ba') * @elln < [le* (BYa)()llnr + |6e * (V'a)|ne

Como {¥ * ¢. }p<c<1 € uma familia limitada de fungées de S entao pelo lema
3.2.1 temos

Ige  (V'a)|lm < C (b, V).

Resta analisar

lpe % (BYa)(llm - = /1 sup |15 * {p- * (8Ya)() }(2)|dz

* 0<o<1

i [1 sup |5 * {p- * (8Va)() }(2)|dz

* 0<o<1
= L1 +1.
Segue que
7, < / sup / sz — )| / ey — 2) B9() a(2)| d= dy de
7* 0<o<1
Pl B B
< sup [ [s(x —y)| [ |(y — 2)|dz dy
|I| I*0<5<1
< C6,b).

Em seguida vamos estimar Zs.
Afirmacao: Dado z ¢ °I* se |z —zo| > 2(e+0) entdo s+ {w.+SVa(-)}(z) = 0.
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Com efeito,

s {pe % 80a()} (@) = / / Bs(0)B( — y, 2)pele — y — 2)a(2)dy d

= / /dydz + / /dydz
|lx—z|<e+d |x—z|>e+6

= i+

Do fato que, |x — x| > 2r se z € I entao |x — z| > |v — x| — |z — x| >
|x — xo| — 7 > |z — x0|/2 > €+ 0. Portanto J; = 0. Por outro lado, podemos

j /I—Z E—l—(i /g/ ) _l— /I—Z E—l—(i /g/ 4

= jgl‘l’jgz-

Notemos que J? = 0, pois se |y| > ¢ entao ¢s(y) = 0. Também J3 = 0, pois
se|lt—z|>e+delyl<dentdo |z —y—z|>|x—z|—|yl >ec+d—0=ce
assim . (z —y — z) = 0.

Portanto, para estimar Z, precisamos nos preocupar somente com o caso
em que |x — x| < 2(¢+6). Com isto em mente, temos que analizar dois casos:
d>coud <e.
caso ) > e:

Neste caso vem que |x — xo| < 2(e + ) < 40. Em seguida escrevendo

ds # e % (BO0) ()} (@) = / / $e(y) el — y — 2)Blz — y, 2) dy alz) d
= //wa(af—y—Z)ﬁ(erz,Z)soe(y)dya(Z) dz

= [ [ 50555 = s+ e dyatz) de.

fazendo y = y/0 (denotando ainda a nova varidvel por y) temos

v per (OO} = [ 5 [0(5 =5 = 0800+ ). 2005 ) dyal2) dz.
Se denotarmos

A1) = [0~ = = 0)os G +2). 21y,
segue que

s s (BV0)()} @) = [ 545(5) alz)d.
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Agora do fato que [a(z)dz =0 vem
s oo (@00 = [ 5(47G) - 435 ) ale)ds

Notando que |(A5)(2)] < C(),,b) e |x — x| < 45, segue via o teorema do
valor médio que

s # Lo % (B00) ()} (@)] < 2002\
S (%%b/) ﬁ
< é(w>w>b/) |l’ _Tl.0|2 ’

caso: 0 < ¢
Neste caso vem que |x — xo| < 2(e + 0) < 4e. Depois escrevendo

s # e % (BY0) ()} (@) = / / $e(y) el — y — 2)Blz — y, 2) dy alz) d
= //wa (=== -y, 2)dya(z) d=

3

e fazendo a mudanga y = y/e (denotando ainda a nova variavel por y) temos

vs e per (B0} ) = [ 2 [vs)o(E - 2= 0)Ble - v 2)dyale) dz

Agora denotando

/ bs)o(E — 2~ )Pl — ey, ex)dy,
temos 1 s
s o (00 He) = [ 252 (C)alz)a.

Novamente do fato que [ a(z)dz = 0 temos

vsx oo (V) = [ 2(54C) - B () Jale)dz.

3

Depois de observar que |(Bg)’(z)| < C(Y, p,b), de maneira anédloga ao caso
anterior, vem que

T ~ T
2

(s {0 % (BYa) ()} (@) < O, 0,0) 5 < C(&h, 0, V)

|z — o2’
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Portanto

I < C(¢> b> b/) / Ldl’ < C(¢> b> b/) :

1+ |7 — mo)?

Dada f € h', pela decomposi¢ao atomica f = Y, \pay em h' onde a) €
hiNC> entao Y, Aar, = fem S’ o que implicay, Mpal, = f ey, \pba), = bf’
em S’ logo

16(f" % @) = (Bf ) dellin <Y [MlIb(af % @) = (bay) * Gclls

k

< C(¢,0,6)) M

k
< C(¢> b> bl)”.f”hl .

Finalmente, se a € C}(I(zo,7)) desde que g. = (ba’) * ¢ — b(a’ x ¢.) — 0
uniformemente quando € — 0, e esta suportada em I(zo, 7+ 1) para 0 < e < 1
entao

lgellm = /sw|W*%@mw

0<i<1

< / sup. [|sll 1 [1ge
I(m07r+2) 0<o<1

= [(xo,r + 2|1l Lrllgell e — 0,6 — 0.

Observamos que para uma combinagao linear finita de atomos suaves, Sy =
fovzl Akag, segue que ||b(Sy * @) — (bSy) * ¢c|lpr — 0, ¢ — 0. Como
combinacoes lineares finitas de atomos suaves sao densas em h', dado p > 0,
temos que ||f — Sn|| < p, onde Sy = fovzl \wai com ai € C'. Entao
16(f" * &) = (0f x de)llne < 116(f — Sw)"* de = {b(f = Sn)'} * Pelm

+ [6(Sy * ¢e) — (bSly) * el

< CIf = Sl +p

< p(C+1), e—0.

Corolario 4.2.1 FExiste C' > 0 tal que
||u||L1(h1) S C||Lu||L1(h1) .
para toda v € &' N LY (') com Lu € & N LY(hY).

Prova:
Com efeito, considere ¢ € C°(—1,1), ®(x,t) = ¢(x)p(t), e ue = P *xu =

O % O Yu= J-u. Portanto pela estimativa provada no teorema 3.4.1 temos

||u€||L1(h1) S C||Lu€||L1(h1) .
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Por outro lado,

| JeLul| Lrny + [[[L, Je]ull rgny
| Ll rnry + [Ls Je]ull iy

||Lu€||L1(h1) <
<

em seguida notando que [L, J.| = z'bg% Je—z'Je(bg%) entao pelo lema de Friedrichs
temos
8u T 8u T
1L, Jolull iy < Hb(% # ge) — (bo) * )| prguy — 0, € —0.
Portanto,
||u||L1(h1) S C||Lu||L1(h1) .
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Aplicacoes e (GGeneralizacoes

Na literatura o Principio da Similaridade é aplicado para as solugoes classicas
da equacao

(‘9_@3 = Aw + Bw,

0z
que sao conhecidas por funcgoes pseudo-analiticas ou fungoes analiticas gene-
ralizadas. Este principio diz que toda solugao continua w da equagao anterior
tem a forma w = e%h, para h uma funcao holomorfa e g uma funcao continua
Holder. Além disso, w e h sao similares no sentido que % e g sao limitadas em
compactos nao contendo a origem. No paper [M], Meziani provou a validade do
Principio da Similaridade para os seguintes campos que satisfazem a condicao
P 5 ) o . 0

9 .

—a—?)zt e Lg—a—zx%

no sentido que se w é solugdo de Ljw = Aw + Bw, (j = 1,2) entdo w tem a
forma w = eYh com L;jh = 0. No entanto, para o campo de Mizohata

Ly

que nao satisfaz a condigao (P), verificou que o Principio da Similaridade falha.
Posteriormente em [BHS| Berhanu, Hounie e Santiago provaram um Principio
da Similaridade Generalizado (no sentido das distribuigdes) para campos da
forma L = %+z’b(a¢, t)aa—m comb < 0oub> 0. A estimativa provada no corolario
3.5.1 do capitulo anterior implica na validade do Principio da Similaridade
Generalizado para todos os campos que satisfazem a condigao (P).

Uma segunda secao deste capitulo estendemos a estimativa obtida no teo-
rema 3.4.1. Isto é feito provando uma extensao do lema de Friedrichs em h'
lema 5.2.1, que implicara na validade da mesma estimativa a priori para toda
u e LY(hY)NE tal que Lu € LAY N &',
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5.1 Principio da Similaridade Generalizado

Considere L = % + z'b(:v,t)g—z um campo vetorial suave definido em 2 um
aberto retangular do plano, e satisfazendo a condigao (P).

Teorema 5.1.1 Sejam L, 2 como acima e assuma que A e B sao funcoes
L*(Q) ew € LP(Q), 1 < p < o0 a solugdo do sequinte problema

Lw=Aw+ Bw, em D(Q). (5.1)
Entao todo ponto de ) tem uma vizinhanga €)' onde w se escreve como
w=eh, Lh=0, no sentido das distribuicoes,

onde h € L (), g € L®(Ry, bmo(IRy)), €9 € LY (), para algum p' € [1,p),

loc loc
q >p/(p—1). Além disso, p' pode ser escolhido arbitrariamente préximo de

p.

A demonstracao deste teorema é inteiramente analoga a do teorema 3.1 em
[BHS]. Aqui daremos o roteiro da demonstragao feita l4.

Na demonstracao deste teorema precisaremos do seguinte lema que vem
como consequéncia do lema de Friedrichs para os espagos L, ver [H| na pag.
9.

Lema 5.1.1 i) Sejam p,q € (1,00),1/p+1/q =1, Lu = f, w em LV .
Lv=g,vem L] (Q). Entdo,

loc

(), e

L(uv) = (Lu)v + u(Lv) = fv + ug

ii) Sejap € (1,00] e g € L(IR, bmo(IR)) tal que Lg € LP(Q). Se ||g|| Lo (R bmo(r))
¢ suficientemente pequena entao

L(ed)=¢9Lg.

Como consequéncia da desigualdade de John-Niremberg (ver 7?7 pag.145) segue
o lema;

Lema 5.1.2 Seja 1 < g < 00, g € bmo. Se ||g||pmo € suficientemente pequena

entao e’ € L.

Tendo observado estes lemas a demonstracao do teorema 5.1.1 segue:

Prova:

Fixado um ponto, o coroldrio 3.5.1 garante a existéncia de €2 uma vizi-
nhanca em (2 deste ponto, onde é possivel resolver a equacao

Lg:A—I—BXg em €
w
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com x denotando a funcdo caracteristica do conjunto {w # 0}. Além disso,
o coroldrio 3.5.1 diz que diminuindo € suficientemente, a solucao ¢ desta
equagao tem norma ||g|| (g pmo(r)) t80 Pequena quanto se queira. Assim do
lema 5.1.2 podemos definir h = e 9w. Em seguida, do lema 5.1.1 temos

Lh=LeY)w+elw=e9L(—g)w+e IL(w) =e9(—Lw+ Lw) =0.

Portanto
w=¢eh.

Além disso, é bom observar que dado p’ € [1, p), diminuindo 2 arbitrariamente,
temos que ||g|| oo (5mo) fica suficientemente pequeno e o lema 5.1.2 implica 9 €

Lv+ e daf w=eh € LV (Q). |

loc

9.2 HUHLl(hl) < CHLUHLl(hl) u, Lu € Ll(hl) Nne&’

Aqui daremos a prova deste lema no caso h'. No final combinamos este lema
com o terema 3.4.1 para obter a estimativa, ||u|[z1(n1) < C||ul|z1(n1) sempre que
u, e Lu estao em L'(h')N &' .

Lema 5.2.1 (Friedrichs) Suponha que b,/ € L>, be C>® e ¢ € C(—1,1).
Entao existe C = C(¢,b,b') > 0 tal que

16(f" * @) — (Bf) * dellm < C(, 0,0 fllm,
para f € h(IR), e quando, 0 < & < 1. Além disso,
[6(f" % =) — (Of) * bells — 0, & —0.

Prova:
Inicialmente, observamos que para uma funcao a, via integragao por partes
vem que

b@mw¢4w—«ms*@@»zjﬁ%y—@wy—zmxaw

+ [y - 0.laty - s
= . * (BYa)(y) + ¢. * (Va)(y)

onde p(z) = z¢'(2), e

b sy,
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Suponhamos a é um h!-dtomo, com s(a) C I = I(xg,r). Se r > 1 entdo
/ / b %
00 —tia'x o0l < Bl ( [+ joutala:)

16l iy | T
= B2 1ol + o102

C(¢,b,b)
T

Desta maneira, a = ((b(a’ * ¢.) — (ba') x ¢.)/C(¢,b,b") é um h'-dtomo com
s(a) C I* = I(xp,2r) e assim

||a||h1 < C(¢> b> b/)Hath < é(¢> b> b/) :
Se r < 1. Consideramos ¢ € C>°(—1,1), ¥s(x) = 6 1p(x/d), [¥(z)

1. Vimos acima que

b(y)(a’ * 6:)(y) — (ba') * 9= (y) = = * (B ()a())(y) + ¢ * (Va)(y),

assim

ba’ ¢ — (ba') * @elln < [le* (BYa)()llnr + |6e * (V'a)|ne

Como {¥ * ¢. }p<c<1 € uma familia limitada de fungées de S entao pelo lema
3.2.1 temos

Ige  (V'a)|lm < C (b, V).

Resta analisar

lpe % (BYa)(llm - = /1 sup |15 * {p- * (8Ya)() }(2)|dz

* 0<o<1

i [1 sup |5 * {p- * (8Va)() }(2)|dz

* 0<o<1
= L1 +1.
Segue que
7, < / sup / sz — )| / ey — 2) B9() a(2)| d= dy de
7* 0<o<1
Pl B B
< sup [ [s(x —y)| [ |(y — 2)|dz dy
|I| I*0<5<1
< C6,b).

Em seguida vamos estimar Zs.
Afirmacao: Dado z ¢ °I* se |z —zo| > 2(e+0) entdo s+ {w.+SVa(-)}(z) = 0.



50

Com efeito,

s {pe % 80a()} (@) = / / Bs(0)B( — y, 2)pele — y — 2)a(2)dy d

= / /dydz + / /dydz
|lx—z|<e+d |x—z|>e+6

= i+

Do fato que, |x — x| > 2r se z € I entao |x — z| > |v — x| — |z — x| >
|x — xo| — 7 > |z — x0|/2 > €+ 0. Portanto J; = 0. Por outro lado, podemos

j /I—Z E—l—(i /g/ ) _l— /I—Z E—l—(i /g/ 4

= jgl‘l’jgz-

Notemos que J? = 0, pois se |y| > ¢ entao ¢s(y) = 0. Também J3 = 0, pois
se|lt—z|>e+delyl<dentdo |z —y—z|>|x—z|—|yl >ec+d—0=ce
assim . (z —y — z) = 0.

Portanto, para estimar Z, precisamos nos preocupar somente com o caso
em que |x — x| < 2(¢+6). Com isto em mente, temos que analizar dois casos:
d>coud <e.
caso ) > e:

Neste caso vem que |x — xo| < 2(e + ) < 40. Em seguida escrevendo

ds # e % (BO0) ()} (@) = / / $e(y) el — y — 2)Blz — y, 2) dy alz) d
= //wa(af—y—Z)ﬁ(erz,Z)soe(y)dya(Z) dz

= [ [ 50555 = s+ e dyatz) de.

fazendo y = y/0 (denotando ainda a nova varidvel por y) temos

v per (OO} = [ 5 [0(5 =5 = 0800+ ). 2005 ) dyal2) dz.
Se denotarmos

A1) = [0~ = = 0)os G +2). 21y,
segue que

s s (BV0)()} @) = [ 545(5) alz)d.
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Agora do fato que [a(z)dz =0 vem
s oo (@00 = [ 5(47G) - 435 ) ale)ds

Notando que |(A5)(2)] < C(),,b) e |x — x| < 45, segue via o teorema do
valor médio que

s # Lo % (B00) ()} (@)] < 2002\
S (%%b/) ﬁ
< é(w>w>b/) |l’ _Tl.0|2 ’

caso: 0 < ¢
Neste caso vem que |x — xo| < 2(e + 0) < 4e. Depois escrevendo

s # e % (BY0) ()} (@) = / / $e(y) el — y — 2)Blz — y, 2) dy alz) d
= //wa (=== -y, 2)dya(z) d=

3

e fazendo a mudanga y = y/e (denotando ainda a nova variavel por y) temos

vs e per (B0} ) = [ 2 [vs)o(E - 2= 0)Ble - v 2)dyale) dz

Agora denotando

/ bs)o(E — 2~ )Pl — ey, ex)dy,
temos 1 s
s o (00 He) = [ 252 (C)alz)a.

Novamente do fato que [ a(z)dz = 0 temos

vsx oo (V) = [ 2(54C) - B () Jale)dz.

3

Depois de observar que |(Bg)’(z)| < C(Y, p,b), de maneira anédloga ao caso
anterior, vem que

T ~ T
2

(s {0 % (BYa) ()} (@) < O, 0,0) 5 < C(&h, 0, V)

|z — o2’
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Portanto

I < C(¢> b> b/) / Ldl’ < C(¢> b> b/) :

1+ |7 — mo)?

Dada f € h', pela decomposi¢ao atomica f = Y, \pay em h' onde a) €
hiNC> entao Y, Aar, = fem S’ o que implicay, Mpal, = f ey, \pba), = bf’
em S’ logo

16(f" % @) = (Bf ) dellin <Y [MlIb(af % @) = (bay) * Gclls

k

< C(¢,0,6)) M

k
< C(¢> b> bl)”.f”hl .

Finalmente, se a € C}(I(zo,7)) desde que g. = (ba’) * ¢ — b(a’ x ¢.) — 0
uniformemente quando € — 0, e esta suportada em I(zo, 7+ 1) para 0 < e < 1
entao

lgellm = /sw|W*%@mw

0<i<1

< / sup. [|sll 1 [1ge
I(m07r+2) 0<o<1

= [(xo,r + 2|1l Lrllgell e — 0,6 — 0.

Observamos que para uma combinagao linear finita de atomos suaves, Sy =
fovzl Akag, segue que ||b(Sy * @) — (bSy) * ¢c|lpr — 0, ¢ — 0. Como
combinacoes lineares finitas de atomos suaves sao densas em h', dado p > 0,
temos que ||f — Sn|| < p, onde Sy = fovzl \wai com ai € C'. Entao
16(f" * &) = (0f x de)llne < 116(f — Sw)"* de = {b(f = Sn)'} * Pelm

+ [6(Sy * ¢e) — (bSly) * el

< CIf = Sl +p

< p(C+1), e—0.

Corolario 5.2.1 FExiste C' > 0 tal que
||u||L1(h1) S C||Lu||L1(h1) .
para toda v € &' N LY (') com Lu € & N LY(hY).

Prova:
Com efeito, considere ¢ € C°(—1,1), ®(x,t) = ¢(x)p(t), e ue = P *xu =

O % O Yu= J-u. Portanto pela estimativa provada no teorema 3.4.1 temos

||u€||L1(h1) S C||Lu€||L1(h1) .
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Por outro lado,

| JeLul| Lrny + [[[L, Je]ull rgny
| Ll rnry + [Ls Je]ull iy

||Lu€||L1(h1) <
<

em seguida notando que [L, J.| = z'bg% Je—z'Je(bg%) entao pelo lema de Friedrichs
temos
8u T 8u T
1L, Jolull iy < Hb(% # ge) — (bo) * )| prguy — 0, € —0.
Portanto,
||u||L1(h1) S C||Lu||L1(h1) .



Referéncias Bibliograficas

[BF]

[BHS]

[F'S]

G

[GR]

[HS]

[HT]

R. Beals e C. Fefferman, On local solvability of partial differential equa-
tions, Ann. Math. 97, 552-571, (1973).

S. Berhanu, J. Hounie e P. Santiago, A similarity principle for com-
plex vector fields and aplications, Trans. Amer. Math. Soc., a aparecer,
(2000).

C. Fefferman e E.M. Stein, H? Spaces of several variables, Acta Math-
ematica 129, 137-193, (1972).

D. Goldberg, A local version of real Hardy Spaces, Duke Mathematical
Journal, vol 46, 27-42, (1979).

J.Garcia-Cuerva and J.L. Rubio de Francia ,Weighted Norm Inequaliti-
es and Related Topics, Mathematics Studies 116, North-Holland (1985).

L. Hormander, The Analysis of Linear Partial Differential Operators
I1I, Springer- Verlag, (1984).

J. Hounie e E. P. de Lemos, Local solvability in L? of first-order linear

operators, Journal of mathematical analysis and applications 197, 42-
53, (1996).

J. Hounie e M. E. Melo, Local a priori estimativas in L? for first order

linear operators with nonsmooth coefficients, Manuscripta Mathematica
94, 151-167 (1997).

J.Hounie e P. Santiago, Local Solvability in L of first order semilinear
equations 137-147, Matemética Contemporanea, vol 10, (1996).

J. Hounie e J. Tavares, On removable singularities of locally solvable
differential operators, Inventiones Mathematicae 126, 589-623 (1996).

A. Meziani, On the Similarity Principle for Planar Vector Fields: A-
pplication to Second Order PDE, J. of Diff. Equations 157, 1-19 (1999).



95

[S] H. Smith, A elementary proof of local solvability in two dimensions
under condition (¥), Ann. of Math., 136, 335-337, (1992).

[St]  E. Stein, Harmonic Analysis - Real-Varidvel Methods, Orthogonality
and Oscillatory Integrals Princeton University Press, (1993).

[SW] E. M. Stein e G. Weiss, On the theory of harmonic functions of several
variables, the theory of H? Spaces, Acta. Math., 103, 25-62, (1960).



