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Resumo

E estudado neste trabalho multiplicidade de solugoes para certas classes de problemas
elipticos nao homogéneos e nao locais. O termo nao local no operador é de tipo Kirchhoff,
podendo ser degenerado ou nao degenerado, continuo ou descontinuo na origem. O
operador considerado inclui varios exemplos que surgem em aplicagoes como p-laplace,
p&g-laplace, p-curvatura média, entre outros. As fungoes nao lineares tratadas incluem
termos concavos-convexos, termos sublineares ou superlineares locais ou nao locais,
perturbacoes destes, e fungoes superlineares satisfazendo condicao de nao quadraticidade
no infinito. Os resultados obtidos sao existéncia de uma infinidade de solugoes com energia
negativa, uma infinidade de solugoes com energia positiva divergindo para +oo e, em
alguns casos, multiplicidade de solucoes positivas.



Abstract

This work concerns multiplicity of solutions to some nonhomogeneous and nonlocal
elliptic problems. The nonlocal ternm on the operator is of Kirchhoff type and it may be
degenerated or not, continuous or discontinouos at the origin. The operator herin includes
several exemples appearing in the applications like p-laplace , p&q-Laplace, generalized p-
mean curvature among others. The source terms include concave-convex terms, sublinear
or superlinear term which can be local or nonlocal, pertubation of those, and functions
satisfying a nonquadraticity condition at infinity. The results proved in this work assure
the existence of infinitely many negative energy solutions, infinitely many positive energy

solutions whose energy divergs to 400 and, in some cases, multiplicity of positive solutions.
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Introducao

Neste trabalho estudamos multiplicidade de solugoes para certas classes de problemas
nao homogéneos e nao locais. Mais precisamente, o enfoque principal reside na existéncia
de infnitas solugoes para tais problemas. No inicio da década de 1990, Garcia e Azorero-

Peral [5] consideraram o problema

—Apu = Au|"2u+ |u|* 2u em Q,

(1)
u =0 sobre 0.

Dentre os resultados provados foi estabelecido para 1 < ¢ < p a existéncia de infinitas
solugoes quando A > 0 é pequeno.
Mais tarde, no célebre trabalho, de Ambrosetti-Brézis-Cerami [2] foi tratado o
problema
—Au = Nu|"?u+ |u[*?u  em Q,

(2)
u=>0 sobre 0f2,
sendo 1 < g < 2 < s < 2*. Dentre seus resultados foi estabelecido o que se pode denominar
estrutura concava-convexa: existéncia de infinitas solucoes de energia negativa, existéncia
de infinitas solugoes de energia positiva e existéncia de duas solugdes positivas (em todos
os casos para A > 0 pequeno em [2].)

Desde entao muitos trabalhos tém surgido nessa direcao e podemos citar: Barth-
Willem [8], Tang [51], Garcia-Peral [5, 6], De Figueiredo, Gossez e Ubilla [29], Komiya e
Kajikiya [37] e as referéncias 14 citadas.

Ao longo deste trabalho consideramos problemas envolvendo o operador nao-
homogéneo L(u) = —div(a(|Vul?)|VulP72Vu), sendo a fungio a : [0,00) — (0,00) de
classe C' satisfazendo

(a1) Existem ko, k1, ko > 0, k3 > 0, ¢ > p tais que
ko + H(ks)kat 7 < alt) < ky+ kst 7,

com H()=1se&>0e H(E) =0,se & =0.

(az) (i) A funcao a(t?)tP~2 é nao decrescente para p > 2.

(i7) E a fungao a(t) é ndo decrescente para 1 < p < 2,

Deve-se enfatizar a ampla classe que tais operadores compreendem. Por exemplo,



(i) Se a(t) = 1 temos que as hipdteses (a1) e (az) s@o satisfeitas com kg = k; = 1,

ks > 0 e k3 = 0 sendo o operador obtido o p-Laplace com 1 < p < 400, isto é,

—Ayu = —div(|Vu|'"*Vu).

(ii) Se a(t) =1+¢"7 temos que sdo satisfeitas as hipGteses (a1) e (az) com ko = ky =

ko = k3 = 1 e o operador que resulta é o p & g-Laplace com 1 < p < g < +00, isto €,
— (A, + AYu = —div(|VulP?Vu + |[Vu|**Vu).

t
iii) Se a(t) =14+ ———, as hipoteses a cerca de a sao satisfeitas e o operador obtido
o) p P
+12)2

é o p-Laplace like com 1 < p < 400, isto é,

p
—div | [ 1+ L |Vul[P~2Vu | .
(14 |Vul??)2

p—2

=
(iv) Se a(t) = <1 + —2) temos que as hipdteses a cerca da fun¢ao a sao satisfeitas e
tr
o operador obtido é a generalizacao da p-curtatura média para 1 < p < 2, isto é,

| 1\ o
—div <(1 + ‘VUP) |VulP 2vu) .

(v) Sea(t) = 1—1—7 temos que as hip6teses (a;) e (az) sao satisfeitas com ko = 1,
1+t)»

ki =2, ko >0e ks =0paral < p < 400 o operador obtido ¢ uma pertubacao do

operador p-Laplace, isto é,

p—2
—div<|Vu|p_2Vu+ [VulP”Vu )

(14 [Vulp)

Operadores nao-homogéneos da forma L(u) = —div(a(|VulP)|Vu|P~2Vu) foram
estudados nos trabalhos de Figueiredo e Barile [11], Corréa, Corréa e Figueiredo [14],
Figueiredo [24, 27], Hurtado, Miyagaki e Rodrigues [34]. Também no contexto de operador
nao homogéneo podemos citar o trabalho de Filippakis, O’'Regan e Papageorgiou [30] que
inclui o caso (p, ¢)-Laplace para 2 < g < p.

Mais especificamente, consideraremos ao longo deste trabalho problemas da forma

—M(A(u))L(u) = ga(z,u)  em €,
u=">0 sobre 02,

(3)



t
sendo o operador A definido por A(u) = 1/A(|Vu|7")dx, com A(t) = / a(§)d¢ e
P Ja 0

ga(z,u) uma nao linearidade apresentando termo local ou nao local.
O problema (3) é chamado nao local devido a presenga do termo M (A(u)), uma vez
que o mesmo implica que a equac¢ao nao ¢ mais uma identidade pontual. Problemas nao

locais foram motivados pela versao estacionaria da equacao de Kirchhoff, a saber,

uy — M (/ |Vu]2) Au = f(z,u) em Q x (0,7,
0

u=20 sobre 92 x (0,7, (4)
u(z,0) = up(x), uz,0)=u(z)

em que M(t) = a+ bt com a,b > 0. Esta equagdo é uma versao mais geral do modelo

2d 282u
v or?’

sendo p, po, h, E e L constantes, o qual estende a classica equacao da onda de D’Alembert

proposto por Kirchhoff [35]

0%u (@ E [Ylou

dx

"o\ Tar ),

por considerar o efeito da mudanga no comprimento de uma corda duragao uma vibragao.

Os primeiros estudos envolvendo a equacao do tipo Kirchhoff dizem respeito a
Bernstein [12] e Pohozaev [47]. No entanto, o problema (4) teve mais destaque apds o
trabalho de J.L. Lions [41], na qual uma estrutura abstrata para o problema foi proposta.
Dentre os varios trabalhos envolvendo o termo de Kirchhoff podemos citar Alves, Corréa
e Ma [1], Corréa e Costa [16, 17, 18], Figueiredo e Santos Junior [25], Figueiredo, Bisce
e Servadei [26] e Fiscella [31] (os dois tltimos trabalhos sao referentes ao problema de
Kirchhoff fracionario), Arcoya [7], Figueiredo [28] e as referéncias 14 citadas.

Os problemas nao locais modelam varios sistemas fisicos e biolégicos sendo u descrito
por processo que depende de sua média, por exemplo densidade populacional, como em
[20] e [21].

Os resultados que estudamos neste trabalho foram obtidos via método variacional
e como praxe alguma compacidade é necessaria como, por exemplo, a condicao de
Palais-Smale ou a condi¢ao de Cerami. Com o objetivo de verificar tais condicao foi
necessario e fundamental a utilizagdo do Lema 1.2 (Ver Capitulo 1) em que estimativas
de monotonicidade para o campo vetorial envolvido em L(u) foram estabelecidos. Estas,
além de recuperarem casos ja conhecidos na literatura com p,q > 2, trataram os casos
l<p<qg<2el <p<2 g > 2 até entao nao abordados na generalidade aqui
considerada (para mais detalhes nessa diregdo consultar Observagao 1.2).

Vale ressaltar que em nosso contexto o problema pode ser degenerado. Na literatura,
um problema com termo tipo Kirchhoff é dito ser degenerado se M(0) = 0. Este caso
apresenta dificuldades adicionais e nao é muito abordado na literatura podemos citar

[15] e [17] cujo o operador principal é o p-Laplace e, no contexto de operador fracionério,



podemos citar [26] e as referéncias 14 citadas. Outro caso bastante interessante e a0 mesmo
tempo pouco abordado ¢é o caso em que M pode ser singular na origem, neste caso, M é
descontinua na origem. Em relagao a esse caso podemos citar [17]. Outro fato que vale
ressaltar é que nao impusemos a hipdtese da funcao M ser mondtona como é comum em
alguns trabalhos, por exemplo, [13], [28] e [34].

Os resultados que trataremos neste trabalho sao validos para 1 < p < ¢ < N, em
constraste com vdrias outras referéncias em que se consideram ¢,p > 2, como em, [14] e
[27] cujo operador em questao é o mesmo que estamos tratando aqui, porém sem agao de
termo nao local.

No Capitulo 1 deste trabalho consideramos a nao linearidade gy(x,u) = \f(x,u) +

s—2

|u|*~?u, basicamente do tipo concava convexa. Dessa forma o problema (3) se torna

—M(A(w))div(a(|VulP)|VulP~2Vu) = Af(z,u) + [u]*?u  em €,
u=20 sobre 0€2,

()

sendo Q C RY com N > 3 dominio limitado, 1 < p < N, A > 0 um parametro e a funcao
f: QxR — R sendo fmpar na segunda varidvel e estando entre poténcias |u|"~! com
r € (1,7). Assumiremos também que 1 <r <p<g< Nel <r <y <s <~ sendo

N
v = ]\;y_ A funcao M : [0,400) — [0,4+00) do tipo Kirchhoff pode ser degenerada,
-7

isto é, quando M (0) = 0, ou nao degenerada, sendo neste iltimo caso podendo a fungao
possuir descontinuidade na origem (para mais detalhes sobre tais hipiteses consultar o
Capitulo 1).

Quando M =1 o problema (5) deixa de ser nao local e recupera o Teorema 2.5 (caso
subcritico) do classico e famoso trabalho de Ambrosetti, Brezis e Cerami [2]. O resultado
que apresentaremos referente a sequéncia de solugoes com energia negativa é mais geral
do que o citado anteriormente, ji que, é valido para todo A > 0. Bartsch e Willem [8§]
removeram a restricao sobre A > 0 pequeno e obtiveram infinitas solucoes para o caso
Laplace quando f(z,u) = plulP"'u com 1 < p < £#2 e p € R e A > 0. Dessa forma, os
resultados que apresentaremos no presente trabalho sobre infinitas solugoes generalizam
o Teorema 1 item b de [8] para o operador —div(a(|Vu[P)|Vu[P"2Vu) considerando p = 1.

O resultado de infinitas solugoes que apresentaremos aqui também generaliza o

Teorema 1.2 de Figueiredo e Junior [25] (no caso subcritico)

— [M (/ |Vu|2dx>} Au= Nu|"?u+ [ulP?u  em Q,
Q

u=>0 sobre 012,

(6)

quando 1 < ¢ <2< p <2 4<p<6eQ CR3 bem como d4 informacoes sobre a
existéncia de uma segunda sequéncia de solugoes. Além disso, nossos resultados valem
para 2 C RY com N > 3.



Em relacao a problemas com nao linearidades do tipo “concava-convexa”envolvendo
fungao peso, podemos citar os problemas abordados em [29], [33], [37]. Quando os pesos

sdo iguais a um, em [33] resulta o seguinte problema

—M (|Jul]?) Apu = Mu|T%u + [u|" 0 em Q,

(7)
u=>0 sobre 0f2,

com M(s) = a + bs*® tais que a,b > 0, 1 < g<p <71 <pepk+1) <reos
autores mostraram que o problema em questao possui uma sequéncia de solugoes de
energia positiva. Logo (7) é um caso particular do operador do problema (3.1), portanto
o Teorema 1.2 aqui apresentado ¢é valido.

Considerando a fungao peso constante igual a um o problema de Komiya e Kajikiya
[37] torna-se

—Aju—Ayu = |ul"Pu+ |ul?u  em Q, )
8
u=20 sobre 0f2,
e quando s < ¢ < p < r < p* foi provado a existéncia de duas sequéncias de solugoes nao
triviais para o problema (8). Dessa forma, tem-se um caso particular dos Teoremas 1.1 e
1.2 aqui apresentados.

No Capitulo 2 estudamos a multiplicidade de solugoes para o problema (3) subcritico
com a nao linearidade sendo gy(z,u) = f(z,u) [/ F(z,u)| , isto é, a nao linearidade
Q

também possui termo nao local. Dessa forma, (3) torna-se

—M(A(w))div(a(|VulP)|VulP72Vu) = f(z,u) [/Q F(x,u)} em €,
u=>0 sobre 0f).

(9)

Para este problema consideramos a nao linearidade dividida em dois casos: sublinear
e superlinear. A funcao M pode ser degenerada, nao degenerada e nao degenerada
possuindo descontinuidade na origem (para ver detalhes sobre as hipdteses consultar
Capitulo 2).

No caso sublinear em (9) o resultado obtido neste trabalho estabelece a existéncia
de uma infinidade de solugoes de energia negativa e que convergem para zero na norma
ambiente. Ele completa o resultado de Corréa e Costa [15] quando p(x) = p, j& que o
operador tratado aqui é mais geral, bem como nos permite considerar funcoes que sao
singulares na origem, isto é, M possuindo descontinuidade na origem. Além disso, é
possivel tratar a classe de funcoes degeneradas para uma quantidade maior de funcoes,
uma vez que, no artigo as poténcias tratadas sao maiores que um, enquanto no presente
trabalho as poténcias para o caso degenerado sao maiores que zero. Ja no caso superlinear
em (9) o resultado aqui obtido prova a existéncia de uma infinidade de solugoes com energia

positiva divergindo para +o0o. Tal resultado, segundo nosso conhecimento, é novo mesmo



no contexto do operador p-Laplace (Em [15] aborda-se apenas o caso sublinear.)

Quando M,a =1 e p =2 o problema (9) torna-se

—Au = f(x,u) [/ F(:L',u)] em (2,
Q
u=20 sobre 0f2,

(10)

que ocorre em dinamica populacional, transferéncia de calor em termistores, dentre outras
aplicagoes. Ver Correa, Delgado e Sudrez [22] e Gomes e Sanchez [32], bem como as
referéncia 14 citadas para detalhes sobre este tipo de problema.

O interesse em estudar problemas nao locais surge nao somente por propodsitos matema-
ticos, mas também devido as suas significativas aplicagoes. Outra interessante aplicacao
é o chamado modelo de movimento de certos fluidos chamados “Electrorheological
fluids” que sao caracterizados por sua capacidade de mudar de forma drastica suas
propriedades mecanicas quando influenciados por campo eletromagnético externo. Tais
fluidos tém sido usados em robdtica e tecnologia espacial. A pesquisa experimental tem
sido realizada, principalmente, nos EUA com a participagao da NASA. Para conhecer
mais sobre o assunto ver [42].

No Capitulo 3 consideramos também uma nao linearidade envolvendo termo nao-local
sob pertubagdo, a saber, g\(z,u) = Af(z,u) {/ F(x,u)} + |ul*"?u. Dessa forma, o
Q

problema (3) torna-se

—M(A(u))div(a(|VulP)|Vu|P~2Vu) =\ f(x,u) {/Q F(x,u)} + [ul*2u  em Q,

u=">0 sobre 0f2,
(1)
e obtivemos para esse problema trés resultados: Existéncia de infinitas solugoes com
energia negativa para todo A > 0 convergindo para zero, existéncia de infinitas solucoes
com energia positiva divergindo para +oco e existéncia de, pelo menos, duas solugoes
positivas para A > 0 pequeno.

Este capitulo estende [16] para o caso subcritico e com p(z) = p, uma vez que estamos
com um operador mais geral. Os resultados para o caso sublinear sao recuperados para
todo A > 0, enquanto no citado artigo, os resultados sao validos para A > 0 pequeno.
Além disso, damos resultados de existéncia de uma infinidade de solugoes com energia
positiva, bem como a existéncia de, pelo menos, duas solugoes positivas para A > 0
pequeno.

Ja no Capitulo 4 nosso objetivo foi estudar o problema (9) considerando uma nao
linearidade com crescimento superlinear sem que a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz
seja imposta. Estudamos nao linearidades superlineares satisfazendo a condigao de nao
quadraticidade no infinito introduzida por Costa-Magalhaes em [19]. O principal resultado

provado no Capitulo 4 garante a existéncia de infinitas solucoes com energia positiva



divergindo para +oo e inclui uma classe de fungées Kirchhoff degeneradas (M (0) = 0)
que podem ser continuas ou descontinuas na origem. A principal ferramenta utilizada é
o teorema do passo da montanha siétrico com a condigao de Cerami.

O apeéndice contém resultados que foram tteis durante a elaboragao deste trabalho.



Capitulo

1

Estrutura concava-convexa para

problemas nao homogeéneos e nao locais

Neste capitulo consideramos o seguinte problema de Dirichlet nao local

—M(A(w))div(a(|VulP)|[VulP2Vu) = A\ f(z,u) + [ul*?u  em €,
u=20 sobre 012,

(1.1)

sendo Q C RY com N > 3 dominio limitado, 1 < p < N, A > 0 um parametro e a funcao
a:[0,00) = (0,00) de classe C" satisfazendo:

(a1) Existem ko, ki, ke > 0, k3 > 0, ¢ > p tais que
ko + H(ks)kat 7 < a(t) < ky+ kst'7
com H({)=1,se £ >0e H(E) =0, se £ =0.

(az) (i) a(tP)tP=? é nao decrescente para p > 2.
(17) a(t) é ndo decrescente para 1 < p < 2.

O operador A é definido por

Afu) = ]% / A(|Vul)d,

t
sendo A(t) = / a(&)dé. A funcio f: QxR — R é de tipo Carathéodory (isto é, para todo

0
t € R a fungao = — f(z,t) é mensuravel e para quase todo x €  a fungao t — f(x,t) é

continua) e satisfaz:

(f1) flx,—t) = —f(x,t) para (z,t) € Q x R.

(f2) Existem aj,as > 0er € (1,7) tais que

at™t < f(z,t) < agt™t V(x,t) € A x RT.



Assumiremos
Il<r<p<qg< N e 1<r<y<s<n,
sendo
v = (1= H(ks))p + H(ks)q (1.2)
N

e v* o expoente critico de Sobolev, dado por v* = N
-7

A fungao M : [0, 400) — [0, +00) satisfaz, além de outras hipéteses a serem introduzidas

adiante, a seguinte condicao:
(My) M e C(0,+00) e M(t) >0, Vte (0,400).

O primeiro resultado a ser provado, Teorema 1.1, estabelece existéncia de infinitas solugoes
de (1.1) de energia negativa convergindo para zero, qualquer que seja A > 0. As fungoes

M () a serem utilizadas no Teorema 1.1 satisfazem, além de (M), as seguintes hipéteses:

r
(Ms) Existem my > 0 e v > — satisfazendo

M(t) > mit"™ !, parat>> 1,

sendo v dado por (1.2).

1

(M3) Existem ng,n; > 0, com ng +mn; >0, e § > — verificando
p

M(t) < ng+n,t?~!, para todo 0 < t < 1.

Estamos em posicao de enunciar o

Teorema 1.1 Suponha 1 < r < v < s < v, (a1) — (a2), (My) — (Ms), (f1) — (f2).
O problema (1.1) possui uma infinidade de solugoes (uy) para todo X\ > 0, satisfazendo

J(ug) <0 e HUkHWOM(Q) — 0, quando k — 400, sendo J o funcional energia dado por
(1.4).

Como exemplos de fungoes M (-) continuas em (0,+o00) satisfazendo as hipdteses do

Teorema 1.1 podemos mencionar:
e fungdes limitadas cumprindo 0 < mo < M(t) < my.
o M(t)=a+bt* coma,b>0ek>1.

th=1 para t #£0
e fungoes descontinuas e degeneradas na origem como M (t) = ,

0, para t =0
sendo max {#,v} < k < 1.
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e funcgoes degeneradas como M (t) = t*~1 com k > max{v, 8,1}.

Dizemos que M(-) em (1.1) é degenerada se M(0) = 0. Vale ressaltar que nenhuma

hip6tese de monotonicidade é requerida sobre M(-).

O proximo resultado é referente a existéncia de infinitas solugoes de energia positiva
para A > 0 pequeno, obtido via Teorema do Passo da Montanha Simétrico [48]. Com esse

proposito introduziremos as seguintes hipoteses:
(M,) Existem mg,m >0 com mg+m >0e p < %, satisfazendo:
M(t) < mg+mth !, parat>> 1.
(M) Existem ng, ny, 1,11 > 0, com ng +ny > 0 e fig + 7y > 0, verificando
fig + ft”t < M(t) < ng + nt?, para 0 <t < 1,

sendo ou

1
<Z> _<ﬁ§0-<]-7
p

ou .
oc>1 l<o<—
(17) 1 (seng>0) ou 1 ! (se g =0).
B> - f>=
P p

(M,) Existe v < 6 < s satisfazendo

lim inf - > 0,
t——+o0 t;
sendo "
%, se H(ks) =0,
0
c(y) = (1.3)
max{hy, ks} se H(ks) =1,

)
min {@, k—2}
P’ q

e v conforme dado em (1.2). Dessa forma, podemos enunciar o

Teorema 1.2 Suponha 1 < r < v < s < 7", (a1) — (ag), (M), (My) — (My), (My) e
(f1) — (f2). Entdao, para todo N > 0 suficientemente pequeno, o problema (1.1) possui
uma infinidade de solugoes (w;) satisfazendo J(w;) — +oo e ||wj||W01,’y(Q) — +00, quando

Jj — +oo, sendo J o funcional energia dado por (1.4).

Como exemplos de fungoes M satisfazendo as hipdteses do Teorema 1.2 podemos

mencionar: 0 < mg < M(t) < my continua em (0,00), M(t) = a + bt* ! com a,b > 0 e
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s s
l<k<—eM({t)=1t""com 1< k< —. As duas primeiras classes sao exemplos de

fungoes ndao-degeneradas. A tltima classe sdo das fungoes degeneradas, ou seja, M (0) = 0.
Em todos os exemplos acima consideramos ¢(y) = v, que é possivel quando k; = 1 para
1 =0,1,2,3.

No tltimo teorema deste capitulo mostramos a existéncia de, pelo menos, duas solucoes
positivas para A > 0 pequeno, uma via o classico teorema do passo da montanha devido
a Ambrosetti-Rabinowitz [52] ¢ a outra via principio variacional de Ekeland [23]. Para
garantir a positividade das solucoes utilizamos o principio do maximo forte de Pucci e
Serrin [46]. Para essa tltima etapa foi necessdrio acrescentar as hipdteses (as) — (a4)

(consultar secio 1.4) e restringir a hipStese (M;) & hipétese (M;), a saber:
(Mé/) Existem ng, n1, 179,77 > 0 com ng +ny > 0 e ng + ny; > 0 verificando
g+ 1t? P < M(t) < ng+mt? parat < 1,

sendo ou
T
(Z) ]_9 < ﬂ <o< 17

ou

oc>1 1<<7<f
(i4) r (seip>0)  ou o (seip=0).
6>5 5>_
p

Tendo em vista as consideragoes acima temos o seguinte resultado:

Teorema 1.3 Suponha 1 < r < v < s < v, (a1) — (aq), (M), (M), (My), (My) e
(f1) — (f2). Entao, para X > 0 suficientemente pequeno, o problema (1.1) possui, pelo
menos, duas solucoes positivas.

Como exemplos de funcoes M satisfazendo as hipdteses do Teorema 1.3 podemos
mencionar: 0 < mg < M(t) < my continua em (0,00), M(t) = a + bt*~! com a,b > 0 e
l<k<e M) =t""1com1l<k< 2. 0 dltimo exemplo é de funcao degenerada,
isto é, M ZO) = 0, enquanto as duas primeiras classes sao fungoes nao degeneradas. Em

todos os exemplos acima consideramos ¢(y) = 7, que é possivel quando k; = 0 para todo
i=0,1,2,3.

1.1 Formulacao Variacional

O funcional de energia J : W, () — R (sendo v dado por (1.2)) associado ao problema
(1.1) é dado por

J(w) = M(A(u)) — /\/QF(x,u)dx _ %/ﬂ|u|sdx, (1.4)
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t u
sendo M(t) = / M(r)dr e F(z,u) = / f(z,7)dr. Sobre as hipéteses acima tem-se
0 0
J € CY(Wy7(Q),R), com derivada de Fréchet dada por

(J'(u),v) :M(A(u))/Qa(|Vu|p)|Vu|p_2Vqu—)\/Qf(x,u)v—/Q|u|5_2uv, (1.5)

para todo u,v € W, (), sendo (-,-) o par de dualidade entre (W(}V(Q))* e Wy ().

O espaco de Sobolev W, () serd munido com a norma

lollgoim = ( [ 1ula)” (19
Q
a qual é equivalente a norma usual de W, (Q).

Vimos na segao anterior que a funcao M(-) pode ser degenerada (M(0) = 0) ou nao
degenerada, sendo que neste ultimo caso pode ocorrer que M seja descontinua na origem
(o que ocorre, em particular, quando M (t) — +o0, quando t — 0%). Logo, é natural
questionar a diferenciabilidade na origem do termo M(A(u)). O préximo resultado tem
a finalidade de mostrar que mesmo M sendo descontinua na origem, com o crescimento
adequado, o funcional M(A(u)) de classe C' no sentido de Fréchet.

Lema 1.1 Seja M uma fun¢ao satisfazendo M € C(0,+00), M(t) > 0 para todot >0 e
-1 1

M) <ng+nt' ", para0<t<<lef>-. (1.7)
p

Entdo o funcional M(A(u)) € de classe C* no sentido de Fréchet.

Prova: Usando a hipétese (1.7) temos que

t t

t) = i M(&)d¢ < 1i A=1)d
M(t) = lim i (€)d¢ < lim (no+mé )d§
_ s\ | nt’
B klg& <n0§ * ﬁf )‘k = "ot + g (18)
nyt? . )
Como 0 < M(t) < not + 7 para 0 < t < 1 entao llm+ M(t) = 0. Observe que existe
t—0

primitiva de M satisfazendo M(0) = 0, para isto basta redefinir a fungdo M(t) sendo

M(t), set>0,
(1.9)
0, set =0,

e dai podemos supor M continua na origem. O ponto central é provar que o funcional
o(u) := M(A(u)) é de classe C' em u = 0 pois, para u # 0, ¢(u) é composi¢ao de

funcionais de classe C*.
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Para calcular a derivada de Gatéaux de ¢ em u = 0, fixe v € Wy (Q)\{0}. Como
A(tu) — 0%, quando |t| — 0, usando a estimativa (1.8) e (a;) temos

A=)y
< %MMM—%MWW]
< g2 [ w@p+ [ wer]
i B iop s [ o]
Yl o]
=0,

0+1tv) — 0 0
p(0+ Ut) #(0) == 0. Portanto, ¢'(0) = 0, ie., a

derivada de Gateaux de p em u = 0 é o funcional nulo.

1
pois 8 > —. Se v = 0 entao

Vamos mostrar agora que a derivada de Gateaux de ¢ é continua em u = 0. Seja
u, — 0 em W, (Q), quando n — 4oc0. Fixe v € Wy (Q), com ”UHWOM(Q) < 1. Como

(¢ (w.0) = M(AW) [ a(Vul?)[TuP-7uTe
Q
para u # 0, usando a desigualdade de Holder, a imersao de Sobolev e (1.7) obtemos

(@ () 0) = M(A(u)) / 0|Vt )| Vit P2V 0, T

< (no—i-nl.A(un)’B_l)/a(|Vun|p)\Vun]p_1|V’U\

Q
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~ o / [Vt |P) [Vt [PV + 1 A1)~ / o[Vt ) [ V[P V0
Q 0

< g / (it + ks [V |7P) | Vup [P~ V0]
0
k koo H (K ot
ny [_0/ |Vun|p—|—2—<3)/ |Vun]q} /(k1+k3\Vun|qp)|Vun|pI\VU|
P Ja q Q Q
< nokl/ IVunlp‘1|Vv|+nok3/IVunl"‘1|Vv|
0 0
ko o
oo [ [19up ]| RV
P Ja Q
—1 -1
< nokaclun s o Wolla oy + moRsllunllZt o 0yt o
kO P ﬁ_l pfl qfl
|25 [ V] [klc\|un|WSW(Q)HUHW&,W(Q)+k3\|un|WS,W(Q)IIUHW;«Q)]
kin k2
—1 -1 1701 1
< nokrelunlfl g, + noksllunlfpls g + =5 lunli g
+k3n1k§_1” ||p(5—1)+q—1
ph-1 (o)
Portanto,
k‘lnlk B 1+p—1
||(p (un)H )" <n0klc||un||wu( )+n0k3||un||wlw ” n“p(ﬁlv(g)p
k3n1k0_ H Hpﬁ )+q—1
pit o)

Observe que a expressao acima converge para zero quando n — +00, posto que B>e
q > p. Portanto, a aplicacio u — ¢'(u) é continua em u = 0. Logo, ¢ € C*(W,(Q ) )

em virtude da Proposicao 5.1. O lemma esta provado.

Observagao 1.1 Para mostrar que o funcional J ¢ de classe C'(Wy7(Q),R) basta
mostrar que a aplicacao derivada de Gateduzr é continua, em virtude da Proposicdo 5.1

(consultar Apéndice). De (f1) — (f2) podemos concluir que os termos

v = [ Plawds e (=1 [ e

S

sio funcionais de classe C* (W, (), R), com derivadas no sentido de Fréchet dadas por

/f x,u)vdr e (¢"(u),v) = / lul|*?uvdz,
Q
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respectivamente. (O cdlculo € padrao, sugerimos [10]).
Logo, Lema 1.1 e Proposi¢cdo 5.2 garantem que J € C’l(WOI’A’(Q),]R), com derivada no
sentido de Fréchet € dada por (1.5).

No que segue apresentaremos a definicao de um funcional satisfazer a condicao de
Palais-Smale. Tal condicao é essencial para os resultados que utilizaremos na maior parte
desse trabalho.

Definicao 1.1 Sejam X wum espaco de Banach e I : X — R funcional diferencidvel.
Dizemos que (u,) € sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢, abreviamente (PS)., se
I(u,) = c e I'(u,) — 0 em X* quando n — +oo. Dizemos, também, que I satisfaz
a condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢ se toda sequéncia (PS). possui uma subsequéncia
que converge fortemente em X. Quando toda sequéncia de Palais-Smale para o funcional
I no nivel ¢ possuir subsequéncia fortemente convergente, para todo ¢ real, diremos que [

satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale (e denotaremos simplesmente por (PS)).

O préximo resultado sera 1til sempre que for necessario demonstrar que o funcional
de energia satisfaz a condigao de Palais-Smale. Tal condicao ¢é essencial para os métodos

variacionais que utilizaremos ao longo deste trabalho.

Lema 1.2 Considere o campo vetorial RN > y — a(ly/’)|y[P%y € RY, com a(-)
satisfazendo (a1) — (a2) e sendo v dado por (1.2), e denote < -,- > o produto escalar

usual em RY. Sdo vdlidas as sequintes estimativas:

(i) Para todop > 2, q > p e todo z,y € RN, tem-se
_ _ min{ko,kg}
<a(lzP)el e = allyP) Py, x —y> = — S le =y,

(ii) Para todo 1 <p <q <2 e todo z,y € RV\{0}, tem-se

) B . z—yf?
<a(|z|P)|zP~ %z — a(|y|P)|y|P 2y, x — y> > min{ko, ko }(p — 1 |—
(|]”) || (y1")1y] {ko, k2 }( )(|3[/,‘+|y|)2_7
(iii) Para todo 1 <p <2, ¢ >2 e todo x,y € RV\{0}, tem-se

kol _1)M se H(ks) =0

Aol ) =2 (TR v
<a(|z)|z[" "z —a(ly[")|y[""y, 2=y >= o 1)
Ol -yl se Hikg) = 1.

Prova: Caso (i) foi provado em [11, 27]. Para provar (ii) e (iii), sejam z,y € R¥\{0} e
defina z =y +t(x —y), t € [0,1], e £ = x — y. Assumiremos z # 0 ao longo da prova, ja

que quando z = 0 as estimativas em (éi) e (¢i7) podem ser obtidas via célculo direto.
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(77) Assuma 1 < p < ¢ < 2. Por um lado,

<allaP)al 2 — Pyl 7y, =~y >
= (a2, — Pl ) s — )

|2
-/ (szsj) = [p — 2)a(|=F) + pa/ (=) =P)

a(|=|")[=[P~2[¢]*d.

.
—_

a(|z[?)]z|"~ ZZJ)Szgjdt

Por outro lado, usando (az)(i7) e (a;), tem-se
<a(lz[")|zl"*z — a(lyP) "y, @ — y>
1 N 2
> / (Z ijj) |24 (p = 2)a(|2I”) + a(|2[")|2["~*[€]* | dt
0 g

> / (€122 (0 — 2)a(l2l?) + a(|=p) =2 Ie2)dt
- / (b — Da(2]?) |2 2/¢ 2t
> / (p— 1) (ko 2 I + H(k)hol2 2P, (1.10)

Entao se H(ks) = 0 em (1.2) obtemos

(p - 1)k0|3’j - y‘Q
(Jz] + |y|)*r

<a(lz[")|2["?z — a(lyP)lyl Py, x —y> >

> min{ko, k =yl
> min{ko, k2 }(p — )W,
enquanto H(k;) =1 em (1.2) implica
_ _ (p — Dhalz — y/?
<a(|z’)|xP 2z — ally[)ylP Py, e —y> >

(|| + [y[)*~e
. |z =yl

> mln{ko,kz}(P—l)W-

Portanto (i7) estd provado.
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(i7i) Assuma 1 <p <2eq>2.Se H(k;) =0 em (1.2), por (1.10) obtem

<alfol?)lap % — allyP ol 00— y >
1

> [ Dkly + e )2l — gl
0

(P - 1)k0|x - y|2
(|| + [y[)*—»

Se H(ks) =1 em (1.2), (1.10) implica
1
<a(lz[")|zl"*z — a(lyP) |yl *y, » — y>2/ (p = Dhkely + t(z — )" *|z — y[*dt. (1.11)
0

1
Sem perda de generalidade podemos supor |y| > |z|, de modo que §|x —y| <ly|le

— 1
%, para todo t € [O } (1.12)

ly +t(x —y)| > >

Entao (1.11) e (1.12) nos fornecem

1
_ ~ i T — y|i?
<a(|zP)|zP2z — a(lyP) [y Py, 2 —y> > / (p—l)k’z%lm—m?dt
0

(p — ksl — y|?
4a—1 ’

v

e a prova esta concluida. [l

Observagao 1.2 E bem conhecida na literatura a estimativa

C(|"L‘_y|p sep > 2a
(P2~ 1020 - 2 Gy
—— sel<p<?2,
(lz] + ly[)?

para todo x,y € RN\{0} e sendo C,C > 0 constantes. Estimativas da forma acima
envolvendo o operador div(a(|Vu|P)|VulP~2Vu) sao encontradas na literatura nos trabalhos
de [14] e [27] para o caso p > 2. Em [11] foi provada a estimativa

<a(lz[P)|z P2z — a(ly[")|y[**y,x — y> > D]z — yl",

para todo v,y € RY | sendo D > 0 constante, desde que p,q > 2. Podemos ainda citar [36]
e [50] que consideraram um operador semelhante com algumas modifica¢oes nas hipdteses,
mas em ambos nao incluem o caso p&q-Laplace.

Dessa forma, o Lema 1.2 recupera casos conhecidos na literatura e também trata novos

casos, a saber, 1 <p < q <2, bem comol <p<2eq>2.
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1.2 Infinitas solucoes de energia negativa

O objetivo desta segdo é demonstrar o Teorema 1.1, isto é, provar que o problema (1.1)
possui uma infinidade de solucoes de energia negativa cuja norma converge para zero para
todo A > 0.

Como o funcional energia J nao é limitado inferiormente, para obter nosso resultado
nao podemos aplicar diretamente um refinamento do teorema de Clark de [38], cf. Teorema
5.3 do Capitulo 6, devido a Liu e Wang. Com o objetivo de contornar tal situagao,
construiremos um funcional truncado J, dado por (1.13), e mostraremos que esse Novo
funcional de energia é limitado inferiormente e que uma infinidade de pontos criticos de
J coincidem com os de J. A técnica do truncamento foi inspirada no trabalho de Garcia
Azorero e Peral Alonso [5].

Consideremos o seguinte funcional truncado J : Wy (Q) — R, dado por

T(w) = M(A(u)) — )\/QF(x,u)dx - ¢<HuH;VOM(Q)>§/Q\u]de, (1.13)

sendo ¢ € Cj([0, +00)) uma fungao auxiliar satisfazendo

;

0<¢p<1, em [0,400),
_ 1
Pp(t) =1, se te]0,3], (1.14)
o(t) =0, se te[l,+0),
¢ <0 em [0,+00).

Observe que como ¢ ¢ funcao de classe C! entdo o funcional .JJ permanece sendo de
classe C'(W,7(Q),R) e sua derivada no sentido de Fréchet é dada por

(T (), 0) = M(A(u)) /Q o[ Vul) Va2V uV pdz — A /Q o u)pda

—¢'(Jull? 2 Jufd -2 dz — o(|lul; )/ “ypdr. (1.15
0 (Ilfygoiey) T [ tubde [ 190 2VuViods = o(ulfyo ) | o upde. (115)

Nos préximos resultados mostraremos que o funcional truncado J satisfaz as hipdteses
do Teorema 1.1 de [38] (cf. Teorema 5.3 deste trabalho).

Lema 1.3 Suponha 1 <r < v < s <~* (a1), (M), (f1) — (f2). Entdo o funcional de

energia truncado J dado por (1.13) € coercivo.



19

Prova: Usando (ay), (M2), (f1) — (f2) e o teorema de imersao de Sobolev, temos
J(u) = M(A(u)) — >\/ F(z,u)dx — ¢ ||uH7 190 / lu|*dx
m1 )\CLQ r v

2 [ fude =6 (lulfyyoyg,) 5 [ ol

v )\a201
cnuugvgw(m——u Ity = (Il ) Sl ey (1:16)

v

v

v v

m
sendo ¢ = ——2 se H(ks) = 0 ou ¢ = 1V2 se H(ks) = 1, com ¢, ¢y, co > 0 constantes.
v

Fazendo |[ul[yy10(q) — +00, usando (1.14) e (1.16) obtem-se

)\@201
Tw) 2 el gy~ “ 2l gy — +o0,
pois yv > 7, de modo que J é coercivo. 0

Lema 1.4 Suponha (ay)—(as), (M) e (f1)—(f2). Entdo J satisfaz a condicio de Palais-
Smale.

Prova: Seja (u,) C W37 () uma sequéncia (PS), isto é, J(u,) — ¢ e J'(uy) — 0
m (W,7(Q))*, quando n — 4oco. Como J é coercivo entdo (u,) ¢é limitada, pois
caso contrario, terfamos ao menos de uma subsequéncia com ||un||W01,7(Q) — 400 e da
coercividade do funcional terfamos J(u,) — 400 o que contradiz J(u,) — c. Como
Wy () é reflexivo e (u,) é limitada, existe subsequéncia (u,,) de (u,) satisfazendo,

quando k — 400,

Up, —u em Wy (Q),

Up, —u em LYQ), paratodol e [1,7%),

/Q]Vunkﬁ — 1t >0 em R.
Também J'(u,,,) — 0 em (W, (€2))*, quando k — 400, e como (u,,) ¢ limitada entéo
M(A(unk))/Qa(]Vunk\p)|Vunk]1"_2VunkV(un,c —u)dr — )\/Qf(:c,unk)(unk — u)dx
o (1) 2 / i, | /Q YV |72V, V (i, — u)d
=0l ) | el 2 (= 20 = (1) (117)
Por (f1) — (f2), v < s < v* e de desigualdade de Hélder tem-se

T, Up, )(Up, —u)dx s o e U |° 72U, (U, — u)dx P20, (118
k k k k k
Q Q
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Se to = 0 entao u,, — 0 e dai u = 0. Terfamos assim u,, — 0 fortemente em Wy (9Q),
quando k — +oo e a condigao (PS) estaria verificada. Assumiremos que ¢y > 0, segue de
(1.14) e (1.17) — (1.18) que, quando k — +o0,

M(A(unk))/Q (|Vun, [P) | Vg, |7~ QVunkV(unk —u)dx
6 (1) /\w d:c/ IVt [Vt ¥ (11, — ) = 03(1).
Equivalentemente,
/Qaka(Wunk\p)]VunklpQVunkV(unk — u)dx—l—/gﬂ;gWunkPQVunkV(unk —u)dzr = ox(1),
sendo
o= MA) e B = (e lyeg) D [l (119)
com ay >0 e B > 0. Como
© /Qa(|Vu|p)|Vu|p_2Vqu0d:v e o /Q |Vu|"?VuVpdr
sdo funcionais lineares ¢ continuos em Wy () e u,, — u entio
/Qa(|Vu|p)|Vu|p_2VuV(unk —u)dr = op(1) e /Q |Vu|"2VuV (u,, —u)dr = ogx(1).
Logo,
/Qak [(a(|Vunk|p) Vit P>V, — a(|Vul’)|[VulP > Vu) (Vu,, — Vu)]d:v
+ /Qﬁk [|Vunk|7’2Vunk — |Vu["*Vu) (Vuy,, — Vu)]d:c = ox(1). (1.20)
De (1.20) e do Lema 1.2 resulta que
/Q [(a(|Vunk|p)|Vunk|p_2Vunk — a(|VulP)|[VulP~*Vu) (Vu,, — Vu)} dr = ox(1). (1.21)
Note que se p > 2oul < p < 2eq > 2, por (1.21) e Lema 1.2(7), (zi7) resulta que
1| Vttn, — Vaul||z2@) — 0, quando k — 400, entdo u,, — u em Wy (Q2). Finalmente,
suponha 1 < p < g < 2. Por (1.21) e Lema 1.2(i7) tem-se
kEIPoo A o(z)|V,, — Vul*dz = 0, (1.22)

sendo o(z) = min{kg, k2 } (p — 1)(|Vun, | + |Vu|)*~2. Usando desigualdade de Holder com
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os expoentes conjugados % e ﬁ em (1.22) segue que

IACACE {[;Q“ng>;3d42gyL@<?@»MVuM-vuw)s¢{g

~

1 y(2=7)

2
= ol | [ @i, — Vuas] =S
Q

Portanto u,, — u em WOM(Q), quando k — +00, e o lema esta provado. 0]

Lema 1.5 Assuma 1 < r <y < s < % (a1) e (f1) — (f2). Para cada k € N existe

subespaco linear k-dimensional X;. de WOM(Q) e pr > 0 verificando sup J < 0, sendo
XkﬂSpk

Sy = {u € W)+ ullypo o) = 0}

Prova: Dado k € N escolha subespaco linear k-dimensional Xj de W, (Q). Pela
equivaléncia das normas em espagos de dimensdo finita existe constante ¢(k) > 0

verificando
~ T a T
c(k’)HuHW&,V(Q) < 71/Q|u] dx, Yu € X (1.23)

Por (1.23) e (f1) — (f2) tem-se

a/l r ~ '
/QF(J:,u)d:c >4 /Q ulde > &) [ullpn g V€ X

Usando (a;) podemos encontrar constantes ¢y (k), co(k) > 0 satisfazendo, para todo u € X

com ||u||W(}W(Q) <1

klcl(/{) + k302(k)

A(u) < = 0(k)
b q
) kier (k) kaca(k)
CK1Cq » CR3Co q
sendo ¢ = sup M(t). Das informagdes precedentes e considerando
t€[0,0(k)]
1
, Ae(k) o
pr = min § 1, <2ck1c1(k) N 2ck302(k)> ’
p q
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temos para todo u € S, N X} :

Tw) = MA@W) = A [ Plauds = 6(lulfyo )5 [ s

Q

< MCA(W) = Ae(k) [l
ckici(k cksca(k _ ,
< PO+ B2 ) = 20 il
kicy (k ksco(k
S p}; ((C 161( ) + c 302( >> p’}:—T —Aé(k‘))
p q

< _prelk)

- 2
Portanto sup J(u) < — M < 0 e o lema esta provado. O

Sp X, 2

Demonstraciao do Teorema 1.1: Pelos Lemas 1.3 e 1.4 o funcional J em (1.13)
satisfaz: J é limitado inferiormente (posto que J é coercivo) e J satisfaz a condicao
(PS). Além disso, J(0) = 0 e J(0) é par (isto segue do fato que f é fmpar na segunda
varidvel entdao I é par e consequentemente .J é par). Assim, juntamente com o Lema 1.5
estamos em condigdes de aplicarmos o Teorema 1.1 de [38]. Dessa forma, obtemos uma
sequéncia (u) de pontos criticos de J (portanto de solugoes fracas de (1.1)) satisfazendo
HukHW&w(Q) — 0, quando k& — +o0. .

Resta-nos provar que uma infinidade de pontos criticos de J com norma pequena

também sao pontos criticos de J. Como u,, ¢ ponto critico de J para cada k € N, entao

=/

(J (up,),v) = 0 para todo v € W, (). (1.24)
De (1.24) temos
0= M(A(un,)) / a(| Vi, [P)| Vg, P2V, Vodr — )\/ f(z, uy, )vde
0 0
’ ’)/ s o
—¢ <Hunk”;/(}7(9)>g/ﬂ|unk‘ da:/Q|Vunk|W YV, Vod

_Cb(“unk ||7,VOLW(Q)) /Q |Unk |5—2unkvdl’.

— 0 quando k — +oo entao existe kg € N tal que £ > kg tem-se

Como ||un,€HW01,~/§Q) /
5 € por (1.14) resulta que ¢(HunkH;/&ﬁ(Q)) =1leg (HunkH;/OM(Q)) = 0.

Logo, obtemos

0= M(A(uy,,)) / a(|Vtn, |P)| Vi, P>V, Vodr — A / f(z,up,, Jvdz
Q Q

—/Q|Unk\82unkvdx = (J'(unk),v),
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para todo v € W&’W(Q). Portanto, u,, ¢ ponto critico de J para cada k > ky. E
J(tn,) = J(tn,) <0, 0 que finaliza a prova. O

1.3 Infinitas solucoes de energia positiva

O objetivo dessa secao é demonstrar o Teorema 1.2. Para tal utilizaremos a versao do
teorema do passo da montanha simétrico de [4, 48] (cf. Teorema 5.1 do Capitulo 5 deste
trabalho).

Lema 1.6 Suponha (a1) — (az2), (f1) — (f2), (My) e (My). Seja J o funcional de energia
dado por (1.4). Entdo J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.

Prova: Seja (u,) € Wy (Q) sequéncia de Palais-Smale, isto é, J(u,) — ¢, ¢ € R, e
J (uy) — 0 em (Wy7(Q))*, quando n — +oo. Suponha, por contradicio, (u,) nio
seja limitada, isto é, existe subsequéncia (uy, ) satisfazendo HunkHW&,w(Q) — 400, quando
k — +oo0.

Observe que por (aj) existem constantes ¢y, ce > 0 verificando

2=

1
1A (1) < [t iy < c2Alun,)? (1.25)

Para v < 6 < s dado em (M,) tem-se
0T (uny,) = (J (tny )y tn, Y = OM(A(ty, ) — M (A(uy,) /Qa |V, [P)|[Vuy, |Pdx

+)\/Q (£t itn, = OF (3,0, o + [1 - —]/ [t |z (1.26)

De (ay) obtemos
=M (A)) [ (1T Vit P = —2) M (Al )} Al
sendo ¢(7y) dado por (1.3). Além disso, por (f1) — (f2) existe constante ¢ > 0 verificando
A f(z, )t — OF (z,t)] + {1 — g} t]® > —c, VteR.
Combinando as informagoes anteriores e (1.26) obtemos
0. (un,) = (J'(un,)stn,) = OM(A(un,)) — c(y) M (A(tn, ) Alun,) — €],

e entao

el +0J (un,) + exllun, ly1(q) = OM(A(un, ) = c(v) M (A(un, ) A(un,), — (1.27)
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sendo €; — 0, quando k — +oo. Portanto de (1.25) e (1.27) tem-se

ox(1) m (OM(An,)) = ()M (An,) A, )
OM(Altn,) = () M (Alun,) Altn,)
ca Aup, )™
Consequentemente,
p  OM(A(un,)) = ()M (A(n, ) Aln,) _ o

0 que é impossivel por (My). Portanto (u,) ¢ limitada. Como W,(Q) é reflexivo e (u,,)

¢ limitada entdo existe subsequéncia (u,,) de (u,) satisfazendo, quando k — o0,
U, —u em Wy (),

U, —u em LYQ), paratodo ! € [1,7*),

/ Vg, |" =t >0 em R
Q

Também J'(u,, ) — 0 em (W37 (Q))*, quando k — 400, e como (uy,) é limitada entéo
M (A(uy,)) /Q a(| Vit [P) [Vt [PVt V (U, — w)d — A /Q F(@, ) (U, — w)da
—/Q\unk\”unk(unk —w)dz = op(1). (1.28)
Por (f1) — (f2) e como v < s < v*, da desigualdade de Holder tem-se

/Qf(x, Un,, ) (Up,, — u)dx gmar e /Q |, | ¥ 2 U, (U, — u)d gmax i} (1.29)

Se tp = 0 entdo u,, — 0 em W&”Y(Q), quando k — 400 para tal basta argumentar
como no Lema 1.4. Assumiremos que t; > 0. Segue de (1.28) e (1.29) que, quando
k — 400,

M(A(un,)) / (Vg [P) |Vt [PV 1, V (1, — u)dz = 0k (1),
Q
o que implica que
/ a(|Vunk|p)‘Vunk|p72VunkV(unk - u)da:' = Ok(l)v
Q

ja que M(ty) > 0. Como

cpr—>/a(|Vu|p)|Vu|p_2VuV<pdx
0
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é um funcional linear e continuo em W, () entéo
/Qa(|Vu|p)|Vu|p2VuV(unk —u)dz = og(1).
Logo,
/Q [0, [/) T, 2V 1, — al[Vl?) [ V?~2F0) (T, — V) e = (1), (1.30)

Agora aplicando o Lema 1.2 em (1.30) e argumentando como o Lema 1.4 conclui-se que
Up,, — U em Wy (), quando k — +00, e 0 lema esta provado. O

Os préximos dois lemas tém a finalidade de mostrar que a geometria do passo da

montanha na versao simétrica é satisfeita.

Lema 1.7 Suponha 1 < r <y < s < 7%, (a1), (f1) — (f2) e (My). Entio para A > 0
suficientemente pequeno existem o, p > 0 verificando J(u) > « se ||u||W3,w(Q) = p.

Prova: Usando a estimativa (1.25) para u, (f1) — (f2), (M;) e o teorema de imersio de

Sobolev tem-se

J(u) = M(A(u))—/\/F(x,u)dx—é/ \u|*dx

Q Q
- ny )\03 C4
> g A(w) + AW = =2 ulfan gy = =l o,
o - AC3 C4
v oy
> iiodillul 1o gy + Ml g = S Nl = = il o

sendo ¢y, Co,¢3,64 > 0 € ng,ny > 0 com ng + n; > 0 sao constantes. Isto é, para todo
u € Wy () obtemos

oy—r /\03

R Y P S B E

T(u) > [l {nocluur Ty + el

1

s—7
) tem-se 1(p) = fioé1p""

n 518 54 _ ~
0 — —p* " > 0. Entao
s

Se 1y > 0 escolhendo 0 < p < (
C4

n(f))r

para todo 0 < A < , conclui por (1.31) que

quando ’lul‘W&’7(Q) =p-
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1

R .
Agora se ng = 0 escolhendo 0 < p < (n1025> temos n(p) = Myéep”’ " — ﬁpsf’” > 0.
Cyq S
Entao para todo 0 < A < 77(~p)7“, obtemos (1.31)
C3
; AC3
J(u) = p {U(P) - T} >0,
quando ]|uHW01,7(Q) = p. Portanto, o lema esta provado. O

Lema 1.8 Assuma 1 <7 < < s <", (a1), (fi) — (f2) e (M,). Para todo subespaco
linear de dimensdo finita Z C Wy (Q) existe ¢ = ((Z) > 0 de modo que J(u) < 0 quando

||u||W5"Y(Q) > C.

Prova: Usando a estimativa (1.25) para u, (fi) — (f2), (M,) e equivaléncia de normas em

espaco linear de dimensao finita, temos

J(u) = M(A(u))—)\/F(x,u)dx—é/ﬂmfdx

Q
m Aaqcq Co
@ Y @ wy . /\a101 . _ 0_2 5

sendo ¢q, Cq, €1, co > 0 sao constantes que independem de u. Portanto,

J
) < ony-2,
HuHWOl’W(Q) S

quando H“HW&”(Q) — 400, uma vez que, uy < ser <y < s. Logo,

lim sup J(u)

<,
1.2 g+o0 [y )

o que implica que J(u) < 0 para ||u||W01,w(Q) suficientemente grande e a prova esté completa.
U

Demonstracao do Teorema 1.2: Como f é impar na segunda variavel entao F' é par
e podemos concluir que J é par. Pelos Lemas 1.6, 1.7 e 1.8 temos que todas as hipdteses
do teorema do passo da montanha simétrico (ver [4] Teorema 2.8 e Coroldrio 2.9 e [48]
Teorema 1.9 ou Teorema 5.1 do Capitulo 5 deste trabalho), sao satisfeitas. Portanto,
existe uma sequéncia (w;) C Wy () de pontos criticos de J dado por (1.4), nas quais
sdo solugoes fracas de (1.1), satisfazendo J(w;) — 400, quando j — +o00. Como J é
limitado sobre conjuntos limitados em W, (€) temos que ijHWOl,w(Q) — +00, quando

] — +00, e o teorema esta provado. ([l
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1.4 Multiplas solucoes positivas

Nesta secao o objetivo é provar o Teorema 1.3, para isto introduziremos o seguinte

funcional de energia

T (1) = M(A(u)) — A /

1
F(:c,u*)d:c——/ lut|*dz, (1.32)
Q s Ja

sendo u™ = max{u,0} a parte positiva de u. As hipdteses sobre a, f, M no inicio do
capitulo nos garante J, € C(W,7(Q),R), com derivada de Fréchet em u € W, (Q)
dada por

(J'4(u), ) = M(A(u))/QG(IVUIp)!VUI”ZVuVsod:C - A/Qf(:lfﬂﬁ)wdﬂf

- /(u+)5_1g0dx, (1.33)
Q

para todo ¢ € W, (Q). Entdo os pontos criticos u de (1.32) sio solucoes fracas nao
negativas de (1.1). De fato, se u # 0 é ponto critico de (1.32) entao testando ¢ = u~ em
(1.33) temos

M(A(u))/ga(]Vu]pHVu]pQVuVudw—)\/

Q

flr,uu"dr — /(u+)31udx =0

Q

Mas,
/ flz,uNu"der =0 e /(u+)5_1u_dx =0
Q Q

entao obtemos

M(A(w)) / o[ Vul?) [V~ [Pz = 0,

donde segue que [, a(|Vul?)|Vu~[Pdz = 0, j& que M(A(u)) > 0 para u # 0. Agora

usando (a1), obtemos que [[u™|[ 1, = 0, isto é, u = u™. Portanto, u > 0.
0

(@)

Introduziremos duas hipdteses adicionais sobre a func¢ao a(-) no campo vetorial
RY > y — a(ly/")|y[P"2y € RY com o objetivo de obter mais regularidade para as
solugoes de (1.1). Seja g € C*(0,+00), com g(t) > 0 para t > 0, satisfazendo

tg (t
0c<9W 0 o Lpic g(t) <es(L+67Y), V>0,

g(t)

sendo ¢, ¢1, ¢, 3 > 0 constantes. Além de (ay) e (ay) assumiremos nesta se¢do que af(-)

satisfaz:
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(a3) Existe ¢4 > 0 verificando

1Dl )yl 29) s < 4 <|,y||> vy € RY\{0).

() <Dla(ly") g2y, e> > %W, vy € RM\{0}, Ve € RY.

Observacao 1.3 As hipdteses (as) e (ay4) sao motivadas para que a teoria de reqularidade
do Lieberman [39] possa ser aplicada e garantir que as solugoes fracas e limitadas do

problema (1.1) sejam de classe CYP(S2), para algum 8 > 0.

Os proximos dois resultados sao ingredientes essenciais para aplicarmos o teorema
do passo da montanha na versdo classica devido a Ambrosetti Rabinowitz [52], a saber,

geometria do passo da montanha e condigao (PS).

Lema 1.9 Suponha 1 <r <~y <s <", (a1),(f1) — (f2), (My) — (M3). Entio:
(i) Ezistem p,co > 0 satisfazendo Ji(u) > o > 0 se HuHWOM(Q) = p.
(ii) Eriste e € Wy (Q) com lellwinq) > p e Ji(e) <O.

Prova: (i) A prova é anéloga a prova do Lema 1.7 e serd omitida.

(i1) Seja p € C(Q) et > 0. De (M,), (1.25), (f1) — (f2) tém-se
L(et) = M(ARD) - [ P w) )iz =+ [ Ity
< moApt) + .Agot /| Hrde — /|<pt 1°dx

~ )\Cth r
< a1l + 2t Nl g = o [ ItTdr == [ gt

sendo ¢1, ¢ > 0 constantes que independem de u. Entdao obtemos tlim Ji(pt) = —oc0,
—+00

pois uy < s e r < s, provando (ii). ]

Lema 1.10 Suponha (a1) — (az2), (M), (My) e (f1) — (f2). Entdo J, dado por (1.32)
satisfaz a condi¢ao (PS).

Prova: E analoga a prova do Lema 1.6, observando que se u,, — u em VVO1 7(22), quando

n — +oo entdo ut — ut e u; — u~ em Wy (Q) quando n — +oo. O
Demonstracao do Teorema 1.3: A demonstracao sera dividida em trés passos.

Passo 1: Solugao de energia positiva.
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Pelos Lemas 1.9 ¢ 1.10 podemos aplicar o teorema do passo da montanha (ver [4, 52])
para obter u € W, (Q) satisfazendo J| (u) = 0 (de forma que u é solugio fraca de (1.1))
e Ji(u) >a>0.

Passo 2: Solucao de energia negativa.

Seja p > 0 como no Lema 1.9 item (i) e considere os conjuntos B, = {u € Wy(Q)
HuHWOm(Q) < p}eS,=0B,. Temos que J, € C'(B,,R), J; é semicontinuo inferiormente

e limitado inferiormente Bp.
Afirmagdo 1: ) =inf {J(u) : u€ B,} <0.

De fato, seja v € W, (Q) fixado e t > 0 entdo, por (1.25) (com a estimativa para tv),
(M3), (f1) — (f2) e usando o fato que (tv)* = tv™, tém-se

Ji(tv) = M(A(tv)) — )\/ F(z, (tv)* da:——/\tv 1°dx
< npA(ty) + 2 Atv)® — A / |(tv)"|"dx

5
Aaqt”
4 = tﬁ"f” ||B’Y a1 / |U+|Td.l’
r Q

< 22l
C

Wy (@) @

< 0,

para t suficientemente pequeno pois r < v,r < (v e sendo ¢;,¢; > 0 s@o constantes
que independem de v. Escolhendo %, suficientemente pequeno de tal forma que satisfaca
Ji(tov) <0 e HtOU“WOl”(Q) < p, segue que existe e = tyv com e € B, tal que J,(e) <0, o
que prova a afirmacao.

Aplicando o principio variacional de Ekeland [23] (Teorema 5.4 deste trabalho)

obtemos u,, € Bp satisfazendo

1
€
1 _

Note que ||un||W01,W(Q) < p para n > 1 suficientemente grande. De fato, caso contrério, se
HunHWOl”(Q) = p para uma quantidade infinita de indices n, sem perda de generalidade,
podemos supor que ||unHW01,w(Q) = p para todo n > 1 e pelo Lema 1.9 item (i) segue que
Ji(u,) > a > 0. Tomando n — 400, por (1.34) tem-se 0 > C; > « > 0, o que é uma

contradicao
Afirmacdo 2: J', (u,) — 0 em (W, (Q))*, quando n — oo.

De fato, seja u € W, (Q) com ||u||W01,w(Q) = 1 fixado. Para cada n > 1 existe d,, > 0 tal
que w,, = uy, + d,u satisfaz ||wn||W01,7(Q) < ||Un||Wg,'y(Q) + 9, < p. Para 0 <t < §,, obtemos
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que u, + tu € B, e de (1.35)

I (up + tu) — J4 (uy) 1

> ——.
t - n
Fazendo t — 07, tem-se
1
(4 (un)yu) > —— (1.36)
n

Observe que trocando u por —u obtemos

1
(J' 1 (un),u) < —. (1.37)
n
Entao de (1.36) e (1.37), a afirmagao 2 segue uma vez que
1 n (e}
sl gy = 5w |G, ] < 3 =5 0 (1.38)

Agora como (u,) é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel C; por (1.34) e (1.38) o Lema
1.10 garante a existéncia de u € W,"(Q) e uma subsequéncia (u,, ) satisfazendo u,, — u
em W,"(Q), quando k — oco. Portanto, J'y(u) = 0 (u é solucio fraca para (1.1)) e
Ji(u) =C1 <0.

Passo 3: As solugoes dos passos anteriores sao positivas sobre Q.

Usando o Teorema 7.1 de [40] podemos concluir que toda solucio fraca u € Wy (Q) de
(1.1) satisfaz u € L>=(£2). Entdo a teoria de regularidade de [39] garante u € C1#(Q),
para algum S > 0 (ver também Observagao 1.3).

Observe que t +— a(tP)tP~1 é estritamente crescente sobre (0,00) e a(t?)tP~1 — 0,
quando t — 07. Além disso,

B,y = M) + Juf

c LY (xR
M( A(U)) loc( )
e B(z,u) > 0. Logo, estamos nas condigoes para aplicar o principio do méximo de Pucci-
Serrin [46] (ver Teorema 5.5 do Apéndice deste trabalho), donde conlui-se que u(x) > 0
para todo x € €. O



Capitulo

2

Infinitas solucoes para uma classe de

problemas nao homogéneos e nao locais

Neste capitulo vamos estudar a classe de problemas elipticos nao locais de seguinte

forma

— M (A(w))div(a(|VulP)|VulP2Vu) = f(z,u) {/ﬂ F(x,u)} em (2,
u=1>0 sobre 0f2,

(2.1)

sendo ¢ RY, N > 3 um dominio limitado, 1 < p < N, r > 0 é um parametro e
F(z,u) = [} f(z,7)dr. A funcdo a : [0,400) — (0, +00) ¢ de classe C* e satisfaz (a1) e
(ay) dados no Capitulo 1.

O espaco na qual trataremos o problema também permanece o mesmo do capitulo
anterior, isto €, consideramos o espaco de Sobolev VVO1 () e 0 muniremos com a seguinte

norma:

1
s
fullgoio = [ 19urar),

a qual é equivalente a norma usual de W, (), sendo v = (1 — H(ks))p + H(ks)q dado
por (1.2) e H(ks) como na condi¢ao (a;). (Ver Capitulo 1.)

A seguir daremos o conjunto de hipdteses referente ao primeiro teorema deste capitulo,
na qual foi estabelecido existéncia de infinitas solugoesde energia negativa convergindo

para zero. A principal ferramenta utilizada foi o Teorema 1.1 de [38].
A funcao f: Q x R — R é continua satisfazendo

(f1) Existem constantes aj,as > 0 e s € (1,7) verificando
at*t < f(z,t) < agt* ! para todo (z,t) € 2 x RT.

(f2) f(x, —t) = —f(x,t) para todo (z,t) € Q x R.
A funcao M : [0,400) — [0, +00) satistaz

(My) M é continua em (0, 4+00) e M(t) > 0 para todo ¢t > 0.

31
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(r+1)

s
(M) Existem my > 0 e v > ———= verificando
Y

M(t) > myt"™"  parat>> 1.
. I
(M3) Existem ng,ny > 0 com ng +ny > 0 e > — satisfazendo
b

M(t) < ng+nitP~1 para 0 <t < 1.

Observagao 2.1 Vale ressaltar que em wvirtude das hipdteses (fi) — (f2) temos que
F(z,u) > 0, para todo (z,t) € Q x R o que faz o lado direito do problema (2.1) estar
bem definido. De fato, como F(x,u) = [, f(z,7)dr, por (fs) obtemos via mudanga de

varidvel que

Fla) = | ", —r)dr = /  flw, €)de = F(x, —u),

que prova que F € par. Logo, por (f1), F(xz,u) >0, ¥Y(z,u) € Q x R.
Tendo em vista as hipdteses acima podemos enunciar o

Teorema 2.1 Assuma s(r + 1) < p, (a1) — (a2), (f1) — (f2) e (My) — (M3). O problema
(2.1) possui uma sequéncia de solugoes (uy), com u,, # 0, satisfazendo J(ux) < 0,
HukHW(}W(Q) — 0, quando k — +00, sendo J dado por (2.3).

Neste teorema também é possivel ocorrer casos de fungoes M () nao degeneradas
(inclusive com singularidade na origem, portanto, descontinua na origem) bem como
degeneradas assim como ocorreu nos teoremas do capitulo anterior. Como exemplos de
fungoes M(-) continuas em (0, +o00) satisfazendo as hipdteses do Teorema 2.1 podemos

mencionar:
e fungoes limitadas cumprindo 0 < mg < M (t) < my.

o M(t)=a+0bt* coma,b>0ek>max{l,v}.

th=1 for t #£0

e fungoes descontinuas e degeneradas na origem como M (t) = ,
0, for t =0
sendo max {#,v} < k < 1.

e funcgoes degeneradas como M (t) = t*~1 com k > max{v, 8,1}.

O segundo resultado estabelece a existéncia de uma infinidade de solugoes de
energia positiva. Neste caso, sobre nao linearidade impomos a condi¢ao de Ambrosetti-
Rabinowtiz, abreviadamente, (AR), na qual é uma condicdo de superlinearidade no

infinito. As hipdteses a cerca do préximo resultado sao:
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A funcdo f: Q x R — R é continua verificando

(f,) Existem constantes a;,ay > 0 e s € (,7*) satisfazendo
at*t < f(x,t) < agt* ! para todo (z,t) € Q2 x R,
(f2) f(z,—t) = —f(z,t) para todo (x,t) € Q x R.
(AR) Existe 6 > v e M > 0 satisfazendo
0<O0F(x,t) <tf(x,t), VoreQ, [t|>M.
A funcao M : [0,400) — [0, +00) verifica
(My) M é continua em (0, +o00) e M(t) > 0 para todo ¢ > 0.

s(r+1

(M,) Existem mg,m >0 com mg +m >0e p < verificando

M(t) < mo+mt'~t  parat>> 1.
(Mé) Existem 7, 71, ng,n1 > 0 com ng + 11 > 0 e ng + ny > 0 satisfazendo
fig + gt” T < M(t) < ng + mt?™l, para 0 <t <1,

sendo ou
1

(i) —<p<o<l,
p

ou

oc>1 1<0<s(r+1)
(17) 1 (seny>0) ou . 7 (se g = 0).
6>]_9 6>_
p

(M) Existe 6(r + 1) > ~ satisfazendo

O(r + 1)M(t) — c(~)M(t)t

lim inf < > 0,
t——+o00 t~
sendo ,
%, se H(ks) =0,
0
c(v) = max{ ki, k3 } se H(ks) = 1 (2.2)

)
min{k—o,@}
P’ q

O segundo resultado deste capitulo é o
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Teorema 2.2 Suponha v < s(r+1), (ay) — (as), (M), (M) — (My), (My) e (f1) — (f2).
Entao, para 0 < r < — o problema (2.1) possui uma infinidade de solugoes (w;)

satisfazendo J(w;) — +00, quando j — +o0o (com J dado por (2.3)).

Como exemplos de fungoes M(-) continuas em (0,+o00) satisfazendo as hipdteses do

Teorema 2.2 podemos mencionar:

e fungoes limitadas cumprindo 0 < mg < M (t) < my.

s(r+1)
—

o M(t)=a+0bt* coma,b>0el<k<

e funcoes singulares na origem como

1
th=1 parat#0com - <k<1
p

0, para t =0

1
e funcgoes degeneradas como M (t) = tF71 com 1 < k < s(r+ )
f)/

Em todos os casos acima consideramos, em particular, ¢(y) dado em (2.2) como sendo .
Isto é possivel, por exemplo, quando k; = 1 para todo? =0,1sey=pei=0,1,2,3 se
T=4q

2.1 Formulagao Variacional

Associamos ao problema (2.1) o funcional energia .J : W, () — R, dado por:

T(w) = M(A(u)) — — [ /Q F(x,u)dx]m, (2.3)

_r—l—l

t u
sendo M(t) = / M(r)dr e F(z,u) = / f(z,7)dr.
0 0
Das hipéteses em relacao a a, f e M segue que J € C’l(Wol’W(Q), R) e sua derivada de
Fréchet é:

(T (), v) = M(A()) /Q o([Vul?) | Va2V uTods — [ /Q F(a:,u)dx}r /Q F(@, w)vda,

para todo u,v € W, (Q), sendo (-,-) denota a dualidade entre (W,”())* e W, ().
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Observagao 2.2 Vale ressaltar que o Lema 1.1 a respeito da diferenciabilidade na origem

do funcional M(A(u)) permanece vdlido neste capitulo. Além disso, o funcional

To(u) = — {/QF(J;,u)dxrl

r+1

1
que aparece em (2.3), € obtido como a composi¢ao da fun¢do h(s) = s com

r+1
Jo(u) = / F(z,u)dz. Logo, pela Regra da Cadeia (vide Proposi¢ao 5.2) temos
Q

(), v) = l /Q F(x,u)dxy /Q o wde, Yo € W),

2.2 Demonstracao do Teorema 2.1

O objetivo desta secao é demonstrar o Teorema 2.1 que garante a existéncia de uma

infinidade de solucoes de energia negativa convergindo para zero.
Lema 2.1 Suponha (ay),(Ms), (f1) e (f2). Entao J dado por (2.3) é coercivo.

Prova: De (a1), (M2), (f1) — (f2) e da imersao de Sobolev, tem-se

J) = M(A(u)) — — [ /Q F(x,u)dx]rﬂ

r+1

> Py - [ [ ]
—Au)) ——— | — ul"dx
- 1% T+1 S Q

k ko H (K Y 1 r+1 s(r
> my (_0/ |Vu|pdx—|—2—(3)/ |Vu|qu) - (%) 1”“” (+1

v \p Jo r+1\s Q)
1 as T+l sr+1
> clulli g~ g () allalit,
r+1

o e A

Wy () Wy () r+1\r+1

k
sendo ¢ = 10 g H(k3) =0ouc=

se H(k3) =1 e ¢,c; > 0 constantes que nao

dependem de u.

Como s(r+1) < vy entdo 1l lim J(u) = 400, 0 que prova que J é coercivo. [
u W&77(Q)—>+oo

Lema 2.2 Suponha (a1) — (az2),(My) e (f1) — (f2). Entao o funcional energia J, dado

por (2.3), satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.

Prova: Seja (u,) C Wy (Q) uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢, isto é, J(u,) — ¢
em R para todo ¢ € R e J'(u,) — 0 em (W, (Q))* quando n — +o00. Como J é coercivo
temos que (u,) C W, () é limitada.
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Como W, () é reflexivo e (u,) ¢ limitada entdo existe subsequéncia (u,, ) de (u,)

tal que, quando k£ — 400, tem-se:

Up, —u em Wy (Q),

U, —u em L'(Q), paratodo ! € [1,7*),

/ |V, |” = to >0 em R.
Q

Como J'(up,) — 0 em (W, (Q))* quando k — 400 e (uy, ) é limitada em W, (Q) entio
M(A(w,) [ [Vt )Vt P29 1,9 (1, =
Q
_ U F(LUW)dQ;} /f(x,unk)(unk )z = op(1). (2.4)
Q Q

Da limitagao de (u,, ) e continuidade da fungdo f em Q x R, juntamente com (f1) — (f2),

existe ¢; > 0 constante satisfazendo

' l /Q F(m,unk)dxy <e, (2.5)
e da desigualdade de Holder tem-se:
/Q F (@, ) (ty, — u)dz "= 0. (2.6)
Assim (2.4)-(2.6) implicam
M(Au,)) /Q 0|Vt )Vt P2Vt ¥ (11, — 10}z = 0(1) (2.7)

Se to = 0 entdo conclui-se que u,, — 0 em WOM(Q), quando k — 400 e a prova da (PS)
estd finalizada. Suponha entao to > 0, de modo que M (A(ty)) > 0. Logo, (2.7) garante

lim | a(|Vu, [P) |V, P2 Vu,, V(u,, —u)dr = 0. (2.8)
k=400 Jq

Como
PR / o(|Vul") Va2 Vuve
Q

é um funcional linear e continuo em Wy (Q), entao
/ a(|Vul?)[VulP"2VuV (u,, —u)dr = ox(1).
Q
Logo,

/(a(|Vunk|p)|Vunk|p_2Vunk — a(|Vu|p)|Vu|p_2Vu)(Vunk — Vu)dr = o,(1). (2.9)
Q
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Aplicando o Lema 1.2 e argumentando conforme o Lema 1.6 obtemos que u,, — « em
W,y (), concluindo a prova da (PS). O
Lema 2.3 Suponha s(r+1) <p, (a1), (f1) e (f2). Para cada k € N, existe um subespago
k-dimensional X, de W, (Q) e pr > 0 tal que sup J < 0.

XkﬂSpk

Prova: Para cada k € N, existe um subespaco linear de W,”(Q), k-dimensional, Xj.
Logo, todas as normas sao equivalentes em Xj. Entao existe constante positiva c¢(k), que

depende de k, tal que
c(k)|\qu}V1,7(Q) < ﬂ/ lul*dz, Yu € Xj,. (2.10)
0 s Jo
Por (2.10) e (f1) — (f2) tem-se
ay s s
/QF(x,u)dx > ?/ﬂ|u| dr > ek)ullrngy Vo€ X

Usando (a;) podemos encontrar constantes ¢; (k), ca(k) > 0 satisfazendo para todo u € X,

com HUHW(}W(Q) <1,

]{7101<k) 4 kgCQ(k’)

Alu) < =0k
() ’ . ()
) 0 kaca (k)
CR1C1 p CR3C2 q
MUA@) < FEDull o+ FES
sendo c = sup M(t). Das informagdes precedentes e considerando

t€[0,0(k)]

2ckic1 (k) 2cksca(k
p + q

1
k r+1 1 —1 p—s(r+1)
pk:mln 1,(6( ) (r+ ) )> )

temos para todo u € S, N X} :

1 a . r+1
Jw) £ MAW) - — [/ @) dl}
c(k:) s(r
< M(A(u)) - || ||V(V1i1
ckycr (k) cksca (k) c(k) s(r

< ol gy Tl g — H et

s(r+1) Cklcl( ) p— sr—i—l) Ck302( ) q— sr+1 C(k)r-i_l
<l | = lullyivg, + =y,

©) @) r+1

<

pZ(T+1) |:(Ck161(]{?> n CkgCQ(k)) pZ,S(T+1) B C(k)7”+1:|
D q r+1

- C(k,)r+1pz(7"+1)

- 2(r+1)
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o que implica que sup J(u) < 0. Portanto, o lema esté provado. 0]
Spp N X

Demonstracao do Teorema 2.1: O funcional energia J dado por (2.3) é par e J(0) = 0.

Pelos Lemas 2.1 e 2.2 temos, respectivamente, que J é limitado inferiormente (em virtude

da coercividade de J) e J satisfaz a condigao (PS). Além disso, pelo Lema 2.3 estamos nas

hipdteses do Teorema 1.1 de [38] (Teorema 5.3 do Apéndice) e dai obtemos uma sequéncia

de pontos criticos (uy) satisfazendo J(uy) <0 e Hukng,w(m — 0 quando k — +o00. O

2.3 Demonstracao do Teorema 2.2

O objetivo desta secao é demonstrar o Teorema 2.2 que estabelece a existéncia de uma

infinidade de solugdes com energia positiva para o problema (2.1).

Lema 2.4 Suponha v < s(r + 1), (a1), (f1) — (f2) e (My). BEntdo evistem a,p > 0
verificando J(u) > a, se ||u||WO1,W(Q) = p.

Prova: De (a1), (f1) — (f2), (M3) e imersdo de Sobolev temos

Jw) = M(Au) — — [ /Q F(x,u)dxrl

r+1
1 r—+1
[%/ |u|sd:v]
r+1

> g A(u) + %A(u)" .

~ ~ o s r+1
> it [0l 20y + Frcallul oo gy = g Il (2.11)
sendo ¢, ¢y, co > 0 e ng,nq > 0 com ny + ny > 0 constantes.
Se nig = 0 entao de (2.11) tem-se
~ s(r+1)—0c
I0) 2 Nl g 162 = Sl 50
(r 4+ 1)njco ctl

ps(r+1)—cr'y > 0.

D)
Escolhendo 0 < p < (T) entao n(p) = nicy —
CT’
Logo,

r+1

J(u) = p"n(p) > 0,
quando ||u||W01,7(Q) = p.

Se nig > 0 entao de (2.11) tem-se

S(T+1) 7

J(u) = lull}

l'y(Q) ~OC
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1)n s(r+1)—v r+1
Escolhendo 0 < p < (%) entao n(p) = ngcy — ¢

r+1

p* =7 > 0. Logo,

J(u) = p'n(p) >0,
quando ||u||W01,'y(Q) =p. O

Lema 2.5 Assuma y < s(r + 1), (a1), (f1) — (f2) e (M,). Para todo subespaco linear de
dimensio finita Z C W, (Q) existe { = ((Z) > 0 para o qual J(u) < 0, se HUHW(}W(Q) > (.

Prova: Usando v < s(r + 1), (a1), (f1) — (f2), (M,) e equivaléncia de normas em espaco
de dimensao finita, tem-se

J) = M(A(u)) — — [ /Q F(x,u)dm]rﬂ

n 1 [a e
< A —A(u)t — — °d
< my (u)+u (u) r—i—l{ /\u! :1:}
s(r+1)
<l gy +ealln oy — oI,
sendo ¢y, co, ¢ > 0 constantes.
Como v < s(r + 1) e (M,) entdo
J
_J) <o(l) - -,
[elly 70 r+1
quando ||u||W01,y(Q) — +00, entao
J
lim sup (w) < - ‘ ,
g 2. gy =00 ||UHWOM(Q) r+1
o que conclui que J(u) < 0 quando ||u||W01,7(Q) é suficientemente grande. O

Lema 2.6 Suponha (a1)—(az), (f1)—(f2), (AR), (My), (My) er < % Seja J o funcional

energia dado por (2.3). Entdo J satisfaz a condi¢do de Palais-Smale.

Prova: Seja (u,) C Wy (Q) sequéncia de Palais-Smale, isto é, J(u,) — ¢, ¢ € R, e
J (un) = 0 em (W,7(R))*, quando n — +oco. Suponha, por contradicio, que (u,) nio
seja limitada, ou seja, existe subsequéncia (u,, ) satisfazendo ||u,, | |W01,7(Q) — +00, quando
k — 4o00.

Observe que por (a1) existem constantes ¢y, ce > 0 verificando

1 1
1 An)? < i ey < eAlun,)?. (212)
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Para 6 > v dado em (AR) tem-se
O(r + 1) (un,.) = (S (tn,), tn, ) = 0(r + M (A(un,)) — M (A(un,)) /Q a([Vn, |P) [V, [*
+ [ /Q F(x,unk)y /Q [P, — 0P (wu,,)]. (213)

De (ay) obtemos
—M(A(unk))/Qa(\vuwp)lvunk\pdl‘ > —c(y) M (A(un, ) A(un, ),

sendo ¢(7y) dado por (2.2). Além disso, pela condi¢ao (AR) temos

flz, )t — 0F (z,t) > —c V(x,t) € Q x R.

Logo,

UQ F(x,unk)]r/g [f(x,unk)unk — QF(fCaunk)} > el {/Q F(l‘,unk)y.

Combinando as informagoes anteriores e (2.13) obtemos

O(r + 1) (un,) = (S (tn, ), un,) 2 0(r + 1M (A(un,)) = e(7) M (A(un, ) Altin,)

gl | [ Flew)] |

e entao

19| [ Platn)]| + 00411 0m) + alin o
> 00+ )M(A(un,)) — ()M (Al ) Al ), (2.14)

sendo €, — 0, quando & — 4o00. Se / F(x,uy,,) ¢ limitada entdo multiplicando (2.14)
Q

) obtemos, quando k£ — +00,

or
[t Hw(}ﬂ(sz)

1

ox(1) > (60 + DM(A,,)) = e(7) M (Altn, ) A,

[t ||W01"Y(Q)
1

CQA(unk)
C2 A(unk);

v

(60 + DM(A(un,)) = e(3) M (Alun,) Alun, ) )

2=
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Consequentemente,
o g 20 DMA(,)) = )M (Al ) Alun,) _
k—o0 A, )™

o que é impossivel por (My).

Agora suponha [ F(z,u,,) — +00. Por (fi) — (f2) e imersdo de Sobolev temos
¢5)

Q
[ Pnd] < |2 [ ] < oy (2.15)

sendo ¢ > 0 constante. De (2.14) e (2.15) obtemos

¢ |Q| ¢ ”U’nkH () + (9(7"+ 1 )J<unk) + EkHunk HWOI’”(Q)

> 0(r + YM(A(un,)) — c(v) M (A(un, ) A(un, ), (2.16)

ST
1,y
W,

1 1
Como r < — e multiplicando (2.16) por —————— obtemos
S HunkHW(}W(Q)

1
op(l) > ————
[t ||W01W(Q)

(00 + DM(An,)) = ()M (An,) Al ) ).

1 1
Mas, Tl > oAt )t por (2.12). Logo,
or(1) = m@(r + M (A(un,)) — C(V)M(A(Unk))fl(unk)>,

e consequentemente,

lim inf O(r + DM (A(un,)) — c(7) M (A(un, ) A(un,) -

k—o00 A(Unk)%

o que é impossivel por (My).

Portanto (u,) ¢é limitada em VVO1 7(Q) e, argumentando como no Lema 1.6, é possivel
mostrar que (u,) possui uma subsequéncia convergente. Dessa forma, a prova estd
completa. 0

Demonstragao do Teorema 2.2: O funcional energia J dado por (2.3) é par, J satisfaz
a geometria do passo da montanha e a condi¢ao de Palais-Smale, em virtude dos Lemas
2.4, 2.5 e 2.6. Portanto, aplicando o Teorema do passo da montanha de [52] (Teorema
5.2 do Apéndice deste trabalho) obtemos uma sequéncia (w;) de pontos criticos de J (de

solugoes de 2.1) com J(w;) — 400, quando j — +o00. O teorema esta provado. UJ

Observagao 2.3 Vale ressaltar que no problema (2.1) podemos considerar o caso r = 0.
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Neste caso, o mesmo deiza de ser nao-local do lado direito da equacao, mas os resultados

obtidos permanecem validos.



Capitulo

3

Multiplas solucoes para uma classe de

problemas nao homogéneos e nao locais

sob pertubacao

Neste capitulo estudaremos multiplicidade de solugoes para o problema nao local com

pertubacao dado por:

— M (A(u))div(a(|VulP)|VulP2Vu) =\ f(z,u) {/ﬂ F(x,u)} + |ul*"2u  em Q,

uw=0 sobre 0f),
(3.1)
sendo Q C RY com N > 3,1 < p< N, X\ > 0 parametro e r > 0 fixado.

Vale ressaltar que no problema acima estamos excluindo o caso r = 0, uma vez que,
esse caso ja foi tratado no Capitulo 1 do presente trabalho com fun¢ao f mais geral.
Nosso objetivo neste capitulo é tratar a classe de problemas com termo nao local na nao
linearidade.

As hipéteses em relagao ao operador que estamos abordando continua as mesmas dos

capitulos anteriores. J& as hipdteses gerais em relacao as fungoes f e M sao:
A funcao f: Q x R — R é continua satisfazendo

(f1) Existem aj, a3 > 0 e a € (1,7) tais que
at®t < fz,t) < apt™' V(x,t) € Q x RT.

(f2) f(x, —t) = —f(x,t) para todo (z,t) € Q x R.
A funcao M : [0, +00) — [0, +00) satisfaz:
(My) M € C(0,400) e M(t) >0, Vt € (0,400);

Assumiremos que

l<a<p<g< N e l1<a<afr+l)<vy<s<nf,

43
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sendo
v=(1—H(ks))p + H(ks)q (3.2)
" YN
e v* o expoente critico de Sobolev dado por v* = N .
-7

O primeiro resultado deste capitulo estabelece a existéncia de infinitas solugoes
convergindo para zero e de energia negativa para todo A > 0. Com essa finalidade usamos

o Teorema 1.1 de Liu e Wang [38]. Para tal foi necessario adicionar as seguintes hipdteses:

a(r+1)

Y

(M) Existem m; >0ev > satisfazendo

M(t) > mit" " parat > 1,
sendo v dado por (3.2).

1

(M3) Existem ng,nq > 0, com ng +mny > 0, e § > — satisfazendo
p

M(t) < ng 4 nit?~! para todo 0 < t < 1.

Tendo em vista as hipéteses acima temos o seguinte resultado:

Teorema 3.1 Suponha a(r + 1) < p, (a1) — (az), (My) — (Ms), (f1) — (f2). Entdo o
problema (3.1) possui uma infinidade de solugoes (uy,) para todo X\ > 0 satisfazendo

J(un,) <0 e ||Unk||wgﬂ(9) — 0 quando k — +o0, sendo J dado por (3.4).

Como exemplos de funcoes M satisfazendo as hipdteses do Teorema 3.1 podemos
mencionar: 0 < my < M(t) < m; continua em (0, +00), M(t) = a + bt* com a,b > 0 e
k> 1, M(t) = t*! sendo max {3, v} < k <1le M(t) = t"! com k > max{3,v,1}. As
trés primeiras classes de fungoes sao casos nao degenerados, sendo que a fungao puramente
poténcia com max{v, f} < k < 1 é um caso singular na origem, o que implica que a fungao
é descontinua em ¢t = 0. E a tltima classe de fungoes sao exemplos de fungoes degeneradas,
ou seja, M(0) = 0.

O proximo resultado é referente a existéncia de infinitas solugoes de energia positiva
que foi obtido via Teorema do Passo da Montanha Simétrico [48]. Com esse propdsito foi

necessario introduzir as seguintes hipoteses:

/ . - - S .
(M) Existem mg, m > 0 com mgo +m > 0 e u < —, satisfazendo:
g

M(t) < mg+mth !, parat>> 1.
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(M) Existem ng, ny, 1,7, > 0 com ng +n; > 0 e Ay + 7y > 0 verificando
fig + 7at7 < M(t) < ng +nyt? para 0 < t < 1,

sendo ou

1
(Z) _<5§0<17
p

ou .
(17) 1 (seng>0) ou 1 (se ng = 0).
ﬁ>— 5>_
p p

Vale ressaltar que em (i) tem-se o caso em que M (t) é singular na origem. Ja o
caso (ii) com 7y > 0 trata o caso das fungoes nao degeneradas podendo a mesma ter
descontinuidade na origem, enquanto o (ii) com 79 = 0 aborda o caso degenerado ou nao

degenerado (podendo a fungdo M ser descontinua na origem.)

(M) Existe v < 6(r + 1) < s satisfazendo

O(r + 1)M(t) — c(y) M(t)t

lim inf . > 0,
t——+o0 t~
sendo "
%, se H(k3) =0,
0
c(v) =9 max{k,ks} (3.3)

——F——=, se H(ks) =1.
min {k—o, ﬁ}

P’ q
e v conforme dado em (3.2).

Dessa forma, podemos enunciar o

Teorema 3.2 Suponha a(r+1) < v, (a1) — (as), (My), (My) — (My), (My) e (f1) — (fa).
Entao, para todo A > 0 suficientemente pequeno o problema (1.1) possui uma infinidade
de solugoes (w;) satisfazendo J(w;) — 400 e ijHWOm(Q) — 400 quando j — +00, sendo
J dado por (3.4).

Como exemplos de funcoes M satisfazendo as hipdteses do Teorema 3.2 podemos
mencionar: 0 < mg < M(t) < my continua em (0,00), M(t) = a + bt* ! com a,b > 0 e
1<k<? M) =th1lsendo - <k<leMl)=trtcoml<k< fparaocaso
degenerad?%. Nos exemplos acima consideramos ¢(v) dado por (3.2) satisfazendo ¢(y) = 7
que é possivel quando k; = 1 para todo ¢ = 0,1,2,3. A ultima classe de exemplos é de
fungoes degeneradas na origem, ou seja, quando M(0) = 0. Enquanto as trés primeiras
classes sao de fungoes que nao degeneram, incluindo o caso em que M é singular na origem
(portanto M é descontinua).
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No ultimo teorema deste capitulo mostramos a existéncia de, pelo menos, duas
solucoes positivas, uma via o classico teorema do passo da montanha devido a Ambrosetti-
Rabinowitz [4, 52] e a outra via principio de Ekeland [23] e para garantir a positividade
das solugoes utilizamos o teorema do méaximo forte de Pucci e Serrin [46]. Para essa
ultima etapa foi necessario acrescentar as hipéteses (az) — (aq) com a finalidade de valer
o principio do méximo (consultar se¢ao 3.4) bem como restringir a hipétese (My). Dessa

forma, passamos a utilizar

(M:;/> Existem ng, nq, 19,177 > 0 com ng +n; > 0 e ng + 1y > 0 verificando

fig + gt t < M(t) < ng + nt?1, parat < 1,

sendo ou
1
ou 5
oc>1 l<o<—
. - . 8 .
(17) . a(r +1) (se iy > 0) ou a(r +1) (se g = 0).
p B>

p

Tendo em vista as consideragoes acima temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3 Suponha a(r +1) <7, (a1) = (as), (M), (M), (M), (My) e (fi1) = (f2)-
Entao para A > 0 suficientemente pequeno o problema (3.1) possui, pelo menos, duas

solucoes positivas.

Como exemplos de funcoes M satisfazendo as hipdteses do Teorema 3.3 podemos
mencionar, as seguintes classes de fungoes: 0 < moy < M(t) < my continua em (0, c0)
e M(t) =a+bt*tcomab>0el < k<  que sio nio degeneradas, M(t) = th1
alr+1) !

v
s
um caso nao degenerado) e M(t) = t*~! com 1 < k < = para o caso degenerada. Nos

sendo < k < 1 como exemplos de fungbes singulares na origem (que também é

exemplos acima consideramos ¢(y) dado por (3.2) satisfazendo ¢(v) = v que é possivel
quando k; = 1 para todo = 10,1, 2, 3.
3.1 Formulacao Variacional

Problemas da forma (3.1) estao associados com o seguinte funcional de energia J :
Wy 7(Q) = R (sendo + conforme (3.2)) dado por:

J(u) = M(A(w)) — — [ /Q F(gc,u)dx] m-% /Q uf*da, (3.4)

_r—l—l

com M(t) = fot M(r)dr e F(z,u) = [} f(z,7)dr.
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Em virtude das hipéteses sobre a, f e M, obtemos que J € C'(W,7(Q),R) com a
derivada de Fréchet:

(J'(u),v) :M(A(u))/Qa(|Vu|p)|Vu|p_2Vqud:v—)\ UQ F(x,u)dx]r/ﬂf(x,u)vdx

- /Q lul*2uvdz, Yu,v € W,(Q),

sendo (-, -) a dualidade entre os espacos (W, (Q))* e W, (Q).

1 . : :
O espago de Sobolev W;"7(Q) serd munido com a seguinte norma

follgoio = [ 19urar) (3.5)

na qual é equivalente a norma usual de W, (Q).

Observacao 3.1 Vale ressaltar que em wvirtude das hipéteses (f1) — (f2) temos que
F(z,u) >0 para todo (z,t) € Q x R. Logo o termo

r—>|\—1 UQ F(a;,u)dxrl

estd bem definido e portanto o lado direito do problema (3.1) estd bem posto. De fato,

como F(x,u) = fou f(z,7)dr e por (fs) obtemos via mudanca de varidvel que

Pl = [ = -ndr= [ f(a.€)d¢ = Fa.~u),
0 0
provando que F € par. Logo, por (f1), F(x,u) >0, V(z,u) € Q x R.

Observacao 3.2 O Lema 1.1 permanece valido neste capitulo.

3.2 Demonstracao do Teorema 3.1

O objetivo desta segao é demonstrar o Teorema 3.1, isto é, mostrar que o problema (3.1)
possui uma infinidade de solucoes de energia negativa cuja norma converge para zero para
todo A > 0.

Como o funcional de energia J nao é limitado inferiormente entdo nao podemos
aplicar diretamente o Teorema 1.1 de Clark refinado [38] devido a Liu e Wang. Com
o objetivo de contornar tal situacdo, construiremos um funcional truncado J dado por
(3.6) e mostraremos que esse novo funcional de energia ¢ limitado inferiormente e que
uma infinidade de pontos criticos de J coincidam com os de J. A técnica do truncamento

foi baseada no artigo [5].
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Com essa finalidade definamos o seguinte funcional de energia truncado .J : W,7(Q) —
R dado por:

r+1

T(u) = M(A()) — —2 [/QF(x,u)dxyH (. /]u|sdx (3.6)

sendo ¢ € C3([0, +00)) funcio auxiliar satisfazendo

o(t) =1 se t €0, 1],
o(t)=0 setell, +200), (3.7)
¢ (t) <0 sete0,400).

Observe que como ¢ é funcio de classe C! entdo o funcional J permanece sendo de
classe C'(W,7(Q),R) e sua derivada no sentido de Fréchet é dada por

(), 0) = M(A()) /Q a([Vul?) Va2V uV pdz — A [ /Q F(x,u)}r /Q F(@,u)pdz

g s - o
= S lullygo) [ fulds [ 9P 90T = ol ) [ fubupds

Os préximos resultados serdo no intuito desse novo funcional truncado J satisfazer as
hipéteses do Teorema 1.1 de [38].

Lema 3.1 Suponha (a;)— (as), (M), (f1)— (f2). Entdo o funcional de energia J satisfaz

a condi¢ao de Palais-Smale.

Prova: Seja (u,) C Wy7(Q) uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢, isto é, J(u,) — ¢
em R para todo ¢ € R e J'(u,) — 0 em (W,7(Q))* quando n — 400. Da coercividade
de J segue que (u,) é limitada. Como W, (Q) é reflexivo e (u,) ¢ limitada entdo existe
(Un,) C (uy,) tal que quando k — +oo tem-se:

— u em Wy (Q),

Uy, — u em L'(Q) para todo [ € [1,7%),

/ |V, |” — to > 0 em R.
Q

Up,
Como J'(uy,) — 0 em (W, (2))* quando k — +o0 e (uy,) é limitada entéo
M(AG)) [ al(F0 PV 10, D, = )
- A {/ F(x,unk)} /f(:v,unk)(unk —u)dz
Q 0
/ Y ’y S —2
= Sl )2 [ Tl [ (9072 V0, ¥ (= )

- ¢<|lunk||z%lv(g)) /S; |unk|s_2unk (unk - U)dx = Ok(l)- (38)
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Em virtude da limitacao da (uy,,) e por (fi) — (f2) existe constante ¢; > 0 satisfazendo

‘ [ /Q F(:B,unk)d:vy

Por (f1) — (f2) e a desigualdade de Holder tem-se:

<. (3.9)

/ (@, up, ) (Up, —u)dz %0 e /Q |, |52 U, (U, — u)d gy (3.10)
Q

Se ty = 0 resulta que u,, — 0 em W, () quando k — +o0 e a prova est4 acabada (Ver
Capitulo 1). Assumamos ¢y > 0, de (3.7) - (3.10) segue que, quando k — 400,

M(AGw,) [ Vi, )Vt P2V 00, 1, —
Q
—¢/<||Un [ )1/ |, |sd:c/ |V, |72V, V(tp, —u)dr = ox(1).
slwlr@) ) s 0 k 0 k k k
Equivalentemente,
/ k(| Vi, [P) [V, [P 2V, V(u,, — u)dx—l—/ Bl Vi, "2V, V(u,, —u)dz = ox(1),
) Q
sendo
o= MAw)) e Be= = (oo )L [ el de (3.11)
Tk Wi @) ) s o " ’ )
com ay > 0e S > 0. Como
© - / a(|Vul?)|[Vu|P~2*VuVvdr e © / |Vu|"*VuVovdr
Q Q
sao funcionais lineares e continuos entao
/ a(|Vul’)[VulP2VuV (u,, —u)dr = ox(1) e / |Vul"2VuV (u,, —u)dr = ox(1).
Q 0
Logo,
/ Qg [(a(|Vunk|p) [V, P2V, — a(|Vul’)[VulP>Vu) (Vu,, — Vu)] dx
Q
+ /Bk [|Vunk|7_2Vunk — |Vu["*Vu) (Vuy,, — Vu)]d:v = ox(1). (3.12)
0
De (3.12) e do Lema 1.2 resulta que

/Q [(a(wunk\P)|vunkyp*2vunk — a(|Vul?)[Vul2Vu) (Vi — Vu)} dr = ox(1). (3.13)
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Note que se p > 2oul < p < 2eq > 2, por (3.13) e Lema 1.2(3), (7i7) resulta que
|Vt — Vulllzo@) — 0, quando k — +o0, entdo u,, — u em Wy (). Finalmente,
suponha 1 < p < ¢ < 2. Por (3.13) e Lema 1.2(i7) tem-se

lim o(z)|Vun, — Vul*dz =0, (3.14)

sendo o(z) = min{kg, k2 }(p — 1)(|Vun,, | + |Vu|)*~2. Usando desigualdade de Holder com

os expoentes conjugados % e % em (3.14) segue que

e T

1 "/(22—"/)
= o2 HL’Y(Q)

[/ o(z)|Vuy, — Vu|2dx] g}
Q

Portanto wu,, — u em WOM(Q), quando k£ — 400, e 0 lema estd provado. O
Demonstracao do Teorema 3.1: A prova do teorema em questao sera dividida em trés

passos.

Passo 1: O funcional J é coercivo.

De fato, por (a1), (Mz), (f1) — (f2) e imersao de Sobolev, temos

T = meaw) - 25 [ [ Pwae] = o(iy)? [ s

r+1
r+1
my A as 1
> = v __ _“ (¢4 _ < v >_ s
> A - (a At d:c> (e e
)\ a2 r+1 C

v . a(r+1) % “3 s

Z Cl”””w&»"/(ﬂ) r + 1 <Oé> CQHUHW(}W(Q) qb(”u”ng’Y(Q)) s ||u||W011’Y(Q)7

sendo ¢1,c9,c3 > 0 constantes. Fazendo HUHW(}W(Q) — 400, usando a desigualdade
anterior, (3.7) e (M) obtém-se

- y A fag\TH a(r+1
Tw) 2 eillullsn gy = =7 (2) 7 eallullih, = +oo.

donde conclui-se que J é coercivo.

Passo 2: Para cada k € N, existe um subespaco k-dimensional, X, de Wol’V(Q) e pr >0

na qual sup J <0, sendo S, = {u € Wol’W(Q); ||u||W1,7(Q) = p}.
XpNSp,, 0

Com efeito, para cada k € N, existe um subespaco linear de I/VO1 7(Q), k-dimensional, X.
Logo, todas as normas sao equivalentes, entao existe constante c(k) > 0, que depende de

k, tal que

Wy, < g (2)7 ([ ) vwexe e
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De (3.15), (f1) — (f2) temos

= F<x,u>dx]r+l ARG

r+1

Observe que para todo u € X} com ||u||WO1,W(Q) < 1 existem constantes c¢;(k), ca(k) > 0

satisfazendo
kici(k)  kseo(k
Alu) < = (k) | Ksea(k) = 0(k)
p q
Ck’161( ) Ck’gCQ(k’) q
M(A(w)) < g0y + 2l
sendo ¢ = sup M(t). Das informagoes anteriores e considerando
£€]0,0(k)]
' /\C(k‘) p—a(r+1)
Pk = i 1’ 2ck1ci (k) + 2cksca (k) ?
P q

juntamente com (3.6) e lembrando que «o(r 4+ 1) < p tem-se para todo u € S, N Xj:

J(u) < M(A()) = Ae(k)luf 255

Wy ()

ck:lcl(k:) CkgCQ(k}) r+1)
< P U AUPRTINTE: _
alr kici(k ksca(k —a(r
< Rl ((C 1c1(k) | chsca( )) el —)\c(k))
p q
a(r+1
< _Ac (k)gk( ’ )’

o que implica que sup J(u) < 0.
Spkak
Passo 3: Para uma infinidade de pontos criticos o funcional de energia truncado J

coincide com o original J.

Temos que J é par, posto que f é fmpar na segunda varidvel. Além disso, J(0) = 0 e
pelo Lema 3.1, J satisfaz (PS). Como as demais hipdteses do Teorema 1.1 de [38] foram
verificadas nos passos anteriores entdo obtemos uma sequéncia (u,, ) de pontos criticos de
J satisfazendo H“nk”w(}ﬂ(g) — 0 quando k — +o0 e J(u,,) < 0 para todo k € N. Agora

seja u,, ponto critico de J para cada k € N, entao

(J (up,),v) = 0 para todo v € W, (). (3.16)
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De (3.16) temos

M(A(unk))/a(]VunkP)\ Vi, [P72 Vu,, Vodz — A [/ F(a:,unk)} /f(a:,unk)vdaj
Q Q Q
_ / Y z s y—2
Ot ygoi) [l [ 910,72V, Vo

— O([lunll, 190 ) |t P 2, vdz = 0.
@’ |,

Mas HunkHWOu @ — 0 quando k& — +oo entdo existe kg € N tal que k > ko tem-se

“unkH’IjVOlV(Q) < 2 e por (3 7) resulta que st(“unkH’y 17(Q)) Le ¢/(||unk||;[/017(9)) = 0. LOgO,
obtemos

0= M(A(unk))/ a(|Vun, [P) |V, P>V, Vodr — A {/ F(x, uy, } /f T, Uy, ) VAT

~ [ a0 = (5 )00

Portanto, wu,, ¢ ponto critico de J para cada k > ky. E dai, existe sequéncia (uy,) de

pontos criticos de J com J(u,,) < 0, o que finaliza a prova. ([l

3.3 Demonstracao do Teorema 3.2

O objetivo desta secao é provar o resultado que estabelece a existéncia de uma infinidade
de solugoes com energia positiva para todo A > 0 pequeno. Para tal faremos uso do
teorema do passo da montanha simétrico de [4]. O resultado a seguir tem a finalidade de

mostrar que o funcional de energia satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Lema 3.2 Suponha (ay) — (az2), (M), (My), (f1) — (f2). Entao o funcional de energia J

satisfaz a condigcao de Palais-Smale.

Prova: Seja (u,) € Wy(Q) sequéncia de Palais-Smale, isto é, J(u,) — ¢ em R para
qualquer ¢ € R e J'(u,) — 0 em (W,7(Q))*, quando n — +oo. Suponha, por contradicio,
(un) ndo ¢é limitada entdo existe subsequéncia (u,, ) satisfazendo HUWHWJW(Q) — 400,

quando k — +00. Note que por (a;) existem constantes ¢y, co > 0 verificando
1 1
ClA(Unk)’Y < ”unk ||W01’7(Q) < 62A<unk) T (317>

Para v < 0(r + 1) < s dado em (M) tem-se

Br+ 1) (ttn,) — (T (tny ) ) = 6 + 1) M(A(tr,)) = M(A(un,)) / (| Vit [P) [Vt I

+A {/QF(x,unk)]r/Q [f(x,unk)unk —HF(x,unk)] +{1—@}/ﬂ|unk|s. (3.18)
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Em virtude de (a;) obtemos
—M(A(Unk))/a(\VUnk|p)!Vunk|pdx > —c(y) M (A(un, ) A(un, ),
Q

sendo ¢(7y) dado por (3.3). Além disso, por (fi) — (f2) existe constante ¢ > 0 verificando

O(r+1
s

A M F(x,t)y (Fla,0)t — OF(x,)) + {1 - )} 1> —c, teR.

Combinando as informagoes prévias e (3.18) tem-se
O(r +1)J (un,) — (' (uny), uny) = 0(r + DM(A(up, ) — c(7)M (A(un, ) Alun,) — €],
e entao

c|Q +0(r + 1)J (un,)) + exlltng 70y = 00r + 1M (A(un, ) = e(7) M (A(un, ) Alun,),
(3.19)
com €, — 0, quando k — +o0. Portanto pela (3.17) e (3.19) obtemos

1

ou(1) (00 + DM(AGu,)) = e(3) M (Afun,) A, ) )

[t ||W01W(Q)
O + DM(A(tny)) = () M (Aluny ) Altin,)
C2 ‘A<unk);

Consequentemente,

im0 DMAG,)) = 03 M (Afun,) Al )

i <0
k—o0 A(unk);

Y

o que ¢ impossivel por (M,). Portanto (u,) é limitada e, argumentando como o Lema 3.1

é possivel mostrar que (u,) tem subsequéncia convergente, o que finaliza a prova. O

Demonstracao do Teorema 3.2: A seguir dividiremos a prova do Teorema 3.2 em dois
passos. Tais passos juntamente com o lema anterior e aplicacao do Teorema do Passo da

Montanha Simétrico de [4] conclui-se o desejado.

/

Passo 1: Suponha a(r + 1) < v, (a1),(f1) — (f2) e (M;). Para A > 0 suficientemente

pequeno existem &, p > 0 satisfazendo J(u) > & se ||U||W01,'y(ﬂ) = p.
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De fato, por (a;) (My), (f1) — (f2) e imersdo de Sobolev temos que

Jw) = M(Aw) — — [ /Q F<x,u)dxrl—§ /Q luf*dz

r+1

~ r+1
~ ny o )‘ 5] o . E s
> g A(u) + ;A(U) T [/QEM ] SHuHle’Y(Q)
~ _ A ragcs a(r+1)
il a7y _ e _ s
> critg[ullf 1. gy + Frallulhg, W+1(a) ull3 5, = Sl

sendo ¢y, ¢, c3, ¢ > 0 constantes que nao dependem de u. Assim, para todo u € WOM(Q)

tem-se
a(r+1 y—a(r+1) oy—a(r+1) A aC3 c s—a(r+1)
J(u) > HHIWm{quM e el - 2 ()T
(3.20)
Cl’fLQS

Se ng > 0 escolha 0 < p <

-
logo ﬁ(p) = Cl/ﬁop"/—a(’r’—&-l) o Epsfa(7'+l) < 0.
S

1 r+1
Entao para todo 0 < A < n(p)(r + Da

temos de (3.20)

(CLQCg)TJrl
)\ a9C3 r+1
s = o ) - = (22) 7] s
quando HUHW[}W(Q) =p-
1
Se g = 0 escolha 0 < p < (CinS ’ logo n(p) := ey pY =+ — Eps—a(r+1) > 0.
c s
1 r+1
Entao para todo 0 < A < nlp)(r + Do temos de (3.20)
CLQCg)T'H
alr A a9C3 r+1
s = o ) - = (22) 7 s

quando ||u||W01,7(Q) = p.

Passo 2: Suponha a(r+1) < 7, (a1), (f1)—(f2) e (M,). Para todo subespaco de dimensao
finita Z C W, (Q), existe ¢ = ((Z) na qual J(u) < 0 se [ullyrrr ) = €

Com efeito, utilizando (ay), (f1) — (f2), (M,), imersdo de Sobolev e equivaléncia de

normas em espacos de dimensao finita, entao para todo u € Z temos que

J) = M(A@w) — — {/F(:cudx} ——/|u] da

r+1
< moA(u) + T Ay — 2 [ / lu|*dz || [
- L r+1|a Jo
A a1C3 7“+1
v Y _ _ A
< ClHUHWUI"Y(Q)+62”u||W3‘7(Q) 7,,_{_1( o ) || || ||u||W1”/(Q)
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sendo ¢y, ¢9, 3, ¢4 > 0 constantes que independem de u. Pela desigualdade anterior, o fato
de a(r +1) < v e (M,) obtemos

J
% <o(1) -4
HuHWg’V(Q) S
e entao J
lim sup (v) < —%,

1.2y 120120

o que implica que J(u) < 0.

3.4 Demonstracao do Teorema 3.3

Com o objetivo de provar o Teorema 3.3 introduziremos o seguinte funcional de energia

T (1) = M(A(u)) — r—)i\-l [/Q F(x,uﬂdm} T %/ﬂmﬂsm, (3.21)

sendo ut = max{u, O} a parte positiva da funcao u. As hipéteses sobre a, f, M no inicio

do capitulo nos garante que J, € C’I(I/VO1 7(Q),R) e sua derivada de Fréchet é

(T (), ) = M(A(u)) /

Q

a(|Vul?)|VulP~2VuVpds — A [/F(x,uﬂdw} / flx,u™)pdx
Q Q
— /(u+)s_1g0dx, (3.22)
Q
para todo u, p € W, ().

Observagao 3.3 Os pontos criticos u de (3.21) sao solugées nao negativas (fracas) de
(8.1). De fato, suponha que u seja ponto critico ndao trivial de (3.21) entdao testando
@ =u" em (3.22) temos

M(.A(u))/Qa(|Vu|p)|Vu|p_2VuVu_d:E—)\ [/QF(x,uJ“)dx]r/Qf(:B,uJ“)u_dx
_ /Q () lud = 0.
Mas,

Uﬂ F(x,qu)dx}r/Qf(x,qu)u_dx —0 e /Q(u+)s_1u_dx _

entao obtemos

M(A() /Q a([Vul?)|Vu~|Pdz = 0,
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donde seque que [, a(|VulP)|Vu~[Pdx = 0, jd que M (A(u)) > 0 parau # 0. Agora usando

(ay), obtemos que ||u~ H;’Vlﬁ(m =0, isto é, w =u". Portanto, u > 0.
0

Introduziremos duas hipdteses adicionais sobre a funcao a que compoe o campo vetorial
RY > y — a(lyP)|y[P"2y € RY com o objetivo de obter mais regularidade para as
solugoes de (3.1). Seja g € C1(0,+00), com g(t) > 0 para t > 0, satisfazendo

tg (¢
0<co< g_() <ec, e et <glt) <ecs(1+17Y, VE>0

g(t)

para algum co, ¢1, c2, ¢z > 0 e v definido em (3.2). Além de (a;) e (a2) assumiremos nesta
secao

(as) Existe ¢4 > 0 verificando

1D(a(ly )yl >y)lgne < % vy € RM\{0}.

() <Dlal(yP)yl2y)e,c> > j‘ﬁ”m? vy € RM\{0}, Ve € RY.

Observagao 3.4 As hipdteses (a3) e (ayq) sao motivadas para que a teoria de reqularidade
do Lieberman [39] posa ser aplicado e consequentemente o principio do mdzimo de Pucci
e Serrin [46].

Lema 3.3 Assuma (aq1) — (a2), (f1) — (f2), (M) e (My). Entao, o funcional de energia

J4 satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.

Prova: E analoga a prova do Lema 3.2, observando que se u,, — u em VVO1 7(Q), quando

n — +oo entdo utf — ut e u; — u~ em Wy (Q) quando n — +oc. O

Demonstragao do Teorema 3.3: Sera dividida em trés passos:

Passo 1: Obtencao da solugao com energia positiva. Esse passo sera dividido em duas

etapas:

Etapa 1: Suponha a(r + 1) < v, (a1),(f1) — (f2) e (M3
suficientemente pequeno existem p, & > 0 tais que J (u) >

). Entao para todo A > 0
& > 0 para todo u € W,(Q)
com HUHW(}”(Q) =p-

A prova é andloga a prova do Passo 1 da se¢ao anterior, usando ||u+||W01,v(Q) < Nullwp
e portanto sera omitida.

Etapa 2: Assuma a(r + 1) < 7, (a1), (f1) — (f2) e (M,). Existe e € W, () com
||e||W01,y(Q) > p tal que J4(e) < 0.
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De fato, fixe p € W, (Q) e seja t > 1 entdo @t € W, (). Como (pt)* = tpt tém-se

2 [fre o] - [ e ra

Ji(pt) = M(Alpt)) —

m A [ay o
< A(pt) + —A(pt)* — — t)T%d - = )T 5d
< mod(et) + TAGery - 2 |2 o) -3 [ jenrpa
~ r+1
< moA(gt) + T Aoty — DU ot patrin) Oy
> [ (7’ + 1>a7«+1 L3(Q) s ()
>\(ZT+1C
v ~ Vi o 1 3 Ot(?“+1) + a(r+1)
< at’|ell, wing T ezt |l W@t Dartl o™ I

C4t
—— ¢z

sendo ¢, ¢z, 3, ¢4 > 0 constantes que independem de . Por (M,) segue que J, (¢t) < 0
quando t — +o0. Logo, existe e = ¢t com HGHWOI"V(Q) > pe Ji(e) <0, 0 que prova a
Etapa 2.

Em virtude das etapas acima juntamente com o Lema 3.3 podemos aplicar o Teorema
do Passo da Montanha versdo de [52] e concluir que existe u € W,7(Q) tal que J', (u) = 0
e Ji(u) = p com > & > 0 donde segue que J4(u) > 0.

Passo 2: Obtencao da solugao com energia negativa.

Seja p > 0 dado pela Etapa 1 do passo anterior, defina
D, k) . _ 17 . —_
B, ={ue Wy (9); HUHW(}W(Q) < p} € 0B, = {u € Wy (Q); HUHW(}”(Q) = p}.

Temos que J, € CY(B,,R). Portanto, J, ¢é semicontinua inferiormente e limitado
inferiormente sobre B,

Afirmagio 1: Cy = inf{J, (u);u € B,} < 0.
De fato, seja v € W,7(Q) fixado e t > 0, entdo por (ay), (M), (fi) — (f2) e do fato

(tv)T = tvt, tém-se

Ti(tv) = MA(to)) — — {/S]F(x,(tv) } ——/|tv *dz

r+1
n a
< m»A(tv)%—ﬁA(tv)ﬁ [ 1/| O‘dx}
A sap\mt! i
v Y 8 8 _ 1 a(r+1) +|a
< at’llvlliyn g et vl — 5 ( U V7] | <0,

para t suficientemente pequeno, ja que a(r +1) <y e fp > a(r + 1) e sendo ¢1,c3 > 0
constantes que independem de v. Escolhendo t; suficientemente pequeno de tal forma
que satisfaga J (tov) <0 e ||tov||W01,7(Q) < p, segue que existe e = tov com e € B, tal que

J.(e) < 0, donde prova a afirmacao.
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Aplicando o principio de Ekeland [23] temos que existe u,, € W, (Q) tal que

1
e
1 _
Ji(w) > Jy(uy,) — ﬁHun - wHW&,W(Q) para todo w € B,,. (3.24)

Observe que ||un||W01,7(Q) < p para n > 1 suficientemente grande. Com efeito, caso
contrario, se ||un||W3,7(Q) = p para uma quantidade infinita de indices n, sem perda de
generalidade, podemos supor que ||un||W01,v(Q) = p para todo n > 1 e pela Etapa 1 segue
que J4(u,) > &> 0. Tomando n — +oo e combinando (3.23) tem-se 0 > C} > & >0, o

que ¢ uma contradigao.

Afirmagao 2: J' (u,) — 0 em (Wy"(Q))* quando n — +o0.

De fato, seja u € W, (Q) com ||“||W01W(Q) = 1 fixado. Para cada n > 1 existe d,, > 0 tal
que w, = u, + o,u satisfaz Hwn||W01,v(Q) < Hun||W01,w(Q) + 0, < p. Para 0 <t < 4, temos
que u, +tu € B,. Logo de (3.24) temos

I (up + tu) — J4 (uy) o1

t - n
Fazendo ¢t — 07, tem-se
(7' ) 0) 2 = (325)
e trocando u por —u obtemos
' (), ) < % (3.26)
Entao de (3.25) e (3.26),
I ooy = sup ()] < 0 (3.27)

Agora como (u,,) é uma sequéncia de Palais-Smale no nivel C por (3.24), (3.27) e Lema
3.3 temos a existéncia de u € W, (Q) e uma subsequéncia (u,, ) satisfazendo wu,, — u
em W,(Q), quando k — oo. Portanto J', (u) = 0 (u é uma solucdo fraca para (3.1)) e
Jy(u) =Cy < 0.

Passo 3: Positividade das solugoes dos passos anteriores.

Pelo Teorema 7.1 de [40] tem-se que u € L*™(£2). Entao, aplicando o resultado de
regularidade de [39] obtemos que u € C*#(Q) para algum 8 > 0.
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Temos que t — a(tP)tP~1 é estritamente crescente sobre (0,00) e a(t?)tP~! — 0* quando
t — 0. Além disso,

A(z,u) UQ F(z, u)r + Jul*~!

Ble,u) = MA(W)

€ L2 (2 x RY),

e B(x,u) > 0. Entao todas as condigoes do principio do méaximo da Pucci e Serrin (Ver

Apéndice) sdo verificadas donde resulta que u(z) > 0 para todo = € Q.



Capitulo

4

Infinitas solucoes para problemas nao

locais e nao quadraticos no inifinito.

Neste capitulo o objetivo é tratar a existéncia de infinitas solucoes de energia positiva
para o problema

— M (A(uw))div(a(|VulP)|VulP~2Vu) = f(z,u) [/Q F(x,u)} em (2,
u=20 sobre 012,

(4.1)

em que f é superlinear sem que satisfaga a condigdo (AR) de Ambrosetti-Rabinowitz. De
fato, assumiremos f superlinear satisfazendo a condi¢ao de nao quadraticidade introduzida
por Costa-Magalhdaes em [19]. Aqui assim como no Capitulo 2, @ c RY, N > 3
um dominio limitado, 1 < p < N, r > 0 fixado e F(z,u) = fou f(z,7)dr. A funcao

a: [0,00) = (0,00) de classe C! satisfazendo

(a1) Existem ko, k1, ko > 0, k3 > 0, ¢ > p tais que
ko + H(ks)kat 7 < a(t) <k +kst's

com H({)=1se{>0e H(E) =0, se {=0.

(az) (i) A funcao a(t?)tP~2 é nao decrescente para p > 2.
(i7) E a fungao a(t) é ndo decrescente para 1 < p < 2,

e o operador A é definido por

A@:%AMWWMQWmA@:Aa@%

A funcdo f: Q x R — R continua satisfazendo:

(f1) Existem constantes aj,as > 0 e s € (,7*) verificando

at* t < f(x,t) < ast* ! para todo (z,t) € 2 x R,
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sendo,
v=(1— H(ks))p + H(ks)q, (4.2)

com H (k) como na hipétese (aq).
(f2) f(x,—t) = —f(x,t) para todo (z,t) € Q x R.

(CM1) Existem i > 0 e a > 0 tais que

t t) —vF(x,t
lim inf f(@.t) 7 (z,1) > a > 0 para todo z € Q.
|t|—>+o0 |t|"

(CM?2) Existe ¢ € R tal que

F(x,t
lim sup (z,1)

[t| =00 ‘ ’q

< b < o para todo = € €.

A condi¢ao (CM1) foi introduzida em [19] e é conhecida como condigao de nao
quadraticidade de Costa-Magalhaes. Vale ressaltar que a condi¢ao (C'M1) é uma condigao
de ndo quadraticidade no infinito, enquanto a (C'M2) de superlinearidade no infinito.
As condigoes (CM1) e (CM2) com uma restri¢ao adicional e técnica no valor fi sdo
importantes para mostrar que o funcional energia associado a (4.1) satisfaz a condigao de
Cerami (Ver [54]).

Vale ressaltar que (CM1) é uma condigdo de nao quadraticidade e ndo implica
necessariamente superlinearidade. Por exemplo, para v = 2 e considerando « € (0, 1),

toz—i—l

— t>0
f(z,t) = 1+t pata b= ;
0, para t <0

temos que (C'M1) é verificada.

De fato, temos que
(o + 14 t)te

/
t) =
ft(xa ) (1+ta)2 )
para todo t > 0 e z € 2. Além disso,
atot!
"(x, )t — t)=— >0
ft<x7 ) f(l’, ) (1—|—ta)2 —_ Y

para todo t > 0 e z € Q. Logo, m (fi(z,t)t — f(z,t)) = +oo uniformemente em = € Q

li
t—
se a € (0,1), isto é, existe K >0 e T = T(K) > 0 verificando

filz, t)t — flz,t) > K Vt>T ex e
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Entao, para todo ¢t > T', integrando por partes, temos

Fla, )t — 2F(z,t) = f(z,t)t —2 /Ot f(a, s)ds
— [z, )t — [f(x, s)s|6—/0tf;(x,s)sds] —/Otf(x, s)ds

[fi(z, s)s = f(z, )] ds

. [fo(x,8)s — f(x,8)] ds
> K(t—T).

v

J
J

Logo, para 0 < ji < 1 temos

flz,t)t —2F(z,t)
|£]~

Kit—-T) -
( — )i>+oo.
|t|7

>

Portanto, (CM1) é satisfeita, porém f ¢é sublinear.

Outras condigoes implicam superlinearidade sem que a condi¢ao (AR) seja satisfeita.
Neste contexto, podemos mencionar [43], [53], dentre outros.

O resultado deste capitulo foi obtido via teorema do passo da montanha simétrico [49]
usando a condicao de compacidade de Cerami, isso é possivel pois a prova do lema da

deformacao usado em [49] também se verifica com a condi¢ao de Cerami (ver Teorema 1.3
de [9]).

Tendo em vista as consideragoes acima, temos o seguinte resultado:

N
Teorema 4.1 Assuma (a1)—(az2), (f1)—(f2), (CM1)—(CM2), com i > % entdo
o problema (4.1) com M(t) = t%, sendo

e (TEDOED 1y gy {S4D) 202D,

Yy —=pm)  p ol c(7)

possui uma sequéncia (w;) de solugoes satisfazendo J(w;) — +oo, quando j — +oo,

desde que v < ¢(y) sendo c(v) dado por (2.2).

Observagao 4.1 Mostraremos que o problema (4.1) possui infintas solug¢oes quando
M(t) =t*, com

max{v*(q—u)(rﬂ) 1}_1<a<mm{s(r+1> 7(7"+1)}_1’

I Y

Yoy =@ p gl c(7)

Da afirmagao na prova do Teorema 4.1 podemos caracterizar este intervalo como

tq 1) 1 1 1
Y p

¥ c(7)
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ta
sendo u < 1. Logo, para r > 0 suficientemente pequeno, temos a < 0 e a fun¢ao

t*=1 para t #0
M(t) == I
0, para t =0

¢ uma funcao tipo Kirchhoff descontinua, singular e degenerada para o qual o teorema se
aplica. Também para certos r > 0 temos que o > 0 e a funcdo M(t) =t* é uma funcao

tipo Kirchhoff degenerada mas nao singular para o qual vale o teorema.

4.1 Formulacao Variacional

Associamos a (4.1) o funcional energia J : W, (Q) — R, dado por:

J(u) = M(A(w) — — [ /Q F(a:,u)dx]m, (4.3)

sendo M(t) = / M(r)dr e F(z,u) = / f(z,T)dr.
0 0
Das hipéteses sobre a, f e M no Teorema 4.1 ( cf. também Lema 1.1 e Observacao
1.1) segue que .J € CY(W,7(Q2),R) e sua derivada de Fréchet é:

(J'(u),v) = M(.A(u))/Qa(|Vu|p)|Vu|p_2Vqudx— [/Q F(a:,u)dx]r/gf(x,u)vdx,

para todo u,v € W,"(Q), sendo (-,-) a dualidade entre (W, (2))* e W, (). O espaco
de Sobolev W,"(Q) sera denotado por:

1
lellgom = ( [ [9uaz)”

A condicao de compacidade introduzida por Cerami é mais fraca que a usual condicao de

compacidade de Palais-Smale. A definigao é a seguinte

Definicao 4.1 Seja X um espago de Banach. Dizemos que um funcional I satifaz a
condi¢ao de Cerami no nivel ¢ € R (abreviadamente (Ce).) se toda sequéncia (u,) C X
com I(u,) — ¢ e ||I'(un)||x+(1 + ||unl|x) — 0 tem uma subsequéncia convergente. Se I
satisfaz a condicao de Cerami em todo nivel ¢ € R, dizemos que I satisfaz a condicdo de

Cerami.
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4.2  Demonstracao do Teorema 4.1

Esta secao tem como objetivo provar o Teorema 4.1 que estabelece a existéncia de uma

infinidade de solugoes de energia positiva para o problema (4.1).

Lema 4.1 Assuma (a1) — (a2), (f1) — (f2), (CM1) — (CM2) com p > E((j— 7). Seja

~
M(t) =t*, com

o LB 1Yy (o000 26 0)

¥ ()

entdo o funcional energia J satisfaz a condi¢ao de Cerami, sendo c(vy) dado por (2.2).

Prova: De (C'M1) existe as > 0 verificando
ar[t|* —ay < tf(w,t) — yF(x,t), para todo (z,t) € Q x R. (4.4)
Seja (u,) C Wy"(Q) sequéncia de Cerami no nivel ¢, isto é,

lim J(u,) =c e lim | (Un)H(w(}W(Q))*(l + ”UnHW(}”(Q)) =0,

n—400o n—+400

mostraremos que (u,) é limitada. Supondo o contrario, passando a uma subsequéncia, se

necessdrio, temos que ||ty||y 1) — +0o0. Logo,
0

(A(uz))*
a+1

+{ QF(m,un)dxy ( /Q S (@, unJunde =y /Q F(x,un)dw) (4.5)

!

Y+ 1)J (un) = (J (un), un) = 7(r +1) — (A(un))* /Q a[Vun|")[Vun["dz

Mas,
—(A(un))o‘/Qa(\VUn|p)!VUn|pd$ > —e(7) (A(un)*, (4.6)
pko max{ky, k3}
sendo ¢(y) = ™ se H(ks) =0¢c(y) = w, se H(k3) = 1.

De (4.4) — (4.6) temos

3 1) = 4 () = (Al (LD = o)

+ {/QF(as,un)dxy(al/ﬂ|un|“dx—a2m|). (4.7)
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Afirmamos que / F(z,u,)dr ndo converge para zero. De fato, assumindo que
Q

/ F(z,u,) — 0, quando n — 400, teriamos por (2.12) e (4.3):
Q
on(1) 4 J(02) = MIAG) = M (0l ) ) = 0

Logo, tem-se, passando a uma subsequéncia se necessario, / F(z,u,)dr — 400 ou
Q

/ F(z,u,)dxr — ¢ para algum ¢ > 0.
Q

Multiplicando por [ / F(z, un)dx] a equacao (4.7), obtemos
Q

= A Dot ], s

V(r+1)

Como
a+1

—¢(y) > 0, segue de (4.8)

1) > a1/ [u, | dr — as]Q).
0

Portanto, (u,) é limitada em L#((2).
A hipétese (CM2) e a continuidade da F nos fornecem constantes di,dy > 0

satisfazendo
F(z,t) < di|t|? + dy para todo (z,t) € Q x R. (4.9)

Assim, de (4.3) e (4.9) temos que

(AW ) = L Uﬂ F(:p,un)dxrl

a—+1 r+1
1 B r—+1
< [0 et dao]
dlC 1) (d2|Q|>T+1C
< et AR © 4.10
= T—i—l” ”an) r41 ’ ( )

sendo ¢ > 0 constante.
Como u, € LA(Q) N L7 (Q) entdo para algum t € (0,1) segue da desigualdade de
interpolagao ([3]) que

r 1 ta(r 1 ’r 1
56y < Nunll e o) unl| ey - (4.11)
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Temos também da imersao W, (Q) < L7 (Q) que

tq r+1)

H th 7‘+1)
Un Q)

L7 () < mlHUnH

Note que existem constantes msy, m3 > 0 satisfazendo
t)g(r+1)

HunH %) < my e J(up) < ma.

Portanto, de (4.10)-(4.13), conclui-se

A(u, )+ dic a1y, (d2]Q) e
< lunlfaiey + =+ T (un)
a+1 r+1 r+1
d1C " (r+1 (A-t)a(r+1) (do] Q)"+ e
< “ n” ! || nHLu Q? T mgs
d , d Q r+1
S lcmlmQH nth +1 com ¢; = ( 2| |) c
r+1 r+1
Além disso,
tq(r+1) ‘1(”1) tq(r+1
Collunllppict gy < Alwa) =7 < eslluall i)
Logo, de (4.14) e (4.15), temos
1 _ta(r+1) 1 dlcmlmg ta r—i—l
A . a+l———"— < Uy, q
o1 A) T < D e et l 0
Wy ()
dicmim
= 2 0.(1).
co(r+1)

Afirmagao: tq < 7.
De fato, pela desigualdade de interpolagao ([3]) temos:

dr+1) _tar+1) | (1=t +1)

q v Iz
e portanto,
= L= n)
DA
Por outro lado, g > (q — 7). Entao,
9
V> N(G—7) < Nv_ﬂv > (7 —7)
= By =7 >7(q—=)
= ay=7) <7 (v—q)
— Ya-p ”.

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)



67

o que implica tq < 7, provando a afirmacao.

tq tq 1
Como i < 1 entao M < r 4+ 1. Por hipétese,
Y Y
YU R )1 <a
17— 1)
Logo,
tq 1
a1 Arl) g (4.17)
Y

_tg(r+1)

De (2.12) e (4.16) — (4.17) segue que A(u,)*™ "~ 7 — +o0, quando n — +oo, e de
(4.16) obtém-se um absurdo. Portanto, (u,) é limitada. Como W, (2) é reflexivo e (uy,)

é limitada, existe subsequéncia (u,,) de (u,,) satisfazendo, quando k — +o0,
U, —u em Wy (Q),

U, —u em L(Q), paratodol € [1,7),
/ \Vu, |" —tg >0 em R
Q

Agora, como ||J'(un)||(W5,v(Q))*(1 + ||un||Wom(Q)) — 0, quando n — 400 entao
J (up) |1 on — 0, quando n — +o0o. Dessa forma, procedendo conforme Lema 2.2
Wy (Q)

conclui-se que existe u € W, (Q) tal que u,, — u em W, (), o que finaliza o lema. [

Lema 4.2 Assuma (a1), (f1) — (f2) e seja M(t) =t*, com

e {1} 1o {020

Entao;
(1) Existem &, p > 0 verificando J(u) = & se [Jullyy14q) = p.

(ii) Para todo subespaco de dimensio finita Z C Wy(Q), existe R = R(Z) cumprindo
J(u) <0 para todo u € Z tal que ||ullyq) > R.

Prova: (i) Por (a1), (f1) — (f2) e imersao de Sobolev, temos

J) = M(A(u))— — { /Q F(x,u)dx]m

r+1

a+1 1 r+1

SECOECE R [

a+1 r+1|s Jg

1 [k H(k3)k o+l 1 r+ ofr
> — (—0/|Vu|pdx+&/|Vu|qu) - (@) c|lu || (+1

o' r s

> el o (2) el
- r+1
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ko k2
d P H(k =0 - - @@
sendo cp o l( 1) se ( 3) ou ¢ 1( 1)

constantes que independem de u. Logo,

se H(ks) =1ec,c >0

1 as\ "t
Jw) > "D ey — (ﬁ) 4H17@“>, 4.18
(W) 2 Nullyisg (o =7 (5 ) clully, (4.18)

| obtemos que

1
c1(r + 1)s™ seFD=70+D
ay' °C

Como y(a+ 1) < s(r+ 1) escolhendo 0 < p < (

L (@)™ st (et
= - = sren=ath) 5 g,
vip) =@ T+1<s) P

Assim, disto e de (4.18) resulta,
J(u) > p'v(p) :=a >0,
quando ||U||W01’V(Q) =P

(#7) Usando (a1), (f1) — (f2), imersdo de Sobolev e equivaléncia de normas em espagos de

dimensao finita tem-se para u € Z,

J(u) = (Aw)*+ 1 UQF(:B,u)da:]TH

a+1 r+1

a+1 1 r+1
AW™ _ ﬂ/ |u|*dx
a+1 r+11[s Jg

1 k k a+1
< (—1 [ 1vapass 2 [ |Vu|%zx) ~ (YT Y,
a+1\p Jg q Jo r+1\s

(a+1) CQCLI—’—1 || H s(r+1)
”ﬂ) (r+1)stt Q)

IN

1)
< clfullyy Cft oy Raelulll

sendo ¢y, co, ¢ > 0 constantes que independem de u. Portanto, pela desigualdade anterior

e do fato que y(a+ 1) < s(r + 1) conclui-se que
Jw) co  fap\Tt!
B oo e (AY™
Tl 1\
Logo J(u) < 0 quando HUHW(}W(Q) > R, para R > 0 grande. O

Demonstracao do Teorema 4.1: Pelos Lemas 4.1 e 4.2 temos a geometria do passa da
montanha simétrico verificada, bem como a condi¢ao de compacidade de Cerami. Logo,
aplicando o teorema do passo da montanha simétrico [4] obtemos uma sequéncia (w;) de

pontos criticos satisfazendo J(w;) — +o0. O



Capitulo

5

Apeéndice

5.1 Resultados Variacionais

Esta secao contém os resultados variacionais que foram utilizados ao decorrer do trabalho.
O primeiro desses resultados é devido & Ambrosseti Rabinotwiz [4] e é uma ferramenta

importante no tratamento de problemas com nao linearidade superlinear.

Teorema 5.1 (Teorema do Passo da Montanha) Seja V' espaco de Banach e

suponha E € CY(V) satisfazendo a condi¢io de Palais-Smale. Assuma que
(i) E(0) =0;
(i1) Existe p >0, a > 0 tal que ||u|| = p entdio E(u) > a;

(i1i) Eriste uy € V' de modo que |[ul]| > p e E(uy) < a.

Defina
P={peC’([0,1];V);p(0) = 0,p(1) = us }.

Entao,

= inf sup F(u) > «
8 Inf sup (u) >

¢ valor critico.

O préximo resultado é uma versao do passo da montanha adaptada para funcionais
com Zs simetria e é conhecida por teorema do passo da montanha simétrico sendo também

devido a Ambrosseti Rabinowtiz.

Teorema 5.2 (Teorema do Passo da Montanha Simétrico [48])
Seja E um espaco de Banach e seja I € C*(E,R) satisfazendo (PS). Suponha que I
seja par, 1(0) = 0 e satisfaca

(1) Existem o, p > 0 verificando I(u) > « se |jul| = p.

(i1) Para todo subespago de dimensdo finita Z C E existe R = R(Z) > 0 de modo que
I(u) <0 para todo u € Z satisfazendo ||u|| > R.

69
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Entao, I possut uma sequéncia ilimitada de valores criticos.

O teorema do passo da montanha simétrico ainda permanece valido se trocarmos a
condicao de compacidade conhecida como Palais-Smale pelo condicao de compacidade
introduzida por Cerami. Isso é possivel, pois a prova do lema da deformagao usado em
[49] também se verifica com a condigao de Cerami (ver Teorema 1.3 de [9])

O préximo resultado é um refinamento do Teorema de Clark [38], uma vez que nos dé
informagoes sobre os pontos criticos e nao valores criticos. Tal teorema é uma importante

ferramenta para tratar problemas subcritico e sublinear com simetria.

Teorema 5.3 (Liu-Wang [38]) Seja X um espaco de Banach, ¢ € C'(X,R). Assuma
¢ satisfazendo a condicdo (PS), par, limitado inferiormente e ¢(0) = 0. Se para todo

k € N existe subespaco k-dimensional X* de X e p, > 0 satisfazendo sup ¢ < 0, sendo
XkNS,,

Sp =A{u € X;|lull = p},

entdo pelo menos uma das sequintes conclusoes se verificam:

(i) Eziste uma sequéncia de pontos criticos {uy} satisfazendo uy # 0, ¢(ux) < 0 para
todo k e |lug|| — 0, quando k — +o0.

(i1) Existe r > 0 tal que para todo 0 < a < r existe um ponto critico w com |jul| =a e

¢(u) =0.
O proéximo resultado é a respeito de minimizacao

Teorema 5.4 (Principio Variacional de Ekeland)
Seja V- um espago métrico completo e F' : V. — R U {+o0} uma funcao semicontinua

inferiormente e limitada inferiormente. Entao, para todo € > 0 existe v € V' tal que:

Fw) <inf Flv)+e€¢ e F(w)> F(v)—ed(v,w) paratodow € V.

veV

5.2 Calculo diferencial para funcionais reais

As definigoes e resultados dessa segao sao encontrados em [10] e tém a finalidade de dar
suporte para provar que os funcionais de energia associados aos problemas apresentados
neste trabalho sejam de classe C'(W,7(Q), R).

Definicao 5.1 Seja X um espaco de Banach, U um subconjunto aberto de X e seja
I:U — R um funcional. Dizemos que I é (Fréchet) diferencidvel em u € U se existe

A€ X* na qual
lim Iu+v)—I(u) — Av o,
vl o]

e serd denotada por I'(u).
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Definicao 5.2 Seja X um espaco de Banach, U C X wum conjunto aberto e seja
I :U — R um funcional. Dizemos que I é Gateaux diferencidvel em v € U se eziste
A € X* na qual para todo v € X,

lim I(u+tv) — I(u)
t—0 t

= Av. (5.1)

Se I € Gateaux diferencidvel em wu, existe somente um funcional linear A € X*

satisfazendo (5.1) e serd denotada por I1/,(u).

Proposicao 5.1 Assuma que U C X € um conjunto aberto, que I € Gateaux diferencidvel

sobre U e que I, € continua em u € U. Entio I € também diferencidvel em u e
I (u) = I'(u).

Proposigao 5.2 Assuma que I e J sao diferencidveis em uw € U com U C X. Entao as

sequintes propriedades se verificam:

(i) Se a e b sdo nimeros reais, al + bJ sao diferencidveis em u e
(al +bJ) (u) = al'(u) + bJ'(u);
(ii) O produto I.J é diferencidvel em u e

(11) () = J(u)I"(u) + 1 (u)J' (w);

(iii)) Se v : R — U ¢€ diferencidvel em ty e u = 7(to), entdo a composi¢io n : R — R
definida por n(t) = I(y(t)) € diferencidvel em tq e

n'(to) = I'(u)y'(to);

(iv) Se A C R é um conjunto aberto, f : A — R ¢é diferencidvel em I(u) € A,
entio a composicao k(u) = f(I(u)) € definida em um vizinhanga aberta V de u,

¢ diferencidavel em u e

K (u) = /(1 (u)I'(w).

5.3 Principio do Maximo

Uma ferramenta muito ttil quando se estuda positividade de uma solugao é o chamado
Principio do Maximo forte. Aqui apresentaremos uma versao que contempla o operador
nao homogéneo que estudamos neste trabalho. Tal resultado é o Teorema 5.3.4 de Pucci

e Serrin [46]. Antes de enunciar tal teorema vamos definir solugao cléssica

Definigao 5.3 Dizemos que u € solugdo cldssica se u € CY(Q) e satisfaz a equagdo (5.2)

no sentido das distribuicoes.
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Consideremos a inequacao diferencial
div{A(|Du|)Du} + B(z,u, Du) <0 (5.2)

num dominio 2 C R™. Suponha que A satisfaca

(A1) A e CYR™),

(A2) s — sA(s) é estritamente crescente em R e sA(s) — 0 quando s — 0,

e que B(z,z,§) € L2 (2 x RT x R") estd sujeito a uma das condiges (B1) ou (B2)

abaixo:

Existe uma constante k£ > 0 e nao linearidades f e g continuas em Ry, na qual
(B1) B(r,2.) > —ko(l€]) — £(2).

(B2) B(x,2,€) < ko([€]) — g9(2),

para z € ), z > 0, e para todo £ € R" com [¢]| < 1.

Além disso, assuma que f e g satisfagcam

(F2) f(0) =0 e f é ndo decrescente sobre algum intervalo (0,0),d > 0.

(G2) g(0) =0 e g é ndo decrescente sobre algum intervalo (0,6),9 > 0.

Tendo em vista as consideragoes acima podemos enunciar o principio do maximo forte

para o operador (5.2).

Teorema 5.5 (Principio do Maximo Forte) Sejam (Bl) e (F2) satisfeitas. O
principio do mdzimo forte € vdlido para (5.2) € suficiente que ou f =0 em [0,d], d > 0,

ou
ds

o H(F(s) ~
sendo F(u) = [} g(s)ds.
Assuma (B2) e (G2). O principio do mdzimo forte é valido para (5.2) € suficiente que

oug=0em|0,d],d>0, ou
ds

or H-1(G(s))

= OO,
sendo G(u) = [} g(s)ds.

Por principio do méximo significa que se u é solugao classica nao negativa com u(zg) = 0

para algum ponto xg € € entao u = 0 em ().

O préximo resulta é 1til para aplicarmos o teorema do principio do maximo. O mesmo

pode ser encontrado em [40, 29].

Teorema 5.6 Seja u € W,"(Q) N LI(Q) com q > p* satisfazendo

/Qa(x,u,Vu)Vv :/Qb(x,u)v
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para v da forma (u—c)t ou (u+c¢)~, ¢ > 0 constante. Aqui as fungoes a(x,s,n) e b(z, s)

sio assumidas para verificar x € Q, s €R en € RY,
(a(z,s,m),m) = vinl’ — (1+ [s[*)e1(x),

(signs)b(z, s) < (1 +[s[**)pa(2),

N N
comv > 0,0 < ¢ € L'(Q),r, > —,0< a < u—i e < ap <
P N T
N
PN +a) 1— L. Bntioue L e |||z pode ser estimado em termos de ||u|Lq,

N Tz.
v, ag, |lp|lr e Q.
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