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Resumo
A obtenção do polinômio caracterı́stico, importante em diversos problemas na Álgebra

Linear, depende diretamente do cálculo do determinante de matrizes n×n. Quando lida-

mos com matrizes quadradas de ordem no máximo 3, existem métodos bem conhecidos

e de fácil aplicação. Todavia, a complexidade se evidencia para o cálculo do determi-

nante de matrizes quadradas de ordem maior que 3, e destacamos o famoso Teorema de

Laplace que, apesar de possuir inúmeras operações, pode ser útil para essa situação. A

fim de tentar diminuir essa quantidade de operações, o objetivo principal deste trabalho

é apresentar dois métodos para se determinar o polinômio caracterı́stico de uma matriz e

mostrar o quanto eles são eficazes no que diz respeito ao número de operações utilizadas

para se chegar a tal fim.

PALAVRAS-CHAVE: Polinômio Caracterı́stico. Método de Krylov. Método de Lever-

rier.

Introdução
Vamos determinar o polinômio caracterı́stico de qualquer matriz quadrada de ordem

n. Para isso, considere o importante resultado a seguir cuja demonstração encontra-se em

[1].

Lema 1. (Somas de Newton) Seja p(x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · · + an−1x + an um

polinômio de grau n ∈ {1, 2, · · · }. Sejam também x1, x2, · · · , xn suas n raı́zes complexas

e sk = xk1 + xk2 + · · · + xkn, com k = 1, 2, · · · , n. Então, para k = 1, 2, · · · , n, vale

sk + a1sk−1 + a2sk−2 + · · · + ak−1s1 = −kak.

Exemplo 2. Consideremos o polinômio p(x) = x5+3x4−5x3−15x2+4x+12. É possı́vel

mostrar que suas raı́zes são x1 = 2, x2 = −2, x3 = 1, x4 = −1 e x5 = −3. Na notação do

Lema 1, temos que s1 = 2−2+1−1−3 = −3, s2 = 22+(−2)2+12+(−1)2+(−3)2 = 19.

Temos também que s3 = −27, s4 = 115 e s5 = −243. Então, com a1 = 3, a2 = −5,

a3 = −15, a4 = 4 e a5 = 12, segue que

s5 + a1s4 + a2s3 + a3s2 + a4s1 = −60 = −5 · 12 = −5a5,

como o Lema 1 garante. �

O polinômio caracterı́stico de uma matriz quadrada A é definido como sendo

p(x) = det(xI − A), onde I é a matriz identidade da mesma ordem que A. Para fa-

cilitar o cálculo desse determinante e descobrirmos seus coeficientes, apresentaremos os

métodos de Leverrier e de Krylov.

Método de Leverrier
Suponha que queiramos determinar os coeficientes do polinômio p(x) = det(xI − A) =
xn + a1x

n−1 + · · · + an, em que A é uma matriz de ordem n. Sejam λ1, · · · , λn as raı́zes

de p (e, portanto, autovalores de A). Na mesma notação do Lema 1, segue que

sk + a1sk−1 + a2sk−2 + · · · + ak−1s1 = −kak

para todo k = 1, 2, · · · , n. Desta forma, para k = 1, temos a1 = −s1; para k = 2,

s2 + a1s1 = −2a2, isto é, a2 = −
(
s2 + a1s1

2

)
. Claramente, vale que

an = −
(
sn + a1sn−1 + an−1s1

n

)
. (1)

Ora, sabendo que existe uma matriz inversı́vel Q tal que

B :=


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

... ... . . . ...

0 0 · · · λn

 = QAQ−1,

segue indutivamente que, para k = 1, 2, · · · , n, Bk =


λk1 0 · · · 0

0 λk2 · · · 0

... ... . . . ...

0 0 · · · λkn

 = QAkQ−1. As-

sim, como a função traço satisfaz tr(CD) = tr(DC) para quaisquer matrizes quadradas

C e D, temos que

sk = λk1 + · · · + λkn = tr(Bk) = tr(QAkQ−1) = tr(AkQ−1Q) = tr(Ak).

Exemplo 3. Vamos determinar o polinômio caracterı́stico da matriz A =


1 0 2 1

5 1 0 4

2 3 1 2

0 6 0 1

 .
Mostra-se que s1 = tr(A) = 4, s2 = tr(A2) = 60, s3 = tr(A3) = 352 e s4 = tr(A4) =

2724. Logo, de (1), tem-se a1 = −4, a2 = −22, a3 = −8 e a4 = 9, o que conclui que o

polinômio procurado é p(x) = x4 − 4x3 − 22x2 − 8x + 9. �

Método de Krylov

Sob as notações anteriores, o Teorema de Cayley-Hamilton garante que o polinômio

p(x) = det(xI − A) = xn + a1x
n−1 + · · · + an se anula na matriz A, isto é,

An + a1A
n−1 + · · · + anI = 0. Assim, para qualquer vetor coluna não nulo y0, te-

mos que Any0 + a1A
n−1y0 + · · · + any0 = 0. Chamando yk = Aky0, segue que

yn + a1yn−1 + · · · + any0 = 0, que é um sistema linear simples da forma BX = C,

onde B é a matriz conhecida cujas colunas são os yk, X é a matriz incógnita formada pe-

los coeficientes ai e C = −yn. A partir daqui, basta escolher um método (dentre tantos)

para resolver este sistema linear e encontrar a matriz X .

Exemplo 4. Vamos encontrar o polinômio da matriz A do Exemplo 3 pelo método de

Krylov. Primeiramente, escolhemos y0 = [1 0 0 0]t. Com essa escolha, o sistema linear

encontrado é 
73 5 1 1

155 10 5 0

119 19 2 0

90 30 0 0

 ·

a1

a2

a3

a4

 = −


401

880

910

1020


cuja solução é a1 = −4, a2 = −22, a3 = −8 e a4 = 9, assim como encontramos no

Exemplo 3. �

Comparações
Os métodos de Leverrier e Krylov são eficazes quando lidamos com ordens maiores

que 5. No que se trata de métodos numéricos, feitos por máquinas, sua eficácia se torna

ainda mais notória. Abaixo, apresentamos uma tabela comparativa que deixa isso claro.

Fonte: [2]
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