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Resumo

Nesta tese estudamos algumas equacoes de evolucdo no sentido de Petrowsky. Quando os coeficiente sao
constantes obtemos estimativas LP — L7 para equacoes lineares e as aplicamos para obter resultados de
existéncia, unicidade e Blow-up para um caso semilinear. Quando os coeficientes sdo variaveis no tempo
obtemos estimativas do tipo LP — L9, estimativas de energia e espalhamento para problemas lineares.




Abstract

In this thesis we study some o-evolution equations in the Petrowsky’s sense. When the coefficients are cons-
tant we obtain LP? — L7 estimates for linear equations and apply them to obtain results of existence, unique-
ness and Blow-up for a semilinear model. When we have time-dependent coefficients, we obtain LP — L4
estimates, energy estimates and scattering for linear problems.
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Introducao

Nesta Tese estamos interessados em Equacoes de Evolucao provenientes de operadores de evolucdo no sen-
tido de Petrovsky, que vamos definir a seguir, veja também [22]. Considere operador

m
P=D"+  Aj(t,z,D.)D;"™’ (0.1)

J=1

onde A;(t,z,D,) = Z’,:i%p A;k(t,z, D;) sao operadores diferenciais de ordem p > 1e A;.(t,x, D)
sdo operadores parciais lineares de ordem k. O operador (0.1) € um operador de p-evolucdo no sentido de
Petrovsky quando o simbolo principal:

m
™+ Z Ajip(t, o, Dy)T™ (0.2)
7=1
tem m raizes reais distintas 71 = 71 (¢, x, &), 720 = Ta(t, x, &), ... T = T (t, x, &) para todos os pontos (¢, =)
no dominio de definicdo dos coeficientes e todo & # 0. Essa definicdo tem importancia devido ao resultado
de Lax-Mizohata, o qual afirma que essa é uma condicdo nescessaria para que o problema de Cauchy

Pu=f, 3gu(0,a:) = uj(z), ji=0,1,---,m (0.3)

seja bem-posto, veja [57]. O conjunto dos operadores de 1-evolucdo representa os operadores estritamente
hiperbdlicos, enquanto que os p-evolucao representam generalizagées do Schrédinger. A teoria de Equagdes
de Evolucido tem se desenvolvido bastante nos Gltimos anos, devido a sua relacdo com Analise Harmoénica e
problemas de Fisica Matematica.

Coeficiente Constantes

Problemas de Cauchy semilineares como, por exemplo, a equacdo da onda semilinear:

(0.4)

{utt — Au = |ulP
u(0,2) = ug(x), u (0, 2) = ui(x),

tem sido objeto de interesse frequénte na area de equacoes diferénciais parciais. Determinar quando se tem
existéncia global no tempo foi um tema de ativa pesquisa nos Gltimos anos e estimativas para a solucao da
equacio da onda linear tem se mostrado muito importante nesse estudo. Em [79], Strauss conjecturou que
a raiz positiva p.(n) da equacao:

(n—1p*—(n+1)p—-2=0

€ 0 expoente critico para o problema de existéncial global, ou seja, se p < p.(n) o problema de Cauchy (0.4)
nao possui solucdo global no tempo para dados pequenos enquanto que se p > p.(n), 0 mesmo problema
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possui solucdo global no tempo para dados suficientemente pequenos. O expoente p.(n) passou a ser co-
nhecido como expoente de Strauss e, desde entao, varios avancos foram feitos no sentido de verificar essa
conjectura. Em [30] e [29] Glassey verificou a conjectura para o caso n = 2 quando p < p.(2) e p > p.(2);
em [63], Shaeffer verificou o caso p = p.(n) para as dimensdes n = 2, 3; John, em [40], verificou para o
caso p < pe(3) e pe(3) < p < Peons(n). Paran > 3, Sideris, em [72], provou a ndo existéncia global de

solugdes em C(]0, o0), L%(R”)) para dados pequenos adequados e 1 < p < p.(n). A existéncia para
n > 3 foi verificada por Giorgiev-Lindblad-Sogge em [27] para p.(n) < p < pconf(n) melhorando um resul-
tado anterior [50] em que os autores obtiveram solucao fraca para dados radiais. Por fim, o caso p = p.(n)
com n > 3 foi verificado independentemente por Yordanov-Zhang em [92] e Zhou Yi, em [87]. A potencia
Peont (1) € conhecida como poténcia conforme e, em [49], mostra-se que pode-se obter solucao global para
dados pequenos desde que assumamos certa regularidade dos dados iniciais.

Espera-se que quanto melhor as estimativas relativas a parte linear mais eficientes se tornam os métodos de
se obter existéncia global no tempo para o problema semilinear. Se considerarmos o problema de Cauchy
(0.6) com ¢ = 2, mediante um argumento de scaling usado para equacdes dispersivas nao lineares nés
obtemos que s, = § — p%l é o indice critico no espaco de sobolev HS(R”), qual seja, podemos esperar
que se s > sy, 0 problema de Cauchy (0.6) é bem posto em H*(R"), ao menos localmente, enquanto que é
nao bem-posto para s < s,. Em [31] os autores obtiveram uma estimativa de tipo Strichartz para o problema
linear e provaram a existéncia global para dados iniciais pequenos em espacos de Besov qu(R”), 5> 8
para o problema de Cauchy (0.6), quandop > 1 + % en > 4,eparap > 5nocason = 3. Recomendamos
[89] para o resultado de mal-posto no caso 0 < s < s,,.

Se olharmos para a energia C([0, ], H*(R")) N C* ([0, T], L*(R™)), entéo temos que assumir § — -15 < 2
e disso temos uma limitacdo superior para p, isto é, p < Z—fﬁ para n > 4 (veja observacdo em [89] ).

No primeiro capitulo discutimos técnicas para se obter estimativas LP — L4 para o problema de Cauchy

—A)u=0 t>0 R"

U(Oax) = f(:L‘), ut(oax) = g(l‘)

Obtemos estimativas LP — L9 e de Energia para a solucao de (0.5) singulares e ndo-singulares, sendo nes-
cessario para esse Ultimo caso, exigir mais regularidade nos dados iniciais. Nota-se, nesses problemas uma
diferenca na taxa de decaimento da solucdo entre oscasos o = 1,0 > 2e o < 2, mas # 1. A razao disso
esta na restricdo para o valor p em que temos as estimativas LP — L7 na linha dual, além da tese do lema de
Littmann.

No segundo capitulo dessa tese usando as estimativas lineares, vamos obter existéncia global no tempo acima
do expoente critico p.(n), em alguns casos, para a equacao:

ug + (—A)7u = |uf?, t>0, z€R” 04
U(O,CL’) = 07 ut(()?x) = g(l')’ .
comp > 1eo > 1, onde o expoente critico é dado por
L L n> o
pe(n) = {”‘7 (0.7)
00, n < o.

Uma contribuicdo dessa Tese foi mostrar que p.(n) é de fato o expoente critico para qualquer inteiro o > 1,
como < n < 20, no entanto, no caso n > 20, nés temos em geral, um intervalo entre o resultado de ndo
existéncia e o de existéncia, veja os Teoremas 2.1.9, 2.1.16 e 2.1.20 para mais detalhes.

Coeficiente Variaveis.

No caso em que a velocidade de propagacao é dependente do tempo consideramos inicialmente

ug +m2(t)(—=A)°u =0, u(0,z) = ux), ug(0,2) = uy(x). (0.8)
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Em [21] os autores estudaram estimativas de Energia quando a massa € integravel e 6 = 1. Quando m(t) =
(1+t)£ el = —% em [25] e [26] os autores obtiveram estimativas P — LY para a solucio de (0.8) e mostraram
certas relagdes com problemas de cosmologia. Nessa Tese, no casoem que —1 < ¢ < 0 provamos estimativas
de energia para o problema (0.8) usando teoria de funcdes especiais. Além de estimativas do tipo L! — L2,
veja os Teoremas 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3 e 4.1.2. Nesses Teoremas nota-se que o caso ¢ = —% divide (—1,0) em dois
intervalos de modo a termos comportamentos distintos em cada um deles.

No capitulos 3 dessa tese consideramos o problema de evolu¢cdo com termo de massa,

{Lu =gy + (—A)u+mt)2(—A)Pu=0, t>0, zcR" 09)

u(0,2) = up(z), w(0,z) = ui(x),

comm(t) = (1 + t)gfl, ou seja, o caso invariante por escala. Quando o = 1 e § = 0 Béhme em [5] provou
estimativas de Energia e LP — L? na linha dual. Nessa Tese provamos estimativas de energia e estimativas
do tipo L? — LY na linha dual quando 26 = o. Além disso, nesse mesmo caso provamos estimativas do
tipo L' — L? quando 20 > n que é uma condicio natural para esse tipo de estimativa. Quando § = 0 e &
qualquer, provamos estimativas L' — L2, também com a hipétese natural 20 > n. Para completude, fizemos
também as estimativas na linha dual para o caso § = 0.

Para m(t) mais geral, no capitulo 4, estudamos apenas estimativas de Energia e Espalhamento. Quando
d = 0 em [5] é proposta essencialmente a seguinte classificagdo para a Energia: Quando tm(t) — oo, temos
que [lue(t,)||72 + [[Vult, )72 + m(t)lu(t,-)]122 < Cllug(0,-)]|32 + [|u(0,-)||32, que ela passa a chamar
de poténcial efetivo por essa razdo, ou seja, o termo com a massa tem um influéncia na estimativa da Ener-
gia, uma vez que, ema geral, s6 podemos esperar que ||u(t,-)||32 + [|Vu(t, )72 + m2(®)|u(t,-)[|7. <
Cllug(0,)]125 + [[u(0,-)||32. Quando tm(t) — 0e [;°(1 + t)m*(t)dt < co, Bshme provou um Teorema
de espalhamento para a onda livre u;; — Au = 0. Além disso, em [19] os autores explicaram as propri-
edades qualitativas da solugdo para(0.9) com um poténcial m(t) satisfazendo (1 + t)m(t)? ¢ L'(RT) e
lim;_, o, tm(t) = 0. A Energia de tipo Klein-Gordon da solucao de (0.9) é dada por:

Exc(u)(t) = %(Hm(t MEz + I(=2)72ut, )2 +m()?[[ (=) ult, )[72)- (0.10)

Para o caso 6 > 0 o modelo invariante por escala no caso 20 = ¢ que pode ser tratado com funcdes especiais
nao indica que podemos esperar um efeito dissipativo. De fato provamos que com condicées adequadas em
m(t) temos conservacdo generalizada de Energia, ou seja:

cExc(0) < Exa(t) < CExa(0).

Veja o Teorema 4.4.8 para § > 0 e o Corolario 4.4.10 para o caso 6 = 0. Além disso provamos que no caso
29 < o e quando a massa decai suficientemente rapida, temos um Teorema de Espalhamento para uy +
(—A)?u = 0. Veja o Teorema 4.5.6 para o espalhamento, e o Teorema 4.5.7 para conservagao generalizada
de energia quando tivermos a mesma condicdo na massa, porém com a condicdo 26 > o. Provamos também
uma estimativa de Energia conjecturada em [5] quando a massa tem tendéncia crescente, veja 4.4.2.

Por fim, temos uma apéndice com alguns resultados conhecidos em Analise e que foram usados em todo o
texto completam essa tese.



Capitulo

Equacoes de Evolucao Lineares com
Coeficientes Constantes.

Nesse capitulo estaremos interessados em obter estimativas LP — L4 para a solucido do seguinte problema
de Cauchy.
Ut + CLZ(—A)UU =0 (1 1)
’U,(O,JI) = ¢($), Ut(o,l') = ¢<$)

onde a é constante positivae o > 0, que podemos supor sem perda de generalidade serigual aum. Este é um
operador o-evolucdo no sentido de Petrowsky, pois seu simbolo 72 + |§]2" tem parte imaginaria pura. O caso
o = 2 éum importante modelo na literatura ele é conhecido como operador de Germain-Lagrange, ou ainda
operador de beam e o operador tipo plate nos casos n = 1 e n = 2, respectivamente. O operador linear de
beam herda algumas propriedades, mas nao todas, do operador de Schréodinger. Em particular, nés ndo temos
conservacao de massa, pois os coeficientes da beam s3o reais. Por outro lado, a representacao funcional da
solucdo contém oscilacdes como ocorre para o operador de onda. No entanto, o operador Germain-Lagrange
nao de tipo Kovalesvkiano [15], logo ndo se tem velocidade de propagacao finita.

1.1 Representacao da solucao por multiplicadores

Considere a representacdo da solucdo da Equacdo de evolucio (1.1) dada a seguir:

. ) 1 . ‘ 1
— -1 ig|7t —ilg]7t) = —1 g7t _ —ilglet) =
u(t,2) = F, (7 + 7 ) S F0)(©) + Fl, (7 = M) g F)(6))
ou ainda
_ o _ . oy 1
u(t,z) = ]-"6_1m<cos(t]§\ ).F(cb)(f)) —i—]:_lm(sm(t\g] )@J-“(w)(gﬁ
Assim nossa analise se resume no estudo dos multiplicadores eEilél7t eilgf(,lot e Smg"ﬁla). Vamos ver que

uma vantagem significativa desse Gltimo com relacdo ao segundo é sua limitacio, o que garante a estimativa
L?-L2.

O Problema (1.1) € bem-posto, por exemplo, em L?(R"), ou melhor, suponha o > 1 e seja u(t, =) solugdo de
(11),se ¢ € L%(R") e ¢ € H° (R™), entdo temos que

u(t,z) € C(R, H°(R™)) N C* (R, L*(R™)).
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isso sera provado no Teorema 1.5.10.
Suponhamos que exista c tal que a estimativa a seguir seja satisfeita para todo ¢ € S.

ilgl”
173, (G F@)O) la < cliel 02)

Como

. etnle
T FOO) g =717y (T Fre)m) s

n|”
Wﬂ%s@)(n))n%

n o

rTn 4 n
<cteVar||7 L olly < cte a7 |||l

onde 7,¢(&) = ¢(r€), temos

1 1

i§|7¢ 1 pgm(iol
Hfix(ﬂwf«o)(ﬁ))uqs&“(* D) ol (1)

Observacao 1.1.1. No argumento acima a funcéo e'l*1” nao desempenha nenhum papel importante, assim
poderiamos ter uma funcdo qualquer f(z) em seu lugar, ou seja: Se vale (1.2) com f(|¢|7) no lugar de ¢?l¢1°,
concluimos a estimativa (1.3) com f(t|€|”) no lugar de ¢*l¢I°?,

Note que nao precisamos provar qual o decaimento 6timo, pois esse é fornecido pelo argumento acima, s6
precisamos provar que vale (1.2), ou seja, ndo precisamos nos preocupar com o tempo. Diz-se, nesse caso, que
nossa solucdo é homogénea, ou que nosso problema é homogéneo. Isso € uma enorme vantagem, e fornece
uma significativa simplificacdo nas contas. Vamos supor, por um instante que em vez de (1.1) tivessemos
considerado, por exemplo, o seguinte problema de Cauchy.

ug + (—A)u + m2(—A)5u =0, u(0,2) = ¢(x), u(0,2) =1v(x),

onde m é uma constante postiva e § # o. Nesse caso, ndo se tem homogéneidade e as estimativas para os
multiplicadores devem levar em consideracdo o tempo o que dificulta enorme o trabalho se quisermos provar
decaimentos 6timos. Em [53] os autores estudaram esse problema para quando o = 1 e § = 0, e obtiveram
resultados 6timos. Na verdade classificaram o decaimento P — L9 dos multiplicadores associados, e nota-
se, nesse paper, que o expoente do decaimento como funcio de x = 217 ey = %, diferente do caso em que
m = 0, ndo é linear, porém é linear por partes. Além disso, novamente, como nao existe o argumento de
homogeneidade os autores do paper provaram a otimalidade dos decaimentos obtidos com exemplos.
Assim vamos passar a provar (1.2). Para isso dividiremos nosso espaco em frequéncias baixas e altas. Consi-
deremos a funcao de corte radial xy € C*°(R) satisfazendo x(£) = 0 para [¢] < 3, x(&) = 1para [¢] > 3,
e x(&) € [0,1], vamos usar y genericamente para qualquer fungdo que com essas propriedades. Basica-
mente, na antidiagonal usaremos para frequéncias baixas e altas, respectivamente, o Teorema de Paley A.3.5
e o Lema de Littman 1.3.3. Da mesma forma usaremos fora da anti-diagonal Mikhlin-Mormander A.3.6 e
técnicas de decomposicado diadica.
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1.2 Frequéncias baixas

Estimativa na Anti-diagonal.

No paper [35] Hormander faz um estudo de operadores invariantes por translacio, onde ele prova por exem-
plo que esses quando limitados de LP em L9 podem ser representados em Schwartz como operadores de
convolucdo com um nudcleo que é uma distribuicdo temperada, nesse paper ele obtém uma famosa extensao
do Teorema A.3.6 que é de Mikhlin, mas que estamos chamando de Mikhlin-H6rmander e que fornece uma
condicdo integral mais fraca do que estamos supondo em A.3.6, porém também suficiente para uma funcao
L estar em M;’ paral < p < oo, essa versao mais forte nao vamos precisar aqui. Desse paper o resultado
que, de fato, vamos usar é o Teorema A.3.5 que é (til para provar a proposicao a seguir.

Proposicdo 1.2.1. Paral < p<2<g<ooel <r < n(% — %) temos

wielr L= x(§)
[34

Demonstracdo. Considere primeiro o caso r > 0, segue que

g=e € M} (1.4)

{eeR":|g(e)] > 1} < {EeR™: ¢ <I 7} <CI™™ (1.5)

temos paral > 1quel + <1 4 . Alémdissoparal >0, {¢ € R": [g(¢)| > 1} C {€¢ e R": [¢| < 1},
logo temos

{EeR™: |g(O)| > 1} < CI™?, (1.6)

onde (% — %) = % Logo, pelo Teorema A.3.5 segue o resultado no caso r > 0. Agora, se r = 0 temos para
I >1que|{{ € R":|g(§)| > 1} = 0. Assim escolha C = |{¢ € R" : [¢] < 1}, temos que vale (1.6) para
qualquer b > 0, logo pelo Teorema A.3.5 temos o resultado para quaisquer p,gcom 1 < p < 2 < g < oc.

O]

Note que para provar o resultado acima so6 precisamos que no lugar de eFilél” tenhamos uma funcao limitada
na bola unitaria. Assim deduzimos imediatamente o seguinte Teorema.

Proposicao 1.2.2. Paral < p < 2 < g < o0, temos

. sin(|€]9
- é‘ﬁ”(l — (&) € M. (1.7)
Demonstracdo. Analoga a Proposicdo 1.2.1, com r = 0 e com % no lugar de e*¢l° . O

Estimativa na Diagonal.

Quando r > 0 o multiplicador eTilél” %I’@ nao ¢é limitado, logo ndo pode estar em M, qualquer que seja

1 < p < 00, vejaoTeoremaA.3.4. Mesmo no caso r = 0, se tomarmor por exemplo o = 2 0 mesmo Teorema

A.3.4 diz que na diagonal s6 temos estimativa no ponto p = 2. Assim, tendo em vista o nosso objetivo, vamos
sin(|€|7)

estudar os multiplicadores =5 (1 - X(§)> e cos(|¢|?). Para provar a limitacdo na diagonal vamos aplicar

Mikhlin-Hormander A.3.6, mas para isso vamos lancar mao do seguinte Lema.

Lema 1.2.3. Para todo multi-indice ce 0 < |¢] < R temos:

0% sin([€]7)] < Ca,rl€l7" e 0% cos(|€]7)] < Ca,rlé] ™.
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Demonstragdo. Para || = 0 o resultado é 6bvio, suponha que as desigualdades sdo validas para todos
|a| < k com k inteiro. Seja o um multi-indice com a = ag + ¢; e |ag| = k. Como

9% sin(|¢|7) = o cos(|€]7)[€]7%¢;,
temos que:

0% sin(|€|7) = 0%°0% sin([¢]7) = 00 cos([]7)[€]77%¢;.

Portanto

0% sin(|€]7)] < Co Y 107 cos(1€]°)[107[€]°%;].

B+y=a0

Como [£]772¢; é homogénea de grau o — 1 e | 3| < k temos pelo Lema A.4.6 e por hipétese de indugdo que
para0 < [{| < R

10%sin([¢]7)] < Co,r Z |7 Bllele=2= < ©,, glg|o 1
B+y=ao

Analogamente temos que

0% cos([€]7)] = |0° sin(|€|7)al€|7 72| < Ca,rl€| 1.

O
Finalmente temos as estimativa na diagonal.
Proposicao 1.2.4. Para todo multi-indice c e 1 < p < oo, temos
. osin(|€]°
g= |(£||§|)(1 - X(g)) € M,. (1.8)

Demonstragdo. Considere m(§) = Sirigf(,la), podemos concluir pelos Lemas A.4.6 e 1.2.3 que para 0 < [£| <
R’

0*m(€)| < Co Y |0°sin(&|")1071€]7°| < Ca,rlé] ™!
Bt+y=a

para todo multi-idice o. Como g(&) = m(&) para £ pequeno, temos portanto que [0%g(§)| < Co|&| ™. Logo
aplicando Mikhlin-Hormander A.3.6 temos provado a Proposicao. ]

Corolario 1.2.5. Paral < p < q < oo, temos que

si 7
0 (1 we)) € nag.
€]
para todo o # 0.
Demonstracdo. Aplique a Proposicao 1.2.2 e o Corolario 1.2.4. ]

A figura 1.1 mostra a regido em que provamos a limitacado do multiplicador.
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Ql
»
—

Figura 1.1: Frequéncia Baixa.

Estimativa L1 — L9

Em alguns casos podemos provar estimativas do tipo L' — L7 em frequéncias baixas para o multiplicador:

mq(§) € {Sm’gfam,cos(|g|a),eits|a}.

Proposicao 1.2.6. Para 2 < ¢ < oo, temos que
mo(©)(1 - x(6)) € MY,
para todo o.

Demonstracdo. Temos pela desigualdade de Minkowski paraintegrais, e como g > 2 temos usando Hausdorff-
Young, Teorema A.3.3, que:

1F2 Amo () (1= 1)) F@)NOHg SIFZL Amo () (1= 1)) Hlalloll
Slima () (1= x0O)) Il

1,1 _
onde 3. + 7 = 1-Mas
0 que prova a Proposicao.

1.3 Frequéncias Altas

Em [56], [55] e [54] Miyachi e em [65] Peral fecharam o estudo no espacgo de Hardy com indice 0 < p < oo
do seguinte mutliplicador
x(€)

158

- Filg|e
Mo (€) = e €]
provaram dentre outras coisas o seguinte Teorema.

Teorema 1.3.1. Seja0 <o <louo > 1.
Mg,y € Mg
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(1) parap > 1eq<oose,esomentesepgq,%—i—% <le<z=l

1
p q
Lol or o
P q — 27

> oup<gq,:+

SIS
33
3=
B

(2) parapzlel<q<oose,esomentesel+"T_1 <,

+Z;

(3) parap = 1eq = oo se, e somentesen(l — §) <r;

(4) parap =1eq=1se,esomenteser > o7.
Demonstracédo. Veja em [56]. O
No caso o = 1 eles obtiveram o seguinte Teorema.

Teorema 1.3.2. Temos que
mi, € Mg

(1) parap > 1eq < oo se, e somente se p < q,%—l—% <le
e

(2) parap=1el <q<oose,esomenteser—"TJrl > —%;

(3) parap = 1eq = oo se, e somente se r > ”TH;

(4) parap = 1eq = 1se, esomenteser > "L,

Demonstracdo. Veja em [56]. O

. . _ « e 1 _ 1 1 1
A figura 1.2 ilustra o caso r = o, definimos - = —(0(5 +1)- 1).
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ol
»
>

Nim
El
|
A
=
=

n-1
2(n+1)

ol

\/

Ol
Tl

oc=1 o>1

Ao ) p == - - e

\)

o<1

Figura12:Casoo =r

Para se demonstrar esses resultados os autores fazem uso que o dual do espaco de Hardy H' é o espaco
BMO e do Teorema de Interpolacio de Stein, pode-se ver esses Teoremas, por exemplo, em [23] e [75].
Vamos provar as estimativas para o mutliplicador m, , sem uso desses Teoremas, vamos usar apenas técnicas
de decompoicio diddica. Porém com essa técnica sé conseguimos, em geral, a estimativa para os pontos do
interior da parte pintada da figura 1.2. A estratégia é simples, vamos primeiro provar, usando o Lema de
Littman 1.3.3 que temos a estimativa na antidiagonal, para o caso ¢ = 1 veja, por exemplo, [9] e parac > 1,
com regularidade, veja [64]. Depois, vamos reproduzir o que foi feito em [73] para a Diagonal sem os pontos
extremos. Finalmente, vamos fazer os demais casos. Depois disso, tudo ficara claro que o modo de fazer os
demais casos é analogo ao que foi feito na diagonal por Sjéestrand [73], e esse é o objetivo de escolher essa
ordem de apresentacdo, para deixar claro o que se obteve e como, a partir do que ja tinha sido feito. Para
mostrar que nao vale a estimativa no complementar do fecho da regido pintada na figura 1.2 a demonstracao
também sera analoga a que foi feita em [73] para a diagonal, novamente faremos apenas uma adaptacio.

1.3.1 Estimativa na Antidiagonal

Em [9] Brenner usa o Lema de Littman para provar estimativas na antidiagonal para o multiplicador m; 1, em
[64] Pecher faz o mesmo para m, ,, o inteiro positivo, mas como ele precisava de estimativas nao singula-
res, pediu regularidade nos dado iniciais, ou melhor dizendo, provou que m, , € um operador limitado de
W#4(R™) em LP(R™), onde W*4(R"™) é um espago de Sobolev. Mostraremos que podemos obter com as
mesmas técnicas de Brenner estimativas sem regularidade.
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Lema 1.3.3. Considere a integral oscilatoria
Frbe (o)),

onde a amplitude v € C§°(R™) tem suporte no disco D[1,2] = {¢ € R™; 1 < [¢| < 2} enquanto a funcdo
de fase p € C* no suporte de v. Além disso, suponha que o rank do Hessiano H,(n) € maior ou igual a k no
suporte de v. Entdo a seguinte estimativa vale:

12 (Do) e < CO+7)75 3 DG,
|| <M
onde M é um inteiro adequado.
Demonstracéo. Veja em [52]. O
A demonstracao do resultado acima pode nao ser muita clara para alguns leitores. Vamos usar o Lema quando

p(n) e v sdo radiais, nesse caso a demonstracio pode ser obtida de maneira alternativa, usando propriedades
da funcdo de Bessel e o Lema de Van der Corput que vamos indicar adiante.

Lema 1.3.4. Suponha v € C§°(R™) é radial e tem suporte no disco D[5,2] = {£ € R™;
para o > 0 real, temos

-1 —it|g|7 - C(]_ + t)_(T) Jparac = 1;
IFe e <e v(E)) e < {C(l e parac £ 1 (1.9)

2 <|¢] < 2}, entdo

onde C' > 0 é uma constante ndo nula.

Demonstracdo. Precisamos estimar a seguinte integral oscilatoria

[ et ue)ag

considerando a fase p(£) = izé — it|¢|7, temos i® (&, t, ) = Vp(£) = ix — ito|¢|7 1€, logo no caso
|z — to|€]°~1¢| > 1 vamos usar um método de integracdo por partes. Vamos considerar um operador
diferéncial D tal que De@¢—itlEl” = ¢iw€—itl€l”  considere

1 - 1
Df = W j;l (I)j(57 t x);aéjf

aqui ®;(&,t, x) é a j-ésima componente de ®(&, ¢, ). Agora aplicando a integracdo por partes N > 1 vezes
concluimos que

| / ey () de| < Cn (1 + )N (1.10)
|o—tol¢lr=1¢[>1

onde a constante C'y ndo depende de x ou t.
Passamos agora a considerar o caso |z — to|£|°~1¢| < 1, como estamos restritos a % < €| < 2 temos que
existe uma constante ¢y > 0 tal que para t grande temos:

et < |z| < cot. (1.11)
Usando (A.6) para ¢/ v(r) temos

2—n

Fela (e*“"f'”)v(f)) = (2m)% /Ooo o) (rla]) 2 Tuzz (rla|)dr (112)

Supondo o # 1 temos que a derivada segunda com relacdo a r de itr? é > C' no suporte de i(r) :=
2—n
v(r)r" 1 (r|z|)72 Ju-2(r|z|), logo usando o Lema de Van der Corput A.1.3, temos:
2
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\A () (rfe]) 7 Tz (rlaf)dr| < CEF () + 1)) (113)

Agora usando a Proposicdo A.1.1com k£ = 0 e £ = 1 temos, usando (1.11), que

th<am(2)§t“”; (1.14)
19 [lp < Cylaf ()1

Assim, como a integral que queremos estimar é limitada uniformemente em z, podemos deduzir que das
estimativa acima que

‘/OO () (r ]x\) * T 2( lz))dr| < C(1+1t)"2 (1.15)
0

onde a constante C' é uniforme em z.

No caso de o = 1 ndo podemos usar Van der Corput, mas podemos fazer uma estimativa direta de (1.12)
usando a desigualdade (1.14) e lembrando que o suporte de v é compacto. Portanto, essas estimativas junta-
mente com (1.10), prova o Lema.

O
Casoo # 1
Proposigio 1.3.5. Suponha o # 1. Entdo,se 1 <p <2e (5 — 3)(n(2 —0)) <roup=len(2—o) < 2r,
temos
M (&) = eI Tg(f) e M. (116)

onde p* é o expoente conjugado a p, ou seja, % + ]% =1

Demonstracdo. Seja ¢ como na definicio A.4.1 dos espacos de Besov, lembrando que ¢, (&) = ¢(27%¢) para
todo k inteiro. Vamos provar que

oEilel” X&) Pk (§) x(§)or(§)
194

. —r—cgf
€ M7® com norma menor ou igual a C2F("="=73),

?(§)
[HE

Pk (£)
38

onde C independe de k. Faca 27%¢ = 1), como (&) para k > 1 temos pelo Lema de Littman

que:

< Ligka|yle A(1)

Za | >HL°°<Rn>

n—x

P g =2
< C2kn=r)(1 4 okoy =3

para k > 1. Sabemos também que para k < 0, x(§)or (&) = 0e x(§) \g?r) é integravel. Portanto podemos
concluir que para todo k inteiro:

( +il¢le X\S)PE(S) (£)¢k(§) f(f)) H < C2k(n_r_0%)||f||L1(Rn)~ (117)

H = &l L (R")

Além disso, usando Plancherel temos
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| (et X <symx§>]%f))’ < C2H|| £ 2 -

€I L2(R™)
Finalmente por Riesz-Thorin, Teorema A.3.1, segue que
(e X(E01(E) < ot (-r-Dme-on)
|7t (e D) < €2 e, (118)

ondel <p<2e % + I% = 1. Agora note que por hipétese, quando 1 < p < 2e

(—r—l—(; —%)(n@—a))) =0,

temos pelo Lema A.4.1, que:

|, (e X ) < C| Loy

&l

Lr* (Rn)

Quando temos 1 < p < 2 e a hipotese ( —r+ (% -3 (n(2- a))) < 0, segue a série converge

Hﬂw( il (Of(fﬂm Rn)<ZHF (iw (é)dm(f)ﬂf))‘

€I Pt €l Lv" (R")
< C|[fllze®ny,
concluindo assim a demonstracao.
O
Corolério 1.3.6. Seo # 1, entdoparal < p < 2e(; —3)(2n(; —3)) < loup =len(; —3) < 1. temos:
Mo (€) = e Tﬁ(li) e MY, (119)
paratodol < p < 2.
Demonstracdo. Aplique a Proposicdo 1.3.5 paraocasoo = r. ]

Casoo =1

Na demonstracdo da Proposicdo 1.3.5 apds aplicarmos Litmann com ¢ = 1 temos que o expoente em (1.17)

ficak(n—r— —) Assim, tal como demonstrado em [9] parar = 1, podemos provar a sequinte Proposicdo.
Proposicdo 1.3.7. Suponha que 1 < p < 2. Entdo para (% — ) (n+1) <r, temos
mir(§) = el Tf(fr) c M;’*. (1.20)

onde p* é o expoente conjugado a p, ou seja, % + ]% =1
A mesma concluséo é vdlida no caso p = 1, desde que ”7“ <r.

Demonstracdo. Analogamente a demonstracao da Proposicdo 1.3.5 apds aplicar Littman temos para k > 1
que:
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Hfjw( j:llfX(f)gf(g)}—(f))HLoo(Rn) < O ) 11 . (1.21)

Por outro lado usando Plancherel temos

H 5%( iz|§\X(£)¢k(€)]_—(f)>‘

‘€|r c2” kr HfHL2 R7)-

L2 (R")

Assim por Riesz-Thorin A.3.1, segue que.

b(-rt-Hn))
< C2 < p 2 ny.
oy S c I £1l e ()

H E—m( :I:z£|X(£|)£¢f(§) (f))‘

ondel <p<2e ]% + z% = 1. Agora note que pela hipétese, (— r+ (I% —D(n+ 1)) < 0 e logo pelo Lema
A.4.1, temos

H fw< +il¢| X(ﬂ)jf@ F f)> ‘

onde C'indenpende de k. Como, por hipétese, 2 > p > 1 podemos aplicar o Lema A.4.1 e concluir a primeira
parte da Proposicao. Nocasodep =1e "TH < r temos na desigualdade (1.21) que o expoente é negativo e
a partir de agora é so seguir o que foi feito na Proposicao 1.3.5, ou seja, usar que a respectiva série converge.

]

< 2 7Y,
L7 (&™) CllFll e en)

Observacao 1.3.8. Note que quando n%rl + % < 1 0 extremo inferior da anti-diagonal onde vale a estimativa

é % =g+ % que é fechado para a estimativa (vale a estimativa no ponto). Quando nLH + % > 1 temos
que o extremo inferior serd quando p = 1, também fechado. Essa técnica néo diz sobre o caso r = "‘QH seo
respectivo ponto extremo p = 1 serd fechado ou ndgo. Embora sabemos, por Miyachi, que € aberto.
Corolario 1.3.9. Se (% — 3) < 75, temos para n > 1 que

f(&) = eFE A2 X(©) M (1.22)

€]

onde p* é o expoente conjugado a p, ou seja, % + ]% =1
Demonstracdo. Aplique a Proposicdo 1.3.7. ]

1.3.2 Estimativa na Diagonal

Os resultados que serdo apresentados nessa subsecdo para o < 1 foram primeiramente provados por Hir-
chmann [33] e Wainger [88], respectivamente em 1959 e 1965. Para o > 1 foi provado primeiramente por
Sjostrand em 1970 [73] e por Ishii [39], em 1974. Seguiremos os calculos feitos por Sjéstrand, que os provou
para todo o > 0.

Casoo # 1.

Proposicd01.3.10. Sel < ¢ < s, s > 2 e se para N inteiro com N > nsq;Sq tivermos f, D f € L*", entdo

_fl_, 1
VD N g R,
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Demonstracgdo. Denote a = .7-"‘1(f), logo temos pela desigualdade de Hélder para 3 > 1 e por Hausdorff-
Young para s > 2 que

lae = / la[9(z)dz + / 2]~V V0| a)9 () d
|| <r || >r
s 1-4
<Nallgr 0= 4 Va3 / oV dz)

|z|=r

SIANE 03 4 |DY f (@) |[drm Vo=,

onde na dltima desigualdade estamos usando que n°-4 q — N < 0eque f, DNf € L%". Logo
1_1 _N 1_1
lallg < ClIFllor™a™ + DN f (@)l TG,

1 1

onde C é uma constante que s6 depende da dimens&o. Assim escolha 7 = ||f|, ¥ | DY f||5 e obtenha o
resultado.

g

Corolario 1.3.11. Paral <p <2,N > S ef =2(1 — %) temos

(1— 2 )( n(1-9)
£l < IAIS 2O DN g2 0 g0

Demonstragdo. Aplicando o Lema A.3.2comp = 1, pg = 1 e go = 2 juntamente com a Proposicao 1.3.10
parag = 1 es =2, elembrando que || f||as, = || f|co- O

Proposicao 1.3.12. Se n’% — l’ < L,entdo f = mg, € M,

Demonstragdo. O casop = 2 éimediato. Sejaadado por F(a) = f edefinaag, por F(ax) (&) = ¢r(§)F(a)(§).
Pelo Lema A.4.6, como o > 0, para M inteiro positivo podemos provar que

|DM F(a)(©)] < Carlé] MY,
e portanto

IDMF(a)lla < 2t Cr M lomDHE), (123)

Pelo Corolario 1.3.11, com 6 = 2(1 — %) temos que

1F (ag)l|ag, < C2E7(E=9)A=0g—krd _ ko (n(G=3)=3) (1.24)

Como o suporte de x esta em um complementar de uma vizinhanca da origem temos que existe um kg inteiro
talque f = Zz‘;ko F(ag), logo pela hipdtese a série a seguir converge,

£, < C Z okon(;=2)=2) < (.
k=ko

O]

Note que para provar a Proposicdo 1.3.12 s6 pedimos que o > 0, vamos ver que no caso o = 1 a estimativa
vale em um intervalo maior, mas para os demais casos esse é o maior intervalo aberto na diagonal onde
temos a limitacao do multiplicador. Segue imediatamente para o caso » = ¢ o Corolario a seguir.

- 1 1 1 ~ _ eTilgl?
Corolario 1.3.13. Se ‘5 — 5‘ < ,entdo f = WX(S) € M,.

Demonstracdo. Aplique a Proposicdo 1.3.12 parar = o. ]



CAPITULO 1. EQUAGOES DE EVOLUCAO LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES. 20

Casoo =1

A demonstracido da Proposicao a seguir pode ser encontrada no paper de 1970, [73]. A estimativa nos end-
points foi demonstrada, nesse caso, primeiramente por Peral em 1980 no paper [65].

Proposicdo 1.3.14. Se ‘% — %‘ < L=, entdo f(£) = eﬂ\&l%ﬁ) € M,.

Demonstracdo. Veja em [73]. O

1.3.3 Estimativa dentro do Triangulo.

1 1)em

Considerando o Triangulo A com vértices (0,0), (1,0) e (1,1), vamos provar as estimativas com (.,

uma regiao de A, para isso vamos usar técnicas de decomposicao diadica.

Caso o # 1.

Na Proposicao 1.3.12, Sjostrand, em frequéncias intermediarias, interpola os pontosp = g = 1 comp = g = 2
e assim obtém uma condicao para que a Série Diadica convirja. Nossa estratégia para obter nos demais pontos
dentro do triangulo foi simplesmente escolher para interpolar os pontosp =g =1lcom1 < p <2eq=7p,
dual de p. Em seu paper Sjostrand nao estava procurando estimativas fora da diagonal, por isso talvéz nao
tenha estendido seu resultado, ou talvez ele ndo tivesse conhecimento do resultado na antidiagonal, ou talvez
simplesmente nao achava importante. A estratégia pode, entao ser ilustrada pela seta vermelha na figura 1.3.

1
a A
1
7/
e
s/
///
’ /
T
141 ’
§+ﬁ """""""""" /

oY
T
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
g\
'
'
/
U S
Ol

hell

Figura 1.3: Estimativa no Triangulo.

Proposicdo 1.3.15. Se % + % >1le }3 + "T_l < -+ %, entdo f(&) = eii\ﬁl"%ﬁ) € M. A mesma conclus@o

1 1 l—0o
= = < —_— —
vale se + q le <

r
n

g
ok

33

1
q
Demonstracdo. Vamos provar o caso acima da antidiagonal % + % > 1, o outro caso segue por argumento

de dualidade. Considere a distribuicao a = Ffl(f), e seja ¢ uma fungdo como na definicao de espacos de
Besov, com suporte em {z : 1 < |z| < 2}, e para k inteiro, ¢ (&) = #(27%|¢|). Analogamente defina ax,
por F(ay) (&) = ¢ (&) F(a)(€). Temos por (1.24) parap = 1 que

|1 F (ar)llas, < C2F7023),
Por (1.18) temos também que

E{ —r+(E -1 (n2—0

PO
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Portanto pelo Lema A.3.2 temos que para % = 1]3;09 +0e % = 11;69 +6,com0 < 6 <1,vale

|7 ()l < oot (s hoEe )00 sy con(3et-(545))

Como para algum k fixo, temos a estimativa pela seguinte Série Diadica

1F(a)lagg < C > 1F (ar) g
k>ko

pela hipétese temos que a Série converge, o que prova a Proposicao.
]

T
n—1

Observacao 1.3.16. Para o caso o = 1 basta interpolar os pontos da diagonal ’% — %‘ < e antidiagonal

(1% - %) (n+1) < r, obtendo assim um triangulo, cuja parte acima da antidiagonal € dada por %—% <r+ ”Tfl

1.4 Optimalidade da regiao

Vamos provar que a figura onde obtemos a estimativa é a maior possivel a menos, possivelmente de seu
bordo. As técnicas usadas foram adaptadas de Sjostrand [73].

Casoo > 1

Considere f(&£) = mg,.

Lema14.1. Seo > len+ %5 (- — §) > 0, entdo

.
F (@) = Crlal 5 GmENRITT 1 4 O(|2| 2 0),
quando |x| — oo, e C1, Cy sdo constantes nédo nulas.

Demonstracdo. Veja em [73]. O

Lema1.4.2. Paral < p < oo, e % + ]% =1,sea > [, entdo f, € LP, onde

F(fa) = x(O)IEI7.
Demonstracéo. Vejaem [73]. ]

Proposicio 1.4.3. Se o > 1,%—#% >lefe M, entao%—k"T*l < o(%+ r )

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que % + UT_l — 0(% + #) > 0, assim é possivel escolher A > 0 tal

que 0 < oA — & =n(; + 7t — a(% + ;—n>), para esse \ temos ¢(n + -%5 (% + XA — 5)) = n. Agora, pelo

Lema 1.4.2, temos que f,) € LP, mas f(D)f, ndo estaem L9, onde F(f(D)f,2)(&) = f()F(for)(§) =
x(6)]€]77E TNl pois como n + “Z5(Z+A—5) > 0, peloLema1.4.1, com r + ¢ A no lugar de r, temos:

F(D) for(z) = Cy|z|" 75T (G HA=E)iColel 7T () 4 O([2| 2@ D)]
quando || — oo, logo para z suficientemente grande temos

2|~ FT AT < £(D) for ()]

e o lado esquerdo nao estd em L? pela escolha de . O que produz um absurdo pois f € Mf,’. ]
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Observacao 1.4.4. Note que quando r < Z* a interssecdo da reta L —|— "T_l = a(% + L) com p =1éum
ponto menor do que 1, enquanto que com relagao adiagonal a mterssegao ocorre no ponto 1 —|— - < L
No caso r > °5* a proposicao isolada nao fornece nenhuma informacgao. Ou seja, s6 podemos conclu:r que

1<p<qg< oo e jd sabemos da teoria de multiplicadores que isso vale em geral.

Casoo <1

Lema14.5. Seo > len+ %5 (% — §) > 0, entdo

FHA)(@) = Crfa| a1 Gma) iR [ 4 O(|2] 20| + by (Ja]),
quando |x| — 0, C4, Cy sdo constantes ndo nulas e b, € uma fungdo continua.

Demonstracdo. Veja em [73]. O

Proposicio 1.4.6. Seo < 1, 1% —i—% > lef e Mg, entdo zlo + "T_l < a(% + L).

on

Demonstracdo. A demonstracdo é similar a da Proposicao 1.4.3. Suponha, por absurdo, que 14 "—*1 -0 (% +

L) > 0, assim é possivel escolher A > Otalque 0 < oA — & = n(]% + % a(% + —)) para esse A

on p*
temos q(n + ;%7 (% + A —5)) = n. Agora, pelo Lema 1.4.2, temos que fo\ € LP, mas f(D) f,, ndo estd em

L4, onde F(f(D) for)(€) = FE)F (fo) (&) = x(&)|€| 77tV l”, pois como n + —Z5 (L + A — 2) > 0,
pelo Lema 1.4.5, com r 4+ o A no lugar de r, temos:

F(D) for(m) = O]~ a5 GHA=ED AT (1 L O(|a| " 20D)] 4 b, ([€])

quando || — 0, logo para x suficientemente pequeno temos

b (|z)] + [z« S [f(D) for(2)]
e o lado esquerdo ndo estd em LY, pois se tivesse como b, é continua teriamos que |x]7% estaem LY, o que
daria um absurdo, logo f ndo pertence a M. O
Casoo =1

Lema 1.4.7. Para o = 1 temos que F~1(f) € L (R"\ S" 1) e

loc

FU) (@) = ba) + Csgn(1 = )1 = |2l (1 + 0(1)),

quando |z| — 1. Onde b € L™, ser — "5 < 1er — 251 é ndo inteiro. Além disso:

a(z) = F7(f)(2) = O(lz|7™),

quando |x| — oo, para qualquer N.

Demonstracéao. Vejaem [73]. O

Proposicdo 1.4.8. Se f € My, 2 — % —nl <,

Demonstracdo. Pelo Lema 1.4.7 temos que a e L4 implica que ¢(r — %) > —1, ou seja, r > 2EL — %.

Vamos supor que f € M}, mas 5 — % — 2 > r,entdor = % — l — "7*1 — ¢, com e > 0. Considere

A = L + ¢, segue pelo Lema 1.4.2 que f e LP, logo segue de nossa hipotese que f(D)f\ € L4, assim
n+1 1

apllcando a conclusido do comego da demonstracdo para r + A no lugar de r temos que r + A > -7

Poroutrolador + A =2 — - — "= — e+ o +€e= "T“ — 5, um absurdo que conclui a demontragao. ]
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1.5 Aplicacao para Equacoes de Evolucao Lineares

Nessa secao usaremos a seguinte notacao para representar a solucao

u(t7 $) =K (t7 ) * 1/1(37) + Kg(t, ) * ¢(37)7
em que

Ky(t,z) :=F 1

E—x

sin(tl¢|”)
P )
5o (t, ) =F L, ((cos(rle])).

Estimativa na linha dual

Teorema 1.5.1. Suponhao > 2el < p < 2oup = 1desde que o > 2. Se u(t, z) é solugdo de

Ut + (_A)Ou =0, U(O,.’L‘) = ¢($)7 ut(O,LU) = @5(55),

entao

ot Mo < et 5 (1 lo + el )

onde ¢ € uma constante independente dos dados iniciais.

Demonstracdo. Em decorréncia das Proposicoes 1.3.5 e 1.2.1 e da desigualdade (1.3) temos que:

[P, (et k) srone) |,

Pelas proposicoes 1.3.5, 1.2.2 e 1.2.6 juntamente com a observacao 1.1.1 temos:

1

Ly
< o 2 ;
o (&) ct 18] e

(=) grone)

2i(&|° Le*
<o fg%( ) e D F W) .+ e E Dl

1

1420 l
<t BT || o
O

Teorema 1.5.2. Suponhao # 1lel <p<2e (% - %)271(% - %) <loup= 1en<% - %) < 1. Seu(t, =)
€ solucdo de

ug + (—A)u =0, u(0,z) =¢(x), w(0,z)=11(x),

entado

21 1 o
fult, Vg < et 7 G (8o + LD Gl o + 0l ).

onde ¢ € uma constante independente dos dados iniciais.
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Demonstracdo. Em decorréncia das Proposicoes 1.3.5 e 1.2.1 e da desigualdade (1.3) temos que:
; o . o 1
et (- o)
1 o o 1 ei‘gldt — e_ilf‘at
quyr_ﬁx(coatm|>(1——xxﬂs|>)fx¢x§>)HLﬁ<+-Hfgﬁx((ZMV,

<ct's 39|l + et TG | D7) 1o

r*

el F(©)(©))

Lr*

Pelas proposicoes 1.3.5, 1.2.2 e 1.2.6 juntamente com a observacao 1.1.1 temos:

)

<ot 7, (st 5D 7)) |+ et 2Dl

1

1
<t TGy 9] -

Lr*

O]

A proposicao 1.3.5 impde uma outra restricdo em p, mas a demonstragdo do resultado a seguir é analoga a
dada no Teorema 1.5.2.

Teorema 1.5.3. Suponhaquel <p <2e( ) < % e seja u(t, x) solugdo de

1 1
p 2 n+

Uy — Au = 0, U(0,$) = ¢($)7 ut(owl‘) = Tﬂ(@
Entdo

1

l
Jutt, Mo < et (6l + EIDIG e + Ele6]10 ).

onde ¢ € uma constante independente dos dados iniciais.
Demonstracdo. Analoga a dada no Teorema 1.5.2. ]

Agora vamos obter estimativa nao singular para a energia com regularidade nos dados iniciais, note que
mesmo no caso ¢ = 1 nao temos restricdoem 1 < p < 2.

Teorema 1.5.4. Suponhaquel <p<2e- + = = 1eseja u(t,x) solugdo de
Uy — Au = 0, U(Oal') = ¢($)> ut(07$) = w(l‘)v

entdo

_n—-1¢1_1
el ), Pt Nllza < e+ 8% 673 (|gllgnrn + [Wllnr),
onde ¢ € uma constante independente dos dados iniciaiser = n (% — %)

Demonstracéo. Veja em [22]. O

Teorema 1.5.5. Suponhaquel <p <2e % + % = 1 eseja u(t, z) solugdo de
ug + (—A)°u =0, u(0,z) = ¢(x), u(0,2)=11(x),

com o # 1, entdo

It ), (A 2u(t, o < (1 + 0 OGTD (gl gorer + 6] ).
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onde c € uma constante independente dos dados iniciais, r = n(llJ é) eg(o) = Zquandoo > 2eg(o) = 5
quando 0 < 0 < 2,0 # 1.

Demonstracdo. Primeiramente note que em baixa frequéncia pela Proposicao 1.2.1 temos

|7 _1(W(1—x(t|§|”>)s|”% )|, <o 26D e,

comr < n(% — %) Engquanto que para frequéncias altas, pela Proposicao 1.3.5, temos

|7 (Srteeryieroai@)), < o2 G- Dy ol

11 (1 1
para n(; — 6) (1 — %) < r. Portanto tomando r = n(; — 5), temos

7 (eostriemerae), < cnof ™Gy
Agora tome r; = max{0, n(% — %) (1—9)}, logo

1

H]:_l<COS(H§\U)\§’U$(§)>HLq < C’tig(a)< )\\!D\Tl+”¢\LP,

onde g(o) = Z quandoo > 2eg(o) = § quandoo < 2e o # 1. Comor > rq, temos

7 (eosttiemeiae)|, < a6 ymy g,

1
onde (§) = (1 +|£[?)>. Analogamente temos

|7 (simeigmyic)) | go<1+t>-g<°>(i é)||< D) (é-é)wnm,

O
Teorema 1.5.6. Suponhaquel <p <2e= + ~ =1 eseja u(t, x) solugdo de
uy + (—A)7u =0, u(0,z) = d(z), w(0,z)="1(z),
com o > 0, entdo
Jutt, Nlen < @+ 0763 (16l gnr + 1] oo ).
onde c é uma constante independente dos dados iniciais, r = n(% — é) >oeg(o) = % quando o > 2,

g(c) =2 quando 0 < 0 < 2,0 # leg(l) = 2521

Demonstracdo. O caso o = 1 encontra-se em [22], a demonstracdo dos demais casos é analoga ao Teorema
anterior. ]

Estimativa com o primeiro dado nulo

Teorema 1.5.7. Suponha o # 1 e seja u(t, x) solugdo de

u + (=A)u =0, u(0,z) =0, u(0,2) =(x),
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3
[

& 141 1,0-1 1,1 141 o=1_1 1_1
Entaoparatodol<p§q<oocomp—|—qZlep—i— m §a<2+n)oup+q§1e > qga( )
temos

nl_ 1
lut, ) o < Cpgt™ o ™21 1o (1.25)
onde C), , € uma constante independente dos dados iniciais.

Demonstragdo. Basta notar que podemos decompor o multiplicador de u(t, x) em frequéncias altas e baixas
como a seguir.

ulty) = Pk, (7 = ) (e F @) + R, (P (1 - el 7))

e agora para o primeiro multiplicador combine a Proposicdo 1.3.15 com a Observacao 1.1.1, e analogamente
para o segundo combine a Proposicao 1.2.2 com a mesma observacao e conclua o Teorema na intersecao dos
seus dominios de validade para p e g.

O

Estimativa com regularidade no primeiro dado
Teorema 1.5.8. Suponha o # 1 e seja u(t, x) solugdo de
ug + (—A)°u =0, u(0,z) = d(x), u(0,2)=11(x),

Entaoparatod01<p<q<oocom —|— >le= +%§a(%+l)ou%+
temos

gt Maa < 6555 (@lle + 1 DI7Gll o + lllce ). (1.26)

onde ¢ € uma constante independente dos dados iniciais.

Demonstracdo. Primeiramente observe que:

F, (cos(tle ) F(0)(6))

eilel7t —ilg|7t
=Pt (1= X1E) costleln) F(0)(@)) + Fe, (el g gr—Iel"F(0))
eIt 1 o—ilg]ot
=Pt (1= X(E) costleln) F(@)(@)) +Fk, (el g FUDIT6)(@)).
A partir de agora a demonstracao é analoga a do Teorema 1.5.7. ]

O Teorema a seguir sera usado no préximo capitulo.

Teorema 1.5.9. Suponha o > 1 e seja u(t, x) solugdo de

ug + (—A)°u =0, u(0,z) = ¢(x), u(0,2)=11(x).

1 1
> 5= temos que

u(t,z) € C(R, LI(R")).
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Demonstracdo. Pelo Teorema da convergéncia dominada, temos:
H (Kl (t + At? ) - Kl(ta )) *x ¢()||?:g

sin((t + ADIE)  sin(tlél)
scu( = o )w@(ma) 2.

<cat [ qa©Pd 0 [ (sin(e+ ADJEF) sinlel”)) (e g o,
l€1<1 l€1>1

quando At — 0.
Agora, como § >
temos que

t > 5 — » temos o mergulho de Sobolev A.2.2 H'(R") < L. Logo, como ¢ € H'(R"),

H (KQ(t + Atv ) - KQ(t’ )) *x gb()HLg
< C|(cos((t+ AB)[E|7) — cos(t|€|™)) S(E)(L + ¢[*)2 | 2 — 0,

quando At — 0.

Se nos restringirmos a L2(R"™) temos:
Teorema 1.5.10. Suponha o > 1 e seja u(t, x) solugdo de

Ut + (_A)au =0, U(O,.f) = ¢($)> ut(O,x) = '(/J(.CL‘)
Setp € L*(R™) e ¢ € H?(R™), entdo temos que

u(t,z) € C(R, H7(R™)) N C*(R, L*(R™)).
Demonstracdo. Como ¢ € H?(R™), temos que
(O Ka(t + At,-) — 9 Ka(t,-)) *z ¢(-)|I 12
< Ol (sin((t + ADIEI) —sin(t|¢[) S(E) €] 2 — O,

qguando At — 0. Analogamente, temos

11 (t+ At ) — KA (t,)) %0 ()32
< O (sin((t + AB)[¢[7) — sin(tlé[7)) H(E) 22
< [ (sin(t+Anle) —sin(tlel)) () Pdg — 0.

RTL
quando At — 0. O que prova que u(t,z) € C'(R,L*(R"™)), a prova que também temos u(t,z) €
C(R, H?(R™)) é analoga.
0



Capitulo

Fxisténcia e Unicidade para uma equacao de
Evolugao Semilinear

2.1 Problema de Cauchy Semilinear

Vamos considerar o problema de Cauchy semilinear

{utt + (—A)7u = |ulP, t>0, zeR"” 2.1)

'LL(O,$> = 07 ut(()?x) = g($)>

comp>leoc > 1.
Para conhecer mais sobre problemas Semilineares veja [11] e [22].

Observacao 2.1.1. Para o problema de Cauchy (2.1) vamos provar existéncia global e local, em todos os casos
estaremos considerando que os dados iniciais estdo sendo considerados no sentido das distribucées, ou seja,
a solugdo que procuramos deve satisfazer u(t,z) — u(0,z) quando t — 0 fracamente. Isso serd imediato
da representacdo de Duhamel e dessa que isso vale para o caso linear. No caso 2 < g < an”, temos também
no sentido forte em L4, isto é, u(t,z) — u(0,x) em L7 quando t — 0, isso segue também da representacdo
via Duhamel e do Teorema 1.5.9.

Vamos definir o ntcleo K (¢, z) relativo a parte linear por:

Sin(t|§!”)>

Kl(t,x) = é_—lﬂv(T .

No que segue iremos fixar ¢(r) dado por

1.1 11\ 1 2.2)
q~<r>—a_1(0(n+2)r) '

Quando r = 1, faremos ¢ := ¢(1). Vamos dividir as demonstragdes de Existéncia e Unicidade em dois casos,
quandon < 20 e quando n > 20 que corresponderao, respectivamente, aos casos § < 2e g > 2.

No caso o0 = 1 ndo podemos ter existéncia global para dados grandes em qualquer espaco L?(R") veja
[30], e esperamos essa mesma situacdo para o > 1 qualquer. A partir disso vamos mostrar que a norma
llgl] % ser pequena é uma condicdo necessaria para se ter existéncia global para a equacio (2.1). Se u é

Lo+l

uma solucdo para (2.1), entdo
h 1 . 2
Nu(Mt, Ao x) com h=—,
p—1

28
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também é solucéo da (2.1) para qualquer X\ > 0, com velocidade inicial /\h“g(/\éx). Logo nés temos

N4 g7 Y[ pa = X754 |l 1a (2.3)

segue que a norma L4 é invariante, se e somente se, h + 1 = Uiq, assim encontramos g. = ZE’:B Suponha
gue para algum g # q. temos que para dados com norma L4 pequena exista solucio global, entdo a igualdade
(2.3) mostra que ¢ possivel encontrar solucdo global para todo dado inicial em L4, ora, mas ja sabemos que
isso ndo é possivel. Assim a Unica chance de se provar existéncia global é para dados pequenos em L. Isso
fornece para quais valores de p é possivel obter existéncia Global, basta notarmos que ¢. > 1 é equivalente

ap > pc(n), onde definimos:

. 20

Dizemos que p.(n) é o expoente critico.
211 Caso20 >n
Existéncia e Unicidade Local
Consideremos para g > ¢
X(T) = {ue £2([0,T], LI(R™) N LUR™)) : |ul| x(zy < o0},

com a norma

lullxry = ess sup (e, Yo + ) o
T>t>0
Agora parau € X(T'), defina
Pu(t,z) = u'™(t,x) + Nu(t, z),
onde .
Nu(t,x) = / K1t —s,°) *() lu(s,-)|Pds.
0
onde ulm(t, .f) = Kl(t, ) *(z) ’Lﬂ()
Lema 2.1.2. O espaco X (T") é Banach.

Demonstracdo. Segue do fato que os espacos LP sdo normados e das propriedades do supremo que o espaco
X (T) é também normado. A completude também segue imediatamente da completude de LiNL9ede
estarmos tomando o supremo essencial em ¢. O

Lema 2.1.3. Suponhao > len < 20.S5el1 <p < %para qualquer q > 2, existe 1 > T' > 0 talque para
cada u,v € X(T) tem-se que Nu, Nv € X(T') e valem as seguintes desigualdades

_n(l_1
INulxay < o778l 2.5

1 1

INu=Nolxay < €75 G5 Ju— vl (g, + 1ol 2.4
onde a constante C' ndo depende de 1 > T > 0.

Demonstragdo. Usando a desigualdade integral de Minkowski e o Teorema 1.5.7 para os pares (g, 4) € (g, 2),
gue sdo pares admissiveis para aquele Teorema no caso 20 > n, temos
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|ww»MsAwmwm»wm»mmslu—@*@‘MA>W@

S [ =9 dslull i, S Tl

Note que usamos ¢ < p§ < ge ¢ < 2p < g que vém da hipétese 1 < p < £ e de que nesse caso temos

¢ < 2. Na ultima desigualdade usamos também que 2 — g (% — %) > (, para qualquer ¢ > 2 no caso

n < 20.
Para provar a outra desigualdade observe que pelo Teorema do Valor Médio é possivel provar a seguinte
desigualdade

[luf? = 0P| < Colu— vl (JulP~" + |vP~1),

usando isso e em seguida a desigualdade de Holder temos que

llal” = 0P|z < Collu— vl (llullfmr + Iloll7-)

A partir de agora o argumento segue as mesmas linhas usadas na demonstracdo da desigualdade anterior.
O

Teorema 2.1.4. Suponhao > 1,n < 20,1 <p < % e q > q qualquer. Para R > 0, existe 1 > T > 0 talque
para cada u,v € X(T') com
1Yl + 1Yl < R

temos uma tnica solugdo fraca u € L> ([0, T], LY(R™) N LY(R™)) para (2.1), tal que para r = ¢, G temos

e, Ve < 20672 G5 (Jsly + 1), 27)

para todo T > t > 0e Cy > max{Cyg4,Co4} ndo depende de T, onde C, , foram definidas no Teo-

rema 1.5.7. Para p = 1 temos que T ndo depende de R e nesse caso a solucdo existe e é unica em todo
L>=([0,T], L4(R™) N L4(R™)) para cada dado inicial » € LI(R™) N L?(R™).

Demonstracdo. Segue imediatamente das desigualdades (2.5) e (2.6) e da definicdo de P que
1Pu—Pollxery < €5 G2 Ju— ol oy (allBhy + 05 28)

eparaT <1

og—n(l_1
1P()xry N1 ) %@y ¥z + 1K1 () %@y () g + CT” (s 4)|\UHX(T)

<CoT |l + Cor' 5 G sy + €125 G0 g

<aor' =5 G2 (gl + 0) + 0725 B8 Jul (29)

onde Cy > max{Cjg,C2 4} ndo depende de T', onde C), , foram definidas no Teorema 1.5.7. Temos que
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0<1-—2 <1-2(1- %) Assim é possivel tomar 7' > 0 pequeno de modo que COT1_3(2 q)R +

n 1
CT2_5(2 q)Rp < R. Logo, pela desigualdade (2.9), temos que para ||¢||; + ||¢]2 < R o operador P
leva Bx (1[0, R] nela mesma, onde estamos denotando por Bx (1)[0, R] a bola fechada de centro 0 e raio
Rem X(T). Agora como 2 — g(% — %) > 0 é possivel diminuir T' > 0, caso nescessario, para termos que
1

4CT> 5 (%—5) RP~1 < 1. Logo, pela desigualdade (2.8), concluimos que para esse T’
1
1Pu = Pollxry < 5llu—vllx),

ou seja P restrito a BX(T) [0, R] é uma contragdo para T' > 0 suficientemente pequeno, portanto pelo

Teorema do Ponto Fixo A.2.1 temos que existe um Unico o ponto fixo P(u) = u € Bx(p)[0, R]. Como
1

T 7 (%7) R < % temos pela desigualdade (2.9) e pela igualdade P(u) = u que

lullxery < 20675 73 (llg + )

Finalmente se tivermos -5 (%*l) a ici a -

que 4CyT 4/ < 1, entdo podemos provar a unicidade. Ora se u, v sdo so

lucbes que satisfazem (2.7), com |||z + [|[¢[l2 < R, entdo temos pela escolha de T" que ||ul|x(7) < Re

|ull x(r) < R, como séo solucdes temos pelo Principio de Duhamel que P(u) = u e P(v) = v, portanto

ambos pontos fixos, mas pela unicidade do Teorema do Ponto Fixo para Contracoes, temos que ter u = v. E
isso finaliza a demonstracao do Teorema.

O

Observacao 2.1.5. O Teorema 2.1.4 também vale para o caso 20 = n, mas nesse caso o I' também depende
de g como é fdcil ver acompanhando a demonstracdo do Teorema.

Existéncia e Unicidade Global

Até dizermos o contrario estaremos considerando de agora em diante 20 > n > o, ou ainda § < 2. Antes
de enunciarmos e provarmos o principal Teorema da primeira parte dessa secdo vamos fazer uma observa-
cdo que vem do fato que as estimativas para as equacdes de evolucao lineares obtidas anteriormente sdo
singulares, mas precisamos que sejam nao singulares para obter existéncia e unicidade global para equacoes
semilineares, que é o principal objetivo dessa secao.

Observacao 2.1.6. Se 1l + % (% - %) > 0 a singularidade em (1.25) desaparece. A intersecdo das linhas
1 1 o 1—-0 1 < 1 1)
-—=-—— and ——=0|—-—=
g p n P q no 2
é o ponto (p, q) = (2, =22-). Como estamos supondon — 20 < 0 e g € L' (R™) N L*(R") temos que para

qualquer p < g com (p,q) € A =]1,2] x [q, 00| existe T € (1, 2] talque (1.25) implica em

lgllzr < llglpinzz,  te€[0,1)
lut, oo S 1_2(;_23 (2.10)
(1+t) TP 4 ||1/]”L10L27 tE[l,OO)
Logo podemos escrever
1—n(l_1
lu(t, Ver < Co )1+ 0267 gl o, t e 0,00). (2.11)

onde C(p, q) sdo constantes que sé dependem de p, q, n e 0. Veja a figura 2.1.1 que ilustra esse caso.

O principal Teorema da primeira parte dessa secdo sera provado usando um argumento de ponto fixo, assim
vamos precisar antes definir o espaco e o operador adequado além de provarmos alguns lemas que serdo
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NIl

Figura2.1: n < 20

ultilizados. Passamos primeiro a definicdo do espaco. Consideremos para § < g e § > 0 pequeno de modo
quel + 4 <q. )

X5(T) ={uw e L=([0,T], LYR") N LYR™)) « [lullx;(r) < oo},
com a norma

1 1

nf_1 _1)_ n(_1 _1)_
lull x;(r) = esssup <<1+t>v(l+é D7 a(t, Ygs + (1405 (0 1”u<t,.>||m>-
T>t>0

Agora, pela Observacio 2.1.6 temos que X(7") € ndo vazio, basta tomar 1y € L'(R") N L?(R") e notar que
un(t,x) € X5(T), onde u'™(t, z) = Ki(t,-) #(z) ¥(-). O método de ponto fixo, ou aproximacao sucessiva
que usaremos tem como idéia procurar uma solugio no espaco Xs(7T") partindo de u'" (¢, x) e iterando um
determinado operador.

Lema 2.1.7. O espaco Xs(T') € um espaco de Banach.

Demonstracdo. A demonstracdo é como no Lema 2.1.2. L]

Além disso, temos o seguinte Lema.

Lema 21.8. Sejam o > 1,0 < n < 20, p.(n) < p < ooe 2p < q quaisquer. Nesse caso existe 1 >
0 > 0 talque para cada u,v € Xs(T) com0 < § < 6 tem-se que Nu, Nv € X5(T') e valem as seguintes
desigualdades

IN

[ Null x,(7)
[Nu— Nv|x;0ry < Cllu— UHXL;(T)(HUHI))(_(S%T) + HUHZ%T))v (2.13)

p
CHUH)((;(T) (2.12)

onde a constante C ndo dependem de T > 0.

Demonstracdo. Vamos comecar provando (2.12), usando a desigualdade integral de Minkowski e o Teorema
1.5.7parar > gGcomd >0el+4d < ¢

t t
INwu(t, -)HUS/ ||K1(t—s,.)*|u(s,.)|P||ers,§/(t—s)l—o(lis—i)||\u(s, VP s ds.
0 0

Além disso, como para 20 > n > o vale pc(n)_> 2 > G ahipétese 2 > p > p.(n) implica que é possivel
escolher 1 > ¢ = §(p) > O tal que parad € (0,0) temos ¢ < p(1 +0) < ge 5(d) = 3 > 1, onde,

r (ot (1-3) )
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Como paraqualquer( < § < 5temosq < p(1+40) < gseguequeexiste ) < 6 < 1talque p(1+5) %—i—(
e logo pela desigualdade de Holder vale

0 1-6)
lult, Mg S e, ) Gallutt, s
_B
S T+t 7 lullxs ), (2.15)
Portanto temos que
(s, Wllpres = lluls, W pars S 0+ 8) " ully, - (2.16)
Como 8 > 1 e para 20 > ntemos % (ﬁ — ;) — 1 < 1 podemos usar o Lema A.4.7 e concluir que:

t
INu(t, Y < / (t— )5 () (14 ) Pds|ull,
0
1l—n( L _1
S @+l -
Finalmente considere r = G e r = ¢ e obtenha a primeira desigualdade. Note nesse ponto que, como a
estimativa é ndo singular temos que Nu € L ([0, T], L1(R") N LI(R™))
Agora observe que pelo Teorema do Valor Médio é possivel provar a seguinte desigualdade
[luP = [v[P] < Colu —v|(Juf~" + [o[P~1),
usando isso e em seguida a desigualdade de Hoélder temos que
lulP = ol < Collu = vlle (lulFr + [0]15)

A partir de agora o argumento segue as mesmas linhas usadas na demonstracdo da desigualdade anterior.

HNU(tv ) - Nu(t7 ')”LT

< /0 (t — )3 D) (s, P — (s, ) Pll1rsds

Sl

t

< /0 (t = )77 (T s, ) = v(s, M garaw (luls, MGy + 00, s, ) ds
t

< [ €= 900 9 s = ol (el + 1ol

Note que na ultima desigualdade foi usada (2.16) para u, v e u — v. E com isso finalizamos a demonstracio.
O

A condicdo 20 > n implica g. < 2, além disso ja sabemoms que a condicao ¢. > 1 é equivalente a condicao
p > pe, portanto é natural que para se obter existéncia global no caso o < n < 20 e p.(n) < p < oo seja
necessario que a norma L!(R™) N L2(R") do dado inicial seja pequena. De fato temos o Teorema a seguir.

Teorema 2.1.9. Sejamo > 1,0 < n < 20, p.(n) < p < 0o e 2p < q quaisquer. Nesse caso existe ¢ > 0
independente de T talque para todo 1) € D = L'(R"™) N L?(R") com

I¥]lD = 1Y)l g mey + 191 L2mny < €
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temos para § < 6, com § escolhido no Lema anterior, uma unica solugdo us = v € L>([0,T], LY(R™) N
L1(R™)) para (2.1) tal que

_n(_1 1
lu(t, e < 2Co(1 + )" 7 (=5 ]| 1 gy @) (2.17)

paratodoT >t > Oonde § < r < qe Cy é uma constante maior do que as constantes C'(1 + 4,q) e
C(1 + 0, q) da Observacdo 2.1.6.

Demonstracédo. Segue imediatamente da desigualdade (2.13) e da definicdo de P que
1Pu = Pol| ;) < Cllu = vl ;) (Il oy + 1015, ) - (2.18)

onde C é uma constante que independe de 7', donde concluimos que P é continua em X(7"). Vamos provar
gue existe ¢ > 0 tal que para todo dado inicial ||w||L1(Rn)QL2(Rn) < € a sequéncia definida por u_1 = 0
eu; = P(uj—1)j = 0,1,... é de Chauchy em X;(7"). Como o espaco é completo, Lema 2.1.7, existe
u € X;5(T) tal que u; — uem X;(7T), da continuidade de P temos que P(u) = u e de acordo com o
principio de Duhamel « serd uma solucio fraca de (2.1), provando assim a existéncia. Segue da desigualdade
(2.12) e da estimativa (2.10) que existe uma constante Cy > 0 independente de T e v tal que

1Pl xs(r) < Colldllpr@mynrzn) + Cllull, 7y- (219)

Comop > 1€ possivel escolher nosso e > (0 detal sorte que C'(4Cpe)? < Coe, logo tomando [|4)[| 1 (grynr2(rn) <
e temos que pela desigualdade (2.19) que a sequéncia construida acima satisfaz ||u; HX(; (1) < 2Cye para todo
7 =0,1,.... Além disso temos para esse € que vale também 4C(2C@6)p_1 < 1, e dai pela desigualdade
(2.18) segue que
1
Jwjt1 — UJ”X5 <27 luj — - 1”X5
Portanto u; € uma sequéncia de Cauchy. Note que como a solucdo u assim obtida satisfaz [|ul| x, ) <

2Che e P(u) = u logo temos pela desigualdade (2.19) e escolha de ¢, uma vez que essa escolha implica
20(2Coe)P~1 < 1, que

1
[ull xs(r) < 2Coll¥ [l L2 @rynL2@n) + Cllully, (T)||UHX5 < CollYll 1 mrynr2 ) Q”UHX,;(T)

0 que prova a desigualdade (2.17) para r = ¢, g, o caso enunciado no Teorema segue usando que existe
0<6<1tal que =3 0 + (1-6) 9) e portanto usando a desigualdade de Holder temos

0
lutt, e < flutt sl )15

provando portanto o caso geral enunciado. Suponhamos agora que existam duas solugdes u # v da equagao
(2.1), com [[9)[| L1 (mnyn L2 (mn) < € € € escolhido como acima de tal sorte que vale a desigualdade (2.17) para ¢ <
r < q. Em particular teremos que ||ul| x; 1y < 4Co|[% ]| L1 mr)nr2@n) € V] x5y < 4Col|¥ ] L1 (mr)nL2 (@)

agora como pelo principio de Duhamel P(u) = u # v = P(v), temos, usando a de5|gualdade (2 18), que

—1 -1 p—1
1< C(”“”?{(;(T) + ||UH§(5(T)) < 20(4006) <1,
gue é um absurdo provando assim a unicidade. ]
21.2 Caso 20 < n.

Existéncia e Unicidade Local.

Z(T) = {u € £2([0,T], L™ (R™)) 0 LL(R™)) + ||ullz(z) < o0},
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com a norma
el zery = esssup (lfut, Yo + Jut,)le)
0<t<T

Lema 2.1.10. O espaco Z(T') é espaco de Banach.

Demonstracdo. A demonstracao é analoga a do Lema 2.1.2. ]
Lema 2.1.11. Sejam 5 <1 <2< g < ”‘(1]11 el<p< gf Nesse caso para 1 > T > 0 temos que para
cada u,v € Z(T), tem -se Nu, Nv € Z(T) e valem as seguintes desigualdades
INullzry < CTlullep (2.20)
1
INu—Nolzay < CTllu—vllz) (luler + ol5e), (221

Demonstragdo. Usando a desigualdade integral de Minkowski e o Teorema 1.5.7 para o par (q1,7) comr = ¢;
e r = o, que sdo pares admissiveis para aquele Teorema, temos para 0 <7 < 1

t t 1—n(L1_1
WMhWﬁAH&MﬂJ*M&WM®§/@—$”@1NM Y|y, ds
t n 1 n 1
l_nfr_1y 9 n(l1 1
s [e- 9" aslult, s 77 G ull gy S T g

Na terceira desigualdade usamos que ¢1 < pg1 < ¢o que temos por hipétese. Na ultima desigualdade

usamos também o fato que, nesse caso, temos 2 — 2 ( L — 1

o \aq r) > 1 tanto parar = g1 como parar = go.

Para provar a outra desigualdade observe que pelo Teorema do Valor Médio é possivel provar a seguinte

desigualdade
[lu? = [v[P] < Colu —v|(Juf~" + [o[P~1),

usando isso e em seguida a desigualdade de Hoélder temos que

lal? = [ollz- < Collu = o]z (lullr + ll0l770)

A partir de agora o argumento segue as mesmas linhas usadas na demonstracao da desigualdade anterior.
O

Teorema 2.1.12. Sejam 5 <1 <2< < el <p< g—f. Nesse caso para qualquer R > 0, existe

n—aqio’

1>T>0,T=T(R, q2) ¢ 0 quando ¢z 1 - ”‘h — talque para

[Pl < R

temos uma unica solucéo fraca u € L™ ([0, T], L9 (R™) N L% (R”)) para (2.1), tal que para r = q, ¢ temos

_n(1 _ 1
u(t, )|l < 4CoT" 2 (3 @)I!wllql, (2.22)

paratodoT >t > 0eCy > max{Cy, 4, Cq ¢, } NGO depende de T', onde C,, , foram definidas em 1.5.7. Para
p = 1 temos que T ndo depende de R e nesse caso a solugdo existe e é tinica em todo L>(]0, T, L9 (R™) N
L% (R™)) para cada dado inicial 1y € L7 (R™).

Demonstracdo. Segue imediatamente das desigualdades (2.20) e (2.21) e da definicdo de P que
-1 -1
|Pu— Poll gy < CTlu — oll 20z (lull ey + ol k) (2.29)

eparaT <1
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1Py <IKL(E ) ey B o + KL ) ey B e + Tl
<CoT oy + o5 G ol + CT o,
<265 3 il + OTull (2.24

onde Cy > max{Cy, 4,,Cy, ¢, } Nd0 depende de T', onde C,, , foram definidas no Teorema 1.5.7. Como o > 1

é possivel tomar T' > 0 pequeno de modo que 2CQT1_; (E_é) R+ CTRP < R. Logo, pela desigualdade
(2.24), temos que para [|1)[|,, < R o operador P leva Bz (1)[0, R] nelamesma, onde estamos denotando por
B0, R] a bola fechada de centro 0 e raio R em Z(T'). Com a mesma razao é possivel diminuir 7" > 0,
caso nescessario, para termos que 4CT RP~! < 1. Logo, pela desigualdade (2.21), concluimos que para esse
T

1
|[Pu — Pvllz(1y < §||U — vl z(1)5

ou seja P restrito a BX(T) [0, R] é uma contragao para 7' > 0 suficientemente pequeno, portanto pelo Teo-
rema do Ponto Fixo A.2.1temos que existe um Unico ponto fixo P(u) = u € By(7)[0, R]. Como CTRF 1 <
%, temos pela desigualdade (2.24) e pela igualdade P(u) = u que

fullxery < 4667 %) ([l + 1,

n 1 1
Finalmente se tivermos que 8CyT _E(ql E) < 1, entdo podemos provar a unicidade. Ora se u, v sao
solucdes que satisfazem (2.22), com ||¢)[4, + [[¢[|q, < R, entdo temos pela escolha de T" que [jul| 71y < R
e [[v|lz(ry < R, como sdo solugbes temos pelo Principio de Duhamel que P(u) = u e P(v) = v, portanto
ambos pontos fixos, mas pela unicidade do Teorema do Ponto Fixo para Contracdes, temos que ter u = v. E
isso finaliza a demonstracao do Teorema. ]

Em particular temos o Teorema a seguir.

Teorema 2.1.13. Sejam2 < 20 <n,1 <p < X ey
1> T > 0 talque para

[l < R
temos uma tinica solugdo fraca u € L> ([0, T], L*(R™) N L%(R™)) para (2.1), tal que para r = 2, q temos

lu(t, s < 4G5 G8) ), (2.25)

paratodo T > t > 0e Cy > max{Cy2,Cs4} ndo depende de T, onde C,, , foram definidas no Teo-
rema 1.5.7. Para p = 1 temos que T' ndo depende de R e nesse caso a solucdo existe e é unica em todo
L>=([0,T], L*(R™) N L4(R™)) para cada dado inicial 1) € L?(R™).

apllqueoTeoremaZ 1.12com q1 = 2. Paraocaso 1+2°' <
INu(t, )| 2

Demonstragao Quandol <p < q comg <
p <1

n20’

Nesse caso vamos usar a estimativa linear LTE — L7, com rE =

n+20 +¢ € (1,2), ec > 0 suficientemente

pequeno. Aplicando a Proposicdo 1.3.15 para o par (q, 7"2), que é admissivel para aquela Proposicao no caso
2n
4= 2e 9= n—2o

i Ch) it
vt e 5 [ =9 ats g0 5 [0 9 T oo as
0 L7e 0 Lot
t 1_2(L_l) Q_E(L_l)
</(t_5) TN dslully ST TN [l
0

~ 2(T) ~
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Para qualquer u € Z(T'), onde estamos usando que 2 < prf < g2 1 (%u — l) > (. Portanto como

q

1+ 27" < n_"% podemos concatenar os resultados e assim concluimos a proposicao.

O]

Existéncia e Unicidade Global

A diferenca fundamental entre os casos pode ser percebida na seguinte Observacao.

Observacao 2.1.14. Se 1 + % (% — %) > 0 a singularidade em (1.25) desaparece. A intersecdo das linhas
1 1 o 1—-0 1 <1 1>
-—=——— and ——=0|——z
qg p n p q n o 2
é o ponto (p,q) = (2, ni’éo). Se supormos que v/2n < 20, teremos % > ”53" e como estamos supondo

n—20 > 0g € L' (R") N L2(R") temos que para qualquer (p,q) € A =]1,2] x [(j,
talque (1.25) implica em

2730} existe 7 € (1, 2]

n—

lgllzr < llgllpinzes tel0,1)
lut, e 2 (1) (2.26)
(L+t) 2\p [Yllpiage, €L 00).
Assim podemos escrever:
1—n(l_1
Jut, Mer < o)+ 5D gl e p,00). 2.27)

onde C(p, q) sdo constantes que s6 dependem de p,q,n e o. A figura 2.1.2 a ilustra o caso v/2n < 2.

al
»
>

\/
—

Figura 2.2: v/2n < 20

Assim agora o g tem um limitante superior o que acarreta mudangas em nossos resultados.

Lema 2.1.15. Sejam o > 1, n > 20, ”?EZIS) < 20 emax{q,pc(n)} < p < 32 < g = 2 quaisquer.

Nesse caso existe 1 > & > 0 talque para cada v € X5(T)com0 < 6 < § tem-se as seguintes desigualdades

IN

| Nl x5 (1)
INu—=Nollxyry < Cllu—ollx,er) (Il iy + 1015 i), (2.29)

p
CHU||X5(T) (2.28)

A

onde a constante C ndo depende de T > 0.
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(n+6)

Demonstracdo. De acordo com a condicao "3n+2 < 20 temos um intervalo admissivel para p: § < nt2o

n—20"
Temos também 20 < n, logo ¢ < ¢, assim considere § < gy < ¢, donde os pares (1 + J,qp) e (rg, qo) sdo

admissiveis para o Teorema 1.5.7, com rg = n—Q&ZU + € e e > 0 pequeno, donde

t/2 t
[Nu(t, )l Lao 5/ [ K1 (t —s,-) * [u(s, )| Lo ds + // K1 (t = s,-) * [u(s, ) P || Laods
0 t/2

t n 1 1

t/2 n( 11
S/ (t—s)l a<1+5 qo)||u(s,-)||zp(1+5)ds—l—/ (t—s) U(TE %)Hu(s’.)
0

[
t/2 Lrep

ds

Agora como 20 < n, existe ¢ > 0 tal que T’E = niga +e€(1,2),logog < prﬁi < q,pois§ < p < 120 e

n—20
tomando § > 0 pequeno temos também que ¢ < p(1 + ¢) < g. Logo temos:

o33
(s, P e = lluls, Py S (1 +12) el

e também

s, IPllres = Nuls, M pars S @+ 8) Nl .

Além disso, como pela escolha de rg temos 2 — g <iﬁ — q%) > 0, logo temos que:
Te

n 1 1 n (1 1 n
p(l—— - — +2—-——|—-——])<1——
o \1+90 prg o 7«2 qo o

Donde concluimos que:

o
1+46 qo ’

‘gt w)
=9 N g s,
L €
2

1

n 1
< (1405 (5w )z

Para a outra parcela nés temos a seguinte estimativa singular a seguir.
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t/2 n(1 1
- ) k)l
a1 1\ [t/2
o558 [V s Pl
< 75 (5% .
Para mostrar que a estimativa é nao singular, note que pata |t| < 1 temos:
/ |K1(t = 5,) % fu(s, )Pl soods S / (t—5) "\ lu(s, Pl pds
0 0
t/2 1_Q(Lﬁ_i> 8
S [ e=9 TV @ Pastull gy
i)
< — g re 0 p
SAGEE dsllul, o
2 (4)
o\ 4 p p
St e % ”UHX(;(T) < ||UHX5(T)-
O que finaliza a prova de (2.28). A prova de (2.29) é analoga a de (2.13).
O
Portanto podemos provar o seguinte Teorema.
Teorema 2.1.16. Sejam o > 1, n > 20, ”3(2713) < 20, max{q,p.(n)} < p < 22 e g = 2L quaisquer.
Nesse caso existe ¢ > 0 independente de T talque para todo ¢» € D = L'(R") N L?(R™) com
I¥]lD = 1Y)l wny + 19l L2@mny < €
temos para § < &, com § escolhido no Lema 2.1.15, uma tnica solucéo
us = u € L*([0,T), LY(R™) N LY(R™))
para (2.1) tal que
1_&(#_1)
[u(z, )]l < 2Co(1+1)" "o\ T " |9 1 re)nre®e), (2.30)

paratodoT >t > Oonde § < r <
C(1 + 0, q) definidas em (2.27).

q e Cp é uma constante maior do que as constantes C(1 + §,q) e

Demonstracdo. A demonstracido é a mesma feita no Teorema 2.1.9, mudando apenas que aqui usamos (2.28)

e (2.29) em vez de (2.12) e (2.13).

Passamos a considerar o seguinte espaco.

Z(T) = {u € L=([0, 7], LD (®R")) N LYR™)) = [Jull z(r) < o0},

n

- 2
ondel <7< P

n 1 1
ull z,.(r) = esssup ((1 +t)° (F+5 an
0<t<T

que, para ¢ > 0 pequeno fixo, é Banach com a norma a seguir.

)t Mgao + 1+ 02 (7578 gt 1)

O]
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onde 7ty = 511 (7 (4 + 1) = D) ea = 25

Observacio 2.1.17. Note que q(r ) < po(n) < ”+T Z, para ri = < 7

=

o menor possivel tal que (TO) § Zﬂ:gg

Nossa intencao agora é melhorar o Teorema 2.1.16 acima, e retirar a restricdo v/2n < 20, mas antes facamos
uma observacao.

Observacao 2.1.18. Se 1 + g (% — %) > 0 a singularidade em (1.25) desaparece. A intersecdo das linhas

1 1 o -0 1 <1 1)
-—==-—= and ——=0|-—z
q p n P q n 2

). g € LY(R™) N L?(R") temos que para qualquer (p,q) € B =|r,2] x

2n
' n—20

é o ponto (p,q) = (2
[Q(F), n22cr} com 7 > max{1, 7} existe r € (1, 2] talque (1.25) implica em

gl < lgllLrnrz, 0,1)
futt, or < 47! 1’gf;m§ | (2.31
(I+1) - [¥llzincz,  t €[, 00).
Assim podemos escrever:
_n(1_1
lut, e < Co )+ 7Dl te 0,00, (2.32)

onde C(p, q) sdo constantes que s6 dependem de p, q,n e o. A figura 2.1.2 a ilustra a regido B.

Qal-
»
>

=ile]
T

. .

1 11 v
2 T

Figura 2.3: Regido B.

— n—ro

+(T) com0 < & < & tem-se as

Lema 2.1.19. Sejam o > 1, n > 20, 7y da Observacdo 2.1.17, e rf > 7 > max{1,7} e d(rf) <MY oop <

+2 -
nove <4 =
seguintes desigualdades

INullz,r) < Cllully, (2.33)
[Nu = Nvllz.ry < Cllu—vlz T)(HUH T llvllZ, ) (2.34)

onde a constante C ndo depende de T > 0.
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Demonstracdgo. Como r — % é crescente e continua é possivel tomar § > 0 pequeno de modo que

n+io n+(r+é)a
n—ro n—(7+8)o <P

Usando a desigualdade integral de Minkowski e o Teorema 1.5.7 para os pares admissiveis (7 + 0, gg) com
q0 = q(7), g temos:

t

t/2
[Nu(t, )| Lao 5/ [ K1 (t = s,-) = IU(S,')I”IIqud5+// [ K1 (= s,°)  |u(s, ) [Pl Lo ds
0 t/2

t/2 1_n 1 1 t 1—n 1 1
S/O 6 — 55 (%) fugs.. )|pr(T+5)ds+/t/2(t—s) PG ) s, I, ds

Agora como 20 < n, existe e > 0 tal que 7 < rf = n+20’ +¢€ € (1,2), logo ¢(7) < pr < prg < g, pois
qm < p < 2£29 e temos também que (7)) < p(F + &) < q. Logo temos:

fus, M. S (140705 G 5w5)) .

e também

s, N sy S (14 8) 7P llull, .

onde

t 1—n( L _1
[ HE) g, s
2

o)) 5 (101
(1+12) et £l
Como para § > 0 pequeno temos 3 > Ztgigg podemos concluir que

PR o)
/(t—S) TAre O [fu(s, )Pl e ds,
t Lre
2

_n(_1__ 1
< (1+t)1 0(F+5 qo)HuH%F(T)_
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Para a outra parcela nés temos a seguinte estimativa singular a seguir.

t/2 1 1
1-2 —==— -
[ T g S gy
jon( 1) (12 -
St 0(7‘+5 fm)/o (1+S) ﬂdSH“H%;(T)
n{_1 1
<t U<F+5 qO)HquZ;(T)'

Para mostrar que a estimativa é ndo singular, note que pata |t| < 1 temos:

t/2 t/2 1_3(%_L>
/ 1K1 (= 5,) % fu(s, )Pl ods < / (t-9)" " (s, )| s
0

1 1

t/2 1—n( L1 _ 1
5/ (t—s) “(TE qo)(l—ks)ﬁdsHuH%(T)
0

2(3-3)
St Nl g S Tl g

O que finaliza a prova de (2.33). A prova de (2.34) é analoga a de (2.13).

Portanto podemos provar o seguinte Teorema.

Teorema 2.1.20. Sejam o > 1, n > 20, 7y da Observacdo 2117 er? > 7> iy e @ < DAY o < 2O o
2n

q = ;=5 quaisquer. Nesse caso existe ¢ > ( independente de T talque para todo ) € D = LY(RM)NL2(RM)
com

I¥llp = 19l L @ny + 1Pl L2mny < €

temos para § < &, com ¢ escolhido no Lema 2.1.19, uma tinica solugéo
us = u € L>®([0,T], L1 (R™) 0 LY(R™))
para (2.1) tal que

1—n(L1__1
[u(, )[lr <2Co(1+1) s(72) 191l L2 (mmynL2(RR) (2.35)

para todoT' >t > 0 onde ¢(7) < r < g e Cy € uma constante maior do que as constantes C (7 + 5,4(r)) e
C(7 + 9, q) definidas em (2.27).

Demonstracdo. A demonstracido é a mesma feita no Teorema 2.1.9, mudando apenas que aqui usamos (2.33)
e (2.34) em vez de (2.12) e (2.13). O

21.3 Otimalidade do p.(n).

Em [16] os autores Lucente e D’ambrosio fornecem uma condicio necessaria para se ter existéncia global para
0 nosso problema e varios outros, quando o é inteiro positivo.

Lu = |ul?,
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em R"™ x R, onde

L(Dy, Dy)u = —D2u(z, t) (ZDM 1) ) u.

Note que o simbolo de nosso operador é dado por L(£,1) = —&2 + |n]??, com ¢ € Ren € R”, logo
L(M1¢,\%2n) = MNP L(&,7m), paratodo A > 0 com §; = 1,52 = 1/0 e h = 2, 0 que segundo a classificagdo
dada em [16] diz que o operador L é quasi-homogéneo do tipo (2,1,1/0). De acordo com o Teorema 2.1
de [16], temos que nao existe solugdo global fraca de Lu = |u[P paral < p < ”*" , em que o é a ordem
do operador L. Agora note que no caso n < 20 temos o Teorema 2.1.9 e Juntamente com o que foi dito
logo acima temos um resultado 6timo sem regularidade para esse caso. No entanto para o caso 20 < n
temos que pedir também que p > ¢, e ndo descemos mais com o p, pois estamos buscando resultados sem
regularidade.

A seguir alguns exemplos em que se aplicam os resultados até aqui obtidos.

Exemplo 1. Vamos considerar a equacdo semilinear tipo Plate

Ut + A2U = |u|p

NGs obtemos existéncia global para dados iniciais pequenos no caso n = 3,4 para p > ng = pe(n) (
Teorema 2.1.9), para n > 5 ndo chegamos no critico, uma estimativa seria p > 1 + % (Teorema 2.1.20), com
7=k

Em geral existéncia global ndo pode existir em espacos de dimensdo n = 1,2 e para o espaco de dimensao
n>3el<p< Z—J_rg como discutido anteriormente.

Exemplo 2. Considere a equacdo evolucdo de ordem 3 a seguir
ugy — Adu = |ulP.

NJs obtemos existéncia global para dados iniciais pequenos no cason = 4,5,6 para p > Z—Jrg = pe(n) (
Teorema 2.1.9), e para dimensées n = 7 com p > p.(n) (Teorema 2.1.20), e para n > 8 ndo chegamos no
pe(n) uma estimativa seriap > 1 + % (Teorema 2.1.20), com 7 = ¥,

Em geral existéncia global ndo pode existir em espacos de dimensdon = 1,2, 3 e para espacos de dimensao

n>4el<p< ”*3 como anteorirmente discutido.

2.2 Discussoes Complementares e Problemas em Aberto

Muitas vezes em problemas fisicos estamos interessados em estimar a Energia do sistema. Como a energia
potencial e cinética. No caso de equacio (1.1) podemos considerar a energia a seguir.

1 4
Eo(u)(t) = 5 (Iue(t, I3 + (=) Bult, )I3)
Se supormos 1) € L*(R") e ¢ € H° (R™) e derivarmos em ¢ temos:

Eg(u)(t) =0,

o que nos diz que temos conservacao de energia, ou seja, E,(u)(t) = Ex(u)(0) paratodo ¢ > 0.
Note disso que temos ||(—A)?/2u(t,-)||z < 1, usando o Teorema 1.5.8 temos para t > 0 que |ju(t, )|z <

~

1 + ¢, assim podemos interpolar usando a Proposicdo A.4.10 para concluir para § < o que:

1(=2)2u(t, )2 S (1 +1)' 5. (2.36)

Quando pertubarmos essa mesma equacdo com um termo de ordem inferior, digamos:

up + (—A)u + m2(—A)5u =0, u(0,2) = ¢(x), u(0,2) =1v(x),
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devemos redefinir a energia levando em consideracido o novo termo, assim teremos:

Er(u)(t) := 5 (et )3+ 1 (~8) Fult, )3 + m (-2 Su(t, ) |3)

e com a mesma razao podemos concluir conservacao de energia nesse caso também, mas nesse caso temos:

=AY 2u(t, )l < C— 2.3

ou seja, a pertubacdo com a massa m permitiu garantir um controle desse termo da energia, poderiamos
considerar que a massa m depende do tempo e talvez esperar que quando ela aumente com o tempo pos-
samos garantir um controle cada vez melhor com o passar do tempo, por outro lado, no caso que a massa
decai poderiamos esperar que o controle esteja entre o obtido em (2.36) quando a massa é nula e o dado em
(2.37) onde a massa é constante, veremos tais questdes mais precisamente no proximo capitulo.

Agora vamos comentar de alguns problemas que ficaram em aberto, mas que ja estdo sendo considerados
pelo autor.

1. Em [14] os autores consideraram o seguinte problem de Cauchy

(u,ut)(0,2) = (uo, u1) (), '
e provaram que para 26 < ¢
SN (2.39)

é o expoente critico para a existéncia de solucao global no tempo com dados pequenos . Claro que
(2.39) coincide com (2.4) para 26 = o e é melhor para 26 < o, i.e., o termo dissipativo (—A)‘Sut
melhora o expoente critico. O que dizer sobre o Expoente critico para o caso 26 > o¢?

2. No Teorema 2.1.16, temos para se obter a existéncia Global pedimos que

max{q,p.(n)} <p
sera que é possivel ter existéncia global sem regularidade para todo p.(n) < p?

3. O que dizer sobre o Expoente critico para o problema de Cauchy
ug + (—A)°u + m2(—A)5u = |ul?, u(0,2) =o¢(x), u(0,z)=11v(x), (2.40)
com o # 0.

Note que na questao (2.40) mesmo o casom = 0 e o < 1 nao foirespondido aqui. Com relacdo a esse mesmo
problema com m # 0 em [45] o autor provou estimativas 6timas na antidiagonal paraocasooc =2e§ =0
e fez aplicacdes para um problema semilinear. Parad = 0 e 0 = 1, ou a Equacao de Klein-Gordon, em [53] o
estudo de seu decaimento foi totalmente estabelecido. Considere o caso § = 0, e considere o mutliplicador
Si“((jrg’gfagc'f;ﬁ”). Em frequéncia baixa temos que esse multiplicador estd em M,/,com1 < p < q < o0, a
demonstracdo desse resultado é analoga a da Proposicao 1.2.3, deve-se aplicar o Lema A.4.6 para a funcao
homogénea de grau o, f(1,€) = (7> + [£]>?)'/2, nos pontos (1o, £), com |no| = 1. Para frequéncias
altas vamos provar que a regido onde esperamos estimativa para a equacao linear relativa a equacio (2.40)
deve conter a regido onde temos estimativa para a equacio (2.1). Mas ndo podemos dizer nada a priori
sobre o decaimento esperado, uma vez que nao temos homogeneidade nesse caso. O argumento a seguir foi
inteiramente adaptado de Peral [65]. Note que

it(m>+[€[>7)1/? citl€l” €l
o )7 X T G g

ke(€) = x (&) (€)eit(m?+IEP7) /2 —itle]”
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Agora, como feito em [76], temos que g(§) = % é a transformada de fourier de uma medida finita,
portanto pertence a M;. Afirmamos que

my (&) = eltm* e 2 —itle]”

€ também a transformada de fourier de uma medida finita. Usando que
1 o
Q+t)2 =1+ ¢!,
j=1
temos que

it +[€[27)! 72— ilel” = il Z igs) = e +Z|5y<“

logo

. co ) mJ
mu(€) = epx(€)e” =2 0T

dai parar,(§) = my(§) — ¢, temos

1

|a?7"t(f)| < Wa

disso podemos concluir que

fr=melLl.

Logo my = ¢tdp + f+, € isso termina de provar nossa afirmacdo uma vez que m;(§) é Radial em &.
Portanto

1 Fe e (ke ()| 15 = 1Fe e (9(E)me( ) o () S(E))| 1
< C|Feora mel €)M (HEDN 15 < Coll Fera(miro ()(E)) 12 < Cill10

e isso prova que onde temos estimativa para o multiplicador m, , temos também para k().



Capitulo

Equacoes de evolucao invariantes por escala.

3.1 Velocidade de propagacao polinomial

Nessa secdo vamos considerar a equacao de evolucio utt—l—a2(t) (—A)5u = 0, com velocidade de propagacao
a(t) polinomial. Vamos usar métodos de fun¢des especiais para obter estimativas LP — L7 na antidiagonal e
também do tipo L' — L2, recomenda-se comparar os resultados com aqueles ja obtidos quando a é constante
A equacio que sera tratada a seguir é uy; + (1 + t)%¢(—A)%u = 0, para —1 < ¢ < 0. Quando ¢ = —g e
0 = 1 esse modelo tém aplicacbes em cosmologia, veja as referéncias [25] e [26]. Quando ¢ > 0, estimativas
LP — L% nalinha dual sdo estudados em [4], ja quando ¢/ < —1, estimativas de energia encontram se em [21].
Vamos considerar o seguinte modelo:

uy + (14 )%*(=A)Yu =0, u(0,2) = uy(x), u (0, ) = us(z), (3.1)

e vamos admitir que £ > —1 e § > 0, além disso, vamos considerar a energia a seguir.

E(u)(t) = ;/ (jue(t. ) + (1 + 17|~ 2)° ut, 2)]?) do. (3.2)

Aplicando a transformada parcial de Fourier temos:

U+ (14 0)%)€)®a =0, @(0,€) =i (€), 0 (0,€) = w(0,£). (3.3)

_ (@n)tte?
Fazendo T = T ixe

ep = ﬁ temos para u(t,§) = 7°w(7) que w satisfaz a seguinte equacio
diferencial de Bessel

2w 4+ Twr 4+ (12— pHw = 0.

Um sistema fundamental de solucdes para as equacoes de Bessel é bem conhecido e dado pelas funcoes de
Hankel H;t(r), portanto fazendo w4 (t,&) = w4y (1) = TpH;)t(T) temos que a solugao de (3.3) para dados
em tg > 0 pode ser dada por

u(t, §) = ci(to, §)w(t, &) + cato, (1, ),

onde as constantes ¢, e ¢y podem ser obtidas derivando em ¢ e depois resolvendo um sistema, denotando
atwi (ta 5) = wi,t(tv g) temos

W y(to, §ulto, §) — w—(to, §)ur(to, §)
ci(to, &) = " (t0, €) s (f0, €) — w_ (t07 &) 1(t0, ) (3.4)
Cg(to 5) _ w+(t0,€)At(t07€) + (t07§)a(t07 )
7 0 t(to, §)W(to, §) — W—(to, §) W+ t(to, §)
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Por outro lado podemos escrever a solucdo, para funcdes Vi e V5 a serem determinadas, da seguinte forma:
a(t7 g) = ‘/i(ta tO) f)a(tou &) + V2(t7 th g)at(t(b g)
Derivando com relacdo a t e denotando 0, V;(t, 19, &) = Vi (¢, 10, &) parai = 1,2, temos parat > tg

at(ta 5) = ‘/l,t(t7 tOv g)a(t()? 5) + ‘/Z,t(t7 th é)at(t(b §)7

donde temos que V;(to, to, &) = 1, e Vit(to, o, &) = d2,;. Portanto das igualdades (3.4) e das identidades
(A.9) dadas no apéndice temos, ap6s voltarmos as variaveis t, ¢ em vez de 7, que valem:

s
Vilt:t0.8) = gy 1+ to) P+ )P g4 (810, ),
LT
VQ(tv tO? §) = _m(l + tO)ip(€+1)(1 + t)p(z+1)q/0,ﬂ70<t7 t07 5)7
s
Vig(t,to, &) = m(l + 1) TP (1L 4 ) P, Lo (8 20, €),
T
‘/2,15 (tv tO? g) = _m(l + tO)_Z_p(eJrl) (1 + t)€+p(€+l)\pl,l7»—1(t7 tO: 5)7
onde
() e - (e
) S\ p 117 pta 117
U palt o, &) = ((1+t0)FH¢]°)" det + (At e g+ ((1+t)4+1|£‘5) (3.5)
p 117 pta 1+¢ .

Para estimar a norma de nossos multiplicadores V; e V; ; vamos usar propriedades das funcbes de Hankel
enunciadas na Proposicao A.1.4. Vamos dividir nosso espaco de fase em trés Zonas de modo que temos em
cada um deles uma estimativa para as funcées de Hankel.

Na zona definida por Z3 = {(t,£) : |€|° > N} temos as estimativa:

Wk pa(t 10, )] < O+ 80) 12 (1 4+ )V [) 72
Na Zona definida por Zo = {(t, &) : (14 o) |¢]° < N < (1+t£)17+11|§|6} temos:

@ palts 0, )] < CU(L+to) I )ETIPI((1 4 £ Dg)) 2

L+1¢16
Finalmente na zona Z; = {(¢,¢) : % < N} vamos considerar separadamente quando p é ou ndo
um inteiro. Vamos assumir primeiro que p ndo € inteiro, logo para o € {—1,0,1}, p + o também néo é
inteiro. Como H (1) = J,(7) £ i¥,(7), temos

P ((1+t0)“1\§|5) J +a((1+t)2+1|£|5)
\I}k,p,a (t7 tO; g) = 2Z((1 + tO) + |§‘ ) det P (1+t01)JE£1|£‘6 p (1+t1)2L+£l|€‘5 (36)
Yo(—17—) Yora(—F57 )

Para p nao inteiro, a funcdo de Weber é determinada pela funcao de Bessel de primeiro tipo

Y, (r) = Jy(T) COS'(pTI') —J_p(7)
sin(pm)
Entao fazendo os cancelamentos o determinanteem ¢t; = 0 é

(1 + to) el (L+ B el

( o1 I€° (1+ ) g
147 —(pta) 147

C(Jp( 1+£) pta 1+¢ )

) — J_p((1 +to)

usando que |J,(7)| < C1” nés temos
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Uk palt,to, )] < C((L40) THELY P (L+6) FVIEL) P70+ C(14t0) THE) PP ((148) HD e 2)re

Para nossa aplicacdo podemos assumir k > |«
temos a seguinte estimativa

,a € {—1,0,1} ecomo ¢ + 1 > 0 concluimos que em Z;

Uk palt;0,6)] < C(1+1)l=PERD,

Agora vamos supor que p é inteiro, nesse caso Y;, (1) = 2.J,,(7)log T + A,(7), onde 7" A,,(7) é inteira e

o

A,(0) # 0. Além disso, a fungdo A, (1) = 77J,(7) é inteiraem p e T e ainda é ndo nula para 7 = 0. Temos

1+t)£+1|§|5
l+1

) = Ap(I€1°/€+ 1) Tpsal

Wiopalt,0.6) = = I log(1 -+ ) )T,/ + 1) el

1 _’_t)é—&-l‘ﬂ&

(1+ t)”l!él‘s)
(+1

+ 241 (Jpral€1/£+ DApral( o

Como J,(1) = (—=1)"J_,(7), para n inteiro, para estimar a primeira parcela acima podemos trocar J,
por J_(,1q). Comisso e lembrando que podemos assumir k& > |«|, temos que em Z; vale que aprimeira
parcela é estimada por

C(1 + t)HFDE=R) 160 (e 4 1).
Analogamente, e usando que A,(7) é inteira, temos a seguinte estimativa para a segunda parcela na zona Z;
C(1 + t) (=P g )0k=a) o (1 4 ¢)(Pra) (D) |g|3(h+e) < (1 4 ) (EFDPI=R),

Portanto em qualquer caso em Z; vale a seguinte estimativa |V}, , o (,0,&)| < C(1 + £) D (pl=k),
Assim com essas estimativas podemos concluir que para p > % valem:

(1+1)"3 em Zs,
(1+¢)73|PPG=P),  em Zy,20+1 <0,
Vi(£,0,6)] S S (1+1)"5[€]°P2), em Zs,20+1 >0, (3.7)
(1 + 1)~ @D, em Z1,20 +1 <0,
1, em Z1,20+1> 0.
€01 +1)73 em Zs,
Va(t,0,6)] S 4 (1+1)"2[€[ G+, em Zo, (3.8)
14+, em 71,
[£]°(1 + 1)/ em Zs,
Viat,0.6)] < |§|§<§+P>(1 +1)42, em Z5,20+1 < 0, 3.9
’ 1£19G=P (1 )42 em Z3,20+ 1> 0,
(L+6) 0+ (1 +0)0)[Ef,  em 2.
(1+1)42, em Zs,
V2, (t,0,6)] S 4 (1+ t)z/2|§|5(%_p), em Zs, (3.10)

1, em /.



CAPITULO 3. EQUACOES DE EVOLUC[\O INVARIANTES POR ESCALA. 49
Também temos, parat > ¢, [£|7 < N:

_ 4
|V1(t7tfa§)‘7 |V2(t7tfa§)‘ S (\§|5(1 =+ t)€+1) 2(6+1) , €m ZQ; (3.11)

4
|V1t(t7t§a£)|7|‘/Y2t(tat§>£)| 5 ((1+t)e+l|£|é)2(£+l) em ZZ' (312)
Na Proposigao a seguir vamos obter um estimativa para a seguinte energia ||u; (t, ) ||3 4[| (14t)¢(—A)/2u(t, ) ||3.

Note que derivando em ¢ podemos concluir que

et I3+ 1L+ O (=) 2u(t, )5 < Jlue(0, )13+ 1(=2)"2u(0, )3

Vamos ver que usando as representacdes da solucdo obtidas acima podemos obter um decaimento maior
para essa energia, ao menos quando o segundo dado é nulo. Além disso vamos obter uma estimativa para
|lu(t,-)||2 que ndo pode ser obtida simplesmente derivando a energia acima. Compare tal estimativa com a
obtida no Teorema 1.5.7.

Teorema 3.1.1. Seja u(t, x) solugdo de (3.1) com 0 < ¢ 4+ 1 < 1. Nesse caso:

1 tg 2 2’ ? > 2
[+ 0y, g < 4 T ol ezl ‘. 13)
(1+1) luillfys + lluzllz, €< —3
1+ )% Jug |25 + |luzll3, 204+1>0,
Juctt, Y3 5 4 Y nggl fualf, (3:14)
(14 6) 20O ug |2 + luali3, 20+1<0,
T+ ) CEDunllg + (1 + ) |uglla, £ < %

para todo t > 0.

Demonstracdo. Em Z3 temos:

(1 + )P Va(t,0,6)] S (1+1)2¢)’,
(1 +¢)°1€°|Va(t,0,6)] £ (1 + )72

(L+te) 1l

Enquanto que para |£|‘5 < Net>tgonde YT = N, temos:
(1+0)~0H9, 1< -3,
1+ ) Vi(t,0,8)] < 3
( ) | 1( f)’ {(1+t)£/2, O>€>*%,

Para|¢]° < N et < t¢ temos

146)~H0 274 1<0

1+ ) Vi(t,0,8) < )
1+, 0,9 1+, 2€0+1>0,

(1+ )1’ Valt, 0,€)] S 1
Logo

(U4 8) o35 + llua3, (+1>
(14204 s + lluzll3, €+1<

I+ O (=A) ult, )3 < {

Wl ol
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Analogamente prova-se as outras desigualdades.

Estimativa L1 — L2.

Vamos agora obter estimativas L' — L2. Compare com as obtidas no caso em que temos coeficientes cons-
tantes, Teorema 1.5.7. Note que uma condicao para se ter essa estimativa no caso constante é que 20 > n, e
vamos precisar dessa condicdo na préxima Proposicao também. Ela sera utilizada para se obter a estimativa
na zona Z3, note que essa é a regido de frequéncias altas. No caso coeficientes constantes é também para
frequéncias altas que ocorre tal restricdo, veja a Proposicao 1.2.6.

Teorema 3.1.2. Considere u(t, z) solugdo de

wy + (1+8)2(=A)u = 0, u(0,2) = 0, (0, 2) = ().

~—

Se26 >n,0<1+¢ <1, entdo

¢
(1+1¢) j’ n>5(§+—f)
Ju(t, )2 S 1l § @+ )" 2(In(L+ 1)V, n=6(3)
(14 t)t-250+0, n<o(5)

para qualquer t > 0.

Demonstracdo. Temos que:

1
</ Va(t, 0’5)|2d5) P < (1) 00,
(t,€)ezn

Além disso,

N (ORI n>d(gH)

2
([ 1aw0.0Pd)’ S 3 0+0 5ma+)7, n=s(F3)
(t,8)€Z, (1+t)1‘%(1+£), n < 5(413)

Para 20 > n, temos também

£
2

(., mtoora) saent

Portanto com essas estimativas podemos provar a Proposicao.
O

A Proposicdo a seguir € o caso em que temos apenas o primeiro dado, assim, vamos precisar de mais re-
gularidade. O mesmo ocorre no caso coeficientes constantes, compare com 1.5.7. Além disso, a mesma
consideracio feita anteriormente sobre a restricdo 26 > n referente a Proposicdo anterior se aplica aqui.

Teorema 3.1.3. Considere u(t, x) solugdo de
ug + (14 6)*(=A)u =0, u(0,z) = ¢(z), us (0, z) = 0.

Se26 >n,0<14+7¢ <1, entdo
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(L+t)"2(|l¢lh + IIDP¢l), 204+1>00u2/+1<0e 5(—2113’;) +n >0,
1 )4
Ju(t, e S §A+1t)" (ln(l + t)2|oll1 + (1 t)‘iH!D\‘Sd)Hh 20+1<0e 5(21%) +n =0,
(1+¢)" D=5 g1, + (1 +¢)72|[DI°¢ll1, 20+1<0ed(3E3) +n <0

_¢
2
£
2

1+2
(3.16)
parat > 0.
Demonstracdo. Em Z; temos
3 14¢)~CAHD=30+0 9041 <0
([ meoore) {0, =0
(t£)EZ (1+t) 2 , 204+1>0
enquanto que em 2o,
(1+1)73, 20410,
! 14+1)"3 5 (23 >0;204+1<0
(/ ‘Vl(t707§)|2d§)2 S (L+8)72, 2, (2“3@)+n s G
(t£)€Z> (1+8) 2(In(1+ )2, §6(2EE) +n=0;20+1<0
(14¢)~ (207540 §(2E30) 4+ < 0;204 1 <0,
Finalmente se 26 > n,
£
i 0.0Pd)’ S (140,
</(t§ €7y |§’2‘S
Essas estimativas sao suficientes para demonstrar a Proposicao.
O

Observacio 3.1.4. Note que quando pedimos que os dados tenha regularidade em L' em vez de L? podemos
melhorar a estimativa para a solugdo ||u(t, -)|| 12, compare as estimativas nas Proposicées 3.1.1, 3.1.2 e 3.1.3.

3.2 Invariante por Escala com termo de massa

Nessa secao vamos tratar a equacao

_A)Y S “AYu=0
g 4 (—A)7u + (Ht)z(l—g)( )u (3.18)

u(0,2) = ¢(x), u (0, z) = ¢Y(x)

com . # 0 exercendo um importante papel no comportamento da solucido. A equacdo tem a propriedade
de ser invariante por alguma escala, de fato, se u(t, x) é solucdo, entdo

u(A7(1+ 1), Ax)
também é solucao, para cada A > 0. Aplicando a transformada de Fourier, temos

Uy + €270+ ml&lwﬁ =0,

. N (3.19)
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Vamos considerar m(t) = ﬁ temos que m’' (t) < 0, logo definindo
+)" 7
1 a s
E(u)(t) = 5 (IIUt(t, B+ 1(=2)2u(t, )z +m*(@)I(=A)2u(t, -)H%) , (3.20)

logo derivando em ¢ segue que E' (u)(t) = m(t)m’ (t)H(—A)%u(t, |13 < 0, donde para t > 0 temos:

E(u)(t) < E(u)(0). (3.21)

Note que para estabelecer esse fato s6 usamos que m(t) > 0 em'(t) < 0 para todo t. Podemos também
usar a desigualdade de Gronwall, e obter

¢ lm ()]

E(u)(0)e 200 W T < Blu)(t) < E(u)(0)e?

’
t (T
Ji el

¢ Im’ (7)1
No caso m(t) = # temos ¢2 40 ) 47 = (1+ t)Q(l_g), logo
14+4)t o

c‘l(lji(;li?)i) < B(u)(t) < O(1+ )*172) B(u)(0).

Im’ (7))

m(r) '

Nos casos especiais em que , teremos conservacao da

energia, ou seja:

é integravel, como por exemplo m(t) = e

E(u)(t) ~ E(u)(0).

Claro que em tqda essa dis‘cusséo estamos querendo que E(u)(0) < oo e para isso basta assumir que ¢ €
L*(R") e ¢ € H°(R™) N H°(R™). Note que pela desigualdade (3.21) podemos concluir que

m? (I[P ult, )2 < E(u)(0).

Queremos saber quando podemos melhorar essa estimativa, veremos que no caso § = 0 sera possivel obter
um decaimento melhor que ird depender de p > 0.

3.21 Casod = 0.

Em B6hme [5] e [7] a autora estuda o comportamento assintotico da solucdo da equacdo (3.19) nocasoo = 1
e d = 0, para isso ela faz uso dos comportamentos assintéticos conhecidos para as funcdes especiais, tais
como as confluente e hipergeométrica. Veremos que no caso ¢ > 0 qualquer e § = 0, podemos usar as
mesmas técnicas e deduzir de maneira analoga o comportamento assintético nesse caso também. Além

disso, quando 20 > n, onde n > 1 é a dimensao, vamos deduzir estimativas do tipo L' — L?.

Fazendo 7 = |£|?(1 + t). Considere p = w

e u(t,&) = 7Pv(7) e obtemos que
TVrr + 2pv + 70 =0
Por fim z = 2iT e w(z) = e'"v(T) temos
2wy, + (2p — 2)w, — pw = 0, (3.22)

gue descreve uma equacao confluente hipergeométrica ou uma equacdo de Kummer. Suas solucoes funda-
mentais sdo chamadas func¢des confluentes hipergeométricas e dependem essencialmente de p,

pE(3,1), quando p? < %
p=13, quando p? = %
Rp=3,3p#0, quandop?® > 1.
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Temos pelas Proposicdes A.1.6 e A.1.7, de acordo com 2p ser inteiro ou ndo, que wi(z) = Og(p,2p;2) €
wa(z) = 21 72Pe*O4(1 — p, 2 — 2p; —2) sdo as solugdes fundamentais de 3.22, onde

o . 1
SO MRS

onde ® e ¥ sao as fungdes confluentes hipergeométricas. Logo, nés temos duas solu¢ées fundamentais ey, e
para 3.19:

CB
—
—~

~

(L +1)gl7) eI 00 (p,2p; 2),
ea(t,§) :((1 + t)‘f‘a)p21*2pei(1+t)|§|a@0(1 —p,2 = 2p;—2).

Derivando com respeito a ¢, usando que z = 2i|£|? (1 + t) e as Proposi¢des A.1.6, A.1.7, temos:

e14(t,€) = Brer(t,€) =((1 + )|€[7) " e[7e 70, (p, 2p; 2),
e24(t,€) = pea(t,€) =((1+ 1)[€]7)" 7 [¢]721 -2l HDII @, (1 — p,2 — 2p; —2),

onde

”

@1(0[’5; Z) — {gq)(avﬂa Z) + (B - Oé)q)(Oé - 175;’2)7 9 (323)
2

(I)(CV?ﬁ; Z) - (P(Oé - 1aﬁa Z)’

Logo a solucdo de (3.19) é representada para dados iniciais em ¢, por

[N e

p
)

u(t, &) = ci(to, §er(t, §) + calto, §)ea(t, §).

As constantes sao dadas por

c (t f) _ e2t(t0a )A(t(]vé.) _62(t07£)at(t0>§)
o ea(to, §)ei(to, &) — ea(to, §)ers(to, &)’

_er(to, §ug(t, &) — ext(to, §)ulto, &)
02(t07£) -

eat(to, §)er(to, &) — ea(to, &)er(to, &)

Vamos escrever a solucido de (3.19) como

a(ta 5) = El,O(tv t07 g)a(t()a 5) + E2,0(t7 th g)at(t()a 5)7

onde

_eau(to, §)er(t, §) — er(to, §ea(t, §)
Broltto, ) = o, ©ex(to, €) — ealto, E)eralto, )

_elto,§ea(t, &) — ealto, Her(t,§)
Baolt to, ) = o E)en(to, €) — ealto, E)ersllo, &)’

e sua derivada em ¢ é dado por

uy(t, &) = E1,1(t, to, §)u(to, &) + Ea,1(t, to, §)u(to, §),

onde Ey 1 = 0;E} 0, k = 1, 2. A solucdo fundamental satisfaz Ej, ;(to, 0, &) = Ok 41, k = 1,2,1 =0, 1. Por
A6 e A.17 temos
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e2¢(t, §)er(t,§) —er(t, §)ea(t, &)
=(20)'2)€]7 2% e (wr (2)wy(2) — wy (2)wa(2)) = Cp(20)72)¢]7,

onde C), € uma constante nao-nula dependendo de p.

Lema 3.2.1. Denotando z = z(t) = 2i(1 + t)|£|?, zo = 20(to) n6s temos para k = 1,2, 1 = 0,1 a represen-
tacdo
Ek,l(ta to, 5) = Cp(_2i|£|0)1_k+ldetGk,l(ta to, 5)7 (324)

onde

2*~'e=20;(p, 2p; 2) 2 PHle30)(1 — p, 2 — 2p; —2)
_Z0 —p—14+k 20 .
2 e 00 k(0,205 20) 29" e Og (1 — p,2 — 2p; —20)

Gk,l(t7t07£) = ( p—2+k

Vamos definir as seguintes zonas,

Z1={(t,§) : (1+1)[§]” < N}
Zy={(t,&) : [¢]” < N < (1+1)|¢]7}
Zy={(t,&): N < (1 +1)[¢|7}.

N/

Figura 3.1: Zonas.

Proposicdo 3.2.2. Sejam «, 8 € C.
1. Para p = % [ = 0, 1 e argumento pequeno |z| nés temos
Oy(a, B;2) ~ sgn(I(a—1)) Inz,

onde, por razées de simplicidade, nés supomos que z é um imagindrio puro e, portanto, In z = In |z| +
T 1
i Sgn; 2.

2. Para p # % [ = 0,1 e argumentos pequenos z com |z| < C, nés temos
O, B;2)| < C
3. Parap = % [ = 0, 1 e argumentos grandes |z| nds temos
Oi(a, B;2) = Ca(z),

onde |d™a(z)| < Cpy|z|'=R*=™, m inteiro ndo-negativo e C,, = Cy, (v, B).
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4. Para p # %, um numero néo-impar 5 = 2«a, I = 0, 1 e argumentos grandes |z| nds temos
s z
O(a, B;2) = Ce2 sin (?)a(z),
7

onde |dTa(z)| < Cp,|z['=R=™, m inteiro ndo-negativo, e C,,, = Cy, ().

Demonstracdo. Basta usar a propriedades de ® e W descritas nas Proposicoes A.1.6 e A.1.7, respectivamente.
O

Proposicao 3.2.3. Para todo t < t, vale a estimativa
| In(—2) ln(zo)e% —In(2) ln(zo)e_%‘ S 1+ 1In(1+¢),
onde z = z(t) = 2i(1 +t)|£|7 e 29 = 2(0).
Demonstracdo. Pela definicao de logaritmo temos:
In(£2i(1 + 1)[€]%) = In(2(1 + ¢)]€]°) + gz
logo

zZ—2(

‘ln(—z) Inzge 2. — In(z) In(—zp)e” 2

<] (21 + 0l m2le) + {72 25inleef®)| + [ (tn(201 + 016 - (2l costlel)

S1+In(l+1) + ‘ (In(2(1 + £)[£17) In(2[¢]7)) sin(¢[€])

<1+1In(1+¢) + \ (1n(1 + 1) In(20€]7) + (ln(2\§|"))2) sin(t]€]%)

e isso sera estimado por C'(1 + In(1 + ¢)), que é claro para || grande, e para || pequeno segue pois temos

lim (In(2[¢]7))" sin(t[¢]7) = 0,

|€]—0
parar =1,2et > 0.
O
Conservacao de Energia
Considere a energia a seguir para nosso modelo invariante por escala.
.1 -
EF(u)(t) = §(HW(t, Mz + 1(=2)72ult, )72 + p(t)?|lult, -)Hiz),
com
(1+t)‘%, p >,
p(t) =4 A+t 21+l +1)7", =g, (3.25)
(14¢) "2 2Vi-4?, 0<p?<i

Na Tese [5] e em [61] pode-se encontrar a demonstracido do seguinte resultado.

Teorema 3.2.4. Aenergia E*(u)(t) da solucdo da Equacéo (3.18) com 6 = 0, para ¢ € H° (R™), v € L*(R")

satisfaz
PP EM(t) S EM(u)(t) S B (u)(0).
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Observacao 3.2.5. O Teorema 3.2.4 diz que quanto maior o . mais temos um comportamento dissipativo.
Por outro lado quando ;1 — 0 essa dissipatividade vai deixando de existir. Esse resultado é um indicio de
que podemos esperar um comportamento dissipativo quando tivermos uma massa m(t) acima do invariante
por escala e uma conservacdo de energia quando tivermos abaixo. Tais resultados serdo enunciados mais
claramente e provados mais adiante na tese. Porém, antes disso, precisamos saber se podemos esperar para
o invariante por escala algo andlogo no caso § > 0. Ou seja, se o paramétro . também indica um comporta-
mento dissipativo.

Estimativas L.} — L.2.

Agora vamos provar uma estimativa L' — L2. Mas primeiro lembre-se que na secio 2.2 discutimos que os
cit(m?+[g)2)1/2
(m2+|g[2o)1/2

. Para esse ultimo sabemos que s6 temos limitacdo do tipo L! — L2, ou seja

pontos p, ¢ onde temos limitagdo para o multiplicador x (&) sdo pelo menos aqueles que vale
cit(1€29)1/2

(I€[2o)1/2
parap = 1 e q = 2, quando 20 > n. Assim essa hipotese é natural para o Teorema que propomos a seguir,

veremos que essa hipétese é usada para frequéncias altas. Veja também a Proposicdo 1.2.6 que mostra ndo
existir restricdo para frequéncias baixas. Agora defina b(t) parat > 0, por:

a limitacdo para (&)

max{(l-l—t)%*%+\/l_2ﬁ,(ln(l—l—t))%}, O<u<%;n§o(1+m),

1 0<p<iin>co(l+/1-4u2),
b(t) = max{ (1 +t)%_%,1 +1In(1+¢)}, > %;n <o,

1 ,u>%;n>a,

(1 +1In(1+¢)) max{(1 + log(1 +t))%, (1 +t)%*%}, p=3n<o,

1+ 1In(1+1¢), p=1%n>ao

(3.26)
Logo podemos provar o seguinte Teorema.

Teorema 3.2.6. Considere u(t, x) solugéo de (3.18) com § = 0 e com dados iniciais ¢ € W>1(R") e ¢ €
L' (R™). Nesse caso, se 20 > n temos que

[ut, )z <MDl + o) ([l + 1]l L) (3.27)
parat > 0.

Demonstracdo. Vamos estimar a norma L dos multiplicadores £} ;, k = 1,2 el = 0, 1. Devido ao com-
portamento diferenciado das solu¢des fundamentais vamos dividir os casos p # % ep= % Para o primeiro
caso temos que na Zona Z1, ou seja, para todo ¢,y < t¢, vale

|Bra(t,to, )] S (14 6)"7H (1 + 1) o710 4 (14 1) ReHl(1 4 4g) B2tk (3.28)

comRp =1 +2/1—4u2sep € (0,3) e Rp = 5 se u > 1, respectivamente. Para o caso p = 1, temos
ainda em Z; e pela Proposicao 3.2.3 que

—zq

| Epa(t, t0,&)| = (14 t)%_l(l + to)_%‘H’C | In(—z) Inzge 2. — lnzln(zo)e_z 2|, (3.29)
1+1¢

< (1+t)%—l(1+t0)—%+k<1+ ‘m(ljt )D (3.30)
0

Em Z, U Z3 usando a Proposicdo 3.2.2 e como pela nossa escolha de a e § nés temos R(a) = R(B — «),
podemos concluir, para todos ¢, tg > t¢, que

| Epa(t, to, €)] S €)70F . (3.31)
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Pelas desigualdades (3.29) e (3.28), temos parat < t¢ e k = 1,2 que:

[z 0<pu<3}
(/(HMKN | Eyo(t, 075)!2d€) fSea+ t)%*%(l +log(l+1t), p=32
- (1+1t)2 2, p> 3

Além disso, por (3.31), temos:

‘EQ,O(t7t07§)‘ 5 ‘5’_07
Hg‘_aEl,O(tathg)’ ,S "E‘_U

1 1
Como 20 > n, temos, em Z3, que <f|§|a>N [E20(t, 0,€)I2d€) “Sle (ﬁ§|o>N €177 Bt 0,§)|2d€> S
1. Agora resta obter uma estimativa parat > t¢ com |£|7 < NV. Para fazer isso note que nesse intervalo de ¢,
temos:

a(tv 5) = (El,O(ta t{a €)E1,0<t§7 07 g) + EQ,O(tv t§7 S)El,l(tﬁv 07 é))a(ov 5)
+ (EQ,O(ta t&a £)E2,1(t§7 07 6) + El,O(ta t{? g)EZ,U(tfv 07 5))ﬂt(05 5)

Agora note que Fso(t,t¢, &) Ea1(te,0,6) e By o(t, te, §) Eao(te, 0,&) sdo menores do que:

(1+1tg) 37 zVI0e, 0<p<sy
€77 % (1 +te)~2, p>i (3.32)
(1+te)72(1+log(1 + %)), n=13
e
(1+ te)2taVi-4?, O<p<i
(1+te)2, p>3% (3.33)
(1+te)2(1+log(1+1¢)), p=13

1
respectivamente. Logo podemos estimar (fZ2 |E2,0(t,te, §)Ea1(te, 0,8)+E10(t, te, §) Eao(te, 0, £)l2d§) ’
por:

(141t)2t 1_24H2*2Z, 0<p<im<o(l+/1-4u2);

(In(1+1)7, 0<pu<in=0cl+1-42);

1, 0<u<%;n>a(1+m);

(1+t)%7%, u>%;n<0;

(ln(l —i—t))%, > %;n = o; (3.34)
1 ,u>%;n>a;

(1 —l—t)%f%(l-i-ln(l-i-t)), p=1in<o;

(1+ln(1+t))%, p=1in=oc;

1+ 1In(1+1¢) p=3%n>o.

1
Analogamente podemos estimar (fZ2 |E10(t, te, ) Er0(te,0,8) + Eao(t, te, §) 1 (te, 0,§)|2d£> *, e ver
gue podemos concluir uma estimativa analoga a (3.34). Portanto, as desigualdades obtidas sio suficientes
para provar o Teorema.
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O]

Observacao 3.2.7. Note que fazendo, na estimativa obtida no Teorema 3.2.6, . tender a zero, no caso que o
primeiro dado € nulo, recuperamos a estimativa que encontramos para o caso de coeficientes constantes .. Ou
seja, a estimativa L' — L? para a solugdo de uy; + (—A)7u + (1;)“ = 0comu(0,x) = 0, us (0, z) = ua(x)
quando ;1 — 0 € a estimativa L' — L? para a solugéo de uy + (—A)°u = 0, u(0,2) = 0, u(0, x) = ua(x).

Estimativas P — L7 na linha dual.

Defina p(t) parat > 0, por:

(1473, >4,

1 —
p(t) = (1+8)” 5( +In(1+1)) ", MQZ%,
(14¢) 2 2Vi-4? 0<pu?<

Podemos entao provar o Teorema a seguir. Compare com o Teorema 1.5.5.

Teorema 3.2.8. O problema de cauchy com dados u(0, x) = ug(z), ut(0,z) = ui(z) € S(R™) satisfaz:
o —h(o)(L-1
| uett, ), IDP )HLq s +t> DG (fuol s + o),
[p()u(t, ]| 0 < ) (luollzoor + lluall poe-n),
parat > 0, com h(1) = "T_l,h(a) = parac > 2,h(0c) = Fparac <2como #le

max {(1 + t)fh(")(%*a)*ﬁ7 (1+ t)*”(%fé) }7

th(t) - 1_1)_1_1 2 11
| max{(l“rh(g)(rg)frim,(l+t)*”(ra)}a 2

t
»N»—\ 4>.\>—\

—_n(l_ 1) 1,1 _
onder—a<p q),p+q—1com1<p§2.

Demonstrac¢do. Vamos separar o espaco de fases em trés partes que correspondem as trés zonas 21, Z- e
Z3. Para fazer isso consideremos uma fungdo ¢ € C*(R,) tal que ¢)(y) = 1 paray < 3, ¥(y) = 0 para
y > 2e (y) < 0. Definimos Yj, j =1,2,3, dadas por:

Dt €) = P(IEITNTYY((L+ ) [ETNT),
ba(t,€) = ([E7N (1 = (L +)IEI"N ),
w3(t7£) =1- d}(|£‘0N—1)¢

tal que ¢1 (tv 5) + ¢2(t7 5) + w?)(tv 5) =1
Zona Z;.

Agora vamos escolher ai; = ay(t,€), k =1,2,1 = 0,1, tal que ay (¢, &) Ey,(t,0,£) € LOO(IR ) uniforme-
mente para todo tempo ¢ > 0. Entdo nés temos, com 1 < p < 2, que:

||‘7:€1—>93 (77[)1 (ta g)ak,l(ta g)Ek’,l(t? 0, g)’/U\(g)) ”Lg7
< ||¢1 (t7 §>a‘k,l(t7 S)Ekj (t7 07 6)6(‘5) HLF
<N (GO z llani (8 ) Era(t, 0, €) | oe [0l 2o

<cq +t>‘ﬂ(*")||akl<t ) B a(£,0,6)] 0o o]l o

onde v € S. Escolhendo ay(t, &) = |¢]7(~Y, temos:
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1617070 Ea (2,0, )] oo < (14 )71
De fato no caso p = 5 temos: |[[£]70 D E 1 (£,0,€)]] .. S (1 1)z (1+1In(1+t)). Logo para p # 3 temos:

17 (1 (1, €8, )) o < (1 +8)~5 G0 752 (g 1y JJuallo).
|7 (a1, O ) 20 < (14 )

Q3

1_1)_
G=3) =149 (gl o + [l o).
com % + é = 1. Enquanto para p = % temos:

1F (W )8, €)) e S (14075 670 73 (1 (L 4+ ) (a0 + [zl o),
177 (e Oleratt. ) e S (1407 6703 (14 11+ 0) (ol + ).

Em qualquer caso, temos:

17 (ot €)1 ) e < (14 )75 G (a1 + ffualle).

17 (n (8 )17t )z S (14675 68 (Juo Lo + Ju 120)

Analogamente escolhendo ay, o(t, ) = p(t), temos:
Hp(t)Ek70(tv 07 ')HLOC 5 L.

Logo temos:

1Fe e (1.2, €)p(t) Bia(£,0,)0(6) | o S (1 + t)_g(” )(HUOIILP +[lulle),

onde1<p§2e%+%:1.

Zona /3

Para tratar essa zona vamos considerar uma particao diddica da unidade adequada: Considere uma funcao
positiva ¢ = ¢(y) € C5°(Ry), com suporte no intervalo [3,2]. Defina ¢; (&) := ¢(2‘j%), j € Z. Como
¢3(t, &) pj(§) = 0paraj < 0, temos:

W3(t, ) a(t, ) Byt §) = (1= (I§]"N")(¢0(§) + ¢1(€)) + Z% Jaki(t,§) Ex(t,§).  (3.35)

Assim, vamos considerar a integral oscilatéria:

F @5 (O)E] an(t, §) Exy(t,0,8)),

comr € Reay,(t,&) aserem determinados depois. Vamos denotar:
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by (2) := 2710y (p, 2p; 2),

by (2) = 2777 ROy 1 (1 - p,2 — 2p; —2),
bi(2) =2t l@l(l—p,2—2p; —z),

by (2) == 20,1 (p, 2p; 2).

Logo:

det G (t, 0, €) = sin ((1+ ¢)[¢]7) sin (- [¢]7) (bf((l +)[g17)by (1€17) + 01 (1 + t)l&!”)b§(|€!”)>,
det Gpa(t,0,€) = e "¥I7by (1 +6)[€17)b, (1€]7) — €70 (1 + 0)1€|7)b3 (€]%),

para p # % ep= % respectivamente, com k = 1,2, [ = 0, 1. As funcbes bz-i, 1 =1, 2, satisfazem

26 (2)] < Oz 7™,

comm = 0,1,..., e Cy, = Cp(p) para |z| grande. Para ay (t,£) vamos usar a poténcia || ~o(=k+D) por
isso a partir de agora é suficiente estudar a seguinte integral oscilatéria

FH( 6517y (14 DI ba(1€]%)), (336)

onde as fungdes b; , i = 1, 2 satisfazem |d7'b;(2)| < Cp|2|™™, m = 0,1, .. ..
Estimativa L' — L>°. Substituindo ¢ = 2an, j > 0, temos usando o Lema de Littman que:

|7 (8 6=y (L + )€l 7)b2(1€1) )] o
=CY | ($(l)e S NI [ =17y (297N (14 8) )b (2N L) )|
<CYOTI A4 (N7 Y 100l )l b (2N (1 )| ba(27 N7 IEN)
la|<M

SC2j(n7rcr)(1 + (2jN)Ut)7§ Z sup |7]|7T0‘n‘*0(|04‘+|ﬁ|) < Czj(nfrﬂ)(l + t)*gj
la+8|<M %SW”SQ

onde g vale n quando o # 1 en — 1 no caso o = 1. A constante M de fato depende de o e n.
Estimativa L2 — L2.

16;(€)e= €11 (1 + )€ 7)ba(€]) 1o

< sup o B(n))(Z7N)7n|7) 7 bu (22 N (1 + 8)[n]7)|[b2(27 Nn| 7))
3<lglo<2

<2,

paraj > 0.
Estimativa L? — L9. Usando as duas estimativas anteriores podemos usar interpolacdo de Riesz-Thorin para
obter:
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|71 (05O 161617700 B (2,0, F ()| 1
<o’ ( (;‘3)‘”’)(1+t)‘5<;‘5)\|vum.

Assim se assumirmos r > g(l —

1
; q), temos que

177 (0st, 760D By (4,0, F(0) )| 1o S (1) I

III—I(@bs(t,E)at(t, .)) e < (1+ t)—ﬁ(%—%) (\|uo||Lp,U(T+1) n ||u1||Lp,,.J)
”]—"*1(1#3(t,f)|§\oa(t, .)> loe < 1+ 8G—3) (HuOHL,,,C,(,‘+1> n HUIHLWU>

onder = g(% - %)
Agora para estimar o potencial p(t)u(t, z), vamos escolher aj, o = p(t), logo.
-1 ~ < e (1,1)
|71 (st Ot ) )l S @)1+ 872678 (ol e + o1 )-
Zona 7

Assim como nas outras zonas estudaremos uma integral oscilatéria com a frequéncia localizada em nossa
Zona.

(2t ana (8, B (1,0, F () (©))- (3.7

Vamos introduzir uma decomposicdo diadica adequada, considere ¢;(¢,£) == ¢ 277 %) ,J € Z,com
¢ a funcdo introduzida no estudo da zona Z3. Assim 2(t, §)$;(t, &) = 0 para j < 0, logo:

Pa(t,€) =yp(|§] N~ (1 — (1 +)[¢I"N Z%tﬁ

=P(|EI7N (L = (L +1)IEITNT)(bo(t, ) + ¢1(t,€)) + (€N Z% (t,).

Vamos entao investigar o] muItipIicador de Fourier para cada j > 0 separadamente. Temos a seguinte repre-
sentacao para p 7£ s5ep= respectlvamente

det Gl (t,0,¢) = sin ((1+1)[¢]7) (bf((l +)[g17)by (1€17) + b7 (1 + t)!fl”)bi(lfl”)),
det Grg(t,0,€) = e~ "I7by (1 +6)[€17)0, (1€]7) — €170 (1 + 1)1€|7)b3 (€]%),

comk=1,2,1=0,1. Além disso

267 (2)] < Oz ™™,
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comm =0,1,...,eCy, = Cp,(n) para |z| grande enquanto para |z| pequeno temos

|
A0 (2)] < G| 2| 771447, quando p # .

Escolha ay(t,&) = \5]"(1*1). Logo estamos interessados na seguinte integral oscilatoria

FL (S g1, )7 IBE((L+ )€1 (117N (1) ).

Primeiramente vamos estudar a seguinte integral oscilatéria.

F (01 g1, W (1 + )€l (el N1 lglo =90

Estimativa L' — L°°.
Note que

|7 (=17 652, 08 ((1 + )lel ) (lel” N el |

:(1 + t)—l-i-%?p-i-r

Fazendo c(z) = b (2)2(17" %), temos |dTc(z)| < Cpnlz|'Re—m=m0 m = 1,2,....
1

1
substituicdo (1 + t)=& = (2/N) “n e usando o Lema de Littmann, temos:

|77 (= gt (1 + 00k )|

YU+ OFA+ DN ST D% ()@ N )|,
|| <M
§2j(§—h(a))(1+t)—§ Z sup (2jN|n|a)—\a|+1—§Rp—r(QjN)|oz\
‘QISM%ShﬂO_SQ
S}Qj(gfh(J)Jrlf%pf?‘)(l _,_t)f%’

onde M é uma constante adequada. Portanto:

|71 (27 gyt )e((1 + 1)l F ) ) |

GO (1 4 ) F o] .

oo

Estimativa L2 — 2.
Claramente temos

Hei"t'f'oqﬁj(ty e((L+1)1¢]7)

1<nlo<2

Portanto

F (65 gy, 0 (L + el N (e nie) )

.S sup o(ml)le(@ Nin|7)| S 2707,

62

Assim fazendo a
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S 2R o] o

~

Hrl (eiitlﬂ”(j)j(t, &)e((1+ t)|§\")]—‘(y)) ‘

L2

Estimativa P — L9.
Paraj > 0,1 <p<2e % + % = 1 e interpolando com Riesz-Thorin, temos:

Hf*l (eﬂt'é‘g@(t, e((1+ t)\§|0)]:(v)) ’

gzj((g_h(g))(;—;)+(1—§%p—r)) (1 —|—t)_z<;_;) HUHLP~

Tome r = (2 — h(a))(]lJ - %) + 1 — Rp, logor > 0. Agora note que

O (NTHE)[E|7IRRIBE(1€]7)| < Cule) Tl

Logo por Mikhlin-Hérmander (N ~1|¢|7)[£|70—*+R0)pE (|¢]7) € M, paral < p < occ. Além disso, como
Y(NTYE)E]7CFbE(1€]7) < Cp(N~€]7)|€|7(="=RP) podemos finalmente concluir que:

S I=
Q=

<4970 .

La

771 (707 51, )17k (1 + 1)l 17 N 1Yo (161°) F (v) )|

Portanto temos:

17 (0,0 e % 0407 67 (i + ).

B =

I (vatt e ) £ 1+ 0" (ol + ).

Agora vamos estimar o termo poténcial. Tome ay, (¢, &) = p(t), entdo para estudar

p(t)Ek,O (t, 07 5) = Cp(t) ‘€|U(1_k) det Gk;,O (ta O’ 5)7

¢é suficiente estudar

e, (1 + 1)[¢]9),

onde
m o ((1 + t)|§|0')—m—§RP’ se p # l’
|1 )11 o (1 + 1) [E]7)] < O or—m—1 |In|¢] S
((1 + t)‘ﬂ ) 2 1+ln(1+t)’ S€p = 2
param = 0,1,.... Logo na Zona Z, temos:
LTI 1
1+1In(1+41¢) 1+InN|¢|—°
para || < N.

Vamos considerar a integral oscilatéria:
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FH (7 g5, )N (1 + 1)) ).

Usando o Lema de Littmann de maneira analoga ao que foi feita anteriormente, concluimos que:

|77 (519 65 (1, ) u (NN (1 + 1)l

N——

=07 g5, )N (1 + gl ) R

LOO

Portanto nés temos:

h(a)fﬂ?pfr)
[l

71 (46,0 vy 1 + ey 7o) | 5 10220
S 2j(’“””") oz

2"~

7= (=67 g2 w1 el ) (1 + 1)) R F (w))

Logo por Riesz-Thorin temos paral < p < 2 com % + % =1, que:

77 (=6 2w g+ )l )R Fw))
<yt ) (G () )

La

Note que

p((L+DIE)
(L+1)€l°)

(Vg2 7| < Calél ™.

Logo, por Mikhlin-Hérmander, temos

b, (14 )[¢]°)
(1 +0)lgl) ™

onde 1 < p < oo. Note também que ¢; (¢, &)t (N [€[)b, ((1+8)[€]7) €] 77" < C;(t, ) (N1E7) ((1+
£)1€1°) (€)o7, logo

(Nl

D3

|77 (1 5w (N el (0) B 1.0, )|~ F ()
SR GO (CRICO R TV

Assim tomamos 7 := max{0, (2 — h(c)) (% - é) — Rp}, temos:

La

1

|71 (et 00000, ) 0 5 (1 "D GG (gl + 1),

paral < p < 2com % + % = 1. Finalizando a demonstracao.
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3.2.2 Caso 2§ = o.

No caso § > 0 vamos comecar quando 2§ = o, pois esse caso assim como o caso 6 = 0 pode fornecer uma
analise por funcdes especiais. Nesse caso apés uma mudanca de variaveis teremos nossa equacao descrita
por uma equacao de onda do tipo Coulomb, tal equacao é importante para entender fenébmenos fisicos, pois
descreve o comportamento da carga de particulas carregadas em um poténcial de Coulomb, para saber mais
arespeito veja [43].

Estimativa de Energia.

Fazendo 7 = |£|7(1 4+ t) e w(T) = u(t, ), temos que w satisfaz

12

wTT+(1+m>w:0

com dados iniciais w(|£|7) = qg(ﬁ) wr(€]7) = |§|_0$(§)-

No caso 2§ = o temos:

2
wTT—i—(l—i—'u—)w:O
T

E com isso temos uma equacio da onda do tipo Coulomb, veja [1]. Assim, como discutido em A.19, temos as
solucoes fundamentais:

wi(r) = FO(—%,T)
wa(r) = Go(—2-.7)

Logo as solucdes fundamentais de

~

2
U + ]5\2"71 + ——[¢|7u=0

1+t
sao dadas por
12
fl(tug) = al(t7€) = FO(_?a (1 + t)’f‘g)
2
falt,€) : = a(t,€) = Go(~"-, (1 + 1)[¢")
Assim tomando a derivada temos por A.19 que:
2
Jua(t,€) = B (1, €) = |el7d-Fo(= -, (14 1)le])
2
Faa(t,€) = B8, €) = |E|7d-Go (=", (1 + )€l

Logo para uma condicao inicial ¢y, temos:

a(taé) = Cl(t(],f)fl(t,f) + CQ(tO’g)fQ(tvg)

assim derivando em ¢t podemos encontrar as constantes:
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1 (to, ) = Jat(to, E)ulto, &) — fa(to, §)ue(to, §)
PSS g (b0, ) Fi(to, €) — fa(to, €) fre(to, €)

_ fi(to, §)ue(t, &) — f4(to, §)ulto, &)
CQ(t(J)g)_

f2,t( 0’€)f1(t0a§) fQ(thf)fl,t(tO,f)‘

Portanto podemos escrever

a(ta 5) = F].,O(tu tO) f)a(tou 5) + FQ,U (tu tO) f)at(t07 5)7 (338)

onde

f2(t0, &) f1(t, €) —

Jo,e(to, §) f1(to, &
fi(to, §) f2(t,€) —

f2.4(t0, &) f1(to, €) —

comt,ty > 0. Entdo derivando em relacdo a ¢t temos

f2(t, &) f1.4(to, €)
— fa(to, &) fr,e(to, &)’
fa(to, §) f1(t,€)
fr(to, &) fa(to, &)

Fl,()(ta tO) f) -

Foo(t, t0,€) =

\_/\_/V\_/

at(t7 5) = Fl,l (t7 tO? f)a(t(% 5) + F2,1 (t7 t07 f)at(t07 5)7 (339)

onde Fj, 1 := O0;F)0, k = 1,2, Essas solugbes fundamentais satisfazem Fj,;(to,t0,&) = g 141, kK = 1,2,
[ =0,1. Assim:

fa,.4(to, &) f1,e(t, ) — fa,(t, &) f1e(to, §)
Fatto,6) = f2t<to,£>f1<to, )~ falto ©) fra(to,€)”
S0, &) fau(t, &) — falto, &) f1.4(2, )
ot ) = & P (t0,€) — Fuelto, &) falto, €)

Calculando o Wronskiano temos pela relagao A.21.

f2,t(t7£)f1(t7£) - fl,t(tvg)fQ(tvé) = ’£|0

Agora usando A.1.8 paral = 0 e (A.22), temos para (1 +t)|£]7 < N e (1 +t9)|£|” < N que:

1+¢
Fy o(t, to, < ;
| F10( oﬁ)lwlﬂ0
|[Foo(t, to, &) S 141

1

F11(t, to, < ;
[Pt 0€)|N1+t0
|Fp1(t,t0,8)] S 1. (3.40)

Agora usando A.1.9 paral = 0 e (A.23) temos para (1 + ¢)|£|7 > N e (1 + t9)|£]|” > N que:
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’FI,O(t)t07€)| S.; 1a
1
|Foo(t,t0,€)| S W;

|F11(t,t0,6)] S 1417
|Fo1(t,t0,&)] S 1. (3.41)

Usando as estimativas 3.40 temos para (1 + ¢)[£]7 < N ou [£|” > N que:

-~ o :uz o~ n >
O + 600, OF + sl OF < 00+ (BOF +1TEF) . @4

Agora usando as estimativas 3.41temos para [£|7 < N, (1 +1)[£|7 > N e (1 +t¢)[£|” = N que:

@ (t, €)1 < O (I [ute, )1 + [a(te, €))
€127t ) < C (Il [ulte, ) + [ue(te, ©)I)

2 2 20
1% o 2 H a5y 2 2 |€|
T lerTac, o) §71+t£\€| u(t, )" < Cp <W

Ate, &) + |at<tg,§>|2)

(1 +te)lgl”

Portanto de acordo com as estimativas obtidas nas regioes, podemos concluir que:

2
e (£, )13 + 11D17ult, )3 + #HIHDIM(@ ME < CullwCIE + loC)I13 (3.43)

o que nao é melhor do que ja temos simplesmente derivando a energia e usando a desigualdade de Gronwall.

Porén, adiante vamos usar as estimativas para os multiplicadores que foram obtidas acima para determinar
estimativa L' — L2 e L2 — L2.

Proposicao 3.2.9. Seja u(t, z) solucdo de 3.18 com 25 = o. Nesse caso se ¢, 1) € L*(R"), entdo

Ju(t, ez S (X + )10l r2 + 19 22)- (3.44)
Se20 >n, |D|°¢ € LY(R") e € L1, entdo

lu(t, )z SIDIl + (L + )72 ([|p]l 2 + 1] 1) (3.45)
parat > 0.

Demonstracdo. Usando as estimativas:

L+ (1,6, (b0, €) € 21
<
|Fk,l(t7t07§))| ~ {yg‘a(l—k—i—l)’ (t,f), (t07€) € ZyU Zs

onde k =1,2el = 0,1, que foram obtidas anteriormente, podemos concluir que:

(3.46)

B3t 0,2z S (L+8) 7720

Agora note que para (¢,&) € Z, temos:

a(ta 5) = (Fl,O(t7 tfa g)Fl,O(tfv 07 5) + FZ,O(ta t{? g)FLl(tfa 07 g)) a(ov 5)

+ (FQ,O(t7 t§7 S)FQ,I (t£7 07 é) + Fl,O(tv t£7 g)FQ,O(t& 07 f)) at(oa S)
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donde das estimativas (3.46), temos:

|F1,0(t7t€7§)F1,0(t67 076) + FQ,O(tatfvf)Fl,l(t& 01£)| S (1 + tf) + |£|_07
|F2,0(t7t§7§)F2,1(t§7 076) + Fl,O(t>t£7£)F2,0(t§a 0a€)| 5 ’£|_o— + (1 + t&)

Além disso temos

[Frot b, -) Fio(t,0,-) + Foo(t,t, ) Fia(t,0,-)] () < max{1, (1 +1t)1 72},

HFQ,O(tat~7 '>F2,1<t~a Oa ) + FI,O(t7t~a ')FQ,O(t~7 07 )HLQ( ) g maX{L (1 + t>1_%}

Z2

Finalmente como 20 > n temos:

I - 172 Fo(t, 0, Mrzz) S 1.

~

Portanto dessas estimativas concluimos a estimativa L' — L2. A demonstracdo da estimativa L? — L? é
analoga.
]

Representacao da solucao via funcdes confluentes hipergeométricas.

Vamos obter uma representacao para a os multiplicadores Fj,; em termos de fungées hipergeométricas con-
fluentes. O objetvo é obter estimativas na a antidiagonal e diagonal, para isso precisamos de estimativas das
derivadas dos nucleos F}, ; em diferentes zonas e de comportamentos oscilatérios dos mesmos, que nao sao
explicitos quando olhamos como solucdo da equacao de onda do tipo Coulomb.

Consideremos agora uma representacdo da equacao por meio de uma equacao hipergeométrica confluente.
Faca z = 2iT = 2i(1 + t)|€|” e note que W (2) = "7~ Lw(7) = e!HDEI7 (1 4 ¢)|€|7) 1 a(t, €), satisfaz:

2
Weo + (2— )W, — (1 + i%)W = 0. (3.47)

Logo, estamos no caso logaritimo e por essa razdo as solugdes fundamentais sdo dadas por (1 + i“;, 2,z)
ee*W(l— i“;, 2, —2z). Logo as solugdes fundamentais de 4y + (|£]%7 + 1“—;|§]”)ﬂ podem ser dadas por:

1(t,€) = (L+ )] 7e IR (1 + z‘“;,Q;z)
Fa(t,€) = (1 + t)[€|7 DI g (1 — zu; % %),

Derivanto em t temos

Feft,8) = 01 (1) = 67w (14 B
F,€) = ufolt, ) = |67 0w, (1= B )
onde
Uy (e, B;2) = (2 +a—1)U(a, B;2) — U(a — 1,5 2). (3.48)

2
Para facilitar a escrita vamos usar a notacdo ¥(«, 3; z) = ¥o(a, ; ). Se escrevermos
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a(t7€) = Fl O(t t()a ) (t07 ) + F2,0(t7t07§)at(t0)£)
at(t7§) Fl 1(t tO? )a(t(b ) + FQ,l(t7t07§)at(t07€)7

onde 0, F}, o(t,t0,&) = Fy.1(t, 10, &), para k = 1,2, teremos o seguinte Lema.
Lema 3.2.10. Denotando z = z(t) = 2i(1 + t)|{|?, temospara k = 1,2el = 0,1 que
. 2
Fk,l(ta t07 5) = e_ﬂ(z+%) (_Qilf‘U)l—k'H det Gk,l (t7 tOv {)7 (349)

onde

A-le 3P 1+i“—2,2,z Ale3 1—2’“—2,2,—2
Gk,l(tvtoﬂg) = —1+k —20 l( 2'N2 ) —1+k 20 l( 2‘#2 ) . (350)
20 e 2 \1127]6(1_'_1?72)'20) 20 €z \Ij2fk(l _2?727_20)
Demonstracdo. Para demonstrar o Lema, deve-se utilizar duas identidades, a primeira:
 Jaulto, §) [1(t,€) — fru(to, §) f2(t, €)
Fk,l(tv th g) -
fQ,t(t[)a é)fl(t(h f) - fl,t(t(b g)fQ(t[)u é)
e depois, por (A.17), a segunda:
—je 7r(Z'Jr”2
fQ,t(t7 g)fl <t7 5) - fl,t(t7 §)f2<t7 g) = 7’5‘0 (351)
O

Proposicao 3.2.11. Sejam o, 5 € C.
1. Para |z| > K grande, temos
A2 W@, B 2)] < Crlof =™,
onde m é um inteiro ndo negativo e Cy,, = Cp,(a, ).

2. Para |z| < K pequeno, temos

Vo(a,2;2) = I'(a) 271 4 On(ln 2),
Ui(a,2;2) = 2Ft ] + (; +a—1)04(Inz) + Oq—1(Inz),

A7 (er, 2 2)] < Oz 77,

onde Cy,, = Cr (e, B), j = 0, 1, 0 sub-indice em O, (In z) indica que a fungdo depende de a, etema
ordem de In z quando |z| — 0, mais ainda, temos nesse caso, que O, (In z) = F(a 0 (Inz+ ¢(a) —

¥(1) = ¥(2)) + Oa(zIn 2).
Demonstracdo. Segue das Propriedades listadas no Apéndice. ]

. . . . 2
Agora vamos estimar a norma dos multiplicadores F}, ;(t,t, ). Denote a := 1 + z%, e escreva:

Fra(t to,€) = CJ¢|0=h+D 11 k= 1( (0,2, ) Ua (2 — , 2, —20) — e 2T (2 — @, 2, — )\Ilg_k(a,Q,zo)>,
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onde z = 2i(1 4 t)|£|7 e zp = 2i(1 + t0)||7, logo, para (1 + ¢)[¢]7 < N temos,
lembrando da seguinte relacdo funcional de simetria para a funcdo I,

™

T(:)[(1 - 2) =

sin(7z)’

paraz # 0,+1,£2, ..., comd, := P(a) — (1) — 1(2), temos:

[Fa0(t,t0, &) S (1 + 1))

2z, 27! In(z) + do— —z ! In(—2z di—a
(™ (5 (r()of— O (g (P(i)ja)l + Oaal = n(=0))))

—(62_220 ( ! n In(—z) + di—qo Zal In(20) + da—1
I'2—a) I'l—«a) INGY! MNa—1)

<(1+ t)|§\”<] sin(t]ﬂ")zo_lz*l] + |e% In(—z)Inzy — e~ In(z) In(—2z0)| + |Z|71 (S‘s(e% ln(zo)))] + 1),

+ 0y o(—2In(=2)))( + Oulz ln(zo))))‘

logo pela Proposicido 3.2.3, temos:

[Fo0(t: 10, §)| S (1 +1).

Analogamente,

’F170(t7t07£)| S C/J,1 + t7

|F11(t,to, )| §C’H]£|U(sint|£|” + (’;‘ +o— 1)(‘Z20| +a-— 1)(|e% Inzoln—z—e 2 lnzln — 20|

!

+|1In z||z0 In 2o]) + l) <C

[F2,1(t,t0,6)| < Cl.

Enquanto que para |{|7(1 + ¢) > N temos:

|F10(t,t0,£)| < Cl,

1
|Fo0(t, t0,§)] < CN@’
[F11(t,t0, &) < Culél?,
|F21(t,t0,€)| < Cl.

Note que estas estimativas sdo analogas as que foram obtidas usando as estimativas para as solucdes funda-
mentais da equacado de Coulomb.
Estimativa L? — L9 na linha dual.

O Teorema a seguir fornece uma estimativa na linha dual da equacéo us; +(—A) u+p2(1+t) " (=A)zu = 0
com dados de Cauchy em S. Entendo o problema como uma pertubacao de uy + (—A)?u = 0 podemos
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comparar as estimativas obtidas com as do Teorema 1.5.6. Nota-se que temos a mesma estimativa para a
energia.

Teorema 3.2.12. Seja u(t, z) solugdo de (3.18) com 26 = o e dados u(0,z) = up(z),u(0,2) € S, entdo,
parat > 0, temos

A(1l_1
et ), (=80 2utt, g S 0+ 0 G (gl + flzors), (352
onde h(1) = =251, h(c) = —Z parac > 2eh(c) = —LZparac < 2er = g(% — %) Além disso, temos
1@+ 072 (=)t e S A (loll sy + 1l o p)) (3.53)

onde

(1+ t)’TT(E’E), c=le(n+1)(;—7) >1 (3.54)

1 1
(1+ t)_g(g)(ﬁ_E) : caso contrario ,
onde g(o) =n —1quandoo =1, 2 nocaso2 < cexquandoo <2eo # 1.
Demonstracdo. Vamos separar o espaco de fases em trés partes que correspondem as trés zonas 71, Zs e

Z3. Para fazer isso consideremos uma fungdo ¢ € C*°(R, ) tal que ¢)(y) = 1 paray < 3, ¢(y) = 0 para
y > 2e1) (y) < 0. Definimos Y, j = 1,2,3, dadas por:

P1(y) = V(€N "Y((1 +1) €[N,
Pa(y) = (7N (1 —p((1+1)E°NT)),
P3(y) == 1—(|¢°N"1)

tal que ¢1(y) + v2(y) + ¥3(y) = 1. Agora vamos escolher ay; = ax;(t,§), k = 1,2,1 = 0,1, tal que
ak,i(t, §) Fii(t, 0,€) € L*(RE) uniformemente para todo tempo ¢ > 0. Entdo nés temos, com 1 < p < 2,
que:

Zona Z;.

Hfgﬁr(wl (tv é)akl(tv €>Fk,l(t7 0, 5)6(‘}5)) HL%
<91 (t, §)agu(t, &) Fia(t, 0,§)v(E) | e
<o (N, e llan(t,§) Fra(t, 0,€)|| oo [lvl| o

I a
_n(l_1
<01+ 173 G Jlapa(t, € Fia (1, 0,) | e 10 0,

1

onde v € S. Escolhendo ay(t, &) = |¢]7(~Y, temos:

151 (01 (1 ), 1o < (14 1) G8) (a0 + [lua]10)
17 (8 O ) e < (L4675 G2) (Juoll o + s |0

com % + % = 1. Analogamente escolhendo ay, (¢, &) = (1 + t)—% ]5\%, temos:
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1F& o (1 (£, €) (1 + )3 [€]3 Fra(t,0,€)5()) |
=(1+1t)" 2\\&%051( Gy (1, €)[€]76D By (1,0, )¢ "0 G+ 626y

<0 (€)1 B0, O ol
Ps P q

=9 (3=3) +er2-0

onde € > 0 é arbitrario. Logo

q

177 @1+ 3 el Ea0 ) an S 06 (ol ol ),

Zona Z3.

Para tratar essa zona vamos onsiderar uma particao diadica da unidade adequada: Considere uma funcao
positiva ¢ = ¢(y) € C5°(R;), com suporte no intervalo [3,2]. Defina ¢;(¢) := ¢(277 lel” ), j € Z. Como
¢3(t,€)¢;(§) = 0para j < 0, temos:

V3 (t, E)ar(t, €) Fia(t,€) = (1 —([€]7NTH))(¢o(€) + d1(£)) + Z% ))aki(t, &) Fra(t,§).  (3.55)

Assim, vamos considerar a integral oscilatéria:

F o (O] ara(t, &) Fru(t,0,€)),
comr € Re akl(t, €) a serem determinados depois. Vamos denotar:

2
bE(z) = zl_l\I/l(l F i%, 2;Fz),

2
bE(2) = 2R, (14 z% 2 +2).

Logo:
det G (t,0,€) = "0 ((1+1)[¢17)by (1€]7) — b (1 + 1)[€]7)b3 (1€]7)

comk=1,2,1=0,1. As funcdes bii, 1 =1, 2, satisfazem

426 (2)] < Crnl| ™™

m=0,1,...,eCy = Cy(u) para |z| grande. Para aj (t,£) vamos usar a poténcia |¢|~7(1=*+1) por isso a
partir de agora é suficiente estudar a seguinte integral oscilatoria
FH (05 ©e= b (14 Dl¢I)ba(1¢])) (3.56)

onde as fungdes b; , i = 1, 2 satisfazem |d]'b;(z)| < Cp,|2|™™, m =0,1,.. ..
Estimativa L' — L. Substituindo & = 2/ N7, j > 0, temos usando o Lema de Littman que:
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|7t (65(© € bi (1 + £)IEl)baIEl") )| e
=CP | FL (@lnl)e NI gl 77y (27N (L4 1) | Yoo (2NN )

<CYTO (14 (2IN)TE) 72 Y (070l nl T b (2PN (1 + 6)]n|7)ba (277 NI | 1
ja|<M

<C2I(1 4 (2N)T)TE YT sup n| Ty ol HAD < €I o)1 4 1)~
latBl<M 3<Inl<2

onde g vale n quando o # 1 en — 1 nocaso o = 1. A constante M de fato depende de o e n.
Estimativa L2 — L2.

1655 (€)= 17 1€1 7By (1 + 1) [€17)b2(1€]7) | oo
S swp G(In) (27N l”) T BL(2 N (L + £)[n]”) | [b2(2 N ||
3<[glo<2
<2fjra
paraj > 0.
Estimativa L? — L9. Usando as duas estimativas anteriores podemos usar interpolacdo de Riesz-Thorin para
obter:

|7 (o5l Il 0 By (1,0, F ) |,
52j (n(%_%)_ra) (1 + t)_g (%_%) ||UHLP

assim se assumirmos r > g(% — %) temos que

17 (st €)1l 60D By (1,0, F () )|y S (1+8) Q(M>||v||m.

17 (st )t ) o S (140728 (ol ooy + e
||f—1(¢3(t,£)|£\aa(t, .)> ze S (14 t)‘%(%_l) (||u0||Lp(,(T+1> + || 2o m)

onder:ﬁ(l—l).

g \P q
Agora para estimar o potencial (1+1)~/2(—A)Zu(t, z), vamos escolher ay, o (t, £) = (1+1t)~/2|¢|7/2, logo.

_ _ o/~ 1 e(1_1
177 (st 0+ 0772200 ) o £ @+ 0752670 (ol ey + Tl o3
Zona 2.

Assim como nas outras zonas estudaremos uma integral oscilatéria com a frequéncia localizada em nossa
zona.

-1 (¢2 (tv é)ak,l (tv é)Fk,l(ta Oa f)f(’l))(f)) . (357)
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Vamos introduzir uma decomposicao diadica adequada, considere ¢;(¢, ) := ¢<2*j %) ,Jj € Z,com
¢ a funcao introduzida no estudo da zona Z3. Assim 12 (¢, £)¢;(t, &) = 0 para j < 0, logo:

Pa(t, &) =P (€N~ (1 — (L +t)|¢)" N ng

=P([EI7N A = D+ )IETNT)(do(t,€) + (. €)) + v(IEI"N Z¢g (t,€).

Vamos entdo investigar o multiplicador de Fourier para cada j > 0 separadamente. Sabemos que

det My (t,0,8) = e~ "EI7br ((1 4 1)[¢]7)b; (1€17) — ™70 (1 + 1)[¢]7)b3 (1€]7)
comk=1,2,1=0,1. Além disso

263 (2)] < Cral2| ™

m=0,1,...,e Cy = Cy,(u) para |z| grande e

470 (20)] < Cinl20* 2.

Vamos escolher ay, (¢, &) = |£]7(!=1. Note que

|7 (568 652, ) 6]~ b (61 NBE((L + DIE) |
(L4 7 [ F (1, ) (1 + D17 B+ D) |
=(1 )" [| 7 (e (8, erp(1+ DIEN) ||

onde ¢; j, satisfaz |d} c; ,(2)] < Cpn|2|~"~™. Fazendo a substituicdo (1 + t)ig (27 N) 21, e usando o Lema
de Littman temos

[[F =2 (e (8, €)er (1 + 1)IEN)) || oo
2% (1 4+ )75 | F L (T 5117 (2N |7 | o

27 (L4072 (1+2N) 72 3 D2 (il )era (@ N |||
[BI<M

<0i(2-8) (1 405 ST sup (@N)M2INE)
|81<M 3<Inl°<2
o -

~

onde M é uma constante adequada proveniente do Lema de Littman. Provamos assim a seguinte estimativa

|7 (eﬂtmg%(t, OYEIPNI (1 +D)IEI)F ()| 1o
<01 (3=5) (1 1 6% |Jo . (3.58)

Agora vamos fazer a estimativa L? — L2. Temos que:
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[ 05 (8, )i (L + 1)[EN1)] oo S sup (|0|7) |er k(2 NIn|?)| S 2797

1<nlo<2

Provando assim que

| F L (X s (8, €)0p (1] NTHBE((L + 1)|€]7)F (0)) || o S L+ 8)"277 0] 2. (3.59)

Assim, interpolando (3.58) e (3.59), temos paratodo j > Oeparal <p <2e % + % =1

[F (215 (¢, ) (1617 NIEE (1 + )IET)F @) | 1o
<1+ t)rfg (%7%) 2j<(37§) (%7%)77“) HUHLP'
Agora note que para [¢| # 0 temos

|aa¢(!€|"N’1)b§E(|§|")

€[o(—2) | < Crle ™), (3.60)
+ o
logo pelo Teorema de Miklhin-Hérmander, segue que Wiﬂg) € M, paral < p < oc. Portanto, podemos

concluir que

|71 (e (2, )b (1 + 6)[E17) (€17 N1 (€17 F (0)) ||
SIF (658, )9 (1617 N (L + D)IE)F () [

)

No caso o = 1 tomamos 0 < r = ”%“1(% — %) logo

11

. 0t ) 5 0+ 07 6) (luollzo + ).

7 (. 00T e (14T ) (luollzo + 0.

e no caso o # 1, tomamos r = 0, logo

|77 (02t ) (1, 6)) 1o < (1+ y i) (lullzo + a0,

1_1

IF = (v (t, 1€, €)) [l e S (1+ t)_"<"_") <||u0||Lp + Hu1||Lp).

Para o termo poténcial tomamos ay o(¢,§) = (1 + t)_% €2, logo

|77 (e 652, €) (1 + 1) 72 €] 77T FD (€] NTHBE (1 + 1)) o
=(1+ )" || 77 (eFE (1, €) (1 + )IE)7) 261 + DIEN)) ||
=(1+ )" || F (X761, ) gi (1 + )IE1)) ]| oo
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onde |dTgx(2)| < \z|_r_%_m. Assim temos paratodo j > Oeparal <p <2e % + % =1que

1771 (60 2, ) (1617 N D0 (1 + )€1 F (0)]| o
<a+o)° <%*5) 2j<(37§) (%7%)7747%) ol e

1 1 1

Portanto no caso o = 1 e (n + 1)(5 — %) > 1tomamos 0 < r = ”7“(5 - 5) logo

O e IR I e o) (huollzs + llwn s ),

enquantonocasoo = le (n+1) (% - %) < 1louo # 1,tomamos r = 0, logo

7 e 1+ 080 ) 5 (14 ) (oo + 0 )

o que finaliza a demonstracao.
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Capitulo

Equacoes de Evolucao com coeficientes
variaveis.

Nesse capitulo iremos tratar de equacdes de evolucdo com coeficientes varidveis mais gerais. Nesse caso,
iremos fazer somente estimativas de Energia. O método usado é o "Procedimento de Diagonalizacao"que
por sua vez é inspirado no método de aproximacdo WKB. Esse método recebeu o nome dos fisicos Gregor
Wentzel , Hendrik Anthony Kramers e Léon Brillouin, que o desenvolveram em 1926. O método WKB é um
caso especial de analise de multiplas escalas veja [41]. Primeiramente vamos provar a Proposicdo 4.2.1, que
ilustra o Procedimento de Diagonalizacao e depois apresentar o método de fato para o aplica-lo em outros
casos. O Procedimento de Diagonalizacido pode ser encontrado em [34].

4.1 Velocidade de propagacao com tendéncia decrescente

Para a(t) > 0 considere a equacado de evolugéo linear a seguir:

ug + a®(t)(—=A)u = 0, u(0,2) = ¢(x), ur(0,2) = V(). (4.1)
Defina a Energia da solucio u da equagio linear acima por Eq(u)(t) = (Hut( NE+a2@)[|(—A)%ult,)|I3).
derivando essa energia em ¢, podemos concluir que < Eq(u)(t) = ( )a' () ||(—A)°u(t,)||3, assim se a é
decrescente podemos concluir, usando o lema de Gronwall, que a?(t) Ey(u)(0) < Eo(u)(t) < E(u)(0).

Vamos considerar uma situacdo um pouco mais geral e provar a mesma estimativa.

Hipétese 4.1.1. Consideremos que 0 < a(t) = \(t)v(t) € C?*(R,.) que satisfaz as condi¢cbes a seguir para
j=1,2

1. 00> ¢ > v(t) >co>0;
2. \(t) é decrescente, i.é, ' (t) < 0;

3. v(t) € CHRY), [ Lu(t)] < Ol

‘ dti (1+t)

@) < O

4. )€ C*(Ry), | % -

Observacao 4.1.1. Da hipdtese, podemos concluir que |§%a(t)y < (fft))j paraj =1,2.

Hipétese 4.1.2. Existe 0 < € < 1 talque (1 + t)'=“\(¢) € uma fungdo crescente.

Exemplo 3. Considere —1 < £ < 0, temos a(t) = c(1 +t)‘ ev(t) = 1.

77
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Consideremos a microenergia U (¢, £) := (a(t)|£]90(t, €), Dyti(t, €)), ondei(t, &) é a transformada de fourier
na variavel 2 da solucdo u(t, z) da equacdo (4.1). Note que por Plancherel Eg(u)(t) = 1||U(t,-)||3. Além

disso DU (t,§) = A(t,£)U(t, &), onde

Sy lelat)
= a()
At €) : (‘ﬂéé(t) 0 . (4.2)

Considerando N uma matriz dois por dois que diagonaliza a matriz A acima, e definindo U; por NU; = U,
temos que D;U; = A Uy, onde Ay = Dy + Ry, Dq é a parte diagonal de A; enquanto R; é sua parte
antidiagonal e A; é dada por:

EPa) + 5t Bl
Ay = Dea(t) " Y ba ) (4.3)
( oy [€Pa(t) + St
Considere N1 = Ny (t,§) talque [Dy, N1] := D1 N1 — N1D; = —R; e com as entradas da diagonal igual

1

0 .,
0 _1>. Como, por hipotese,

a um para qualquer (¢,£). Temos que Ny = [ — 2|§|5 le onde J = <

temos |2(Dta @) | <C segue que no conjunto

1
2lgle [E°A®) (1+t)

H = {(t,) : [€° A1 + 1) = n},

para n > 0 suficientemente grande fixo, podemos garantir que N7 é invertivel. Além disso, por hipotese, a é
C’Q(R”), donde N édiferenciavel. Logo nesse conjunto se definirmos Us por N1Us = Uj temos que DUy =
(D1 + Nfl(Rlﬁl — DtNl))UQ, onde Nl é a parte antidiagonal de V7. Defina Dy como sendo a parte dia-
gonal de Dy + Ny '(R; Ny — D;Ny) e Ry sua parte andiagonal. Colocando d = d(&,t) = —2|¢|%a(t) e p =

w(é t) = "1l® onder, = Dt“(t) ,temos Do+ Ry = Dl—i—ﬁ(I——j)(%R%j—Dt(éle)),eapartirda—

d23 ()

qui realizando os caculos temos que Dy = <¢ 0> eRy = % (7? T2> , onde ¢ denota o conjugado com-
2

0 ¢ 0
plexo de ¢ com ¢ = ¢(t,&) = 8’““)) 82’((1 “)) +iS¢(t, £) e IS¢ denota a parte imaginaria de ¢ que nao sera
importante para as estimativas que queremos. Temos também que 7y = r3(t, &) = 1u (u a;;(( )) +10; 8“(1()) )

Agora iremos provar que para (¢, £), (s, £) € H temos |U (¢, )|? ~ %W(s, €)|?. Considere £(t, s, £) matriz
de solugdo fundamental de D, — Dy — Ry = 0 e E(t, s,£) matriz de solugdo fundamental de D; — Dy = 0.
Ji $(r8)dr 0

eJs

Assim, E(t,s,§) = < 0 oJL S )

e DiQ(t,5,€) = E~Y(t,5,&)Ra(t, E)E(t, 5,€) = €2 [ 3297 Ry (¢4, €. Usando a representacio por Ma-
trizantes podemos concluir que |Q(¢,s,&)| < eli IR2(m)d7 e como o traco de e /s SOTOAT Ry (8, €) é
zero podemos concluir da férmula de Liouville que Q(¢, s, &) € inversivel e det Q(t s,&) = 1, donde temos

-1 _ _ al2() A—p(s,)"/
Q" (t,s,8)| = |Q(t, s,&)||. Portanto, como |E(t,s,&)| = aT72(s) (1 M(ts))m,temos

>, e definindo Q(t, s,&) por £ = EQ, temos Q(s,s,§) = 1

.y a'/? (t)( u( L)) 1/2(15) (1*#(3,6))
e fs [|R2(T,8)lldT S, f | Ra (7€) ||d7' .

(1—p(s,6))'/2

(—p(t,e)iz ™~ 1. Agora vamos provar

w(t, &)| < 4n2, donde para n grande fixado,

queem H, [} [|Ra(r,€)||dr < cc.
A arer: Asora pela

Precisamos estimar ft o (T 5)\d7’ temos da Observacdo 4.1.1 que |ra(7, &)| < C(1+T)
1

Hipotese (4.1.2) temosf ey a( )|§|6d7— e f 1+T)1+5d7 = (Hs)a(s)‘glé < oo para (s,€) €
H. Portanto usando a equwalenua (4.4) e que em H vale |U(t, )| = |Ua(t, €)| temos que:
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U(t,o) ~ jégww,s)?. (4.5)

Agora vamos considerar a regido P = {(t,€) : [£]°a(t)(1 +t) < n} e obter uma estimativa usando o
Fl 1(t757€) Fl 2(t557§)>

’ ’ deD,— A=
Fya(t,s,§) Fool(t,s,§) '
0. Segue que para k= 17 2, 8tF1,k(t7 8,&) = 8;?;;) Fl,k(ta 575) + l|§’6a(t)F2,k(t7 375) € 8tF2,k(t) 875) =
i|¢[°a(t) Fy k(t, s, €). Logo

Lema de Gronwall. Considere a solucdo fundamental F'(¢, s,£) = <

t T t
Fu(tos.) = alt) [ 160 [ lelatr) Futros drdr + a)i [ 1€P0andr + 4000 140

S S S

¢ s
donde usando o Lema de Gronwall temos que para (¢,§) € P, |Fy(t,s,&)] < Cels DL ¢ ainda da
hipétese (4.1.2) temos [* a(7)[€°dr < a(t)(1+)'=¢|¢|® [T(14+t)=dr = a(t)(1+1)[€]° < n, 0 que finaliza
a prova de que |F} ;(t, s,€)| S 1. Usando isso, podemos concluir também que |F5 (¢, 5,6)| S 1, k = 1,2.
Portanto |U (¢, €)| < |U(s,&)| paraquaisquert, s > 0e ¢ # 0. Integrando em ¢ e usando plancherel obtemos
que Ey(u)(t) < CEy(u)(0). Concluimos assim a demonstragao da Proposicao a seguir.

Proposicdo 4.1.2. Se a(t) satisfaz as Hipdteses 4.1.1 e 4.1.2, entdo a solugdo u(t, z) da equagdo (4.1), com
dados ¢ € H°(R™) ety € L*(R"), satisfaz:

Eo(u)(t) < CEo(u)(0),

para todo t > 0, onde C' € uma constante universal independent dos dados e de t.

4.2 Diagonalizacao

Nessa secao iremos estabelecer as técnicas, notacoes e idéias que serdo usadas para tratar os casos com co-
eficientes dependentes do tempo, € muito importante a compreensao dessa secdo para entender o restante
da tese. As principais referéncias para essa secdo sio a tese da Bohme e o paper de Hirosawa [34].

Preliminares

Vamos estabelecer algumas notagdes e idéias, para isso vamos considerar uma familia em (£,¢t) € S C
R™ x R de fun¢des Matriciais ou vetoriais, com £ € R™ et € R, dadas por

[ d11(t,6) 0

a(1,€) = < 0" gaalt §)> (47)
_ 0 Ry 2(t,€)

R(t7 5) - <R2’1(t, {) ! 20 ) (48)

Vamos nos referir as familias {®(t, &)} ¢e)es © {R(t,£) }(1,¢)es simplesmente como funcbes matriciais ou
matrizes. Diremos que essas matrizes sdo especiais quando tiverem a seguinte forma

v ( 0 <z>1<t,£>> (49)
_ } 0 ?1(25)5)
R- (n b T ) (4.10)

Vamos, de agora em diante, denotar por £(¢, s, ), com (¢, €), (s,€) € S asolugdo fundamental da equacao,
ou familia de equacoes, dada por



CAPITULO 4. EQUACOES DE EVOLUCAO COM COEFICIENTES VARIAVEIS. 80

{Dté'(t,s,ﬁ) - ((I)(t,f) +R(t7£)))g(t737§) (4.11)

E(s,8,8)=1

onde I é fixada como a matriz identidade dois por dois, e denotaremos por E(t, s, £) a solugdo fundamental
do problema homogéneo associado, isto &,

{DtE(t,S,lf) = cI)(t,g)E(t,s,f) (412)

E(s,8,§) =1
Agora podemos enunciar e provar a Proposicdo 4.2.1 que sera muito Util.

Proposicdo 4.2.1. Sejam (1, s,§) e E(t, s, ) definidas em algum S C R™ x R, respectivamente, por (4.11)
e (4.12), entdo
t 1> t =
IB(t, s, &)™ I REDIT < g2, s, )] < | B(t, s, &) els RS,

onde R(t,s,£) = E7L(t,s,)R(t,€)E(t,s,£). Além disso, se tivermos que ® € especial, ou seja, tem a
forma (4.9), entdo

IE(t, 5, &) e s IREDI < |ig(,5,6)[| < | E(t, 5,)lels IRESNar

para (t,€), (s,§) € S.
Demonstragdo. Note que se £(t,s,&) = E(t,s,£)Q(t,s,§), entdo Q(s,s,§) =1 e

DtQ(tv 575) = R(t7 S, é)Q(tv S, 5)

Podemos usar a representacdo por matrizantes, Teorema A.4.8, para obter que

2t ti-1 __
Q(t,s,{):[+2/ i?'\’,(tl,s,f).../ TR (.5, )t ... dbs.
j=17% s
Logo pela proposicao A.4.9 temos;

1Q(t, 5,€)|| < els IR Olidr
Agora se R for antidiagonal temos, além disso pela férmula de Liouville, que
det Q(t, s, f) - elf: trR(r€)dr _ 1.
Logo @ é inversivel e, finalmente, por Cramer temos
-
1Q(t,5,6) 71 = |Q(t, 5,8)| < els IRTEldr,
Portanto

IE(, 5,8)| = | E(t, 5,)|jet Js IRC-lar, (4.13)

Se ® é especial, um caculo simples mostra que | R|| ~ ||R|.
O

Observacao 4.2.2. Nota-se da demonstracdo da Proposicdo 4.2.1 acima que mesmo R héo sendo antidiago-

P
nal ainda podemos garantir a estimativa superior, ou seja, continuamos tendo que ||E(t, s, €)|| < || E(t, s, &)]|e/s IR(-&)lldr
e isso serd importante quando estudarmos o Operador de Méller.
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Procedimento de Diagonalizacao

Em principio o procedimento a seguir é abstrato, e permite obter funcées ®;. e R, a partir de funcoes ¢ e
‘R dadas, mas veremos que ele tem importante aplicacdo. No que segue iremos considerar que as matrizes
® e R sdo especiais, ou seja, tém a forma (4.9) e (4.10), respectivamente. Definiremos recursivamente para
inteiros positivos j = 1,...,k — 1, onde k > 2 é um certo inteiro positivos, as funcdes vetoriais

(I)l = (I),Rl =Re d1 = dl(t,f) = (@1)171(15,&) — ((131)272(@5);

. 1
Nj = N;(t,&) =1+ ERJJ;
]

Qjr1 = Qj1(t,§) = Dy — Ny H(Dy — @ — R;)Nj;
i1 = @j41(¢,§) = diag Qj41(¢,§);
Rit1=Rj1(t,€) = Qj+1(t, &) — j+1(,§);

djt1 = dj11(t,€) = (®j41)1,1(8: &) — (Pj+1)2,2(¢,§).

onde

J:<(1) _01>

Observe que estamos supondo, obviamente, que N;l, j =1,...,k — 1, existem e junto com as N; sdo
diferénciaveis em t.

Definicdo Quando as fung¢oes Nj’l, J=1,...,k—1existem e junto com as N; sdo diferénciaveis em algum
aberto Z C [0,00) x R™, o qual nos referiremos genericamente como Zona, e tivermos também que
exista d > 0 tal que det N;(t,&) > d paratodo (t,&) € Z,j =1,--- , k, diremos que vale a Hiptese
de Diagonalizagdo até k£ em Z ou simplesmente diremos que vale HDy(Z).

O procedimento definido acima, mantém a forma da Matriz original, como mostra a Proposicdo a 4.2.3.

Proposicao 4.2.3. Assuma que exista algum Z tal que N j_l existam e juntamente com N;, N j_l sdo sufi-

cientemente diferéncidveis para j = 1,...,k — 1, k > 2. Entdo, em Z, as seguintes representacdes sdo
vdlidas:
- 0
[ ] (b = l ¢]+1 ),
R < 0 ¢j+1
com 5
Hj
R{gj1} = R{d} + 5o, (414)
’ 201 - )
x o 1 asTiali
S{pj1}t =S{o;} + —(djp; + {0 1) (4.15)
1—p; dj d;
edj1 = —23{¢;4+1} toma valores reias;
0 7y
o1 j+1
T <7‘j+1 0 >
com

1 AT
rivn = 7 (im0 (4.16)

— Iy dj )
onde pj = p(t,€) := 1 — det N;(t, &) toma valores reais.
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Demonstracdo. Vamos encontrar uma expressao explicita para 5 e Rs. Primeiramente, por Cramer, temos

que Nfl = 1ju1 (I — dinjj), onde p1 := 1 — det Ny7. Além disso, como &1 N7, = N1®P; — Ry, temos

N{7H®y + R1)Ny = @1 + Ny Y(Ry(N;y — I)). Portanto:

1 i1 — id1 — 2dyn 0 > H1
N (@1 +R1)N1 = —— L. + Ri.
(® 1) 1 — ( 0 i1 P1 — id1 + 2d1 1=

Também temos que:

1 [iftost 0 1 0 Ot
Ny Y(DyNy) = dd |+ ( tdl).
1 ( t 1) 1-— M1 ( 0 Z:&@dﬁ) 1-— H1 —81%% 0

Logo
(P2)11 = Ml ( — i1 — 2dypur + iy — Zjatdl)
(P2)22 = m ( — i1+ 2dypn + ipadr — Zfat d1>
T
(R2)12 = ,u1 ( i T — atjl)a
1
(R2)21 = ( iy + 8td )

Vemos que i(R2)12 o (pary + z‘@t%) e também que i(R2)21 = i(R2)12. Agora note que:

(& 1 1
d =R, L = Zou.
d 8td1 8t on e§R 8tdl %dl 8td1 28,5/1,1

Assim definindo ¢9 := i(®2)22 temos a identidade:

. o1 G1pr 12dypn 1 Oeb1 . T1 4 71
i(®2)u L= 1= 11— +1—M1 2 Ndlatdl
at,ul 1< 1 71 —_— —

o1+ ———— 0 —y) i M1 1+\s—d1 L i(P2)22 = 2

Logo Ry = Re1 + 524 e Sz = 1 + =4 (dupus + SFATE).
e esse argumento demonstra a Proposicao, basta usar inducao. L]

Consequéncias da Diagonalizacao.

Quando possivel diagonalizar veremos agora que a representacao da solucdo apés a diagonalizacao nos per-
mite comparar o comportamento assintético da solucdo fundamental de um sistema com a solucao funda-
mental correspondente a parte homogénea desse sistema.

Corolario 4.2.4. Assuma que exista algum Z tal que N j_l existam e juntamente com N;, N j_l sdo suficien-
temente diferéncidveis para j = 1,...,k — 1, k > 2. Nesse caso temos que vale HDy(Z) se, e somente se
existe c < 1tal que,paraj =1...k — 1, tenhamos:

i |?

dQ <cem2Z. (4.17)

Demonstracdo. Imediato da definicdo e da Proposicdo 4.2.3. ]
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Corolario 4.2.5. Se vale HDy(Z), entdo as N; e Nj_1 sdo uniformemente limitadas em Z.
Demonstracdo. Segue do corolario 4.2.4. ]

Nesse ponto alertamos que a idéia em aplicacbes futuras é procurar alguma Zona em que vale a desigualdade
(4.17), para que possamos diagonalizar o sistema.

Corolario 4.2.6. Suponha que vale HDy,(Z) e que Ry(r, £) € integrdvel em r uniformemente em &, isto é:

t
/ IR(r,)lldr < € < oo (418)

para todo (t,§), (s,€) € Z.
Entao temos

Hgk(ta 87§)|| ~ ||E1(t> 575)”

para todo (t,€) e (s, &) em Z, onde E(t, s, &) € a solugdo fudamental da equacdo

D& = (P Ri))E
&k = (Pr + Ri))E (4.19)
Er(s,s,8) =1
Demonstracdo. Paraj =1, ..., kseja E; asolucao fundamental do problema homogéneo associado a (4.19),
ou seja:
DtEj(tJ 87 g) = (I)j (t7 g)E]<t7 87 5)7
Ej(s,s,f) =1.
Dada a forma diagonal de ®; temos que
fta‘(raf)dT 0
e’s 7
Ej(t787§) - ( 0 efst ¢j(r,§)dr )
logo, por 4.2.3, temos para j > 1:
¢ ‘ [t 0 (A=pnj—1(r8) ,
1E;(t, €)|| ~ efs ®{oi(r&)}dr _ [ R{dj1}(r&)dr ;7 Js 2= 1) ¢
Logo
VI = pi—1(s, )|
1E;(t, s, )| = [ Ej-1(t, s, )]
’1 - Mj—l(tag)‘
Portanto
1E;(t, s, ) = [ Ej-1(t, 5,8
Donde, transitivamente, temos
1Ek(t, s, 9 = [|Ex(t, s, &) (4.20)

para todo (t,£), (s,£) em Z.
Mas, por outro lado, como pela Proposicao 4.2.3 R;. tem a forma especial, temos pela Proposicdo 4.2.1 e
desigualade (4.13) que

t
1€k (t, 5,€)|| = || Ex(t, 5, €)||e™ s IRr(rOldr

Agora use a hipotese (4.24) e a relacio obtida (4.20), e com isso finalize a demonstracdo do Corolario.
O
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Quando aplicarmos os métodos desenvolvidos nessa secao estaremos considerando o que chamaremos de
micro-energia do sistema, e veremos que sua natureza matematica é um vetor dois por um e nio uma matriz
fundamental, entdo vamos fazer uma simples conexdo com a matriz fundamental que estamos falando até
esse momento. Consideremos que Uy = Uy (t,€) = (u1(t, &), uz2(t, €))7 resolve

DU, = ((I)l + Rl)Ul (4.21)

Podemos provar, por inducado, que apés k& > 1 passos do procedimento acima nés obtemos o sistema

DU, = ((I)k + 'R,k)Uk (4.22)

onde Uy, := N, ', ... Ny 'Us.
Sabemos que

Uk(ta 5) = gk(tv S, g)Uk(Sa 5)
Logo

Ur(t, &) =Ni(t,€) - .. Ni—1.(t, Uk (¢, ) (4.23)
=N (t7 5) s Nk—l(tv g)gk(tv S, é)Uk(Sv 5)
:Nl(tvg) s Nk—l(t7£)gk(tv 5,£)N];}1(8,£) s Nfl(s,g)Ul(s,f)

Portanto nas mesmas hipéteses do corolario (4.2.6) deduzimos o resultado a seguir que sera muito Gtil futu-
ramente.

Corolario 4.2.7. Suponha que vale HDy(Z) e que Ry (r, ) é integrdvel em r uniformemente em &, isto é:

t
/ 1R (r, €)[|dr < C < o (4.24)

para todo (t,§), (s,€) € Z.
Entao temos .
UL (t, )|~ els OO 17, (5, ¢))

com (t,&) e (s,&) em Z.

Demonstragdo. Bastausaaidentidade (4.23) e aplicar os corolario 4.2.5e 4.2.6 observando que || E'1 (t, s, &) || =
eJs R{e1(rO}dr o 3 simetria entre s e £. O

4.3 Operador de Moller

O operador de Moller tém importante aplicacdo como veremos, ele relaciona estados iniciais de um operador
de evolucao pertubado com os estados iniciais de seu correspondente operador livre, sem pertubacio, de
modo que o comportamento assintético desses coincida, a existéncia desse operador nem sempre é possivel
e mesmo quando existe em geral ndo é invertivel. Para conhecer mais sobre a teoria veja o livro de Roach
[69].

Seja £(t,€) = £(t,0,¢) o operador de evolucao relativo da (4.11), onde estamos supondo que (¢, &) tem
a forma de (4.9) e R(t, &) qualquer matriz dois por dois, anti-diagonal ou nao, e seja &y(t, &) = E(t,0,€) o
operador de evolucao associado ao respectivo problema homogéneo 4.12, e ainda:

U(t7§) = E(tag)U(()?f)? V(tag) = 50(t7£)v(0>§)7

onde U(0,&) = (up(€),u1(€)T e V(0,€) = (vo(€),v1(€))T sdo dados iniciais em algum subespago H C
L?(R™) x L?(R™). Suponha que o operador &(t,£) é uma isometria para todo ¢ e o operador U(0,&) €
H— E(t,£)U(0,€) € H élimitado para cada t. Consideremos a diferenca:
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V() =UE, ) lln =€t )V(0,-) = EF,)UO, )|l (4.25)
=[|V(0,-) — &Eo(t, ) LE(t, YU(0, )| 3. (4.26)

Definiremos o operador de onda W quando existe por

W = lim &(t,€)'E(L€).

Onde o limite é dado na norma de operador. Se pudermos provar que o operador U (0,£) € H — W, U(0,€) €
"H realmente existe, entdo os dados iniciais relacionados da forma V' (0, ) = W,.U(0, £), fornece que o limite
guando t — oo de (4.25) vai a zero. Veja a figura 4.3.

A

/\ U(0,6)
]"/JV/'+ V(0,¢)

Figura 4.1: Operador de moller

Vamos considerar aqui que Z é definida de tal modo que se (s,§) € Z, entéo (¢,£) € Z paratodot > s.
Isso define uma funcdo & — ¢ por t¢ = inf{s > 0: (s,&) € Z}.
Para R, € L°°L1(Z), de acordo com a demonstracdo da Proposicao 4.2.1 podemos escrever:

g(t §> _ E(taoaé) , S€ t§ > tv
T B e, €)Q(t e, €)E(te, 0,6) , set > te.

Proposicdo 4.3.1. Se R; € LEOL%(Z) e { — t¢ é decrescente em |{| € R", e continua em alguma bola
centrada na origem, entdo o operador W () existe no conjunto

M= J{U(©) = (uo(€), w1 (€))" : dist(suppui(£),0) > ¢,i = 0,1},

c>0

Além disso para W, (§)U (&) = V(§) com U,V € M temos
1UE,) = V() lln S UG SUP{/t IR(r,m)lldr : (¢,1) € Znip}-

Se, além disso, tivermos ||Ey(t, &) LE(L, €)|| < C < oo uniformemente em (t, ), entédo o operador W (&)
existe no fecho M.

Demonstracdo. Temos parat > t¢ que

Eo(t, )T E () = B(0,4,6) (B(tte, Q1. e, E(16,0,6) ).
Logo
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Eo(t, &) E(, ) = E(0,te,)Q(t, te, £)E(te, 0,€)

Agora para s,t > t¢, consideremos a diferénca

ti—1
’ iR(tj,tg,f)dtj L dty.
te

oo t t1
Qt,te, &) — Q(s,te, &) = iR(t1,te, &) | iR(t1,te, &) ...
¢ 3 ;/s 1,%¢ /tg 1,%¢ /

Logo pela Proposicdo A.4.9 temos,

oo t - 1 t1 o i1
HQ(t,ts,f)—Q(s,tg,i)HS; / HRl(tht&f)Hm( /tg IRi(tr,te. )ldtz) s

t oo 1 %) j—l
§/ HR1(t17§)HZ(-_1),(/ HRl(tlag)HdtQ) dty
S j=1 .7 . tg
t o0
< / [Ra (b, el R4y (4.27)

Finalmente para ¢ > 0 pequeno seja T’ = inf{t¢ : [{| = ¢} > 0,se s,t > T, por (4.27), Q(t, t¢,§) é cauchy
uniformemente em |£| > ¢. Logo o limite a seguir existe

Jim Q(t,te,§) = Q(00, e, ¢)

uniformemente em |£| > c. Portanto o limite

Tim E9(t,€)ME(1,€) = B(0,1¢,£)Q(00, e, )£ 1, 0,€)

existe uniformemente em |£| > c. Para finalizar note que W, U (§) = V () implica

1O, ) = V&)= 1EE)UC) = Eo(t, )V ()l
=€ (1, )€t OUE) = WU (&)l

=[[E0, 2y, J(QE, (), ) = @00, E), - ))E (), 0, )U ()[4
SIQE ey, -) = Qoo ey, )mllU )l

Isso juntamente com (4.27) finaliza a demonstracio da primeira parte. Se tivermos também que ||Ey (¢, £) ~1E(t, &) || <
C < o0, entao

1€a(t, ) THE® AV (e < CIV ()l

portanto pelo Teorema de Banach-Steinhauss A.4.3 concluimos a demonstracdo Proposicao.

4.4 Poténcial efetivo e nao-efetivo.

Nessa secdo os resultados de Bohme [5], [8], [6] feitos para o caso 0 = 1 e 6 = 0 estaremos estendendo
paraocaso 0 < § < 0. Vamos mostrar que sob hipoteses na massa que a forcem a se comportar acima do
invariante por escala, vamor ter comportamento dissipativo no caso 6 = 0 e conservacao no caso § > 0.
Estamos interessados no estudo da equacao
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u(0,2) = ¢(z), u(0, z) = ¥(x).

onde m(t) é uma funcdo estritamente positiva. Consideremos a Energia como dada a seguir.

{utt (=AY u+mt)2(—A)u =0 (4.28)

B (u)(1) = 3 (et )3 + I-A)7u(t, Y +mOll (-8 4u(t, )3)  (429)

Bohme [5] provou que no caso o = 1 e § = 0 com condi¢des adequadas em m(t), a saber m(t)(1+t) — oo
temos

m(t) ERC (w)(0) S EXC (u)(t) S B¢ (u)(0)

para todo t. Deduzindo como Corolario que

Ju(t. )l = O (m(t)3)

quando ¢ — 0. Note que essa estimativa é melhor do que se obtém no caso que a massa m nula, o que
mostra um efeito dissipativo, inclusive melhor do que O <m(t)_1> , que é o que se tem de modo geral quando

simplesmente temos que m(t) é decrescente.
Usaremos a notac¢ao

(Omay = (1€ + |EPm(t)?)?

Aplicando a transformada de Fourier com relacdo a variavel espacial x, temos

{@t(t,e) FIEP7alt, ) +m(e)[€*a(t €) = 0 (4.30)

T
Considerando a micro-energia U (t,§) = ((ﬁ)m(t)ﬂ, Dﬁ) , temos que

DU(t,€) = (Po + Ro)U(¢,€),

onde

_ _( 0 <€>m(t)) _ _ W 0
P @0(75,5) : <<€> , Ro Ro(t,f) : 0() 0 .

m(t)

)

Considere U; definido a seguir.
1 1 _
Ny := (_1 1> yUp = NO 1U.

Entdo Ny é a matriz que diagonaliza o sistema logo U; satisfaz:

DtU1 = (@1 + Rl)Ula

onde ®; e R tém as estruturas de (4.9) e (4.10) respectivamente, com
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b1 = 61(t,€) = 2@ O 4 i mn
O (&)m
m=rilid) = <<§>>m(t)

Se considerarmos a Energia dada por Ex¢(u)(t) = 3||U(t,)||2., ou seja:

Erca(u)(t) = 5 (lut, WEa + -0 ut, 3+ mP (-0 Put,3) (43

e supondo m suave e decrescente teremos, %EKg(u)(t) < 0, portanto poderemos concluir que a energia
¢é limitada, em particular:

m(t)[|(=2)"2u(t, )72 < Exa(u)(0). (4.32)
Mas agora vamos buscar hipéteses que nos garantam melhorar essa estimativa considerando a Energia defi-
nida anteriormente, ou seja £ (u)(t).
4.41 Massa crescente

Vamos considerar para a equacao:

{utt + (=A)u+m(t)?(=A)Yu=0 (4.33)
u(0,2) = ¢(x), us(0, 2) = Y ().

aenergia EXC(u)(t) = 5 (lus(t, )13 + [1(=2)72u(t, )5 + m(t)[|(=A)*?u(t, -)|3). Vamos provar con-
servacao generalizada dessa energia. Para isso, vamos, inicialmente, fazer algumas consideracoes.
Consideremos as seguintes hipoteses sobre a massa m/(t):

Hipétese 4.4.1. m(t) = \(t)v(t) com \(t), v(t) € C?(R,), satisfazendo

1. 0 < A(t) crescente, 0 < cp < v(t) < ¢1 < 00, com ¢y < ¢ constantes;

2. .
IIN(t) o 1
A(t) P14t
; 1
8gy(t) < Cj (1 +t)j
paraj =1,2.

Observacao 4.4.1. Note que com essa hipétese temos ;n”(‘t()t) <C(j i t) .
Exemplo 4. Considere para0 < we~ € R,
m(t) = (14+t)“1In" (e +t).

Definamos as zonas hiperbdlica e pseudo-diferencial como:

Zhip = {(t,€) : (Or@)(1 +1) = N},

Zpa ={(t,€) - (O (1 +1) < N}
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Zona hiperbélica

Note que di = —2({{) (1)), logo na Zona hiperbdlica:

il ol O

il ~ A m1)? ™ (EOmw)? (Emp(L+1) ~ N

Logo, para IV suficientemente grande, a matriz inversa Nfl existe e juntamente com Ny é diferenciavel.
Assim vale a hip6tese de diagonalizacao até 2. Além disso na Zona hiperbdlica temos:

|73 1 Ot (€) m(t)
2l 242 S @@ 021D P )

O segundo termo é estimado por

P Ot (&) m(t) < |at2<§>m(t) m |8t<€>m(t)m(t)m/(t)|£‘25| < 1
U m@)? ™ ()2 (&) mey)* YA (1 +1)
Portanto
m%(t)
e
1
lr2(t,€)| < W

Logo por hipétese de A(t) ser crescente temos que para (s,£) € Zpp:

t t 1
/S ra(r,€)ldr < / e

1 ¢ 1 1
< dar< — — .
~<5>A<s>/s A+ 2 P e ts)

Portanto na Zona hiperbolica temos que ro € L?L%(Zhip), logo pelo Corolario 4.2.7 temos que

ol (22

U(s, &)l
para (t7£)> (875) € Zhip-

Zona Pseudodiferéncial

Vamos considerar V (t, &) := (h(t)u(t, €), U (t, €))T com h(t) = 1+t Logo:

V(t,§) = A(t, V()

Dth(t) h(t)
Alt,6) = A= (@’;‘% ) ) .

Consideremos E = E(t, s, &) a solugdo fundamental da equacao acima, ou seja:

com
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E(t,s,£) = A(t,§E(t,s,€)
E(s,s,6) = 1.

comt,s > 0.Logoparak = 1,2,

Orh(t)

OB (t,5,€) = ~prs™ Eui(t: 5.8) +ih(0) Eae(t, 5.). (4.34)
(9%
atEZk(t787§) = h( ) Elk’(t S 5)
usando fator integrante, temos:
Bralt,.6) = / W) a7, . )7 + 61.)

Es () s,€) /z mT)Elk(rsf)dr—l—cSQk

Logo

t T 2 t
Eyg(t,s,€) = Z((g( / ih(s) / ¢<§h>(’;()” By (r, s, €)drdr +ih(s) / 2,57 + 01,1

Usando Fubini e que () \1)(1 +t) < IV, temos

t t
‘ELk(t,S,fﬂ < C/ <§>m(r)’E17k(T,S,f)|d7’+h(t)/ (52,de+ Zéi))(sl’k’

onde C' é uma constante. Logo pela desigualdade de Gronwall e por \(¢) ser crescente temos que na Zona
pseudo-diferéncial:

[Eui(t, 5,€)| S el Onin® < elebio o <,

< 1 na Zona pseudo-diferéncial para &k = 1,2.

~

para k = 1,2. Donde temos também que F5 (¢, s,§)
Portanto provamos que
[V (t,6)] < C|V(0,8)]. (4.35)

Agora podemos enunciar o resultado principal do caso efetivo com m(t) crescente. Veja também [20] para re-
sultados de estimativas de Energia com massa crescente e velocidade de propagacao dependente do tempo.

Teorema 4.4.2. Seja m(t) satisfazendo a Hipdtese 4.4.1, entdo a solugdo do problema de Cauchy (4.28) com
dados ¢ € H°(R") e ) € L*(R"), satisfaz:

_1
1(=2)"2u(t, )| 12 = O(m(t)"2)
para todo tempo t > 0. Mais precisamente:

m(Oll(=2)2u(t, )13 < CI1013 + 1117 )-
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Além disso, a solucdo também satisfaz:

[ue(t, )13 < Cm(®) (19113 + 16l17r)
parat > 0.

Demonstracdo. Vamos primeiramente fazer uma analise de nossas Zonas. Podemos subdividir a zona hiper-
bolica em duas partes, a primeira dada por

Zoo = {(t,€) 11> 0, €7 + A*(0)[¢** > N?}.

A razdo desse ser um subconjunto da zona hiperbolica vem de A(t)(1 + t) ser crescente. Pela mesma razao,
para cada &, com [£[*7 + A?(0)[£[** < NZ existe um Gnico tempo t¢ ta lque (€)5.)(1 +t) = N.
Assim, pela hipotese nos dados iniciais, provamos que para (¢,£) € Zoo

2 <£>m(t) 2
U(t,8)]" < 07<£>m(O)IU(07€)| -

Além disso, para |27 + \2(0)[¢[? < N2 et > t, temos

() me) {E)mite)
(E)mite) (E)m(0)

Para 1 < e, (t,€) € Zpa, temos [U(1,€)[? < [V(1,€) < CIV(0,€) < CH22|V(0,€)

Ut <C U(te, &P < C V(0,6) (4.36)

2

assim em qualquer caso temos

2< C<§>m(t)

2 2\S 212
< <§>m(0)(uwuz+|<1+|£\> ¢ll3)

et )13 + Nl€17ae, )13 +m® @)l *ac, )

Agora, no caso |£]°~7m(t) < 1 temos que (Eme = [£|7, enquanto no caso £]9=7m(t) > 1 temos que
(€)m@) ~ 1£1°m(t). Em qualquer caso temos égmg < m(t).

Portanto segue que

(e, )3 < Cm() (015 + (1 +€%)2 6]13)
m()IIE°at, I3 < C(I10N3 + 11+ [€*)20]13).

Isso é termina a demonstracdo do Teorema.

4.4.2 Massa decrescente

Vamos dividir o estudonocasod = 0ed > 0, arazao é que parano caso d = (0 temos um efeito de dissipacao,
enquanto que no caso § > 0 temos conservacao.

Casod =0

Hipétese 4.4.2. Consideremos m(t) = A(t)v(t) > 0 com \(t),v(t) € CM(R,), para algum M > 2
satisfazendo

1. Ot)\(t) § 0,'

2. existem constantes vy, vy tais que 0 < vy < v(t) < vq;
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3. Paraalgum M > 2, m € CM(0,00) e:

paraj=1,..., M.
Hipétese 4.4.3. Consideremos a seguinte hipdtese de integrabilidade

t 1
/0 A+ 7)M=1 (1 + 1)

dr < o0,

para algum M > 2.

Observacao 4.4.3. Da hipdtese 4.4.2 é importante notar que decorre para j = 1, ..., M a desigualdade

im(b)] < ¢;

para constantes adequadas c;-s.
Temos o seguinte exemplo quando M > 2.
Exemplo 5. Considerepara0 < w < 1,v(t)=1e
At)=(1+1t)™™.
note que a hipotese de integrabilidade 4.4.3 é satisfeita também para o seguinte exemplo, quando M > 3.

Exemplo 6. Da ordem log acima do scale-invariante, v(t) = 1 e

1 t
At) = et
1+t
agora vamos ver um exemplo com oscilagdes.
Exemplo 7. Considere m(t) = v(t)\(t) com
1 )
Aoy - Wnle+ )"
1+t

v(t) =cln(e + 1)
onde c > 0 e o > 1 sdo constantes.

Definamos as zonas hiperbdlica e pseudo-diferencial como:
Zhip ={(t, ) : (E)apy(1 +1) = N},

Zpa = {(t,€) : (Orp(1 +1) < N}

com N suficientemente grande a ser escolhido.
Devido ao segundo item da Hipétese 4.4.2 e de 6 = 0 podemos deduzir que a zona pseudo-diferencial deve
ser compacta, reduzindo nossa analise a zona hiperbélica. Ora, na zona pseudo temos:
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1 te 1
oco>(C = dr dr
g / A+ 1+ 2/0 (Erm T+ 1 +7)

1 1
= NM—l/O 1+7_d = NM- 110g(1+t§)

Isso conclui que t¢ € limitado unifomemente na zona pseudo. Como nessa zona temos |£| também limitado,
temos como afirmado que a zona pseudo é compacta.

Zona Hiperbdlica

Defini¢io 4.4.1. Diremos que uma fungéo f(t,&) estd em SX{q,7} com K < M, ¢ < 0er > 0 quando
paracadal =0, ..., K existir uma constante C| tal que:

1

01(t,€)] < Cl((@A(t))an
para todo (t,£) € Zpp

Proposicao 4.4.4. .
1. Se f € S&{q,r},entdo 0\ f € SE~{q,r +1},ondel < K;

2.Se f1 € SK1{q,m1} e fo € SK2{qo, 12}, entdio fi fo € STELE gy + gy, 7y + 10}
3.5e f € S%{q,r}, entdo f € S¥{q + 0,7 — o} para todo o satisfazendoq+c <0er —a > 0.

Demonstracdo. A demonstracao segue direto da definicao e de <§>m(t) ~ <£)>\(t) com especial atencao para
o Ultimo item que pode ser demonstrado usando que estamos trabalhando na zona hiperbdlica. ]

Lema 4.4.5. Suponha que m = m(t) satisfaz a Hipétese 4.4.2. Entdo para N suficientemente grande temos

que em Zy;, valem '
ILL.] € SM_]{_2j7 2]}7

N]fl existe e N]-,Nj*1 € SM=3{0,0}paraj=1,....M —1le
(Imgﬁj)il S SMij{—l, 0}77“]' S SMij{—j + 1,j},
paraj=1,..., M.
Demonstracdo. Vamos fazer algumas afirmacoes e demonstra-las por inducao.
: 50: ()1 M
Afirmacao: <§>m(t) e SY{-1,0}.

Temos pela hipotese 4.4.2 que paraj > 1

dim(0)| S Com) 7

Logo

m(t)m ()I£I25| < L
<£>m(t) B (t) 1 + t

Agora suponha por hipotese de inducao que para alguma k£ > 1 temos:

(€] = |

Como
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k—i . k—i—j .
(Datternty X ("7 Yo tmrnee X (577 )otertyot et
i — J l

1=0
e ainda

07 m? (t)] < mP (1)
temos
orte).,

Afirmacdo: 7 € SM=1{0,1}. Comory(t,¢) = %ﬂlﬂ% temos:

k
ainta1 < 3 (1) o 1\51252( Yottt )

=0
m?(1)]¢[?
€201+ OFF

N

Oqueﬁnalizaaprova da afirmac3o. Logo temos também que ;11 € SM~1{—2, 2}, dai |1 (t,€)| < m <

N2 Assim para IV suficientemente grande temos que N’1 existe. Além disso Vq, Nfl S SM_l{O, 0}, pois
- m € SM=110,0}. Com isso finalizamos a prova do Lema para j = 1.
Agora suponha, por hipétese de inducdo, que o Lema vale para algum j > 1.

Afirmacdo: (1 — ;)= € SM=7{0,0}. Provemos essa afirmacdo por indu¢do no nimero de derivadas.

Note que |(1 — p;) 71 < 1etambém 9p(1 — py) ™t = (1 — pj)~? 10”” Suponha que para k > 0, temos:

1
k A ! <

Segue que

k—i

k
(1 = i) §Z<)|at1—uj )| ( )al“na’“l(l—m) 1

1=0
1

<
~ (1 4tk
Pela Proposicao (4.2.3) temos que:
1 T T
Shi =SS (1 S )L s L L))
Logo, por indugdo, (I¢;11) ™ = (S¢;) ~H(14+5;) 7! € SM=U+D{ 1,0}, pois (1+5;) "' € SM=U+D{0,0}

que, por sua vez, € devido ao fato 3; € SM_(j+1){—2j, 27}, que , por fim, decorre da hipdtese de indugao
juntamente com a Proposicdo (4.4.4).
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Pela mesma Proposicdo também temos que ;. € SM U+ {5 j11}. Portanto, uj 11 € SM=U+D{—2(j+

1),2(j + 1)}, donde na Zona hiperbélica temos que |/141] S ﬁ < 3 para N suficientemente grande. Con-

cluindo o Lema observando que nesse caso existe a matriz inversa Nj_+11-
O

Teorema 4.4.6. Seja m(t) satisfazendo a Hipdtese 4.4.2, com k > 2, entdo a solugdo do problema de Cauchy
(4.28) com dados (—A)?/2¢ € L*>(R") ey € L*(R™) satisfaz a estimativa de energia

m()EXC(u)(0) S BRC(u)(t) £ EXY(u)(0)
para todo tempo t.
Demonstracdo. Pelo Lema 4.4.5 temos que N; e Nj_1 existem e sdo diferénciaveisparaj =1,..., M —1le
|75 < _1

2[Ime;| ~ N2’
também pelo Lema 4.4.5 que para (t,£), (5,£) € Zhip:

logo pelo Corolario 4.2.4 temos que vale HD;(Z},;,) para N suficientemente grande. Temos

t t 1
/S‘TMKT?S)dTS/S (<€>m(7—)(1+7—))M71(1+T)d7—‘

Temos também, para (s,&) € 2y, M > 2 e Hipotese 4.4.3 que

t 1 t 1
/s (<£>m(T>(1+T))M—1(1+T)dT5/3 (m(r)(1+7)M-11+7)

Portanto pelo Corolario 4.2.6, para qualquer (¢, £) temos que

(Em@)
(&) m(0)

Considere Uy(t, &) = ((!§|2" + mf(t)) %ﬂ(t, €), Dyl(t, 5)). Logo por (4.37) temos:

dr < (C < o0

U(t, &) ~ U(0,9)[? (4.37)

m(t)[a(t, ) <

Logo, como m ¢ decrescente podemos concluir que |Up(t, €) \2 < U0(0,¢) \2. Como égm‘”

também, por (4.37), que

o > C'm(t), temos

m(t)2|Up(0,€)| =~ m(8)2|U(0,)] S [U(LE)] S [Uo(t, €.

Portanto m(t)%]Uo(O,ﬁ)I S Uo(t, )

, 0 que finaliza a demonstracao.
O

Corolario 4.4.7. Seja m(t) satisfazendo a Hipétese 4.4.2, com k > 2, entéo a solugédo do problema de Cauchy
4.28 com dados (—A)7/%2¢ € L*(R") ety € L?*(R™) satisfaz:

_1
Ju(t, )|z = O(m(t)"2)
para todo tempo t.

Demonstracdo. Segue direto do Teorema 4.4.6. ]
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Casod >0

Consideremos as seguintes hipoteses:

Hipétese 4.4.4. Considere que m(t) = \(t)v(t) > 0 com \(t),v(t) € C%(0,00) que:
* OiA(t) <0;
e Existam constantes vy, v1 > 0 tai que vy < v(t) < vy;

e Paraj =1,2:

e Exitem uma constante 0 < w < 1 tal que A(t)(1 + t)* é crescente.

Definamos as zonas hiperbdlica e zona pseudo-diferencial como:

Zpip = {(t,€) : Orpy(1 +1)) = N}
Zpa ={(t,&) : (rpy(1 +1) < N}
Para algum N convenientemente escolhido na etapa de diagonalizacdo na zona hiperbélica.

t

A

Zhip

Zpd €]

>
»

N/o

Figura 4.2: Zonas.

Exemplo 8. Polinomialmente acima do scale-invariant. Considere para 0 < v < 1 — g:

1
t pu—
m0 = G
Zona hiperbdlica
Note que di = —2({{) (1)), logo na Zona hiperbdlica:
Iril - 10&mpl _ m? O 1

|da| s A m)? ~ (Em@)? Omp(L+1) ~ N

Logo, para N suficientemente grande, a matriz inversa Nl_1 existe e juntamente com N é diferénciavel.
Assim vale a hipo6tese de diagonalizacao até 2. Além disso na Zona hiperbdlica temos:

. |r | 71 1 3t<f>m(t)
2l S g OGS e e s T O e
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O segundo termo é estimado por

B () mr) < ‘at2<£>m(t) n ’6t<§>m(t)m<t) ,(t)|€\25’ 1
UOm®)® ™ (Om)? () m(e)’ > ()i (1 +1)2
Portanto
‘TQ(t7§)| 5

<§>m(t) (1 + t)Q

Logo por hipétese temos que para (s,§) € Zpp:

¢ 1
N {1+ s8) /s 1+ 72
<
™ a1+ s)

Portanto na Zona hiperbdlica temos que 9 € LEOL%(ZMP), logo pelo Corolario 4.2.7 temos que

t t 1
/S ’7’2(7',5)6”5/8 de
< 1

dr

< 00

(Em@) )é

LOSIE G

U(s,8)l,

para (ta 5)? (87 5) € Zhip-

Zona Pseudodiferéncial

Agora como temos

consideremos F = E(t, s, &) a solugdo fundamental da equagao acima
Vamos considerar a notacao

. Ell(t,s,f) Elg(t,s,f)
Elt,s,8) = <E21(t,5>f) E22(ta5,§)> ’

a solucdo fundamental, ou seja, que satisfaz: 9, F (¢, s,&) = ®o(t,&)+Ro(t, §)E(t, s,€),com E(s,s,§) = 1.
Logoparak =1, 2,

(&) me)
(Eme)
OrEox(t,5,8) = i) mn) E1k(t, 5,§)-

O E(t, s, &) = Ei(t,5,8) + i€ my Ean(t, 5, €), (4.38)

Logo para a primeira igualdade (4.38), temos ap6s multiplicar ambos os membros pelo fator integrante

t
Ey(t,s,€) = <§>m(t)/ iEop(7,s,8)dr + <§2m§t;> Ok,

t
Eou(t,5,€) = / (E)mey Evi(ry , ) + G



CAPITULO 4. EQUACOES DE EVOLUCAO COM COEFICIENTES VARIAVEIS. 98

Agora substituindo uma equacao na outra note que usando fubini, que (£) () é decrescente em ¢ e que
(E)aw (1 +1t) < N temos:

(Em)
<€>m(s)
Como A(t)(1 +t)“ é crescente, podemos concluir, usando Gronwall, que |E1 ;(t, s,£)| < 1 na zona pseudo,

e logo também temos o mesmo para Es i (2, s, ).
Agora podemos enunciar o resultado principal.

t
|E1k(t, 5,6)] < / (x| Bk (r, 8,E)]dr + (E)aw) (t — 8)02 + 01k

Teorema 4.4.8. Sejam(t) satisfazendo a Hipétese 4.4.4, e tal que exista 0 < o < 1—2 tal que m(t)(1+t)®

Cy para uma constante Cy < oo, entdo a solugdo do problema de Cauchy (4.28) com dados (— )"/ 2¢> €
L2(R™) e (—A)%/%y) € L*(R"), satisfaz:

¢Exa(u)(0) < Exa(u)(t) < CEka(u)(0)
para todo tempo t.

Demonstracdo. Note que a desigualdade superior é imediata do que provamos acima, resta provar a desi-
gualdade inferior. Para isso vamos fazer uma argumento parecido com o Espalhamento. Para i |sso vamos pas-
sar a considerar duas zonas, Z, e Z;, dadas respectivamente por {(t,£) € R xR™ : |¢] (1+1)*(755) < N}
e{(t,&) € Ry xR™ : |£]7(1 + t)a(%—é) > N}, com N escolhido anteriormente. A curva comum a essas
duas regides sera denotada por ¢ a partir de agora. Note que Z;, C Zy;), pois, por hipétese, o < 1 — g.
Além disso em Z;, temos:

oo Omw [€]7(1 + 1)) N
20

~ Omee \/|§|2a(1+t§)2a(ﬁ)+m2(tf)(1+t€)2a(’£|a(1+t£)a(a 2 \/N2+C2N2

Portanto ||E(¢,t¢,&)|| ~ 1 parat > t.. Como também ja provamos que ||E(t,t¢,&)|| < 1 parat < tg,
definindo

g(t 0 5) _ €(t7t§7§>7 tztfa (4 39)
o I, 0<t<t, '

temos [|€(t,0,¢)]| ~ IIE
't

t,0,¢)|| = 1 paratodo (¢,£) € Ry x R™. Agora defina para cada ¢ € R",
Wi():=s —hmt_> &E(t,0

(t,
0,& ,€). Note que como operador

(), ()T € L? x L? = E71(£,0,6)E(t, 0, &) (u(€), v(€))T € L? x L2,

satisfaz ||€~1(t,0,€)E(t,0,€)| 1252 < C uniformemente em ¢ > 0. Além disso, para |¢] > ¢, onde
¢ > 0 é uma constante arbitraria, temos W, (§) = £(t¢,0,&). Desse Gltimo segue que o limite existe
em um subconjunto denso de L2 x L2 que é o conjunto D x D, onde D é o conjunto das fungdes em
L? com suporte em |¢| > c. Portanto pelo teorema de Banach-Steinhaus, temos que W, () existe em
L? x L?. Agora que sabemos da existéncia de Wi(€) em L? vamos proceder da mesma forma para o opera-
dor T(t,€) := E(£,0,€) — E(t,0,6)W(£), note que T'(t,£) — 0 quando ¢ — oo para |¢] > c. Além disso,
IT(t, )l z(r2xr2) < C < oo uniformemente em ¢ > 0. Logo

1€, 0,6)U(0,€) — E(,0,E)Wo(E)U(0,8)|| 1212 — O, (4.40)

quando t — oo. Portanto, como ja mostramos que

1€, 0, )WL (E)U(0,) |22 = W4 (U (0,8 r2x 12,

concluimos de (4.40) a demonstracdo do Teorema. O
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Observacao 4.4.9. Note que a hipdtese m(t)(1 + t)* < C < oo impede que consideremos m(t) = =)
por exemplo.

Para o caso 6 = 0, podemos obter o seguinte resultado.

Corolario 4.4.10. Seja m(t) satisfazendo a Hipdtese 4.4.2 com M > 2, m(t)(1+t)* < C' < oo para alguma
constante ) < a < 1ed = 0, entdo a solugdo do problema de Cauchy (4.28) com dados (—A)?/2¢ € L*(R™)
e € L?(R") satisfaz a estimativa de energia

EXYw)(0) S EXC(u)(t) S B (u)(0),
para todo tempo t.

Demonstracdo. A demonstracdo segue direto dos Teoremas 4.4.6 e 4.4.8. ]

4.5 Espalhamento

Nessa secdo vamos provar que quando a massa decai suficientemente rapido temos que o comportamento
da solugio do problema pertubado com o termo m?(t)(—A)%/?u, se comporta assintéticamente como o
problema sem a massa ou com massa nula, nesse caso temos aquilo que chamamos de Espalhamento ou
Scattering. Para isso vamos relembrar nossa equacao.

{Utt + (=A)7u+m(t)*(~A)u =0 (4.41)
u(0,z) = ¢(2), ur(0,z) = Y().

Nossas hipoteses aqui serao:

Hipétese 4.5.1. Suponha que m(t) > 0, m(t) € C(R™) satisfaz

1
m < —
it 5

Hipétese 4.5.2. Suponha que m(t) € C(R™) satisfaz
1-2 2 1
(14+t) "= |m(t)|c e L.

Exemplo 9. Seco > w > 1 — g, tome:
1

m(t) = ——.
®) (1+t)w
mas, por causa da hipotese 4.5.2, ndo podemos ter o exemplo abaixo
1

(In(e + 1))

m(t) = g

(e+1)'~

coma < 3.
Vamos fazer a seguinte escolha de zonas

Zpip(N) = {(t,€) : (1 +1)[¢]7 = N},
Zpa(N) = {(t, ) - (1 +1)[¢]7 < N}

Zona pseudo-diferencial

Vamos definir a micro-energia U por



CAPITULO 4. EQUACOES DE EVOLUCAO COM COEFICIENTES VARIAVEIS. 100
T N2 1/2
U= (h(t.&)a, D), bt €) = (I + P ——)

(1+¢)%1=5)

Consideraremos o sistema de primeira ordem

Dth( 5) h t7§
U(t,§) = A, U (mﬂ%i)() (o )>U. (4.42)

Podemos obter uma representacao integral por meio da solucdo fundamental £ = E(t, s, &) para (4.42),i.e.,
a solucao para

D:E = A(t,§)E, E(s,s,6)=1.

Se colocarmos E = (Eij)i,j:m, entdo podemos escrever para j = 1, 2 as seguintes equacgdes integrais:

1) t
Bij(t,5,6) = h(t.6) (507 + / By (7, 5,€)dr ), (4.4
25 20
Eyi(t,s,&) = dy; —1—2/ €[ m T)f—)i_ <] Eqj(7,s,8)dr. (4.44)
Substituindo (4.43) em (4.44) e apos usar fubini temos
Egj(t S §) (4.45)
25 20
=09 + 01ji / €% m 5 €17 4 —/ Eo;(7,5,€) / 1€[22m(r)? + \f]z"dr> T (4.46)

Além disso para (,§) € Z,q temos:

26 20 s s
[T gy < pote— )+ [ (et 0+ i
<N+/m 1+7’1**d7

e também

t t
/ €27 4 € m(r)2dr < €77t + / (14 ) Zm(r)dr

S

e ainda
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t t t r
| [ e@om « igyarar = [ (ePhmiry? + €P) [ ardr <
t
< [ (ePrm(r)? + |¢Prdr <
S t 25
<+ [ P (1
< N? 4+ /tm(r)2(1 +r)1*?dr,

logo pela Hipotese 4.5.2 e o Lema A.4.2 (Volterra) temos que na zona pseudo

| Ea;(t,s,8)] S 1

e logo também temos

|Erj(t,s,8)| S1

Como U(t,§) = E(t,s,£)U(s,£), temos para todo t < t¢ que

U €] < 1U(0,8)] (4.47)

Agora consideremos o seguinte problema de cauchy para ¢ fixo, e t =ty — s e u(t,§) = u(s,§), i.e.

Ugs + €70 + m(to — 5)2[¢]*u =

com dados iniciais em s = 0 e tempos 0 < s < £y com £y < .
Fazendo o estudo de modo analogo ao que foi feito acima teremos uma equacao similar a equacao (4.45).

E> j
Mas vamos provar que nesse caso =

( X = < C, com C independente de ty. Mas para isso é necessario
1+to) o

provar que

/\élz‘“ +!£\2"dT
(1+to)' =

é limitada na zona pseudo independentemente de ¢y, onde m(7) := m(ty — 7) e h(s,&) := h(tp — s,§).
Mas

_s
/ ‘5’26 + ’E‘Qad < N + |£|6 m tO - 7_)2(1 +to — 8)1 7 dr <
K =
1+to) G (1+t) >

s [t 9 1_8 s (1 of T—S8§ -2
§N+Nc/ m(to —7)°(1+to — 7) _vdT+Nv/ m(tog —7) ( ) “dr
s s 1+79

¢é limitado devido a hipotese 4.5.2 e de 1T+ts < 1.
Portanto concluimos que
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1

m!U(O,ﬁ)l SO, 6)]

parat < te.

Zona hiperbdlica, 26 < o.

Note que na zona hiperbélica temos h(t, ) ~ |£|?, pois,

N|=

h(t, §)
€l

Isso nos motiva definir a micro-energia como:

1< MEE (1 a4 ) 209 < (14 () 2000)

Uw = (I¢]a, Dyn)”.

gue nos permite obter o seguinte sistema

Dt = (] o) 7T+ ((armgye o) (6D~ T

Seja Ny = <_11 1

temos o sistema (D; — &9 — Ro)U; = 0, onde

(=€ o - m@)?E®P (-1 -1
%_<0 |w» Ro="lge <1 1)

Defina
» m(t)?[g[?
g, = LU Toge ) D e
i 0 i(lE]” + YR
e
om0
Ri= s .m<t>()2’\5|25 o
b\ e 0

Entdo, na zona hiperbdlica, obtemos, desde que 26 < o, a estimativa a seguir:

IRit, ) < EEmO" MO e e
€] (J€o) =

Aliado a estrutura da matriz ®; a estimativa (4.13) juntamente com a hipétese 4.5.2 fornece:

|UW(t7£)| ~ |UW(87£)|

na zona hiperbodlica.
Agora, se considerarmos

102

(4.48)

(4.49)

1 . . . A . .. . .
) a matriz que diagonaliza a parte principal acima. Definindo NoU; = Uy, entdo nés

(4.50)

(4.51)

(4.52)
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Entdo a matriz inversa H ! existe e || H (t,£)||, || H*(t,€)|| = C paratodo (t,€) € Zp, ou ainda, ¢ > tg.

Como U = HUyy, temos, por (4.51), que na zona hiperbdlica:

U, )|~ [Uw(t, 8] = [Uw (s, &) = [U(s, &)l (4.53)
Conservacao de Energia
Defina
EY )(t) = 7 (et Y + D ut, Y + o IDPu(t, %) 450
2 ) L ’ L (1 N t)2(1_§) ) L

Teorema 4.5.1. Suponha que m satisfaz as hipdteses 4.5.1e 4.5.2 e 26 < o. Entdo a energia para a solucdo
do problema de Cauchy (4.41) satisfaz:

1

s O S B0 $ B w@0)

~ ~

para todo tempo t.
Demonstracdo. Segue imediato de (4.47), (4.48) e de (4.53) que

1
1+t

agora depois de tomar o quadrado de ambos os lados e integrar em & temos a afirmacao do Teorema.

U0, S 1U# 6] < 1U(0,8)],

O]

Zona hiperbdlica, 26 > o.

Agora queremos aplicar o procedimento de diagonalizacao. Precisaremos da seguinte hipétese.

!

Hipétese 4.5.3. Assumam € C*(R*) com |:”n(%)‘ <1t
Considere
s o m(t)2|£|26
P, = } i(l€1” + 21¢l° ) " 02le2 |
i 0 i€ + Fgge—)
e
_m(t)?¢g*°
Ri= = (t>02\5|25 o
o
¢\ g 0

Para N suficientemente grande a hipotese de diagonalizacao até 1 é satisfeita, pois, sendo

21 ¢120
i = (el + OREL,
e
_ m(?le,
T g

temos, pela hipotese 4.5.1, que
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@ < m2(t) < 1
|dy| — |§|20(1—g) ~ N2o—(1—g)

Agora vamos estimar o resto R, temos que:

ry|?
|dy |

Agora vamos analisar cada parcela separadamente, comecando da segunda.

.
2| S + |0 ]. (4.55)
dq

L _ O _mdy —m?(t)[¢]* it — L m?(t)|€]* 2p1(t)
di didiodi 20EP27 +m2(1)[€]% 2 [ 2/€]% + m2(t)[¢]*
onde p;(t) = Tn—((tt))

Logo usando a Hipétese 4.5.3 temos que:

71| m?(t)
tT 7 1 S, 5
il ™ e[ r =21 4 1)

Portanto usando a Hipétese 4.5.2 temos que, na zona hiperbélica, 8,5@ é integravel em t uniformemente

|d1]
em¢.
Agora passemos para a primeira parcela da desigualdade (4.55).
Como |da| > |£]7, temos

o mS@)
|di > ™ |g|o 6=

nesse ponto vamos assumir que § < %’. Entdo na zona hiperbdlica temos:

3
1‘21‘12 SmOO1+ 077 Smt 0+ w01+
1

|ra[®
d1]?

Logo das hipoteses 4.5.1 e 4.5.2, concluimos que
bélica.

Note que diagonalizando mais uma vez com a devida hipotese, concluimos a conservacao de energia no caso
g <0< ‘%’. A essa altura podemos nos perguntar se com mais uma diagonalizacdo podemos chegar com ¢
ainda mais proximo de o. Vamos, para isso, fazer as hipoteses nescessarias a diagonalizacao.

é integravel e ¢ uniformemente em |£| na zona hiper-

2:3M-1-1)

Hipdtese 4.5.4. Seja M > 2 um inteiro positivo tal que ( ST 0 = d, e suponha que vale

m e CM(RT)

(4.56)

paral =1,..., M.

4.5.1 Classe de Simbolos

Defini¢io 4.5.1. Diremos que uma funcdo f(t,¢) estdem T5{q,r,s} com K < M,q > 0,r <0es >0
quando para cadal = 0, ..., K existir uma constante C| tal que:

2 1
.01 o) W
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para todo (t,§) € Zpp.

Proposicao 4.5.2. Na Zona hiperbdlica e com as hipéteses 4.5.2 e 4.5.1 em m, temos:
1. SefecTK{qr s} entdodfc TEq,r,s+1}, ondel <K.
2. Se fi € TK {q1,r1,51} e fa € SK2{qy, 79, 52}, entdo f fo € S™MMELEL 01 1 go 7 + 179,51 4 52},
3. SefecTK{qr s} entiofec TK{q—s r+g,s}paratodos > 0satisfazendo q—s > 0er+¢ < 0.
4. Se f ¢ TK{q,r, s}, entdo f € T"{q,r +¢,5s — ¢} paratodos > 0comr+¢<0es—c>0.
5 Se fe T°{1,-1,0}, entdo f € LFL{(Znip)

Demonstracdo. Os doi primeiros itens seguem direto da definicao, para o terceiro e quarto deve-se usar que
estamos trabalhando na zona hiperbélica e a Hipotese 4.5.1, e além disso, o Gltimo, deve-se usar a Hipétese
4.5.2. ]

Lema 4.5.3. Suponha que m satisfaz as Hipdteses 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.4. Entdo para (t,§) € Zp;p(N) com N
suficientemente grande temos:

pj € TM{2. 371 —2.3771 0} + TM /{1, -2,1}
N; ! existee Nj, N;' € TM77{0,0,0} paraj =1,...,M —le
(S¢;)~t € TM={0,-1,0},
e TM=ig3i=1 (3771 —1),0} + TM7{1,-1,1},
paraj=1,..., M.
Demonstracdo. Note que

3 (m? (1)) [€]*

1 =
O 2 25 2|E‘2 25
e+ " (el + Mgy
Logo pela hipétese 4.5.4 obtemos que:
1
9:(361) ™! = |0 —— | S 1€
o (t)[€]?° +t
€] + PG

Logo |0:(Se1) 7t < |§]—01L+t, agora assuma que |9 (S¢1) 7t < |§]“’ﬁ para k > 1. Assim, por

hipétese de inducao e como na zona hiperbdlica MIJ% < 1, temos

1
O e | <
m2(t)[¢[20 1 —
’£|U + 2|£|O’
k—i

% |§’26 C\, —1—J (x — — 1
SZ()‘W sz%( Notson 1ol 00 S 1€ e

Isso finaliza, por indug3o, a prova que (3¢1) ! € TM~1{0, —1,0}. Claramente temos quer; € TM~1{1,0,0}.
Portanto pela Proposicao 4.5.2 temos que

[ TM_1{27 _27 0}7
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) 2
donde, pela hipdtese 4.5.1, na Zona hiperbdlica temos que 1| < (%) < N4(117é), assim para N

suficientemente grande, existe Nl_l.

Assumimos que a conclusdo do lema & verdadeira para j > 1. Logo temos que pj € TM_j{Z -3 -2
37103+ TMI{1,-2,1},assim ;= fi+fa,com fi € TM=3{2.3771 2.3/~ 0}e fo € TM=I{1,-2,1}.
Vamos provar que, (1 — ;)= € 7M77{0,0,0}. Como

—_

2 t 2.37—1 i1 2
m s(‘;}(f_la)) (172%™ + (%)(\a
m*(t) 237 () 1 1
5<‘£|20(1§)> T <‘£|20 1— )N S N20(173)N
1

temos que para NN suficientemente grande || < 3. Logo (1— ;)™ < 1, além disso como Oy(1—pj)~" =

1 By _ _
(1 — pj) 1117‘:; = (1 — pj)"20uf1 + (1 — py) 20, fo temos \6t(1 — 1)~ S 155 Agora suponha, por
-1

hipétese de indugdo, que para k > 1 temos 9 (1 — )

N (1+t)k Logo

k k—1
(1 = ) < Z()@l—uy = ( )aéﬂ w1 = )
=0

=0
< 1
~ (1 + t)k+1

Agora pela Proposicdo 4.2.3 temos
(S¢j+1) 7 = (Soy) 11+ 8)7"

onde 3; = (J¢;) 1= (dju] + \S{ZJ Ot })
Usando a Proposicao 4 5 2 e a hipotese de mduc_;éo temos:

— (S¢;)~te TM=i{0,-1,0};
— djpu; € TM=3{2.3771 —2.357 4+ 1,0} + TM=I{3771 + 1, (351 + 1), 1} + TM=3{2, -3, 2};
— %{%at%} e TM-if3i-1 —3i-1 1},

Logo 3; € T™~7{0,0,0}. Da mesma forma que foi provado (1 — p;)~! € TM=7{0,0,0} temos que
(1+B;)~' € TM=3{0,0,0}. Portanto (S¢;41) "' € TM~U+1{0, ~1,0}. Agora note que:

— pyry € TM=I{2. 307 4 371 2. 3071 — (=L —1),0} + TM-1{1,-1,1};

— Ozt € TV, =37, 13 + TV {1, -2,2}.

Portanto ;1 € TM=U+D{37 —(37 —1),0} + TM-U+D{1, 1,1}, Finalmente isto implica que 111 €

TM=U+D12.37 2.3/ 0} + TM-U+D{1, -2 1}, donde |14 1] < ﬁ < 1 para N suficientemente
grande, o que assegura a existéncia da matriz inversa N]Jrl1

O
Conservacao de Energia
Pelo Lema 4.5.3 temos que N; e N-_1 existem e sao diferénciaveispara j = 1,.... M — 1e QITTJ% €

TM=i{1,~1,0},logo 2\I|:rju|zb P < C; 2 em Z4, (NN ), portanto pelo Corolario 4.2.4 temos que vale HD y/ ( 2, )
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para N suficientemente grande, além disso, como, pela escolha de M vale (2 - 3M-1 _ 1) — w >0,
temos em Z;,(N):

mz(t) 3M—1 M—1 mQ(t) 1 1
raml S ———5 (1)~ (— 5 ) () T — (4.57)
(mo(la)) (ma(lg)) 14+t
M—1
PN ) mi(t) 1 wss)
~ aM—1_1y_23M—1s o(2-2) 1 + ¢ ’
‘f‘a(@?’ 1) = ) ’g‘ =
. aM—1
< (m()?*" T (1 + @3N ENTD 214+ 1) (4.59)
(4.60)

E ainda

(m(t))Q.ngl(l + t)((2'31\/171_1)—2'31\{%15)

Ou sejary € LgoLtl(Zhip). Logo pelo Corolario 4.2.6 temos que |Uy (t,&)| =~ |Uw(s,&)| em Zpp(N).
Portanto, nessa mesma regiao, temos

U, 8]~ U (s, £l (4.61)

Teorema 4.5.4. Suponha que m satisfaz as Hipdteses 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.4. Entdo a energia para a solugdo do
problema de Cauchy (4.41) satisfaz:

1

s O S B w0 $ B w0)

para todo tempo t.

Demonstracdo. Segue imediato de (4.47), (4.48) e de (4.61) que

1
(1+¢)'-7

agora depois de tomar o quadrado de ambos os lados e integrar em & temos a afirmacao do Teorema.

U0, 9] < U] S U0, 8],

O

4.5.2 Estados de Espalhamento

A teoria de espalhamento serd usada para comparar o comportamento assintético do problema (4.62) com
o problema pertubado (4.63), dados a seguir.

{Utt + (—A)U’U =0 (4.62)
v(0,2) = vo(x),v(0, ) = vy (x),

{utt (=AU 4 mt)2(—A)Yu =0 (4.63)
u(0,2) = up(z),u(0,2) = up(z).

Suponha que v resolve o problema (4.62) com dados v, v1 e considere u a solucio do problema (4.63) com
dados ug e ug.
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Aplicando a transformada de Fourier e considerando as respectivas energias temos.

{V(t,g) = (|€|°0(t, €), Dyo(t, €))7, (4.64)
V(0) := (B(€), 01(€))",
que satisfaz V' (¢,&) = Ey(t,s,&)V (s, £) para todo tempo s,¢ > 0, onde
DBy = AE,: (4.65)
{Ew(57 S, 5) = I7
e para
_ (0 I£\”>
1= (g 5)
E ainda

{U(t ,€) = (h(t, €)a(t, £), Dyi(t, €))7, (4.66)
U(0) := (ao(€), a1 (€))7,

lembrando que h(t, &) = (|§\2" + |§\25N72> e Ul(t,&) satisfaz U(t,&) = &(t,s,&)U(s, &) para

(1+4¢)2¢ )
s,t > 0, onde
D& = A(t,&)E; (4.67)
5(87 87 5) = I7

e lembrando também que:

Sl ()
A(t7€) - ( |£‘20+|£‘22m(t)2 O ) .
R(4,8)

Defina os respectivos operadores de evolucdo &, (t,&) := E,(t,0,€) e £(t,&) := £(t,0,&). Nessa secdo
gueremos provar a existéncia do operador de Moller.

Caso 20 <o

O objetivo da Observagao 4.5.5 a seguir é trocar as energias U (t,£) e V (¢, £), por outras, a saber Uy (¢, )
e Vi(t,€), respectivamente, de modo que o sistemas associado tenha uma matriz diagonal mais um resto
integravel, e assim possamos aplicar a Proposicdo 4.3.1.

Observacao 4.5.5. Fazendo H(t,&)NoU(t,€) = U(t,€) temos DUy = (P + Ro)U; com @y e Ry dadas
em (4.50), e H(t,&) dada em (4.52). Definindo implicitamente NoV1(t,&) := V (¢,€) temos D,Vi = ®yV;.
Assim denote as solucdes fundamentais de D; — (g + Ry) = 0 e de D, — &y = 0, respectivamente por
Ei(t,s,€) e Ei(t, s, ), como

IRo(t,€)| S m(B)(1+1)'=%

em Zy;p, temos o Teorema a seguit.

Teorema 4.5.6. Suponha que m satisfaz as hipdteses 4.5.1 e 4.5.2, além disso considere que 26 < o. Entdo
existe um operador

W, =Wy (D) : L*(R") x L*(R") — L*(R") x L*(R")

tal que, se os dados iniciais dos problemas de cauchy (4.62) e (4.63) estdo relacionados por



CAPITULO 4. EQUACOES DE EVOLUCAO COM COEFICIENTES VARIAVEIS. 109

(IDIZvo, v1)" = W (D)(h(0, D)uo, u1)",

entdo para as respectivas solucées dos problemas de cauchy (4.62) e (4.63) temos

H(’D‘g'l)(t, ')7 Ut<t7 )) - (h(tv D)U(t, ')7 Ut(t, '>)HL2><L2 — 0,
quando t — co. Além disso no conjunto denso em L?(R")
L:=|J{u e L*(R") : dist(1,0) > c}
c>0
temos

&0 _2
[(IDIZv(t, ), ve(t, ) — (B(E, D)ult, <), ue(t,)llexe S / m?(7)(1+ 7)1~ > dr|(h(0, D)ug, u1) || cxc
t
Demonstracdo. De acordo com a notacdo na Observacao 4.5.5 acima podemos concluir que

’ a H(taé)Nogl(ta tg’f)N(;l_H(ts,g)_lg(t&é_) , S€ t> tf

8w<t7§) - NOEl(t7O7§)N()_1'

Logo parat > t¢ temos

51;1(1576)5(1576) = NOEl_l(t7O?S)No_l‘H(t?S)Nogl(t?tﬁ?f)Nﬂ_lH(tﬁg)ilE(tﬁ? 076)

Como ||Ro(t, &)|| < m2(t)(1+ t)l_? em Z},;p, € usando a hipétese 4.5.2 temos pela Proposicao 4.3.1 que o
limite seguinte existe uniformemente para |{| > ¢ > 0,

. —1
lim BT (80,68 (2,1, €),

Além disso, Nng(t,g)No — I quando t — oo uniforme para || > ¢ > 0. Portanto tomando as entradas
do vetor de dados iniciais no conjunto

M= | J{i € L*R") : dist(@i, 0) > c}

c>0

temos que o seguinte limite existe uniformemente em |£| > ¢
lim £, 1(t, )E(t,€) (4.68)
t—o0

e portanto em L(M x M, L?(R") x L*(R")). Como M x M é subespaco denso em L?(R") x L%(R")
e ||E,1 (¢, E)E(t, €)] < 1 uniformemente para (t,£), temos pela Proposicio 4.3.1 que o operador de Méller
W, existe como operador em L(L? x L?, L? x L?).

Finalmente considere o operador W, (D) : L? x L? — L? x L? definido pelo seguinte diagrama comutativo.

Wi (D
L2 x L2 W+ (D) L2 x L2 (4.69)
.FX]:\L O \L}—X}—

L2XL2TL2XL2
+
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Como a transformada de Fourier é bijecdo o operador W, (D) esta bem definido e como ela é também uma
isometria em L? provamos o Teorema a partir da Proposicdo 4.3.1.
]

O Operador W, (D) nao é invertivel, isso segue do fato de que W nao é inversivel.

4.5.3 Conservacao Generalizada de Energia

No caso 20 > o vamos ter uma conserva¢ao generalizada de energia que é uma situacdo mais fraca que o
Espalhamento.

Caso 26 > o

Vamos ilustrar as idéias com o caso quando temos a hipétese 4.5.4 com M = 2. Ap6s aplicar o procedimento
de Diagonalizacdo obtemos N (¢, &), a(t, &) e Ra(t, &) e considere a solugdo fundamental &5 (¢, s, £):

Di& = (P2 + Ra2) &
52(57575) :Ia

Considere também a matriz diagonal ®%(¢, ) dada por

DG(t, &) = Da(t, &) — Da(t,€) (4.70)
onde
Ot i1
Dy(t, &) = % <2(16’”) aff“ ) (4.71)
2(1—p1)

e considere também a matriz RE(t, &) = Ra(t, &) + Da(t, £). Assim temos

D& = (@ + RY) &
E(s,s,6) =1.

Pelo Lema 4.5.3 temos que

Oa € TH2,-2,0} + T'{1,-2,1},

e pela Proposicdo 4.5.2 temos que dyu1 € T'{1, ~1,0}. Logo R§(t, &) € L{ L (Zpip)- Considere Ewalt,s,€)
a solucao fundamental

SW,Q(SJ Svg) =1

Além disso considere N(]EWQNO_I = &w,2 Vamos considerar finalmente os seguintes operadores:

{thjw,z = ®4Ew o

E(t, ) , sete > t;

o= {H (£, ) NoNL (1, )Ealt, te, NI (b, NG H (te, €)' Ete, €) » set > e,

e ainda parat > tg,

Ema(t,©)E(t,€)
:NOEI;/}Q(tv ‘S)NO_lH(tv §)N0N1 (t7 6)52(t7 t{a g)Nl_l (tfv €)N()_1H(t§7 5)_15(t§7 5)

Logo temos pela Proposicéo (4.3.1) que o limite seguinte existe uniformemente para |{| > ¢ > 0,
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tlifgo g‘;/}g (t, §)52 (ta 5)7

Além disso, Ny ' H (t,&)NoNy(t, &) — I quando t — oo uniforme para |¢| > ¢ > 0. Portanto tomando as
entradas do vetor de dados iniciais no conjunto

M= | J{i € L*R") : dist(@i, 0) > c}
c>0

temos que o seguinte limite existe uniformemente em [£| > ¢

lim &y (1, €)Ex(t,€) (4.72)

O restante da demonstracao segue analogo a do Teorema 4.5.6. A diferenca fundamental desses dois casos é
que embora o operador Eyy2(t, £) seja uma isometria em L? e com o argumento acima provamos a conserva-
cao de energia generalizada EW(u)(t) ~ 1 (energia definida em (4.54)), mas ndo provamos que o operador
de Moller W, (D) associa dados inicias do problema (4.63) com algum problema conhecido.

Teorema 4.5.7. Suponha que m satisfaz as hipdteses 4.5.1, 4.5.3 e 4.5.4 para algum M > 2. Entdo para
quaisquer dados iniciais uy € L?, |D|®ug € L? e |D|7ug € L? temos

EY (u)(t) ~ B (u)(0),
para todo t > 0.

Demonstracdo. De acordo com a hipétese do Teorema e pelo Lema 4.5.3 podemos diagonalizar M vezes
e obter as matrizes N1(t,&),..., Ny—1(t,&), Pas(t,€) e Ras(t, €). Temos também a solugdo fundamental
Em(t, s, &) satisfazendo:

D&y = (Ppr+Rur) Emr (4.73)
SM(‘S? S, 5) =1 ‘
Defina
1 ((Dj),, 0
D;(t, &) = - ’ , (4.74)
J( 5) i < (Dj)272
onde (Dj), ; = (Dj)y = Zﬁ]l 2(?_“;]_). Além disso, considere
e,
logo
gM(S,S,f):I, '

Além disso, pelo Lema 4.5.3, podemos concluir que paral < j < M — 1,

Oupj M—(j+1 M—(j
e gM=U+Dr9 2 o} 4 ZM-UHDL 2 1},
21 ) 2200 2y

Logo D;(t,§) € L%Lgo (Zhip)- Além disso, considere a solucio fundamental £} (¢, s, €) de
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{DtSXX = (@5, +R4y) €N (4.76)

EW(s,8,6) =1,

Por final considere No&EJY (¢, 5,£) Nyt :=: £}Y (t, 5, &), ai temos que o operador £ (,€) := Y (t,0,€) é
uma isometria em L? x L2. Assim como em (4.57), temos que o resto R ;s € integravel em Zhip € como Dy
é também integravel, entao R‘fw é também integravel. O restante da demonstracio é analogo ao que ja foi
feito antes.

O

4.6 Invariante por escala.

Vamos tratar nessa secao de alguns casos restantes do Invariante por escala, porém vamos estudar somente
a Energia cinética [|uy(t, )| 2, + || (—A)7/2u(t, -)||2,. Vamos usar métodos de diagonalizacio e é essa a razao
de n3o tratar esse caso no Capitulo 3.

Caso 20 > o

Vimos que no caso 20 = o, ndo podemos melhorar a estimativa da energia E(u)(t) por cima, mas ainda ndo
é claro que a energia decai, vamos ver agora que no caso 26 > o essa energia fica limitada ao menos por
|4]|3 + || (=A)%/2¢||3, ou seja, ndo decai para zero.
Considerando W (7) = (w(7), ’U)T(T))T, temos que

D, W = AW
onde A é dada por

Temos também que para W = N'W,, onde

temos D;Wy = N TANWy, e N7LAN = &1 + R4, com

; K
q)l = 1 Z(l + 27-2(1*%)) 0
] ; B
i 0 —i(1+ 272“*%))
€ 2
o
1 0 -t 3
Ri=-1|. 2 2r20-a)

7 Y T
Va9 0
Consideremos as zonas Zp;, = {7 > N} e Z,; = {r < N}. Temos que ®; e R; tém as formas especiais

4.9 e 4.10, respectivamente. Logo, pela Proposicao 4.2.1 temos que em Z,, vale

(W(r)| = [W(N)|

note que, nesse caso, estamos usando também que a solucdo fundamental relativa a parte homogénea tem
norma constante igual a 1, pois a diagonal de i®; é imaginaria pura. Além disso, usamos que para 26 > o o
resto € integravel na zona Z,,. Para fazer as estimativas na zona hiperbélica vamos usar o procedimento de
diagonalizacao. Note que
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2

o n
dy 2(272(1—3) + ,u2),
logo
25
o 21 )t
td, (272(1—5) + ﬂ2)2’
Como |ra| S % + |07+ |, temos:

1 1
<
[ra(7)| S 76(1—2) + 7_3_257

o

portanto se 65—‘5 < o, temos que 7y € integravel em Z,;,. Portanto, nesse caso, ou seja 26 > o e 8 < g

5
temos, pelo Corolario 4.2.7 que para T > N vale:

(W ()| = [W(N)

Portanto temos que
1

WUIJ(S)IQ

~ 1 ~
[a(t, &)” + W\Ut(tﬁ)!z ~ (&)1 +

Logo:

D17, 72 + llue(t, iz ~ D177 + 1w ()17

Definigdo 4.6.1. Diremos que uma funcdo f(7) estd em ZF{r, s}, comr,s > 0separa 0 < | < k existe C,

tal que
1

— -
Tr—sa—l—l

0L f(r)| < Gy
paraT > N.
Proposicao 4.6.1. Temos
1. Se fi € IF{ry,s1}, fo € T¥{ry, 50}, entdo f - fo € TF{ri + ro, 51 + s2};
2. Se fe€IF{r s}y, omf e TF{r s}, para0 <m < k;
3. Se feIF{s+1,s}, entdo f € L' (N,c0);
4. Se f € TF{r,s}, entdo f € TF{r —t,s — t},parar > tes > t.

Demonstracdo. A demonstracao segue imediatamente da definicdo, para o Gltimo item é importante que
estejamos considerando 7 > N. O

Lema 4.6.2. Temos que para cada M > 1 fixo:

py € M4 371 4. 371 4 M3, 23,
Nj*1 existfeeNj,N;1 € IM=3{0,0} paraj=1,...,M —1e

(Img;) ' € TM79{0, 0},
r; € TMI{2. 3071 2. 301y L M3 9.

paraj =1,..., M.
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Demonstracdo. Vamos demonstrar por inducdo. Primeiramente

(Imyy) ' € ZM~Yo0,0}, (4.77)

para isso note que

B 3 _ 0 g 1
OF (Impr) ™ = 919y (Impr) ™" = 44 (1 - ;)8f ' 3_20
T o
logo temos
O (Imip) ™| S ——5—
t o2k

Analogamente, é facil provar que
rp € M1 2,2} + TM 713, 2}.
Logo usando a Proposicao 4.6.1 temos:

2
r _ _ _
1 = ug = (—2Imep1) 2| |? € TM71{2,2} + M 713, 2}.
1

Agora suponha, por hipétese de indugdo, que para algum jo < M temos que

(Img;) ' € TM=9{0, 0},
rj € TM{2.3971 2. 3771y L TM=if3 9},

vale para todo j,com M > jo > j > 1.
Afirmacéo: (1 — uj)_l € TM-7{0,0}, para todo j, com M > jo > j > 1.
Provemos essa afirmacdo por inducdo no nimero de derivadas. Note que |(1 — p;)7! < 1 e também

(1 —p)t=(1- Hj)_l%- Suponha que temos para algum k com 0 < k < M — j:

_ 1
0L = )N S

vale paratodo 0 <[ < k. Segue que

k k—i .
_ kY| i - k=i - -
(1 — )7 < Z(z’)&(l—uj) 1|Z< z >I6‘£“uj|!8’: (1= p) "
i=0 =0
1
< -
S TR

note que estamos supondo p; € TM=3{0,0}, e quetemos k+1 < M — j. Note também que TV —7{3,2} C
TM=3{0,0}. Agora, pela Proposicio (4.2.3) temos que:

(Shjr1) = (Sey) (1 +8;)7"

o —-1_1 i T
onde ;= (36;) L (dyy + S{70 )
Usando a Proposicao 4.6.1 e a hipotese de inducao temos :

— (S¢;)~t € TM=7{0,0};

5 djpry € TMI{4- 371 4. 3171} £ TM (3, 2);
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— %{%@%} e TM-U+D{4.3/-1 4. 371},

Logo B; € ZM =1 {0, 0}, assim da mesma forma que foi provado que (1 — ;)= € Z"~7{0,0} podemos
provar que (1 + 3;)~! € ZM=U+1{0,0}. Portanto (J¢;41) "t € ZV=U+1{0,0}. Agora note que:

— pjr; € IM7i{6- 3716 - 3771} 4+ TM=i{3,2};

N Gt% c IMf(j+1){2 .379,2.39} _|_IM*(j+1){3, 2}.

Portanto 7,1 € Z~U*1{2.37,2.37} + TM-U*1{3, 2}. Finalmente isto implica que 1j1 € ZM~U+1 {4.
37,437} + TM-U+1{3,2}, donde luj+1] S & < 3 para N suficientemente grande, o que assegura a

existéncia da matriz inversa N]
O

Vamos definir a Energia como sendo:

E®(u)(t) = |lue(t, ) |72 + [I1DI7ut, )72

Teorema 4.6.3. Considere 20 > o e seja 2 < M tal que g < % entdo

E%(u)(t) ~ E*(u)(0).
Demonstracdo. Basta aplicar o Lema 4.6.2 com j = M — 1, logo temos
ryo1 € Y2 3172 2.3M72) L 713 9},

donde
< 1 1
‘TM—l(T)‘ ~ 7_2.3]\4—2_2‘3Mf2g + 7_3_%

Como g < %7121 concluimos que 7,1 € integravel no intervalo [V, o0). Como também r é integravel

em [0, N], temos pelo Corolario 4.2.7 que

[w ()] ~ Jw(N)| ~ w(0)],

logo
@t )I” + 35 (1, O ~ (66 + 55 [ ()
€ ! € \
e agora basta multiplicar por \§|2°' e depois integrar em &.
O
Observacio 4.6.4. O Teorema 4.6.3 mostra que a pertubacdo do problema uy + (—A)?u = 0 pelo potencial
()’;ﬁ( A)’u nao influéncia demasiado no comportamento da Energia |lu(t, -)||2 + ||| D|7u(t, -)||22,
1+6)20-5

que para o caso i = 0 permanece constante. Ou seja, concluimos nesse caso, que esse termo de ordem
inferior tem uma baixa influéncia na energia do sistema.

Caso 26 < o
Considerando W (7) = (w(7), U)T(T))T, temos que

D W =AW
onde A é dada por
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temos D,Wy = N T ANW,y, e N71AN = &1 + Ry, com

: u
g, = L[ ) 0

; . W

1 0 —Z(]. + m)
€ 2

Rl = 1 0 _1272(1_g)

i 1H725 0
2721=5)

Consideremos as zonas Zy;, = {1 > N} e Z,; = {T < N}. Temos que ®; e R; tém as formas especiais
4.9 e 4.10, respectivamente. Logo, pela Proposicao 4.2.1 temos que em Zj,;, vale

(W ()| = [W(N)

note que, nesse caso, estamos usando também que a solucdo fundamental relativa a parte homogénea tem
normal constante igual a 1, pois a diagonal de i®; é imaginaria pura. Além disso, usamos que para 26 < o
o resto € integravel na zona Zj;,. Qual o comportamento na zona pseudo devemos esperar. Veremos no
Teorema 4.4.8, que para o caso § > 0 temos:

2
c(B () (0)+||D*u(0, )[72) < Es(u)(t)—’—(l_'_;;z(l—g)H‘D’au(t? M2 < (B (w)(0)+[DI°u(0,)]122),

enquanto no caso § = 0 pelo Corolario 4.4.10, temos:

2
c(B(w)(0) + u(0,)[Z2) < E®(u)(t) + OALTt)IIU(t, MIEe < C(E%(w)(0) + [[u(0,)|72).

4.7 Problemas em aberto e discussoes complementares.

No Teorema 4.5.7 temos que quanto mais queremos aproximar § de o para obter a conservacio de energia,
mais controle nas oscilagées precisamos assumir na massa, devido a Hipo6tese 4.5.4. Por outro lado, quando
20 < o n3o precisamos assumir qualquer controle nas oscilacbes e obtemos até mesmo Espalhamento.
Para comprender melhor esse fenémeno, note que quando § = ¢ (que nao foi considerado nessa Tese), é
conhecido que muitas oscilacoes criam ressonancia e fazem com que a energia va exponencialmente rapido
para o infinito, veja [13]. Assim é necessario um certo controle das oscilacbes para que se tenha conservacio
de Energia veja [34]. A hipotese 4.5.1 mostra que quanto mais préximo ¢ de o mais temos possibilidade da
massa oscilar sem que ao mesmo tempo diminua sua amplitude suficientemente rapido para que nio se
tenha ressonancia, por isso fez-se necessario assumir algum controle das ocilacbes no caso 2§ > o. O que
permanece em aberto é saber se essas condicdes podem ser relaxadas, haja vista que precisamos de muitas
ocilacdes quanto mais préximos ¢ e o estao, mas no limite que seria o0 caso = o s6 precisamos do controle
até duas derivadas, veja [34] e suas referéncias.

Agora vamos propor mais algumas questdes que nao foram tratadas nessa tese.
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e Estimativas LP — LY. Em [5] a autora demonstrou paraocaso o = 1 e 6 = 0 estimativas L? — L9 com
coeficientes varidveis com p e g expoentes conjugados entre si, assim é natural perguntar que tipo de
estimativa do tipo LP — LY podemos obter no caso o e § quaisquer?

e Semilinear. Quando a massa é crescente o Teorema 4.4.2 mostra que temos decaimento da Energia Po-
tencial considerada, esse tipo de estimativa torna natural perguntar sobre existéncia de solucao global,
com dados iniciais pequenos, para o seguinte problema de Cauchy

{uﬁ + (=A)7u+ m? () (=A)’u = [uf? (4.78)

u(0,2) = ¢(z),ur(0, ) = ¥(x),

para p > p., onde p. € um indice critico a ser determinado. Espera-se que o indice critico dependa da
massa, quais condicoes sobre a massa nos permitem obter o indice critico?
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Apéndice

A1 Teoria de Funcoes especiais.

A.1.1  Afuncao de Bessel.

Seja a funcgado de Bessel J,,, dada pela série a seguir

1, i (122)k
() = (32) kz_o(_l) k!r(ﬂj-l- k+1) (A1)
param > —%, pode ser dada por.
I (1) = L /1 elrs (1- 52) N ds. (A.2)
T () Ja
onde I" denota a funcdo Gamma.
Proposicao A.1.1. Para cada k > 0 inteiro;
‘(j;fjm(r” < Cpr—(5+k) (A.3)
onde C), é constante dependendo apenas de k.
Demonstracdo. Veja em Stein [78]. O

Considere a esfera unitaria S*~! C R™ e a transformada de fourier da medida de superficie sobre S*~1 é
dada como a seguir.

do(&) = /S - e~ do () (A.4)
Proposicdo A.1.2. Temos a seguinte identidade
do(€) = (2m) 26| 7" Jua (IE]). (A.5)
& e R™
Demonstracdo. Veja em Stein [78]. O

Para uma fungao f radial em Ll(R”) uma simples mudanca de variaveis para coordenadas polares mais a
Proposicao A.1.2 fornece a seguinte representacao para a transformada de fourier de f:

18
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” N _ 2-n
Fle) = @nE [ o 1€ Tua(righir (A6)
0
A seguir vamos enunciar o importante Lema de Van der Corput.

LemaA.1.3. Se ) € C°(R) e ¢ € C3(R) tal que |¢” (r)| > A > 0 para todo r € supp v, entdo

‘/€i¢(r)¢(r)dr} <CON3 (||¢||L°° + Hw,HLl) -

onde C' é uma constante positiva nao nula.

Demonstragdo. Veja em Stein [78]. O

A.1.2 Funcao de Weber e Hankel

Para valores v ¢ Z defina por continuacdo analitica a fungdo de Weber, ou fungao de Bessel de segundo tipo,
por

Jy(z) cos(vm) — J_,(2)

sin(vm)

yV(Z) = ’ (A8)

para valores inteiros define-se Y, (z) usando a seguinte relagao:

v—1

2(y+10g 2) T — 7V =) wzr=1t! (f)”_%

|
= r! 2

= SO +v+1) =(r4+1) + 2y pz\vt2r
+Zo(_1) ( r!zv+1f)! ) ’Y<§> '

Finalmente, defina a fungdo de Hankel, ou fungio de Bessel de terceiro tipo por: H(2) = J,(2) £i),(2).
Para essa funcdo temos as seguinte relacoes:

HEL () + HEA () = ZHEC), (A9
HE ()~ HEA () = 2(%F) () (A10)
VHE(2) + 2 (Hf)/(z) = 2HE (2), (A1)
VHE(z) - Z(HVi)/(z) = 2MHE, (). (A12)

Além disso, como em [90], temos as identidades do Wronskiano.

W(7(2), 9(2)) =

Tz

e portanto também temos
W(HS (2), 1y () = =200 (T (2), D0(2)) = —,

Tz

onde W(f(2),9(2)) = /' (2)9(2) = F(2)g (2).

Finalmente, temos a seguinte Proposicao.
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Proposicao A.1.4. Para T > 0 temos as seguintes propriedades:

e ParaT > N, N > 0 constante, H;E(TH < C]r\_%;

e Para0<t<c<1:

45 ()] <

7ol quando p # 0,
—logT quandop =0.

e Paran € Z a fungdo de Weber Y, (7) satisfaz

2
V(1) = —Tn(7)log T + An(7), (A13)
onde 7" A, (7) € inteira e A, (0) # 0. N6s também temos J_,,(1) = (—1)" T (7).
e Afungdo A, (1) :== 7 "7, (7) € inteiraem v e T, além disso A,,(0) # 0.

Demonstracdo. Veja em [90]. O

A.1.3 Equacoes hipergeométricas Confluentes

Para consultar os resultados apresentados aqui veja [60].
2Wzy + (ﬁ - Z)wz —aw =0 (A.14)

com « e [ parametros complexos. A equacao tém singularidade regular em 0 singularidade irregular no
infinito. As solucdes fundamentais de A.14 s3o dadas por we 1(2) = ®(a, 8;2) ews 2(2) = 21 PP(1 + a —
8,2 — [3; z), no caso de que 3 é ndo inteiro. Se k5 > Ra > 0, temos a seguinte representacdo integral.

I'(f - o)l (a)
I'(8)

onde I'(-) é a funcdo Gamma. As funcdes we 1(2) € we 2(2) satisfazem

1
‘1>(oz75;2)=/ Ao (1 — )~ ta, (A.15)
0

wq>,1(z)w;p72(z) - ’LU:E.J(Z)’LUQ)VQ(Z) =(1- ﬁ)z_ﬁez. (A.16)
Além disso temos as seguintes propriedades de ¢
Proposicio A.1.5. Valem as seguinte propriedades para ®:
1. ® é funcao inteira em z;
2. Transfomagéo de Kummer ® (v, 3; z) = e*® (8 — o, B; —2)

3. Aderivada d,® satisfaz :
(Bb—a)®la—1,8;2) = (8 —a—2)P(«, 85 2) + 2d,P(a, B; 2);

4. Para |z| < N pequeno |®(«, 5;z)| < C.

Para |z| grande € (til representar a fungdo de Kummer ® em termos da fungao de Bessel .J,, para v € R.
Da mesma forma que em [5] vamos usar a proposicao a seguir.

Proposicao A.1.6. Para o = v + % B=2v+1comv ¢ 7 e z = 2iT nds temos

O, B;2) =T+ 1/)6”(%7‘) Y I,(7),
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onde J,, denota a funcgdo de Bessel. Além disso, para T grande nds temos

Jy (1) ~ sin(1)a, (1),
A7, (1) < Coa|7|727™, m = 0,1,..., € Cpy = C(v).

Para 3 inteiro as solu¢des wq 1 (2) € we 2(z) sdo linearmente dependentes. Entdo a equacdo de Kummer A.14
é chamada de o caso logaritimo. Para esses problemas as solu¢des fundamentais sdo dadas por ¥4 1(2) =
U, B;2) e Upa(z) = V(B — a, f;—2). Para RB > Ra > 0 a funcdo ¥(«, f3; z) corresponde a repre-
sentacao integral

t
F(06)‘11(04,5;2):/0 e (1 4 t)P o a,

e temos

w1 (2)wy p(2) — wy 1 (2)wy 2(2) = TP, (A7)
onde € = sgn(3z).
Quandof=1,2,...,ea # 0,—1,—2,...temos a seguinte representacdo em série.

(_1)n+1 o0 (Oé)lc .
v 1;2) = 1 k)—v(1+4+k)— k+1
(a;n +152) n!F(a—n)kZOk!(n+1)kZ (Inz+9lat k) =l +k) —vin+k+1)
L ! (k-1 -a+ Fnk 1
o) p] (n—k)!

onde ¥ (a) = 1;((5)).

Proposicio A.1.7. Temos as seguintes propriedades de para V:

1. W é holomorfaem z € C™ \ {0};

2. aderivada d,V satisfaz:
V(a—1,8;2)=(a—F+2)¥(a, 85 2) — 2d, ¥ (v, B; 2);

3 d.V(a,B;2) = —a¥(1+a,1+4+ f;2);

4. Para |z| pequeno temos:

U, 1;2) = —F;a)(lnz — () +27) + O(zInz) ~sign(I'(a)) In z,
U(a,2;2) = F(a)zfl +0O(lnz) = F(la)zl + F(ozl— 1 (Inz+(a) — (1) —¥(2)) + Oalzlnz),

onde ~y é a constante de Euler e In z denota o logaritmo complexo.

5. Para |z| grande, vale o seguinte limitante.

W (e, B; 2)| < Caglzl M.

A.1.4 Equacoes de onda do tipo Coulomb

A equacao de tipo Coulomb a seguir que é usada em fisica para descrever o comportamento da carga de
uma particula em um potencial de Coulomb. Vamos fazer uma exposicao rapida do tema, e apresentar os
resultados que nos interessam.
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d? 2n  I(1+1)
comn € Rel =0,1,2,.... Aequacado tem uma singularidade regular em 7 = 0 com indice [ + 1e —l e
uma singularidade irregular de rank 1em 7 = oo.
A solucao Geral é dada por:
w(T) = Cl(l’n)Fl(nﬂ—) + 02(l’77)Gl(7777—)7 (A19)

onde C(l,n) e Ca(l,n) sdo constantes em relacdo a 7. A fungdo F;(n, 7) é a chamada fungao de Onda tipo
Coulomb Regular e G(n, T) é a funcdo de Onda tipo Coulomb Irregular ou Logaritma.
onde

Fy(n,7) = 7eT7® (14 1 F i, 21 + 2, +2i7)
Gi(n,7) =1iF(n,7)+ H (n,7).

Fi(n,7) e Gi(n, 7) sdo analiticas reaisem 0 < 7 < oo e H; (n,7) é dada por:
H; (n,7) = e 00D 24y 1= (1 4 1 — i, 20 + 2, 2i7). (A.20)

onde 0;(n, 7) = 7 — nIn(27) — 3im + arg (D(L + 1 + in)).
Além disso temos a relacdo do Wronskiano a seguir:

d.F; -G — F,-d.G; =1 (A.21)
Relacdes de Recorréncia
Paral =1,2,..., seja
2
n
Rl - 1 + ﬁ,
l
S =—+ U
T 1

Entdo com X; denotando F(n, ), Gi(n, ) ou H; (n,T) temos paral > 1:
1. X, =RX;1—SX,
2. X, ,=8X_1—RX;.

Comportamento para T pequeno.

Proposicao A.1.8. ParaT — 0, temosparal =0,1,..., que:

Fy(n, ) ~ 7
F/(n,7) ~ (L + )74

Gi(n,7) ~

Eparal =1,2,..., temos que:
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Demonstracdo. Veja as referéncias em [60]. O

Usando as relacdes de recorréncia juntamente com a Proposicao A.1.8, podemos também deduzir parat — 0
que:

Go(n, )| ~ 77! (A.22)
Comportamento para 7 grande.

Proposicao A.1.9. Para T — oo, temos:

Fi(n,7) =sin(0i(n, 7)) + o(1);
Gi(n,7) =cos(0;(n, 7)) + o(1);
Hl_ (777 T) - eXp(_ZplO% T))

Demonstracdo. Veja as referéncias em [60]. O

Usando as relacoes de recorréncia, temos para 7 grande que:

|Fy(n,7)] <1 (A.23)

~

1Go(n, 7)) <1 (A.24)

A.2 Resultados de Analise Funcional

Teorema A.2.1. [Ponto fixo para Contragées] Seja (X, d) um espago métrico completoe f : X — X uma
contragcao com respeito a métrica d, ou seja:

d(f(z), f(y)) < ad(z,y),
para quaisquer x,y € X e a < 1 € uma constante. Nesse caso f possui um ponto fixo, e este é tinicoem X.
Demonstracdo. Veja em Brezis [10]. O

Teorema A.2.2. Se 1l < ¢ < Z, entdo W™4(R") — L"(R"), com 1 >

1 m m, n A &
s> 5—;,masW 2(R™) ndo é

subespaco de L*(R™) para % < % -,

n

Demonstracéo. Veja em Tartar [85] ou Brezis [10]. O

A.3 Fourier Multipliers

Nessa secdo vamos apresentar algumas definicdes e resultados da teoria de Fourier Multipliers que podem
ser encontrados em [35].

Definicao A.3.1. Definiremos o espaco Mg de todas as distribuicées temperadas m tais que o operador:
m(D)f = F [m(&)F(f)],

satifaz |m(D)f||« < C||f||» para toda f € S. Cada elemento de M, chamaremos de multiplicador,
quando p = q denotaremos tal espaco simplesmente por M,,. Definiremos uma norma em Mg por

Imllarg == sup{[[m(D)fllq - f €S, I fllp = 1}- (A.25)
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Teorema A.3.1. [Teorema de interpolagdo de Riesz-Thorin] Assuma que py # p1, qo # q1 € que

T:LP0 — [
com norma My, e que

T: Ly, — Ly
com norma M. Entdo

T:LP — L1

€ limitado com norma M < Mol’eMG, desdeque0 <0 <1le

1 1-0 6 1 1—-0 0
= + —, +

p Po b1 q q0 q1

Demonstracédo. Vejaem [77] ou [3]. O
Lema A.3.2. Assuma que py # p1,qo # q1, 0 <0 < 1le
1 1-66 6 1 1-60 0

Y

p Do b1 q q0 q1

Nesse caso temos que | f{|pza < HfH}w_geg HfH?%,ll.
Demonstracdo. Imediato de A.3.1. O

Teorema A.3.3. Para 1 < p < 2, temos para % + % = 1que

IF (D)l < l1llp-

Demonstracdo. Basta aplicar A.3.1 apds demonstrar que vale para os casos especiasp = 1 e ¢ = oo com
p=q=2. O

Teorema A.3.4. Valem as seguintes afirmacées
(1) M, C My, com a inclusdo continua;
(2) M, = Mp/ com igualdade de normas;
(3) My = L°° com as mesmas normas;
(4) M, éuma algebra de Banach;
(5) €'€1” néo estd em M parap > 2;
Demonstracéo. Veja em [35]. O

Teorema A.3.5. Seja g uma funcdo mensurdvel tal que, com 1 < b < oo, nds temos para alguma constante

C
C
{&519(§)| = s} < @ (A.26)
Se
1<p§2§q<oo,1—}:1, (A.27)
p q b

entdo g € M.
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Demonstracédo. Veja em [35]. O

Teorema A.3.6. Suponha que m(x) € de classe C* no complementar da origem de R™, onde k é um inteiro
> 4. Assuma também que para todo oo multi-indice de dimensdo n com |a| < k temos

‘(£>am($)’ < Bla| ™,

entdom € My, 1 < p < oo, além disso ||m||r;, < C(n,p)B, onde C(n,p) € uma constante que depende
somente da dimensdo e de p.

Demonstracdo. Veja em [76]. O

A.4 Espacos de Besov

Seja ¢ € C°(R™) com suppp C {& : 271 < [¢] < 2} (€)== p(27F¢) parak > Le (&) =1 —
220:1 or(&). Defina a decomposicao de Littlewood-Paley ou simplesmente decomposicao diadica por:

Ay =F o F.
Definicao A.4.1. Paral < p,q < ocoe —oo < s < o0, defina

B, = {f € S(R") :||f|ls;, < o0},onde
1

m =
1fllBs, == <Z25quAkf|]g) ! paraq < co
k=0

£l . == sup{2%(|Agfl, : k > 0}

Lema A.4.1. Sejam € L>*(R") e assuma que
IF " (moeF Pl arny < ClIfllporn)s

onde C'independede k € Z,k > 1com1 < p < 2, zlo + é = 1. Entdo existe A independente de m tal que

|IF " (mF )l Lagny < AC| £l Lo @ny-
Demonstracédo. Veja em [66]. O

Lema A.4.2. Considere a equacdo integral de Volterra

=100+ | K (t,m,p) (7, p)dr

com o nucleo k = k(t,7,p) e o valor inicial f(0,p) dependentes do parametro p € P C R"™. Assuma que
f(0,p) € L>®(P), k € L*(R%) e fg |k(t, 7,p)|dT € L>®(R4+ x P). Nessas condigbes, existem um unica
solugdo f(t,p) € L>(R4 x P).

Teorema A.4.3. [Teorema de Banach-Steinhaus] Sejam A e B espacos de Banach e suponha que { F,} € uma
familia de operadores lineares limitados de A em B. Entédo F,, converge pontualmente para um operador
linear limitado I de A em B se, e somente se :

e A sequéncia das normas dos || F}, || operadores é limitada;

e A sequéncia F,x converge para F'x para todo x € M, onde M é um subconjunto denso de A.
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Ferramentas tteis
Lema A.4.4 (Lema de Gronwall). Sejam f, g e h fungbes continuas ndo-negativas definidas no intervalo [a, b].
Além disso, suponha que g € deferéncidvel em (a,b) com derivada continua ndo negativa. Se para todo
t € [a,b]
t
1)< 9t)+ [ n)f)ar
entéo
f(t) < g(t)ela e

para todo t € [a, b].
Demonstracdo. Veja em [12]. O
Considere o sistema linear homogéneo de equacdes diferénciais ordinarias

DU = A(t)U (A.28)
teR,.

Lema A.4.5 (Formula de Liouville). Suponha que E = E(t,s) é a fungdo a valores vetorias (matrizes) do
sistema (A.28) em R ;.. Entdo

det E(t,s) = detE(s, S)eiﬁ trA(r)dr
para 0 < s,t.
Demonstracdo. Veja em [12]. -

Lema A.4.6. Suponha que f : R" \ 0 — C é homogénea de grau m, isto é f(A\&) = AN f(§) para A # 0,
e consideremos também que f é C* para algum k > 0. Nesse caso, para todo multi-indice c, com la] < K,
temos que para & # O:

o[ (€)] < Calgm el

Demonstragdo. Note que como f é continua, elatem um maximo C' na esfera unitaria, logo | f(£)| = \§|m|f(%)\

C|&|™. Portanto o lema estara demonstrado se provarmos que 9% f é homogénea de grau m — |«|. Como
FAE) = A £(€), derivando em & temos A% f(AE) = AMOYf(€), logo 92 f(AE) = Am~lelgaf(¢). O

Lema A.4.7. Seja o < 1 < 3. Nesse caso temos que
¢
/ (t— ) (1 +5)Pds < (1+ 1)
0

Demonstracdo. Veja em [14]. O

Teorema A.4.8. Seja A(t) € L}, (R, C"*™). Entdo a solucdo fundamental £(t, s) de

0E(t,s) = A(t)E(t, s)
E(s,s)=1

€ dado pela formula de Peano-Baker

et =145 [ aw [ awy . [T At .
kZ:l/ 1/5 ) / Wty dty

<
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Demonstracéo. Veja Yagdjian [93]. O

Proposicdo A.4.9. Assumar € L, (R, ), entdo

‘Z/ tl/ r(t2) .. /:klr(tk)dtk dtl ;/]r \dr ,

para todo k € N.
Demonstracdo. Veja Yagdjian [93]. O

Proposicdo A.4.10. Sejam 1 < p,pp,p1 < co e o € [0,01). Nesse caso temos a desigualdade fraciondria de
Gagliardo-Nirenberg a seguir:
0
lull oo S Nullzog 1llfyoy 0,
onde

andigegl.

+
+ 01

ﬁ"“"@h—‘
3‘3 31Q

1 _
0= 00,01 (p7p07p1) = 177
Po
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