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e Emparelhamento de arestas de um poligono regular



Emparelhamento de arestas

Seja P, um poligono regular com n lados, M, uma superficie com género
g e ¢: P, — M, uma aplicagdo quociente que leva é tal que

» Duas arestas de P, forma um arco de curva em M,.
» k vértices de P, formam um ponto em M,.

Entdo a imagem do bordo de P, corresponde a um grafo conexo G
mergulhado em M,.

Se M, & uma superficie fechada, entdo
» ¢ sera dito emparelhamento de arestas,

» P, serad dito poligono de emparelhamento de ¢.



Emparelhamento de arestas

O grafo G mergulhado em M,, formado pela imagem do bordo de
Pn por ¢ é conexo, sendo que

» duas arestas de P, forma uma arestas de G (arco de curva
sobre M;);

» k vértices de P, formam um vértice de G (ponto em M).
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Um segmento de reta sobre P, indica o par de arestas identificado
por ¢ sobre M.



Emparelhamento de arestas

O conjunto dos segmentos de retas sobre P, é chamado de
diagrama de emparelhamento.

wQ) (b) g% (©) % (@

Identificacdo canénica sobre Mg, paral < g <3




Poligono de Emparelhamento de Arestas

Pn &€ um poligono de emparelhamento sobre a superficie M,,
se existe algum emparelhamento de arestas ¢ : P, — M.

Afirmacdo: Todo poligono regular P,, com n = 2A arestas no
bordo (A > 1) é poligono de emparelhamento sobre alguma

. ~ A
superficie orientada e fechada com o género g < 5
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Grafos de Emparelhamentos de Arestas



Grafo de Emparelhamento de Arestas

Um grafo conexo G mergulhado sobre a superficie fechada e
orientada M, sera dito grafo de emparelhamento de arestas se
o complemento M, \ G é simplismente conexo (homeomorfa a
um disco).
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(a) ndo é grafo de emparelhamento de arestas sobre o toro, pois o
complemento ndo é simplismente conexo.

(b) o complemento é simplismente conexo, portanto é grafo de
emparelhamento de arestas.



Grafo de Emparelhamento de Arestas

Pergunta:

» Quais grafos admitem mergulhos sobre Mg de maneira
que o complemento Mg \ G seja simplismente conexo?

» Quantos diagramas de emparelhamento podem ser
associado a um grafo de emparelhamento?




Grafo de Emparelhamento de Arestas

Possiveis emparelhamentos de arestas sobre o toro.
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Bitoro: grafos trivalentes (k = 3)

(1982): T. JORGENSEN and M. NAATANEN, Surfaces of genus
2: generic fundamental polygons, Quart. J. Math. Oxford Ser
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Tritoro: grafos trivalentes (k = 3)

(2004): G. NAKAMURA, Generic fundamental polygons for
surfaces of genus three, Kodai Math. J.
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Grafo de Emparelhamento de Arestas

Pergunta:

» (Além dos grafos trivalentes e g = 1,2,3) Quais grafos
admitem mergulhos sobre My, de maneira que o
complemento M, \ G seja simplismente conexo?

» Quantos diagramas de emparelhamento podem ser
associado a um grafo de emparelhamento?




Extensao e contracdo de grafos de sobre superficies



Extens3o e contracdo de grafos de sobre superficies

Exemplos de grafos com género 1.

2019 (——, P. D. Romero): Graphs and closed surfaces
associated with a pairing of edges for regular polygons,
Bulletin of the Brazilian Mathematical Society.



Extens3o de grafos

Todo vértice v com grau maior que 3 pode ser "estirado” para obter
dois novos vértices v; € v» € uma nova aresta vy vp.

Extensdo de grafos sobre uma superficie
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Extens3o de grafo sobre o toro: V =2

Grafos equivalentes sobre o toro.




Extens3o de grafo sobre o bitoro: V =2




Extens3o de grafo sobre o bitoro: V =3




Extensdo de grafo sobre superficie

Note que localmente a extensdo de um vértice ndo altera a
topologia do complemento do grafo sobre a superficie.

Consequentemente, a topologia do complemento do grafo ndo se
altera com a extens3o do grafo.
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Extensdo de grafo de emparelhamento

Proposicdo: Seja G um grafo de emparelhamento de arestas
sobre a superficie M,. Todo grafo que pode ser obtido de G
por extensdo (ou contracao) sobre M, serd um grafo de
emparelhamento sobre M.



Extensdo de grafo de emparelhamento

Proposicdo: Seja G um grafo de emparelhamento de arestas
sobre a superficie M,. Todo grafo que pode ser obtido de G
por extensdo (ou contracao) sobre M, serd um grafo de
emparelhamento sobre M.

Corolario: Todo grafo de emparelhamento com

B=1-V+A

ciclos pode ser obtido por extensdo de um grafo de
emparelhamento com dnico vértice e 3 arestas sobre uma
superficie fechada e orientada M,, com

g:§.



Emparelhamentos com grafos k-regulares



Grafos k-regulares
Seja G um grafo com V vértices e A arestas:

» O grau de um vértice v corresponde o nimero de arestas que
sai do vértice v.

» Um grafo é dito k-regular se todos os seus vértices tem grau
igual k.
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Emparelhamentos com grafos k-regulares

Dada uma superficie fechada e orientada Mj:

Perguntas:

» Para quais inteiros k existem grafos de emparelhamento
k-regulares?

» Fixado k, quantos grafos mergulhados sobre Mg sao de
emparelhamento k-regulares?

» Existem quantos emparelhamento para cada grafo
k-regular?



Algumas respostas

Para quais k existem emparelhamentos k-regulares?

Se k =1, entdo g = 0. Neste caso n = 2 (n3o é poligono regular).
Se k =2, entdo o grafo é homeomorfo ao circulo:

i) para g = 0, seu complemento na esfera ndo é conexo,

ii) para g > 0, seu complemento sobre Mg ndo & simplismente
conexo.

Afirmacdo: Para g > 0, existem emparelhamentos
k—regulares para 2 < k < 4g.

Grafos trivalentes: todos os vétices tem grau 3.



Relacdo entre g, V e A para grafos k-regulares

Seja G um grafo k-regular de emparelhamentos de arestas sobre
Mg. Se G tem V vértices e A arestas, entdo
Entdo

» F =1 (Mg\G ésimplismente conexo)
> x(Mg) =2 - 2g,

> x(Mg)=V -A+1,

> kV =2A,

onde x(M,) denota caracteristica de Euler satisfaz de M,.
Das igualdades acima, ten-se 1 —2g =V — Ae

> A:M,
2—k
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Proposicdo: Se P, é um poligono de emparelhamento
K-regular associado ao par (M,,G), entao

2026 1) k(2 —1))

VA=

Corolario: Dado um poligono P,, com n = 12g — 6 lados,
sempre é possivel obter um emparelhamento 3-regular (ou
trivalente) sobre M,.



Relacdo entre g, V e A para grafos k-regulares

g Vv A K n
1 1 2 4 4
2 3 3 6
2 1 4 8 8
2 5 5 10
3 6 4 12
6 9 3 18
3 1 6 12 12
2 7 7 14
5 10 20
10 15 30




Parag=2: V=12 5 10

NZo existe a relacdo entre g =3, V=8, A=12e k=3
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Parag=1.V=1,2

Possiveis grafos parag=1e V =1, 2
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Parag=2: V=1 2 3,6

Possiveis grafos para g =2e V =1,2,3
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Parag=2: V=1 2 3,6

Possiveis grafos para g =2e V=6
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Parag=3: V=12 5 10

Exemplos de grafos parag =3e V=1, 2




3 V=125 10

Para g

3eV=5H

Exemplos de grafos para g




Parag=3: V=12 5 10

3eV =10 (V=05)

Exemplos de grafos para g
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