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K. Borsuk, Drei Sätze über die n-dimensionale Euklidische Sphäre, Fundamenta
Mathematicae 20 (1933) 177-190.

Teorema de Borsuk-Ulam

f : Sn → Rn cont́ınua =⇒ existe x ∈ Sn tal que f(−x) = f(x).
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Teorema de Borsuk-Ulam

f : Sn → Rn cont́ınua =⇒ existe x ∈ Sn tal que f(−x) = f(x).

Para n = 2
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Teorema de Borsuk-Ulam

τ : Sn → Sn, τ(x) = −x

∀f : Sn → Rn cont́ınua ∃x ∈ Sn tal que f(τ(x)) = f(x).

τ(τ(x)) = x τ(x) 6= x ∀x ∈ Sn

Definição

M e N espaços topológicos;

τ :M →M involução livre;

(M, τ ;N) tem a propriedade de Borsuk-Ulam se:

∀f :M → N cont́ınua ∃x ∈M tal que f(τ(x)) = f(x).

Exemplo: (Sn, τ ;Rn), τ(x) = −x tem a propriedade de Borsuk-Ulam.
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M e N espaços topológicos;

τ :M →M involução livre;

(M, τ ;N) tem a propriedade de Borsuk-Ulam se:

∀f :M → N cont́ınua ∃x ∈M tal que f(τ(x)) = f(x).

Exemplo: (Sn, τ ;Rn), τ(x) = −x tem a propriedade de Borsuk-Ulam.

Vinicius Casteluber Laass A P.B.U. para classes de homotopia de funções entre superf́ıcies



Teorema de Borsuk-Ulam

τ : Sn → Sn, τ(x) = −x

∀f : Sn → Rn cont́ınua ∃x ∈ Sn tal que f(τ(x)) = f(x).

τ(τ(x)) = x τ(x) 6= x ∀x ∈ Sn

Definição
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Superf́ıcies

M superf́ıcie fechada munida de involução livre τ ;

N superf́ıcie fechada.

Classificação das triplas (M, τ ;R2) que têm a propriedade de Borsuk-Ulam:

D. L. Gonçalves, The Borsuk-Ulam theorem for surfaces, Quaestiones
Mathematicae 29 (2006), 117–123.

Classificação das triplas (M, τ ;N) que têm a propriedade de Borsuk-Ulam:

D. L. Gonçalves, J. Guaschi, The Borsuk-Ulam theorem for maps into a
surface, Topology and its Applications 157 (2010), 1742–1759.
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(M, τ ;N) tem a propriedade de Borsuk-Ulam se:

∀f :M → N cont́ınua ∃x ∈M tal que f(τ(x)) = f(x).

(M, τ ;N) NÃO tem a propriedade de Borsuk-Ulam se:

∃g :M → N cont́ınua ∀x ∈M vale g(τ(x)) 6= g(x).
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[M,N ] = {classes de homotopia} = {f :M −→ N cont́ınua}
homotopia

Definição

M e N espaços topológicos;

τ :M →M involução livre;

β ∈ [M,N ] tem a propriedade de Borsuk-Ulam se:

∀f ∈ β cont́ınua ∃x ∈M tal que f(τ(x)) = f(x).

, A propriedade de Borsuk-Ulam para funções entre superf́ıcies, Tese de
Doutorado, IME - Universidade de São Paulo, 2015.

D. L. Gonçalvez, J. Guaschi, , The Borsuk-Ulam property for homotopy
classes of selfmaps of surfaces of Euler characteristic zero, J. Fixed Point Theory
Appl. 21, 65 (2019).
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Proposição (Borsuk-Ulam e Grupos de Tranças)

M superf́ıcie fechada munida de uma involução livre τ ;

Mτ =
M

∼ , x ∼ τ(x);

N superf́ıcie fechada diferente de S2 e RP2;

F2(N) = {(y1, y2) ∈ N ×N | y1 6= y2};

D2(N) =
F2(N)

∼ , (y1, y2) ∼ (y2, y1).

São equivalentes:

1 β = [f ] ∈ [M,N ] não tem a propriedade de Borsuk-Ulam;

2 π1(M)
ϕ //

(pτ )#

��

f#

))
π1(F2(N)) = P2(N)

ι

��

(p1)# // π1(N)

π1(Mτ )
ψ //

θτ ##

π1(D2(N)) = B2(N)

π

ww
Z2.
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π

ww
Z2.
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M = T2#T2#T2

τ :M →M é a rotação de 180º em torno do eixo vermelho
Mτ = T2#T2

π1(M) = 〈a1, a2, a3, a4, a5, a6 | [a1, a2][a3, a4][a5, a6] = 1〉

(pτ )#

��
π1(Mτ ) = 〈α1, α2, α3, α4, | [α1, α2][α3, α4] = 1〉

a1 → α2
1

a2 → α2

a3 → α3

a4 → α4

a5 → α1α3α
−1
1

a6 → α1α4α
−1
1
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[T2#T2#T2,T2]
∼=−→ Hom

(
π1(T2#T2#T2), π1(T2)

)
β = [f ] 7−→ β# = f#

Hom
(
π1(T2#T2#T2), π1(T2)

)
=Hom(〈a1, a2, a3, a4, a5, a6 | [a1, a2][a3, a4][a5, a6] = 1〉 ,Z⊕ Z)
=Hom (F (a1, a2, a3, a4, a5, a6) ,Z⊕ Z)
=M2×6(Z)

β# =

(
β1,1 β1,2 β1,3 β1,4 β1,5 β1,6
β2,1 β2,2 β2,3 β2,4 β2,5 β2,6

)

π1(T2#T2#T2)
ϕ //

(pτ )#

��

β#

))
P2(T2)

ι

��

(p1)# // π1(T2)

π1(T2#T2)
ψ //

θτ
&&

B2(T2)

π
{{

P2(T2) = F (x, y)⊕ Z⊕ Z

Z2.
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β ∈ [T2#T2#T2,T2] β# =

(
β1,1 β1,2 β1,3 β1,4 β1,5 β1,6
β2,1 β2,2 β2,3 β2,4 β2,5 β2,6

)
Teorema

β tem a propriedade de Borsuk-Ulam se, e somente se,

det

[
β1,3 − β1,5 β1,4 − β1,6
β2,3 − β2,5 β2,4 − β2,6

]
6= 0.

Obrigado!!!
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