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Panorama

0) Nos de Reidemeister em grupos, R∞ e Teoria de Nielsen;

1) R∞ pelo diagrama comutativo;

2) R∞ pelo invariante Σ1;

3) R∞ por poliedros convexos;
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Wagner Carvalho Sgobbi Números de Reidemeister em grupos e a propriedade R∞



0) No de Reidemeister em grupos, R∞ e Teoria de Nielsen

Definição (Número de Reidemeister topológico)

Seja X topológico com recobrimento universal p : X̃ → X e
f : X → X um homeomorfismo. Definimos R(f ) como o número
de classes de equivalência de levantamentos f̃ pela relação

f̃ ∼ f̃ ′ ⇔ existe α ∈ D tal que αf̃ α−1 = f̃ ′.

Wagner Carvalho Sgobbi Números de Reidemeister em grupos e a propriedade R∞



0) No de Reidemeister em grupos, R∞ e Teoria de Nielsen
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Wagner Carvalho Sgobbi Números de Reidemeister em grupos e a propriedade R∞



0) No de Reidemeister em grupos, R∞ e Teoria de Nielsen

Definição (Número de Reidemeister topológico)

Seja X topológico com recobrimento universal p : X̃ → X e
f : X → X um homeomorfismo. Definimos R(f ) como o número
de classes de equivalência de levantamentos f̃ pela relação

f̃ ∼ f̃ ′ ⇔ existe α ∈ D tal que αf̃ α−1 = f̃ ′.

Definição (Número de Reidemeister algébrico)

Seja G grupo e ϕ ∈ Aut(G ). O número de Reidemeister R(ϕ) é o
número de classes de equivalência em G dadas pela relação

g ∼ϕ h⇔ existe z ∈ G tal que zgϕ(z)−1 = h.
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0) No de Reidemeister em grupos, R∞ e Teoria de Nielsen

Proposição

R(f ) = R(f∗), onde f∗ é o automorfismo induzido de f em π1(X ).

Logo o número de Reidemeister algébrico generaliza o topológico.

Definição (Propriedade R∞)

G tem a propriedade R∞ quando R(ϕ) =∞ ∀ ϕ ∈ Aut(G ).

A busca por grupos com R∞ começou em 1994 com Fel’shtyn e
Hill em [4], um paper com aplicações diretas na teoria de Nielsen.

Exemplo

Se X é uma Nilvariedade compacta de dimensão ≥ 3, a propriedade
R∞ em π1(X ) implica que todo homeomorfismo f : X → X pode
ser deformado via homotopia a uma função f ′ livre de ponto fixo.
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Se X é uma Nilvariedade compacta de dimensão ≥ 3, a propriedade
R∞ em π1(X ) implica que todo homeomorfismo f : X → X pode
ser deformado via homotopia a uma função f ′ livre de ponto fixo.
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0) No de Reidemeister em grupos, R∞ e Teoria de Nielsen

Alguns grupos com a propriedade R∞ (veja [3]):

• Grupos de Baumslag-Solitar BS(m, n) e suas generalizações;

• Grupos Γn (generalização de BS(1, n));

• Grupos hiperbólicos não-elementares e grupos relativamente
hiperbólicos;

• Os grupos de Grigorchuk, de Gupta-Sidki e de Houghton;

• Grupos de Thompson, suas generalizações e produtos diretos;

• Alguns “mapping class groups” de superf́ıcies compactas
orientadas;

• Alguns “lamplighter groups” Zn o Z;

• Grupos de tranças Bn(S), com n > 3 e S = D2 ou S = S2;

• Alguns grupos de Artin;

• Alguns grupos cristalográficos;

• Algumas extensões de
SL(n,Z),PSL(n,Z),GL(n,Z),Sp(2n,Z), n > 1;
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• Algumas extensões de
SL(n,Z),PSL(n,Z),GL(n,Z),Sp(2n,Z), n > 1;
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hiperbólicos;

• Os grupos de Grigorchuk, de Gupta-Sidki e de Houghton;

• Grupos de Thompson, suas generalizações e produtos diretos;

• Alguns “mapping class groups” de superf́ıcies compactas
orientadas;

• Alguns “lamplighter groups” Zn o Z;

• Grupos de tranças Bn(S), com n > 3 e S = D2 ou S = S2;

• Alguns grupos de Artin;

• Alguns grupos cristalográficos;
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1) R∞ pelo diagrama comutativo

Lema (vide (2))

Considere o diagrama comutativo de sequências exatas acima.

1) se R(ψ) =∞, então R(ϕ) =∞;

2) se R(ξ) =∞ e Fix(ψ) é finito, então R(ϕ) =∞.
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2) R∞ pelo invariante Σ1

Definição

Seja G finitamente gerado.

S(G ) = (Hom(G ,R)− {0})/ ∼ = {[χ] | χ ∈ Hom(G ,R)− {0}},

onde χ ∼ χ′ ⇔ rχ = χ′ para algum r > 0.

Se rkZ(G ab) = n, então Hom(G ,R) ' Rn e dáı S(G ) ' Sn−1.
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2) R∞ pelo invariante Σ1

Definição (O invariante Σ1)

Seja G finitamente gerado por X ⊂ G . Denote por Γ = Γ(G ,X ) o
grafo de Cayley de G .

Σ1(G ) = {[χ] ∈ S(G ) | Γχ é conexo},

onde Γχ é o subgrafo de Γ induzido pelos vértices g com χ(g) ≥ 0.
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2) R∞ pelo invariante Σ1

Exemplo (Baumslag-Solitar group)

G = BS(1, 2) =
〈
a, t | tat−1 = a2

〉
' Z[ 1

2 ] o Z.

G ab ' Z = 〈t〉, logo S(G ) ' S0 consiste de χ(a) = 0 e χ(t) = ±1.
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2) R∞ pelo invariante Σ1

Caso 1: χ(a) = 0 e χ(t) = 1

Γχ = “metade de cima′′
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2) R∞ pelo invariante Σ1

Caso 2: χ(a) = 0 e χ(t) = −1

Γχ = “metade de baixo′′
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Wagner Carvalho Sgobbi Números de Reidemeister em grupos e a propriedade R∞



2) R∞ pelo invariante Σ1

Caso 2: χ(a) = 0 e χ(t) = −1

Γχ = “metade de baixo′′
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2) R∞ pelo invariante Σ1

Logo Σ1(BS(1, 2))c = {[χ0]}, onde χ0(a) = 0 e χ0(t) = 1.

Teorema

O grupo de Baumslag-Solitar G = BS(1, 2) tem a propriedade R∞.

• Σ1(G ) (e Σ1(G )c) são invariantes por automorfismos (vide
[5]) (ϕ ∈ Aut(G ) e [χ] ∈ Σ1(G )⇒ [χ ◦ ϕ] ∈ Σ1(G )).

• Logo [χ0 ◦ ϕ] = [χ0] e dáı χ0 ◦ ϕ = rχ0 para algum r > 0.

• Seja N = ker(χ0) =� a�. Então ϕ(N) ⊂ N, pois dado
g ∈ N,

χ0(ϕ(g)) = r .χ0(g) = r .0 = 0.

• Portanto, temos bem definido um automorfismo ϕ e um
diagrama comutativo:
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2) R∞ pelo invariante Σ1

• Basta provar então que R(ϕ) =∞.

• G
N =

〈a,t | tat−1=a2〉
�a� = 〈t〉 ' Z, logo ϕ = ±IdZ.

• Seja V = Hom(GN ,R) ' Hom(Z,R) ' R. Tem dimensão 1 e
é gerado por χ0. Seja ϕT : V → V a transposta de ϕ:
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2) R∞ pelo invariante Σ1

• Temos ϕT (χ0) = χ0 ◦ ϕ = χ0 ◦ ϕ = rχ0 = rχ0, logo
ϕT = r .Id . Como a matriz da transposta é a transposta da
matriz, ϕ = r .Id . Como ϕ = ±IdZ e r > 0 temos r = 1 e
ϕ = IdZ.

• Mas R(IdZ) é o número de classes de conjugação de Z, logo
R(ϕ) =∞ e portanto R(ϕ) =∞ pelo diagrama.
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2) R∞ pelo invariante Σ1

Teorema (D. L. Gonçalves, D. Kochloukova, 2010)

Seja G f.g. tal que Σ1(G )c é finito, não vazio, de pontos discretos
e contido num hemisfério aberto de S(G ), então G tem R∞.

Teorema (W. Sgobbi, P. Wong, 2018)

Seja Γn =
〈
a, t1, ..., tr | ti tj = tj ti , tiati

−1 = api
yi
〉
, onde

n = p1
y1 ...pr

yr ≥ 2. Então Σ1(Γn)c = {[χ1], ..., [χr ]}.
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3) R∞ por poliedros convexos

Teorema (W. Sgobbi, P. Wong, 2019)

Se existe poliedro convexo P ⊂ S(G ) invariante e contido num
hemisfério aberto de S(G ) com vértices racionais, então G tem
R∞. Em particular, se Σ1(G )c for tal poliedro, G tem R∞.
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3) R∞ por poliedros convexos

Ideia da demonstração
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