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Panorama

0) N°s de Reidemeister em grupos, R, e Teoria de Nielsen;
1) R pelo diagrama comutativo;

2) Ry pelo invariante ¥1;

3) R por poliedros convexos;
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0) N° de Reidemeister em grupos, R, e Teoria de Nielsen

Defini¢do (Nimero de Reidemeister topolégico)

Seja X topoldgico com recobrimento universal p: X — X e
f : X = X um homeomorfismo. Definimos R(f) como o niimero
de classes de equivaléncia de levantamentos f pela relacio

f ~ f o existe a € D tal que afa™! = f'.
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0) N° de Reidemeister em grupos, R, e Teoria de Nielsen

Definicdo (Nimero de Reidemeister topoldgico)

Seja X topoldgico com recobrimento universal p: X — X e
f : X = X um homeomorfismo. Definimos R(f) como o niimero

de classes de equivaléncia de levantamentos f pela relacio

f ~f < existe a € D tal que afat = .

Defini¢do (Nimero de Reidemeister algébrico)

Seja G grupo e ¢ € Aut(G). O nimero de Reidemeister R(y) é o
nimero de classes de equivaléncia em G dadas pela relacao

g ~, h< existe z € G tal que zgp(z)~! = h.
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0) N° de Reidemeister em grupos, R, e Teoria de Nielsen

Proposicao
R(f) = R(f.), onde f. é o automorfismo induzido de f em m1(X).

Wagner Carvalho Sgobbi Nimeros de Reidemeister em grupos e a propriedade Rog



0) N° de Reidemeister em grupos, R, e Teoria de Nielsen

Proposicao
R(f) = R(f.), onde f. é o automorfismo induzido de f em m1(X).

Logo o nimero de Reidemeister algébrico generaliza o topoldgico.

Wagner Carvalho Sgobbi Nimeros de Reidemeister em grupos e a propriedade Rog



0) N° de Reidemeister em grupos, R, e Teoria de Nielsen

Proposicao

R(f) = R(f.), onde f. é o automorfismo induzido de f em m1(X).

Logo o nimero de Reidemeister algébrico generaliza o topoldgico.

Defini¢do (Propriedade R)

G tem a propriedade Ry quando R(¢) = o0 V ¢ € Aut(G).

Wagner Carvalho Sgobbi Nimeros de Reidemeister em grupos e a propriedade Rog



0) N° de Reidemeister em grupos, R, e Teoria de Nielsen

Proposicao
R(f) = R(f.), onde f. é o automorfismo induzido de f em m1(X).

Logo o nimero de Reidemeister algébrico generaliza o topoldgico.

Defini¢do (Propriedade R)

G tem a propriedade Ry quando R(¢) = o0 V ¢ € Aut(G).

A busca por grupos com R, comegou em 1994 com Fel'shtyn e
Hill em [4], um paper com aplicagdes diretas na teoria de Nielsen.

Wagner Carvalho Sgobbi Nimeros de Reidemeister em grupos e a propriedade Rog



0) N° de Reidemeister em grupos, R, e Teoria de Nielsen

Proposicao
R(f) = R(f.), onde f. é o automorfismo induzido de f em m1(X).

Logo o nimero de Reidemeister algébrico generaliza o topoldgico.

Definicdo (Propriedade Rw)

G tem a propriedade Ry quando R(¢) = o0 V ¢ € Aut(G).

A busca por grupos com R, comegou em 1994 com Fel'shtyn e
Hill em [4], um paper com aplica¢des diretas na teoria de Nielsen.

Se X é uma Nilvariedade compacta de dimens3o > 3, a propriedade
R em m1(X) implica que todo homeomorfismo f : X — X pode
ser deformado via homotopia a uma funcio f’ livre de ponto fixo.
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0) N° de Reidemeister em grupos, R, e Teoria de Nielsen

Alguns grupos com a propriedade R, (veja [3]):
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0) N° de Reidemeister em grupos, R, e Teoria de Nielsen

Alguns grupos com a propriedade R, (veja [3]):
e Grupos de Baumslag-Solitar BS(m, n) e suas generalizag3es;
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Alguns grupos com a propriedade R, (veja [3]):
e Grupos de Baumslag-Solitar BS(m, n) e suas generalizag3es;
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0) N° de Reidemeister em grupos, R, e Teoria de Nielsen

Alguns grupos com a propriedade R, (veja [3]):
e Grupos de Baumslag-Solitar BS(m, n) e suas generalizag3es;

Grupos I, (generalizagdo de BS(1, n));

Grupos hiperbdlicos ndo-elementares e grupos relativamente
hiperbdlicos;

Os grupos de Grigorchuk, de Gupta-Sidki e de Houghton;

Grupos de Thompson, suas generalizagdes e produtos diretos;
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0) N° de Reidemeister em grupos, R, e Teoria de Nielsen

Alguns grupos com a propriedade R, (veja [3]):
e Grupos de Baumslag-Solitar BS(m, n) e suas generalizag3es;
e Grupos [, (generalizagdo de BS(1, n));
e Grupos hiperbdlicos ndo-elementares e grupos relativamente
hiperbdlicos;
e Os grupos de Grigorchuk, de Gupta-Sidki e de Houghton;
e Grupos de Thompson, suas generalizagdes e produtos diretos;

e Alguns “mapping class groups” de superficies compactas
orientadas;

e Alguns “lamplighter groups” Z, ! Z;
e Grupos de trangas B,(S), comn>3eS=D?ou S = S
e Alguns grupos de Artin;
e Alguns grupos cristalograficos;
e Algumas extensoes de
SL(n,Z), PSL(n,Z), GL(n,Z), Sp(2n,Z), n > 1;



1) R, pelo diagrama comutativo
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1) R, pelo diagrama comutativo

1 A ty,p P, > 1
koo b
1 vy A Ltsp_P,C y 1

Lema (vide (2))

Considere o diagrama comutativo de sequéncias exatas acima.
1) se R(y) = oo, entdo R(p) = oo;
2) se R(§) = oo e Fix(v) é finito, entdo R(yp) = oc.
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R, pelo invariante ¥!
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2) R, pelo invariante ¥!

Definicao

Seja G finitamente gerado.

5(G) = (Hom(G,R) — {0})/ ~ = {[x] | x € Hom(G,R) — {0}},

onde x ~ X' < ry = X/ para algum r > 0.
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2) R, pelo invariante ¥!

Definicao

Seja G finitamente gerado.

5(G) = (Hom(G,R) — {0})/ ~ = {[x] | x € Hom(G,R) — {0}},

onde x ~ X' < ry = X/ para algum r > 0.

Se rkz(G?") = n, entdo Hom(G,R) ~ R" e dai S(G) ~ S"L.
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2) R, pelo invariante ¥!

Definicao

Seja G finitamente gerado.

5(G) = (Hom(G,R) — {0})/ ~ = {[x] | x € Hom(G,R) — {0}},

onde x ~ X' < ry = X/ para algum r > 0.

Se rkz(G?") = n, entdo Hom(G,R) ~ R" e dai S(G) ~ S"L.
T x(0,1)

Hom(Z?,R) /Zﬂ /

% ( ) » x(1,0)

S
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2) R, pelo invariante ¥!

Defini¢cdo (O invariante ¥1)
Seja G finitamente gerado por X C G. Denote por I =T(G, X) o
grafo de Cayley de G.

Y1(G) = {[x] € S(G) | T é conexo},

onde Iy é o subgrafo de I' induzido pelos vértices g com x(g) > 0.
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2) R, pelo invariante ¥!

Defini¢cdo (O invariante ¥1)
Seja G finitamente gerado por X C G. Denote por I =T(G, X) o
grafo de Cayley de G.

Y1(G) = {[x] € S(G) | T é conexo},

onde Iy é o subgrafo de I' induzido pelos vértices g com x(g) > 0.

xzo\/
g g
® ®
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2) R, pelo invariante ¥!

Defini¢cdo (O invariante ¥1)
Seja G finitamente gerado por X C G. Denote por I =T(G, X) o
grafo de Cayley de G.

Y1(G) = {[x] € S(G) | T é conexo},

onde Iy é o subgrafo de I' induzido pelos vértices g com x(g) > 0.

X=0
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2) R, pelo invariante ¥!

Exemplo (Baumslag-Solitar group)

G =BS(1,2) = (a,t | tat7! = a®) ~ Z[3] x Z.
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2) R, pelo invariante ¥!

Exemplo (Baumslag-Solitar group)

G =BS(1,2) = (a,t | tat7! = a®) ~ Z[3] x Z.

G ~ 7 = (t), logo S(G) ~ S° consiste de x(a) = 0 e x(t) = +1.
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2) R, pelo invariante ¥!

Exemplo (Baumslag-Solitar group)

G =BS(1,2) = (a,t | tat7! = a®) ~ Z[3] x Z.

G ~ 7 = (t), logo S(G) ~ S° consiste de x(a) = 0 e x(t) = +1.

ol 5 L
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2) R, pelo invariante ¥!

Caso 1: x(a)=0ex(t)=1

My = “metade de cima”
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2) R, pelo invariante ¥!

Caso 1: x(a)=0ex(t)=1

My = “metade de cima”
> 5 >
(3,0)
(0,0) o @ o > o >
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2) R pelo invariante 3!

Caso 1: x(a)=0ex(t)=1

My = “metade de cima”

, S

Y

o
Y
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2) R, pelo invariante ¥!

Caso 2: x(a)=0e x(t)=—-1

[, = “metade de baixo”
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(3.0

(0,0)
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2) R pelo invariante 3!

Caso 2: x(a)=0e x(t)=—-1

[, = “metade de baixo”

23 0)
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2) R pelo invariante 3!

Caso 2: x(a)=0e x(t)=—-1

[, = “metade de baixo”
(0.0 SN
N
—

o Py o o 8. & 8 o P
¥ T Y Y Y Y Y P Y Y Y Y TY Y Y TYYYYY
. . .
. . .
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2) R pelo invariante 3!

Caso 2: x(a)=0e x(t)=—-1

[, = “metade de baixo”
(3.0
0.0)® >

Py P o a o o 8. & P
LD A0 20 o S A S0 a0 a0 A0 A Ab A0 A0 S AN A S S0 a0 A 4 .
. . .
. . .
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2) R pelo invariante 3!

Caso 2: x(a)=0e x(t)=—-1

[, = “metade de baixo”
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2) R, pelo invariante ¥!

Logo T(BS(1,2))¢ = {[xo]}, onde xo(a) =0 e xo(t) = 1.
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2) R, pelo invariante ¥!

Logo T(BS(1,2))¢ = {[xo]}, onde xo(a) =0 e xo(t) = 1.

Teorema

O grupo de Baumslag-Solitar G = BS(1,2) tem a propriedade R.
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2) R, pelo invariante ¥!

Logo T(BS(1,2))¢ = {[xo]}, onde xo(a) =0 e xo(t) = 1.
Teorema

O grupo de Baumslag-Solitar G = BS(1,2) tem a propriedade R.

e Y1(G) (e £I(G)°) sdo invariantes por automorfismos (vide
[5]) (v € Aut(G) e [x] € T}(G) = [x o ¢] € T}(G)).
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2) R, pelo invariante ¥!

Logo T(BS(1,2))¢ = {[xo]}, onde xo(a) =0 e xo(t) = 1.
Teorema

O grupo de Baumslag-Solitar G = BS(1,2) tem a propriedade R.

e Y1(G) (e £I(G)°) sdo invariantes por automorfismos (vide
[5]) (v € Aut(G) e [x] € T}(G) = [x o ¢] € T}(G)).

e Logo [xo© ¢] = [xo] e dai xo © ¢ = rxo para algum r > 0.
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2) R, pelo invariante ¥!

Logo T(BS(1,2))¢ = {[xo]}, onde xo(a) =0 e xo(t) = 1.

Teorema
O grupo de Baumslag-Solitar G = BS(1,2) tem a propriedade R.

e Y1(G) (e £I(G)°) sdo invariantes por automorfismos (vide
[5]) (v € Aut(G) e [x] € T}(G) = [x o ¢] € T}(G)).
e Logo [xo© ¢] = [xo] e dai xo © ¢ = rxo para algum r > 0.
e Seja N = ker(xo) =< a >. Entdo ¢(N) C N, pois dado
geN,
Xo(#(g)) = r-xo(g) =r-0=0.
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2) R, pelo invariante ¥!

Logo T(BS(1,2))¢ = {[xo]}, onde xo(a) =0 e xo(t) = 1.

Teorema

O grupo de Baumslag-Solitar G = BS(1,2) tem a propriedade R.

e Y1(G) (e £I(G)°) sdo invariantes por automorfismos (vide
[5]) (v € Aut(G) e [x] € T}(G) = [x o ¢] € T}(G)).
e Logo [xo© ¢] = [xo] e dai xo © ¢ = rxo para algum r > 0.
e Seja N = ker(xo) =< a >. Entdo ¢(N) C N, pois dado
geN,
Xo(#(g)) = r-xo(g) =r-0=0.

e Portanto, temos bem definido um automorfismo @ e um
diagrama comutativo:
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2) R, pelo invariante ¥!

G T, G/N

ko b

G ™ G/N
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2) R, pelo invariante ¥!

G T, G/N
ko b
G T G/N

e Basta provar entdo que R(®) = oc.
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2) R, pelo invariante ¥!

G T, G/N
ko b
G T G/N

e Basta provar entdo que R(®) = oc.

—-1_.,2
L= % = (t) ~Z, logo p = +Idy.
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2) R, pelo invariante ¥!

G T, G/N

ko b

G ™ G/N

e Basta provar entdo que R(®) = oc.
—-1_.,2
° % = % = (t) ~ Z, logo p = tldy.
e Seja V = Hom(&,R) ~ Hom(Z,R) ~ R. Tem dimensio 1 e

é gerado por Xg. Seja @’ : V — V a transposta de %:
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2) R, pelo invariante ¥!
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2) R, pelo invariante ¥!

G T3 G/N -V
lcp G F wTT,:::R
G "5 G/N <.y

e Temos B (Xo) =X0° % = X000 = o = rXo, logo

%" =r.ld. Como a matriz da transposta é a transposta da
matriz, = r.ld. Como g ==+ldz er >0temosr=1e
© = ldy.
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2) R, pelo invariante ¥!

G T3 GIN ==Y
lcp G F wTT,:::R
G "5 G/N <.y

e Temos 37 (X0) = Xo© % = X0 © % = TXo = rXo, logo
%" =r.ld. Como a matriz da transposta é a transposta da
matriz, p = r.Id. Como @ = +ldz er >0temosr=1¢e
© = ldy.

e Mas R(/dz) é o nimero de classes de conjuga¢do de Z, logo
R(®) = oo e portanto R(¢) = oo pelo diagrama. O
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2) R, pelo invariante ¥!

Teorema (D. L. Gongalves, D. Kochloukova, 2010)

Seja G f.g. tal que Y1(G)¢ é finito, ndo vazio, de pontos discretos
e contido num hemisfério aberto de S(G), entdo G tem R.
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2) R, pelo invariante ¥!

Teorema (D. L. Gongalves, D. Kochloukova, 2010)

Seja G f.g. tal que Y1(G)¢ é finito, ndo vazio, de pontos discretos
e contido num hemisfério aberto de S(G), entdo G tem R

Teorema (W. Sgobbi, P. Wong, 2018)

Seja = {a,t1,...t, | tit; = tjt;, t;at; L = aP""), onde
n=pit..p" > 2. Entdo ¥([n)° = {[xa], -, [x/]}-
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3) R« por poliedros convexos
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3) R« por poliedros convexos

Teorema (W. Sgobbi, P. Wong, 2019)

Se existe poliedro convexo P C S(G) invariante e contido num
hemistério aberto de S(G) com vértices racionais, entdo G tem
Roo. Em particular, se ¥*(G)¢ for tal poliedro, G tem Re.
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3) R, por poliedros convexos

Ideia da demonstragdo
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3) Ry por poliedros convexos

Ideia da demonstragdo
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3) Ry por poliedros convexos

Ideia da demonstragdo
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3) Ry por poliedros convexos

Ideia da demonstracao
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3) R« por poliedros convexos

Ideia da demonstracao
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