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Introducao

Para a implementacdo de métodos variacionais na resolu¢cdo de EDPs,
na maior parte das vezes utilizamos os Espacos de Sobolev, W™P(Q),
onde mpe Ne QC RN

Entretanto, para o estudo de equacdes envolvendo determinados tipos
de operadores, a menos que se utilize alguma técnica especial, esses
espagos n3o se mostram adequados para um correto tratamento.
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Introducao

Um exemplo nos ajudaria a entender esse fenémeno. Consideremos o
problema de curvatura média prescrita dado por

Vu
div| —2 ) = f(x em Q,
Jivae) =™ (1)

u=0 sobre 01,

onde Q ¢ RN é um aberto com fronteira suave e f é uma funco dada.
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Introducao

Uma solugio fraca de (1) é dada por u € Wol’l(Q), tal que

VuVv / 1.1
—————dx = | f(x)vdx, Vve W; (Q).
/Q\/_l—i-|v_u|2 o ) 0" (@)

[m] = =
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Introducao

Uma solugio fraca de (1) é dada por u € Wol’l(Q), tal que

/ Vuvv dx:/f(x)vdx, Vv e WH(Q). J
Q Q

V14 |Vu|?

Podemos ver facilmente que o funcional de Euler-Lagrange associado a (1)
éo: Wol’l(Q) — R dado por

Cb(u):/Q\/1+|Vu\2dx—/9f(x)udx.
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Introducao

Além disso, segue que ¢ € Cl(Wol’l(Q)) e

VuVv
¢'uv=/—dx— f(x)vdx, vv e WHH(Q).
(v = | i [ 1) @

[m] = =
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Introducao

Além disso, segue que ¢ € Cl(Wol’l(Q)) e

VuVyv

Q/1+|Vul?

Vamos pensar na situagao geométrica para ¢ mais simples possivel, ou
seja, quando |f| € pequeno o suficiente. Nesse caso,  é coercivo e
limitado inferiormente.

' (u)v = dx—/ﬂf(x)vdx, Vv € WOI’I(Q). J
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Introducao

Além disso, segue que ® € Cl(Wol’l(Q)) e

VuVyv

o de — /Q f.(X)VdX7 Vv € W(;LI(Q) J

Vamos pensar na situagao geométrica para ¢ mais simples possivel, ou
seja, quando |f| € pequeno o suficiente. Nesse caso,  é coercivo e
limitado inferiormente. Logo, o natural seria procurar por pontos criticos
de ® por minimizacdo global.

Seja

' (u)v =

a= inf  ®(u)
ueW, ' (Q)

e (up) C Wol’l(Q) uma sequéncia minimizante para ®.

Vav
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Introducao

Pela coercividade de @, temos que (uj,) é limitada. Nesse ponto,

nao
podemos prosseguir como usualmente, extraindo uma subsequéncia
fracamente convergente. Isso pois
1,1 ~ .
Wy " (2) nédo é reflexivo. J
»n
‘oY
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Introducao

Pela coercividade de @, temos que (u,) é limitada. Nesse ponto, ndo

podemos prosseguir como usualmente, extraindo uma subsequéncia
fracamente convergente. Isso pois

W, () ndo é reflexivo. J

Supondo que €2 seja limitado e usando a compacidade da imers3o
W&’l(Q) — L1(Q), temos que existe U € L}(Q) tal que, a menos de
subsequéncia

u, =10 em LY(Q). J
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Introducao

Naturalmente nosso candidato a minimo global para ® é w.
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Introducao

Naturalmente nosso candidato a minimo global para ® é u. Porém

Te W, l(Q)?

Perceba que a resposta seria positiva no caso de ser verdadeiro o
seguinte enunciado.
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Introducao

Conjectura
Para todo (v,) C Wol’l(Q) limitada, se v, — v em L}(Q), entdo
ve W l(Q)e
1,1
b WH(Q) =R

u = do(u) = [o/1+|Vul?dx

€ um funcional semicontinuo inferiormente com respeito a topologia de

11(Q).
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Introducao

De fato, se esse fosse o caso, seguiria que T € Wol’l(Q) e

< 9(0)
= CDO(E)—/Qf(X)UdX

< liminf ®g(u,) — lim /f(x)u,,dx
Q

n—-+o0o n—-+oo
= liminf®(u,) = a.
n—-+o00 ( n)

Assim, ® admitiria
fraca de (1).

Marcos Pimenta (Unesp)
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Introducao

Entretanto a conjectura levantada n3o é verdadeira.
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Introducao

Entretanto a conjectura levantada n3o é verdadeira. )

O exemplo a seguir mostra que existem sequéncias (v,) C W0171(Q)
limitadas, tais que os respectivos limites em L}(2) n3o pertencem a
1,1
Wo™ ().
Exemplo
Em Wol’l((0,2)), para cada n € N, seja

0, 0 < x < 1-1/n,
vp=4¢ n(x—1)+1, 1-1/n < x < 1,
2 — X, 1 < x < 2
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Introducao
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Introducao

Note que ”Vn”Wol,l(Og) < C paratodo n€Ne v, — v em L1(0,2), onde

{0 0sx<tL
Tl 2-x, 1<x<2.

Entretanto v ¢ Wol’l(O, 2).

&
Vav,

o F
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Introducao

Note que Hv,,||W01,1(O’2) < C paratodo n€Ne v, — v em L1(0,2), onde

) — 0, 0<x<1,
WIT1 2-x, 1<x<2.

Entretanto v ¢ W&’l(O, 2).

Esse fato deixa claro que é necessario tratar o problema (1) em um
espaco maior do que Wol’l(Q).
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Introducao

Esse espaco é o chamado Espaco das funcoes de variacao limitada,
BV(Q), formado pelas fungdes de L1(f2), cujas derivadas distribucionais
de primeira ordem sejam geradas por medidas de Radon.
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Introducao

Esse espaco é o chamado Espaco das funcoes de variacao limitada,
BV(Q), formado pelas funcdes de L(Q), cujas derivadas distribucionais
de primeira ordem sejam geradas por medidas de Radon.

Observacao

Lembremos que medidas de Radon sdo medidas de Borel finitas em
compactos, que sdo regulares exterior em todos os borelianos e regulares
interior em abertos.
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Introducao

Esse espaco é o chamado Espaco das funcoes de variacao limitada,
BV(Q), formado pelas funcdes de L(Q), cujas derivadas distribucionais
de primeira ordem sejam geradas por medidas de Radon.

Observacao

Lembremos que medidas de Radon sdo medidas de Borel finitas em
compactos, que sdo regulares exterior em todos os borelianos e regulares
interior em abertos.

Assim definimos

BV(Q) = {u € [}(Q); Duec M(Q,RV)}.
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Introducao

Como veremos adiante, para tratar o problema em BV/(Q), sera
necessério estender o funcional ® de Wol’l(Q) para BV(2), o que por sua

vez trard outras dificuldades, varias oriundas da falta de suavidade de tal
extensao.
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Introducao

Como veremos adiante, para tratar o problema em BV/(Q), sera
necessério estender o funcional ® de Wol’l(Q) para BV(2), o que por sua
vez trard outras dificuldades, vérias oriundas da falta de suavidade de tal
extensdo.  Entre os varios excelentes textos que tratam do espago
BV(Q) e suas aplicagdes, gostariamos de destacar os classicos [1, 2, 3, 4].
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Definicao

Dizemos que uma funcdo u € L1() é uma funcdo de variacdo limitada, se
sua derivada distribucional Du for gerada por uma medida de Radon, isto

é, se Du € M(Q,R"). Definimos assim o espaco das funcdes de variacio

limitada por

BV(Q) = {u e 11(Q); Du e M(Q,RN)} .

Vav
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Observacao
Como M(RQ) é igual ao dual topoldgico de Co(2, R) e como C1(Q,R) é
denso em Cp(£2,IR) com respeito a norma || - ||, Segue que sdo
equivalentes:
e uec BV(Q)
e ucliQ)e
||Dul| := sup {/ udivp dx; ¢ € CHQ,RY), |¢]e < 1} < +00;
Q
o uc Q) e
N
|| Dul| = sup {Z/ wiDiu; o € Go(Q,RY), |9]oo < 1} < +00.
=179
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Além disso, pelo Teorema de Representacdo de Riesz-Alexandroff, temos

ainda que
| Dul| = / |Dul.
Q
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Além disso, pelo Teorema de Representacdo de Riesz-Alexandroff, temos
ainda que
1Dul = | |0l
Q

Lembremos que, pelo Teorema de Radon-Nikodym, dada u € BV(Q),
existem duas medidas, Du? << LN e Dus 1 £V, onde £N denota a
medida de Lebesgue em RV, tais que

Du = Du? + Duv°.

&
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Além disso, pelo Teorema de Representacdo de Riesz-Alexandroff, temos
ainda que
1Dul = | |0l
Q

Lembremos que, pelo Teorema de Radon-Nikodym, dada u € BV(Q),
existem duas medidas, Du? << LN e Du® | £N, onde £V denota a
medida de Lebesgue em RV, tais que

Du = Du? + Du°.

Dessa observacdo segue que W11(Q) é um subespaco de BV(Q) e que a
norma || - || é uma extens3o da norma usual em W11(Q).
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

De fato, se u € W11(Q), entdo Du? = Vu e Du’ = 0. O exemplo a
seguir mostra que a inclusio W1(Q) ¢ BV(Q) é prépria.
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

De fato, se u € WH1(Q), entdo Du? = Vu e Du® = 0. O exemplo a
seguir mostra que a inclusio W11(Q) c BV(Q) é prépria.

Exemplo

Seja E C Q um aberto com fronteira suave e tal que HV=}(9E) < +o0,
entdo note que, para todo ¢ € C2(Q,RN) tal que |¢|oo < 1, pelo Teorema
da Divergéncia temos

/ xedivp dx = / div p dx :/ pvHyn—1 < Hy-1(0E) < 400,
Q E OE

onde v denota campo normal exterior a JE. Assim, note que
XE € BV(R), porém xg & WH1(Q). De fato Dxg = —vHy_1|0E,
implicando que Dxg ndo é gerada por uma fungio de L}(Q).

)
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Abaixo o gréfico de xg quando E = B;(0).
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Verifiquemos agora a semicontinuidade inferior da norma em BV/(Q)
com respeito & topologia de L1(Q).
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Verifiquemos agora a semicontinuidade inferior da norma em BV/(Q)
com respeito & topologia de L1(Q).

Lema 1.1.4 (Muito importante)

Seja (us) C BV(£) uma sequéncia limitada e tal que u, — v in L1(Q).

Entdo u € BV(Q) e

/|Du| < Iiminf/ |Dup|.
Q n—o0 Q
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Demonstracao

Seja ¢ € C(Q,RN) tal que |¢|o < 1 e note que

/udivgodx: lim /u,,divgodxgliminf/|Du,,\,
Q n—-4o00 Q n—oo Q

onde a primeira igualdade segue uma vez que u, — u em L}(Q). Entdo o

resultado segue tomando o supremo sobre .
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

O espaco BV(Q) é um espaco vetorial, onde podemos definir a seguinte

norma:
lall := [l +/ |Dul, J
Q
para u € BV(Q).

Além disso, o Lema 1.1.4 nos permite provar que (BV(Q),]| - ||) é um
espaco de Banach.

AV((
Vav

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 16 de marco de 2021 26 / 54



Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Lema 1.1.5
(BV(Q2), ] - ||) é um espago de Banach.

Demonstracao

Seja (up) C BV(£2) uma sequéncia de Cauchy. Ent3o para todo € > 0,
existe ngp € N tal que

/\Dun—Duml+|un—um|1<e, n,m > no. (2)
Q

Como (u,) é também uma sequéncia de Cauchy em L1(Q), entdo existe
u € LY(Q) tal que u, — uem LY(Q), quando n — +oo.

Vav
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Entdo, para todo m € N tal que m > ng, como u, — Uy — U — upy, quando
n — +oco em L}(Q), segue do Lema 1.1.4 que

/Q|D(u— um)| < Ilnm_>|or:>f/Q |D(un — um)| < e.

Mas isso implica que u € BV(Q) e ainda que up, — u em BV(Q), quando
m — +00.
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Vamos agora tratar das propriedades de densidade de C*°(£2) em
BV(€2). Note que, como

G’O—(Q)“” — lel(Q) g BV(Q)’ J

segue que C°°(Q) n3o é denso em BV/(£2) com respeito a topologia da
norma.

Assim, necessitamos introduzir uma nog¢do de convergéncia que torne
C>®(Q2) N BV(R2) denso em BV/(2), com respeito a topologia induzida.
Isso sera feito considerando a chamada convergéncia estrita.

Vav
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Definicao
Sejam (up)neny C BV(Q) e u € BV(Q2). Dizemos que u, — u em BV(Q)
segundo a convergéncia estrita, se

up, — u em LY(Q)

/|Du,,|—>/ \Dul,
Q Q

quando n — +o0.
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

O préximo resultado enuncia a densidade de C*°(Q2) N BV(2) em
BV/(2) com respeito a topologia da convergéncia estrita.
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

O préximo resultado enuncia a densidade de C*°(Q2) N BV(2) em
BV/(2) com respeito a topologia da convergéncia estrita.

Proposicao 1.1.7
Para todo u € BV(Q), existe (u,) C C>*(2) N BV(Q) tal que

u, = u in L1(Q (3)

/|Vu,,|dx—>/|Du| (4)
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Demonstracao
Dado € > 0, seja Q¢ CC Q tal que

/ Dul < e. (5)
2\Q

Seja ainda {Q;};eny uma familia de subconjuntos abertos de 2, tais que

+o0o
Q; CC Q41 eainda Q = U Q;. Seja {Cj}ien dada por, G = Q5 e, para
i=0
i>2, CG=Q11\Qi_1. Seja {p;}ieny uma particdo da unidade
subordinada a cobertura {C;}cn, isto é, p; € C°(C;), 0< p; <1le

Z i =1L
i=1

)
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Para cada i € N, escolhamos p; fungdes regularizantes tais que

supp(pi * (piu)) C Gi,,
€
/ |pi * (upi) — upildx < =,
Q
€
/ |pi * (uVp;) — uVepildx < o,
Q

/|p1*(<p1Du)]dx—/ |p1Du| < e.
Q RN
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Definamos entao .
b= pix(ug) (10)
i=1

e observe que, levando-se em conta (6), essa soma é localmente finita, uma
vez que cada x € Q pertence a no maximo dois dentre os conjuntos {C;},
e portanto estd bem definida. Nota-se claramente ainda que v € C*(Q).

&
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

o0
Por (7), como Z(p,- =1, note que
i=1

“+00
/|u—u€|dx < Z/|u90i—Pi*(U<Pi)|dX
Q i=1 78

< €

o que implica em (3).
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

o0
Por (7), como Zcp,- =1, note que
i=1

“+00
/|u—ue|dx < Z/|u90i—pi*(u<Pi)|dX
Q i=1 78

< €

o que implica em (3).
+oo

Como Z Vy; =0 em Q, segue que
i=1
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

+o0o +o0
Vue = Y pix(piDu)+ Y pix (uVei)
i=1 i=1

+oo +oo
= Y pix(piDu) + Y (pix (uVep;) — uVe;).
i=1 i=1
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

+o0o +o0
Vue = Y pix(piDu)+ Y pix (uVei)
i=1 i=1

+oo +oo
= Y pix(piDu) + Y (pix (uVep;) — uVe;).
i=1 i=1

Entdo (8) e (5) implicam que
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

‘/ |Vu5|dx—/ |p1 * (¢1Du)|dx
Q Q

“+o0o
< Z/lei*(wiDu)ldX
i=2

+oo
+Z/Q |pi x (uV ;) — uVp;ildx
i=1

—+o0
< Z/|<p,-Du|dx+e
i—2 7/
< / |Du| + €
Q\Q
< 2e. )
D)
oy
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Assim (9) e a ultima desigualdade implicam que

‘/|Vu€|dx—/ |Dul|
Q Q

< ‘/|Vu€|dx—/|p1*(g01Du)|dx
Q Q

+\/ o1+ (p1Du)lox — [ 1D
Q Q

< 2e+]/ 1+ (p1D0)x — [ 1D
Q Q

+\/ 10l — | D4
Q Q

< 36+/|<P1—1||Du|
Q

3e + / |Dul
2\Qo

< Ae.

INA

v
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Observagoes
@ Modificando ligeiramente a demonstracdo, tomando funcgdes
regularizantes suficientemente préximos de u na norma de LP(Q),

poderiamos ainda obter uma sequéncia (u,) C C*(Q2) N BV(Q), para

a qual valesse (4) e (3) com LP(Q) em lugar de L1(), para todo
p > 1 tal que u € LP(Q).
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Observacdo 1.1.8

@ Em [5][Theorem 3.1], é mostrado que, se u € BV(Q) N L"(B), para
r € [1,00), entdo existe uma sequéncia (un), C C5°(Q2), tal que,

u, = u em L°(Q)

/|Vu,,|dx—>/ |Du|—|—/ luldHN 1,
Q Q oQ

quando n — 400, para todo s € [1,r].
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Observacdo 1.1.8

@ Em [5][Theorem 3.1], é mostrado que, se u € BV(Q2) N L"(B), para
r € [1,00), entdo existe uma sequéncia (un), C C5°(Q2), tal que,

u, = u em L°(Q)

/|Vu,,|dx—>/ |Du|—|—/ luldHN 1,
Q Q oQ

quando n — 400, para todo s € [1,r]. Além disso, em [5][Lemma
4.1], é provado também que, se p, — 17 quando n — +o0, ent3o

jim /|Vu,,|”"dx:/ |Du|—|—/ u|d MV,
n—+oo /p B B
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Para o espago BV/(2) valem também as imersdes de Sobolev.

Teorema 1.1.9 (ImersGes continuas)

Seja Q € RN um aberto com fronteira suave (n3o necessariamente
limitado). Entdo as seguintes imersdes sdo continuas

BV(Q) — LP(Q), para pe[1,17],

" N
onde 1* = m
— y
»
‘o
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Demonstracao

Dada u € BV(Q), seja (un) C C>*(2) N BV(2) uma sequéncia de fungdes
que convergem para u segundo a convergéncia estrita (a qual existe pela
Proposicdo 1.1.7). Observe entdo que u, € W11(Q) para todo n e assim,
dado p € [1,1%], pela imersdo continua de W1(Q) em LP(RQ), segue que

‘un‘p < C (lunll +/ ]Vu,,|dx> < +o0.
Q

Vav
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Demonstracao

Dada u € BV(Q), seja (un) C C>*(2) N BV(2) uma sequéncia de fungdes
que convergem para u segundo a convergéncia estrita (a qual existe pela
Proposicdo 1.1.7). Observe entdo que u, € W11(Q) para todo n e assim,
dado p € [1,1%], pela imersdo continua de W1(Q) em LP(RQ), segue que

‘un‘p < C <|Un‘1 +/ ]Vu,,]dx) < +o0.
Q

Como LP(Q) é reflexivo e (up) € limitada em LP(QQ), segue que u, — u em
LP(£2). Pela semicontinuidade inferior de LP(£2) com respeito a sua
topologia fraca, segue que

v
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

S )
el < it sl < Wmint € (lenl + | 1Zunlo) = Cll

o que finaliza a demonstarc3o.
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

llullp, < liminf |Jup||p < liminf C (HunHl —i—/ |Vu,,|dx) = Cl|ull,
n—o00 n—o00 Q

o que finaliza a demonstarc3o.

Vale ainda as imersdGes compactas.

Teorema 1.1.10 (Imersdes compactas)

Seja Q ¢ RN um aberto, limitado e com fronteira suave. Entdo as
imersdes abaixo sao compactas

BV(Q) < LP(Q), parape€[1,1%),

Va

&
VA% S— M —
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Demonstracao
Seja (up) C BV(Q2) tal que ||upy|| < 1. Para cada n € N, pela Observagdo
1.1.8, existe v, € C*°(Q2) N BV(Q) tal que

| ’<1
Vh— u -
n n|p o

/ |Vvpldx < 2.
Q

y
~w!
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Demonstracao

Seja (up) C BV(Q2) tal que ||upy|| < 1. Para cada n € N, pela Observagdo
1.1.8, existe v, € C*°(Q2) N BV(Q) tal que

— < p—
[V — Unlp n

/ |Vvpldx < 2.
Q

Note que como (v,) é limitada em W11(Q), entdo pela compacidade da
imersdo desse espago em LP(Q), para p € [1,1%), segue que existe uma
subsequéncia (v,,) e u € LP(Q), tal que

Vn, — u em LP(Q), quando k — oo.

y
~w!
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Mas isso implica que também

Up, — u em LP(Q), quando k — oo.

o F
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Outra semelhanca do espagco BV/(Q2) com relagdo aos espagos de
Sobolev é o fato de que, tal como nos tltimos, fungdes em BV/(£2) deixam
traco em 0f2, desde que o dominio seja suave o suficiente. No préximo
resultado enunciamos com precisdo esse fato, bem como a validade de
uma versdo generalizada da férmula de Green.

Vav
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Teorema 1.11 (Férmula de Green)

Seja Q € RN um aberto com fronteira 9 lipschitziana. Ent3o existe um
operador linear e continuo v : BV(Q) — L}(0R) tal que:

&
Yau >
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Teorema 1.11 (Férmula de Green)

Seja Q € RN um aberto com fronteira 9 lipschitziana. Ent3o existe um
operador linear e continuo v : BV(Q) — L}(0R) tal que:

i) v(u) = ulspq, para toda u € C(Q) N BV(Q);

&
Yau >
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Teorema 1.11 (Férmula de Green)

Seja Q € RN um aberto com fronteira 9 lipschitziana. Ent3o existe um
operador linear e continuo v : BV(Q) — L}(0R) tal que:

i) v(u) = ulpq, para toda u € C(Q)N BV(Q);

i) vale a seguinte vers3o generalizada da férmula de Green:

/chu:—/ udivgodx—i—/ y(u)p.vdHn-1, (11)
Q Q o

para todo ¢ € C}(Q,R"), onde v(x) estd definido para todo x € 9%, a
menos de um conjunto de medida Hp_1 nula, e consiste no vetor normal
exterior a €2 em x.

Vav
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Exemplo

Seja Q ¢ RN um dominio com fronteira suave. Dada u € BV(Q), defina

v:RN = R por

u(x), xeQ
V() = { 0, x € RM\Q.

Entdo v € BV(RM) e ainda

Dv = Du|Q — tr(u)oqrvH"~116Q,

onde v(x) denota o vetor unitario exterior a 2, em x € 99.
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

De fato, para toda ¢ € CH(RV,RN), por (11), temos que

/ pDv = —/ v divp dx
RN RN
= —/ udivep dx
Q

= /goDu—/ traq(u) v HNV L,
Q o
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

De fato, para toda ¢ € CH(RV,RN), por (11), temos que

/ pDv = —/ v divp dx
RN RN
= —/ udivep dx
Q

= /goDu—/ traq(u) v HNV L,
Q o

Disso decorre que
Dv = Du|Q — traq(u) v HVN1|0Q,

no sentido das distribuicoes.
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Agora vamos enunciar uma importante desigualdade que é amplamente
utilizadas quando se trata de espagos de Sobolev e que também é muito
importantes quando se trabalha em BV/(Q).

AV((
Vav
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Agora vamos enunciar uma importante desigualdade que é amplamente
utilizadas quando se trata de espacos de Sobolev e que também é muito
importantes quando se trabalha em BV/(Q).

Teorema 1.12 (Desigualdade de Poincaré em BV/(Q2))

Seja Q c RN um aberto com fronteira lipschitziana. Ent3o existe uma
constante C = C(N,Q) > 0 tal que

/|u|dx<C(/|Du|+/ uldH- 1)

A demonstragdo do resultado acima encontra-se em [6][Proposition 2]

Vav
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Estrutura e propriedades de BV(Q2)

Para finalizar, o espaco BV/(2) tem a propriedade de que, se
u,v € BV(Q), entdo max{u, v}, min{u,v} € BV(Q) e ainda, para todo
u,v € BV(Q),

do(max{u, v}) + Po(min{u, v}) < o(u) + do(v). (12) |

&
Vav
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