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Métodos variacionais em BV/(£2)

Uma vez que ji estudamos as propriedades bésicas do espago BV/(Q2),
vamos a partir de agora exibir algumas aplicacoes desse espago na
resolucao de algumas EDPs elipticas quasilineares.

Vamos apresentar aqui problemas elipticos em dominios limitados,
envolvendo diferentes tipos de operadores, como generaliza¢Ges dos
operadores A, (operador p-Laplaciano) e Af, (operador p-biharménico).
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1—Laplaciano em dominio limitado

Vamos comecar pelo mais simples dos problemas, qual seja

—Aju =f(u) emQ, (1)
u =0 sobre 99,

onde o operador A; é formalmente dado por Aju = div <|§—Z| ,QCRN

é um aberto, limitado e com fronteira suave, N > 2 e a n3o-linearidade f
satisfaz o seguinte conjunto de hipdteses:
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1—Laplaciano em dominio limitado

(f) f € COR);
(f) f(s)=o0(1) ass — 0;

3) existem c1, ¢ > 0 tais que |f(s)| < ¢ + c|s|P™F para todo s € R,
f i 0 tai f < 2t d R
onde p € [1,1%);

(fa) Existe 6 > 1 tal que
0 < 0F(s) <f(s)s, fors#0,

onde F(s) = [ f(t)dt.
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1—Laplaciano em dominio limitado

Nosso objetivo é o de demonstrar o seguinte resultado.
Teorema 2.0.1

Suponha validas as hipdteses (1) — (f3). Entdo (1) possui uma solugdo
nao-trivial.
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1—Laplaciano em dominio limitado

Nosso objetivo é o de demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 2.0.1

Suponha validas as hipdteses (1) — (f3). Entdo (1) possui uma solugdo
nao-trivial.

Observe que o teorema n3o deixa claro o tipo de solugdo que obteremos,
o que serda mostrado adiante.
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1—Laplaciano em dominio limitado

Nosso objetivo é o de demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 2.0.1

Suponha validas as hipdteses (1) — (f3). Entdo (1) possui uma solugdo
nao-trivial.

Observe que o teorema n3o deixa claro o tipo de solugdo que obteremos,
o que serda mostrado adiante.

Antes de comegarmos a abordagem variacional que nos levara a provar o
Teorema 2.0.1, é necessario estudarmos com mais cuidado o operador Ay,

o qual, pela sua definicio formal, n3o estd bem definido em pontos onde
Vu=0.

Vav

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 17 de margo de 2021 8 /58



1—Laplaciano em dominio limitado

De fato, como veremos, o funcional energia associado a (1) estd bem
definido em BV/(Q) e, seus pontos criticos, satisfazem uma vers3o de (1)

na qual aparece um campo vetorial que esta bem definido e que coincide
com Vu/|Vu| nos pontos onde Vu # 0.
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1—Laplaciano em dominio limitado

Para abordar (1) vamos trabalhar no espago BV/(2), porém munido
com a seguinte norma

Ilul| ::/ |Du|+/ |u|d7—[N_1,
Q o0

a qual, pelo Teorema 1.1.13 é equivalente a norma usual de BV(Q).

Definamos os seguintes funcionais, ®g, £, ® : BV(Q2) — R onde, para
u € BV(Q), temos

Po(u) = /Q Dul + /8 luld a1,

b (u) ::/QF(u)dx
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1—Laplaciano em dominio limitado

d(u) 1= Po(u) — Op(u).
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1—Laplaciano em dominio limitado

CD(U) = Cbo(u) — ¢F(U).

Analisando o funcional ® é ficil ver que o mesmo n3o é diferenciavel.
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1—Laplaciano em dominio limitado

O(u) := dg(u) — Pe(v).

Analisando o funcional ® é ficil ver que o mesmo n3o é diferenciavel.
De fato o funcional ®g n3o é suave, embora seja lipschitziano e convexo,
enquanto ®¢ € C1(BV(Q)).
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1—Laplaciano em dominio limitado

O(u) := dg(u) — Pe(v).

Analisando o funcional ® é ficil ver que o mesmo n3o é diferenciavel.
De fato o funcional ®g n3o é suave, embora seja lipschitziano e convexo,
enquanto ®f € C1(BV(Q)). Assim fica claro que devemos nos basear em
outra teoria, que n3o a usual, para definirmos o que se entende por um
ponto critico de ®. Isto sera feito através da teoria de subdiferenciais (ver
[3, 4]), a qual desenvolve resultados de andlise ndo-linear para funcionais
localmente lipschitzianos.
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1—Laplaciano em dominio limitado
Apenas para motivar a definicdo do que vem a ser o subdiferencial de
uma funcdo localmente lipschitziana em um ponto do seu dominio,

consideremos f : R — R uma fun¢do localmente lipschitziana, convexa e
cujo grafico é dado abaixo.
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1—Laplaciano em dominio limitado

Caso f fosse diferencidvel no ponto a € R, uma vez que f é convexa, a
derivada f’(a) nos forneceria a inclinagdo da tnica reta que passa por
(a,f(a)), a qual ficaria abaixo do gréfico de f. Note porém que qualquer
reta r que passe por (a, f(a)) e tenha inclinagdo m € [—a, ] tem a
propriedade de tocar o grafico e ficar abaixo do mesmo.
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1—Laplaciano em dominio limitado

Caso f fosse diferencidvel no ponto a € R, uma vez que f é convexa, a
derivada f’(a) nos forneceria a inclinagdo da tnica reta que passa por
(a,f(a)), a qual ficaria abaixo do gréfico de f. Note porém que qualquer
reta r que passe por (a, f(a)) e tenha inclinagdo m € [—a, 3] tem a
propriedade de tocar o grafico e ficar abaixo do mesmo.

Por isso o intervalo [—«, 3] pode, em um contexto mais geral, ser visto
como a derivada f'(a).
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1—Laplaciano em dominio limitado

Caso f fosse diferencidvel no ponto a € R, uma vez que f é convexa, a
derivada f’(a) nos forneceria a inclinagdo da tnica reta que passa por
(a,f(a)), a qual ficaria abaixo do gréfico de f. Note porém que qualquer
reta r que passe por (a, f(a)) e tenha inclinagdo m € [—a, 3] tem a
propriedade de tocar o grafico e ficar abaixo do mesmo.

Por isso o intervalo [—«, 3] pode, em um contexto mais geral, ser visto
como a derivada f'(a).

Definicao
Dada f : R — R funcao localmente lipschitziana e convexa, definimos o

subdiferencial de f em a, 9f(a) C R como o conjunto dos z € R tais que
f(x) — f(a) > z.(x — a) para todo x € R.
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1—Laplaciano em dominio limitado

Essa definicdo pode ser generalizada para funcionais ¥ : X — R

convexos e localmente lipschitzianos, definidos em um espaco de Banach
X (ver [3, 4]).

Definicao

Definimos o subdiferencial de ¥ em u € X como o conjunto oW (u) C X*,
formado pelos z* € X* tais que

V(v) —WV(u) > (z",v—u)x-x, VYveX.

Observagao

e Se V for diferencidvel em u, entdo OV(u) = {V'(uv)},

@ Essa definicdo pode ser generalizada para funcionais ndo-convexos.
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1—Laplaciano em dominio limitado

Voltando para o nosso problema, note que ® = g — Of, onde &g é
localmente lipschitziano e convexo, enquanto ®f é C1(BV/(Q)). Assim,
diremos que u € BV(2) é ponto critico de ® se u for tal que 0 € 9P(u), o
que corresponde a ®'-(u) € OPg(u). Isso, por sua vez, é equivalente a

Do (v) — do(u) > r(u)(v — u), Vv € BV(Q). (2]
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1—Laplaciano em dominio limitado

Vamos agora estudar um resultado de [1], no qual sdo estudadas as
propriedades de diferenciabilidade do funcional 3. Como veremos,

embora n3o diferencidvel, esse funcional admite derivadas direcionais com
respeito a algumas direcdes.
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1—Laplaciano em dominio limitado

Vamos agora estudar um resultado de [1], no qual sdo estudadas as
propriedades de diferenciabilidade do funcional ®3. Como veremos,
embora n3o diferencidvel, esse funcional admite derivadas direcionais com
respeito a algumas dire¢0es.

Theorem 2.5 de [1]

Suponha que, para todo x € Q, a fungdo g(x, p) seja diferencidvel em p,
para todo p # 0 e suponha que g(x,0) = 0 para todo x tal que g(x,-) ndo
é diferencidvel em p = 0. Suponha ainda que

go(x,p) = lim g(x, ?) t

t—0t

seja diferencidvel para todo (x, p) € Q x (RV\{0}).

v
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N
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1—Laplaciano em dominio limitado

Finalmente suponha que exista M > 0 tal que |gp(x,p)| < M e
g0 (x,p)| < M. Entdo &, : BV(Q) — R, definida por

/Qg(x, Du)

= / g(x, (Du)?(x))dx
Q

+ [ 6" (g ) lour

é diferencidvel no ponto u € BV() na diregdo v € BV(Q2) se e somente

se |Dv|° é absolutamente continua com respeito a |Du|® e (Dv?) se anula
quase sempre em {x € RV; (Du)?(x) = 0}.

Pg(v)

V.
7w
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1—Laplaciano em dominio limitado

Nesse caso, temos que
dy(u)v = /Qgp(xy(DU)a(X))(DV)a(X)dX

+ [ g8 (g i OV,

(3)
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1—Laplaciano em dominio limitado

Nesse caso, temos que

dg(u)v = /Qgp(xy(DU)a(X))(DV)a(X)dX

Du
—|—/g0(X,—X> x)|Dv . 3
[ 62 (x 50)) 75 ®
Como
®o(u) = ¢g(”)+/ |uldH -1
o
onde g(x, p) = |p| e g°(x, p) = |p|, temos que, dado u € BV(Q),
2
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1—Laplaciano em dominio limitado

o(u)v estd bem definido para todo v € BV(Q) tal que |Dv|* é
absolutamente continua com respeito a |Dul|®, (Dv?) se anula quase
sempre em {x € RN; (Du)?(x) =0} e v(x) =0, Hy_1— g.s., no conjunto
{x € 02; u(x) = 0}.
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1—Laplaciano em dominio limitado

g (u)v estd bem definido para todo v € BV(Q) tal que |Dv|* é
absolutamente continua com respeito a |Dul|®, (Dv?) se anula quase
sempre em {x € RN; (Du)?(x) =0} e v(x) =0, Hy_1— g.s., no conjunto
{x € 02; u(x) = 0}.

Temos ainda que

/ _ (Du)?(Dv)?
oy = [ S

Du Dv s

+ [ BB IOv)
+/ sgn(u)vdHy_1. (4)
oQ |
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1—Laplaciano em dominio limitado

Vamos agora estudar a vers3o precisa da equa¢do de Euler-Lagrange
associada aos pontos criticos de ®. Mais especificamente vamos provar
que se u € BV(Q) for tal que 0 € 9®(u), entdo existe um campo vetorial

Vu -
z € L°(Q,RN), o qual faz o papel de —— em (1) e estd bem definido

|Vl
mesmo onde Vu = 0.

Vav
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1—Laplaciano em dominio limitado

Vamos agora estudar a versdo precisa da equacado de Euler-Lagrange
associada aos pontos criticos de ®. Mais especificamente vamos provar
que se u € BV(Q) for tal que 0 € 9®(u), entdo existe um campo vetorial

z € L=(Q,RN), o qual faz o papel de Vu

vl em (1) e estd bem definido

mesmo onde Vu = 0.
Consideremos as extensdes dos funcionais ®qg, Or e P, dadas
respectivamente por ®g, &g, ® : [17(Q) — R, onde

— [ ®o(u) seueBV(Q),
o(u) = { —|—(c)>o se u € [1(Q)\BV(Q),

Sp(u) = /R’V F(x, u)dx

e ® =00y — df.
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1—Laplaciano em dominio limitado

E facil ver que ®F é um funcional C1(LY"(Q)) e que
e semicontinuo inferiormente em L1 (RN).

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano
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1—Laplaciano em dominio limitado

E fécil ver que ®F é um funcional C1(LY"(Q)) e que ainda ®g é convexo
e semicontinuo inferiormente em L1 (RN).

Lema 2.2.1
Se u € BV(Q) for tal que 0 € 9d(u), entdo 0 € ID(u). J
2
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1—Laplaciano em dominio limitado

E fécil ver que ®F é um funcional C1(LY"(Q)) e que ainda ®g é convexo
e semicontinuo inferiormente em L1 (RN).

Lema 2.2.1
Se u € BV(Q) for tal que 0 € 9d(u), entdo 0 € ID(u).

Demonstracao

Suponha que u € BV(Q) seja tal que 0 € 9P (u). Entdo u satisfaz (2).
Para v € L1(Q), note que:

e sevE BV(Q)NLY(Q), entdo
Po(v) = Po(u) = Po(v) — Po(u)
> Or(u)(v—u)

_ / F(u)(v — u) dx = B (u)(v — u);
Q

A\
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1—Laplaciano em dominio limitado

@ se v e L(Q)\BV(Q), como dg(v) = +o0 e dg(u) < +00, temos

que

Po(v) = Po(u) = o0

Y

Assim, nos dois casos 0 € 9 (u).

O (u)(v — u).
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1—Laplaciano em dominio limitado

@ se v e L(Q)\BV(Q), como dg(v) = +o0 e dg(u) < +00, temos
que

Po(v) — Po(u) = +oo
> Br'(u)(v - u).

Assim, nos dois casos 0 € 9 (u).

v

Se u € BV(Q) for uma solugdo de variagdo limitada de (1), pelo dltimo
resultado temos que 0 € 9®(u). Como ®g é convexo e ®r suave, temos
que ' (u) € OPg(u). Assim, por [7][Proposition 4.23], existe
z € L°(Q,RN) tal que |z*|o < 1,

—divz = ®'(u) em LN(Q). (5)
75
‘o
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1—Laplaciano em dominio limitado

Além disso,
Do(u) = / udiv z dx. (6)
Q

Portanto segue de (5) e (6) que u satisfaz

3z € L®(QRN), |zl <1, divz e LV(Q),

— [ udivzdx :/ |Dul, (7)
Q Q
—divz = f(x,u), quase sempre em .

Logo (7) é a versdo precisa de (1).

AV((
Vav

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 17 de margo de 2021 23 /58



1—Laplaciano em dominio limitado

Passemos agora para a demonstracio do resultado principal. Note que
podemos sem dificuldade provar que o funcional ® satisfaz as condi¢cbes
geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Porém, o fato de o
espaco BV/(Q) n3o ser reflexivo torna invidvel provar que ¢ satisfaz a
condicdo de Palais-Smale.
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1—Laplaciano em dominio limitado

Passemos agora para a demonstracio do resultado principal. Note que
podemos sem dificuldade provar que o funcional ® satisfaz as condi¢cbes
geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Porém, o fato de o
espago BV/(Q2) n3o ser reflexivo torna inviavel provar que ¢ satisfaz a
condicdo de Palais-Smale. Assim, faz-se necessario enunciarmos e
provarmos uma versao do Teorema do Passo da Montanha para funcionais
localmente lipschitzianos, o qual ndo exija a condicdo Palais-Smale.
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1—Laplaciano em dominio limitado

Teorema do Passo da Montanha

Seja E um espaco de Banach, ® = Iy — / onde | € C1(E,R) e Iy um

funcional localmente lipschitziano e convexo definido em E. Suponha que

® satisfaca:
y
»n
‘o
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1—Laplaciano em dominio limitado

Teorema do Passo da Montanha

Seja E um espaco de Banach, ® = Iy — / onde | € C1(E,R) e Iy um

funcional localmente lipschitziano e convexo definido em E. Suponha que
® satisfaca:

i) Existem p >0, a > ®(0) tais que ®|5p,(0) >

ii) ®(e) < ®(0) para algum e € E\B,(0),
Ent3o para todo € > 0 existe x. € E tal que

c—e<P(x)<cHe, (8)

onde ¢ > « é caracterizado por

Vav
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1—Laplaciano em dominio limitado

¢ = inf sup ®(3(t)),
7€l telo,1]
= {y e C°0,1], E); v(0) = 0 e v(0) = e}.
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1—Laplaciano em dominio limitado

c = inf sup ®(~(t)), 9)
7€l telo,1]
[ = {y € C°0,1], E); v(0) = 0 e v(0) = e}. Além disso,
lo(y) = lo(xe) = I'(x)(y — x) —elly = xl, Vy€E. (10)
X
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1—Laplaciano em dominio limitado

Mostremos que o funcional ® satisfaz as hipéteses dessa versdo do
Teorema do Passo da Montanha.

Primeiramente mostremos que o funcional ® satisfaz a condig3o /).
Antes, note que por (f) e (f3), segue que para todo ) > 0, existe A, > 0
tal que

|F(s)| < nls| + Ay,ls|P, VseR. (11)

Por (11) e pelo Teorema 1.1.9, segue que

Vav
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1—Laplaciano em dominio limitado

o(u) /|Du|+/ | g1 /QF(u)dx

[m] = =
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1—Laplaciano em

Marcos Pimenta (Unesp)

dominio limitado

/|Duy+/ | g1 /QF(u)dx

lull = nluly = Aylulg
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1—Laplaciano em dominio limitado

®(u)

Marcos Pimenta (Unesp)
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/|Duy+/ | g1 /QF(u)dx

lull = nluly = Aylulg
lull = Callull = CAy [P
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1—Laplaciano em dominio limitado

o) = /|Duy+/ | g1 /QF(u)dx

lull = nluly = Aylulg
lull = Callull = CAy [P
(1 = Cn)llull = Gulful?

(AVANAYS
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1—Laplaciano em dominio limitado

o) = /|Duy+/ | g1 /QF(u)dx

> lull = nluly = Aglulg

> ull = Cnlfull = CAy[lul]?
= (1= Cn)lu] = Gfu]?
>

para toda u € BV(Q), tal que |ju|| = p, onde 0 <7 < 1/C é fixado e
1

1 Cp\ 1
0<p<( C n)p ea=p(l—Cn—GCpP ).
1
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1—Laplaciano em dominio limitado

Agora vamos provar que ¢ satisfaz a condigdo /i) do Teorema do Passo
da Montanha.

&
Vav

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 17 de margo de 2021 29 / 58



1—Laplaciano em dominio limitado

Agora vamos provar que ¢ satisfaz a condigdo /i) do Teorema do Passo
da Montanha. Note primeiramente que a condi¢do (f3) implica que
existem constantes di, d» > 0 tais que

F(s) > di|s|” — da, VseR. (12)
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1—Laplaciano em dominio limitado

Agora vamos provar que ¢ satisfaz a condigdo /i) do Teorema do Passo
da Montanha. Note primeiramente que a condi¢do (f3) implica que
existem constantes di, d» > 0 tais que

F(s) > d1]s|9 —dr, VseR. (12)
Se u € BV(Q)\{0}, dado t > 0, temos
O(tu) < t||ul| — dlte/ lul’dx + db|Q] = —o0,
Q

quando t — 400, jad que 6 > 1.

Vav
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1—Laplaciano em dominio limitado

Ent3o o Teorema do Passo da Montanha nos garante a existéncia de

sequéncias (up) C BV(RQ) e €, — 0 tais que

®,(u,) = ¢, quando n — 400

€

CDO(V)—CDO(U,,)2/Qf(u,,)(v—u,,)dx—e,,||v—u,,||,

Vv € BV(Q). (13)

v
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1—Laplaciano em dominio limitado

Ent3o o Teorema do Passo da Montanha nos garante a existéncia de
sequéncias (up) C BV(RQ) e €, — 0 tais que

®,(u,) = ¢, quando n — 400

€

do(v) — Po(up) 2/Qf(u,,)(v—u,,)dx—e,,||v—u,,||, Vv € BV(Q). (13)

v

Mostremos agora que a sequéncia (up,) é limitada em BV(Q).

AV‘( \
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Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 17 de margo de 2021 30 /58



1—Laplaciano em dominio limitado

Ent3o o Teorema do Passo da Montanha nos garante a existéncia de
sequéncias (up) C BV(RQ) e €, — 0 tais que

®,(u,) = ¢, quando n — 400

€

do(v) — Po(up) 2/Qf(u,,)(v—u,,)dx—e,,||v—u,,||, Vv € BV(Q). (13)

Mostremos agora que a sequéncia (u,) é limitada em BV/(Q2). Em (13),
ao escolhermos v = 2u,, obtemos

Vav
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1—Laplaciano em dominio limitado

lall /Q F (un) ndx — €],
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1—Laplaciano em dominio limitado

lall /Q F (un) ndx — €],

o que implica que

(14 e)l|unl| > /Q (1) und. (14)

Marcos Pimenta (Unesp)
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1—Laplaciano em dominio limitado
ol = [ Fan)unde ~ ol
Q
o que implica que

(1+ en)llunl] > /Q F (un) ind. (14)
Ent3o, por (f3) e (14), note que

ct+on(l) > d(up)

&
Vav
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1—Laplaciano em dominio limitado

uall /Q F (un) ndx — €],

o que implica que

(1+ en)llunl] > /Q F (un) ind. (14)
Ent3o, por (f3) e (14), note que

c+on(l) > &(up)
= lonll+ [ (5 Conun = Flan)) o~ [ Sttun)unc

&
Vav
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1—Laplaciano em dominio limitado

uall /Q F (un) ndx — €],

o que implica que
(1 + en)lluall = / F (un)unds.
Q

Ent3o, por (f3) e (14), note que

c+on(l) >

A\

lonl (1-5+%5)

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano
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1—Laplaciano em dominio limitado

uall /Q F (un) ndx — €],

o que implica que
(1 + en)lluall = / F (un)unds.
Q

Ent3o, por (f3) e (14), note que

c+on(l) >
1
lun|l + (Ef Up)up — F(u,,)) dx
1 €
> ol (1-5+%)
> Cluall,
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1—Laplaciano em dominio limitado

para uma constante C > 0 uniforme em n € N. Logo (u,) é limitada.

o F
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1—Laplaciano em dominio limitado

para uma constante C > 0 uniforme em n € N. Logo (u,) é limitada.

Pela limitagdo de (up) em BV(Q2) e pela compacidade das imersdes,
segue que existe u € L"(Q2) tal que u, — uem L"(Q) para 1 < r < 1*.
Ainda, pelo Lema 1.1.4 segue que u € BV(Q).
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1—Laplaciano em dominio limitado

para uma constante C > 0 uniforme em n € N. Logo (u,) é limitada.
Pela limitagdo de (u,) em BV/(2) e pela compacidade das imersdes,
segue que existe u € L"(Q2) tal que u, — uem L"(Q) para 1 < r < 1*.
Ainda, pelo Lema 1.1.4 segue que u € BV(Q).
Assim, calculando o limsup ambos os lados de (13) e usando
novamente o Lema 1.1.4 temos que

®o(v) — Po(u) > /Qf(u)(v —u), VYveBV(Q). (15)

Portanto u é solugdo de variagdo limitada de (1).
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1—Laplaciano em dominio limitado

para uma constante C > 0 uniforme em n € N. Logo (u,) é limitada.
Pela limitagdo de (u,) em BV/(2) e pela compacidade das imersdes,
segue que existe u € L"(Q2) tal que u, — uem L"(Q) para 1 < r < 1*.
Ainda, pelo Lema 1.1.4 segue que u € BV(Q).
Assim, calculando o limsup ambos os lados de (13) e usando
novamente o Lema 1.1.4 temos que

Po(v) — Po(u) > / f(u)(v—u), VveBV(Q). (15)
Q
Portanto u é solugdo de variagdo limitada de (1).

Para verificarmos que u # 0, note que, considerando v = u + tu para
t > 0 em (15), obtemos

Vav
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1—Laplaciano em dominio limitado

Polet ) =20l) > | fupuo

o F
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1—Laplaciano em dominio limitado

%(”“”t)_%(“) Z/Qf(U)udx.

Fazendo t — 0T, segue que

g(u)uz/ﬂf(u)udx.

&
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1—Laplaciano em dominio limitado

%(”“”t)_%(“) Z/Qf(U)udx.

Fazendo t — 0T, segue que

g(u)UZ/Qf(u)udx.

Usando o mesmo argumento para t < 0 e fazendo t — 07, segue que

6(u)u§/ﬂf(u)udx.

&
Vav
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1—Laplaciano em dominio limitado

%(”“”t)_%(”) Z/Qf(U)udx.

Fazendo t — 0T, segue que
o(u)u > / f(u)udx.
Q
Usando o mesmo argumento para t < 0 e fazendo t — 07, segue que
o(w)u < / f(u)udx.
Q

Ent3o, pelas dltimas desigualdades e por (4), temos que

o(u) = 'O(u)u=/ﬂf(u)udx. (16),_

N
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1—Laplaciano em dominio limitado

Utilizando a mesma argumentagdo com v = up, + tu, em (13), para
t>0et<0efazendot— 0" et— 0, segue que

Bo(n) = B(un)up = /Q () ndx + on(1). (17)

&
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1—Laplaciano em dominio limitado

Utilizando a mesma argumentagdo com v = up, + tu, em (13), para
t>0et<0efazendot— 0" et— 0, segue que

Bo(n) = B(un)up = /Q () ndx + on(1). (17)

Portanto, de (16), (17), (f2), (f3) e da compacidade das imersdes de
BV(Q), segue que

do(u) = /Qf(u)udx

&
Vav
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1—Laplaciano em dominio limitado

Utilizando a mesma argumentagdo com v = up, + tu, em (13), para
t>0et<0efazendot— 0" et— 0, segue que

Bo(n) = B(un)up = /Q () ndx + on(1). (17)

Portanto, de (16), (17), (f2), (f3) e da compacidade das imersdes de
BV(Q), segue que

do(u) = /Qf(u)udx
= lim /Qf(u,,)u,,dx

n—o0

&
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1—Laplaciano em dominio limitado

Utilizando a mesma argumentagdo com v = up, + tu, em (13), para
t>0et<0efazendot— 0" et— 0, segue que

Bo(n) = B(un)up = /Q () ndx + on(1). (17)

Portanto, de (16), (17), (f2), (f3) e da compacidade das imersdes de
BV(Q), segue que

do(u) = /Qf(u)udx
= lim /Qf(u,,)u,,dx

n—o0

= g, Polun)

Vav
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1—Laplaciano em dominio limitado

Logo, a dltima igualdade, (%), (f3) e a compacidade das imersGes de
BV(Q), implicam que

0<c= nIl_)n;O ®(uy) = P(u)

e assim u # 0.

&
Vav

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 17 de margo de 2021 35 /58



Table of Contents

© Um problema sublinear envolvendo o operador

1—biharménico
@ O espago BLy(2)

@ O funcional energia do caso 1—biharmdnico

@ Demonstracdo do Teorema 4.0.1

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano

17 de margo de 2021

&
Vav

36 / 58



Um problema sublinear 1—biharmonico

Nessa secdo vamos estudar um resultado de existéncia de solucdo nao
trivial para o seguinte problema envolvendo o operador 1—biharménico,
A2y = \f(x,u) em Q,

u= ﬁ =0 sobre 09, (18)
|Aul

onde A > 0, Q ¢ RN é um dominio limitado com fronteira regular, N >3
ef: QxR —Réuma funcdo de Carathéodory.

&
Vav
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Um problema sublinear 1—biharmonico

O operador 1—biharmdnico é definido por

Au
Au=A(——
e (\Au|)’ J

e pode ser visto como o caso p = 1, para o operador p—biharmdnico
A2u = A(|AulP~?Au), este ditimo muito utilizado no estudo de sistemas
de equacgdes de segunda ordem.
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Consideraremos uma n3o-linearidade do tipo "sublinear” com respeito
ao nosso operador, satisfazendo as seguintes hipdteses sobre f.

(1) f: QxR — R éuma fungdo de Carathéodory, i.e. f(-,s): Q2 >R é
mensuravel para todo s € R e f(x,-) : R — R é continua para quase
todo x € Q;

(f2) Existem 0 < g <1, c; > 0 e uma fungdo c € L*°(Q) tais que

If(x,s)] < c|s|]9 P+ o(x) paraqg.t. x € Qe todo s € R;

(f3) F(x,t) >0em Q x R e existe ty > 0 tal que/F(x,to)dx>0.
Q

A,

Vav
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Nosso objetivo é o de demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.0.1

Suponha que f satisfaca (f1), (f2) e (f3). Entdo existe A, > 0 tal que (18)
possui uma solu¢do n3o-trivial para todo A > ..

&
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Nosso objetivo é o de demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.0.1

Suponha que f satisfaca (f1), (f2) e (f3). Entdo existe A, > 0 tal que (18)
possui uma solu¢do n3o-trivial para todo A > ..

A prova desse resultado seguird da aplicacdo de argumentos de
minimizac3o global do funcional energia a ele associado. Entretanto, antes
de proceder com esses argumentos, é necessario estudarmos o espaco
adequado para se tratar variacionalmente tal problema.

Vav
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Denotemos por BLy(2) o espaco das fungdes de WOI’I(Q) tais que
Au e M(Q), ou seja

BLo(Q) = {u e WH(Q): Aue M(Q)} .

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 17 de margo de 2021
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Denotemos por BLy(2) o espaco das fungdes de Wol’l(Q) tais que
Au e M(Q), ou seja

BLo(Q) = {u e WH(Q): Aue M(Q)} . J

Como provado em [8][Proposition 2.2.], temos que

BLo(Q) = {u e WH(Q): /Q Au| < +oo} J

onde

/ |Aul :=sup{/ ubpdx: e C(Q), [l < 1}
Q Q

¢ definida como a variac3o total da medida Au.
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Definindo Wi’l(Q) ={ue Wol’l(Q); Au € [Y(Q)}, note que
WA (Q) € BLo(Q)

e ainda, para todo u € BLy(Q2) tal que u € Wi’l(Q), temos que

/ |Au| = |Aul;.
Q

&
Vav
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Um problema sublinear 1—biharmonico
Definindo WK’I(Q) ={ue Wol’l(Q); Au € [Y(Q)}, note que

W2'(Q) € BLo(Q)

e ainda, para todo u € BLy(Q2) tal que u € Wi’l(Q), temos que

/ |Au| = |Aul;.
Q

Vamos munir o espago BLy(£2) com a seguinte norma

ullo = |ul + [Vulx —l—/ |Au| para u € BLo(Q).
Q
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Pode-se provar propriedades totalmente andlogas aquelas de BV(Q).
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Pode-se provar propriedades totalmente andlogas aquelas de BV(Q).
Lema 4.1.1

Seja (up) C BLo(S2) uma sequéncia limitada tal que u, — v in L"(£2), com
1<r<N/(N-2). Entdo u € BLy(Q2) e

/|Au\ gnminf/ A, (19)
Q n—o0 Q

v
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Pode-se provar propriedades totalmente andlogas aquelas de BV(Q).
Lema 4.1.1

Seja (up) C BLo(S2) uma sequéncia limitada tal que u, — v in L"(£2), com
1<r<N/(N-2). Entdo u € BLy(Q2) e

/|Au\ gnminf/ A, (19)
Q n—o0 Q

Pode-se ainda provar que o espago (BLo(R2), || - o) é um espago de
Banach.

v
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Assim como o espaco BV({2), na topologia da norma de BLy(2) o
conjunto das fungdes C°(Q) N BLo(S2) n3o constituem um conjunto
denso. Porém, aqui também ha uma topologia segundo a qual essa
densidade de fato se verifica. Para isso necessitamos introduzir a seguinte

no¢do de convergéncia.

Vav
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Assim como o espa¢o BV/(Q2), na topologia da norma de BLy(2) o
conjunto das fungdes C>°(Q) N BLp(2) ndo constituem um conjunto
denso. Porém, aqui também ha uma topologia segundo a qual essa
densidade de fato se verifica. Para isso necessitamos introduzir a seguinte

no¢do de convergéncia.
Definicao

Dizemos que uma sequéncia (u,) C BLo(2) converge estritamente para
u € BLy(Q2) se

@ up, — uin Wol’l(Q) quando n — 400,

° / | Aup| —>/ |Au| quando n — +oo.
Q Q

\
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Um problema sublinear 1—biharmonico

A seguir enunciamos a densidade de C°°(Q2) N BLo(Q) em BLy(f2) com
respeito a no¢do de convergéncia introduzida acima.

&
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Um problema sublinear 1—biharmonico

A seguir enunciamos a densidade de C°°(Q2) N BLo(2) em BLy(S2) com
respeito a no¢do de convergéncia introduzida acima.

Proposicao 4.1.3

Para todo u € BLy() existe uma sequéncia (u,) C C®(Q) N BLy(R) tal
que

up — u in W&’I(Q) quando n — 400 (20)
e
/\Au,,\dx—)/ |Au| quando n — +o0. (21)
Q Q
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Um problema sublinear 1—biharmonico

As imersdes de Sobolev também valem para esse espaco.

o F
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Um problema sublinear 1—biharmonico

As imersdes de Sobolev também valem para esse espaco.

Proposicao 4.1.4

A imersao
BLy(2) — LP(Q2)

é continua para todo p € [1,1%], onde 1* := N/(N — 1). Mais
precisamente, existe uma constante C := C(, p, N) > 0 tal que

lullp < Cllullo para todo u € BLy(2).

Além disso, a imersao
BLy(Q2) — LP(Q)

é compacta para todo p € [1,1%).

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 17 de margo de 2021
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Um problema sublinear 1—biharmonico

No problema especifico que vamos tratar, seria interessante que
u [o |Au| definisse uma norma em BLy(2) equivalente a || - [|o. Note
que pela Desigualdade de Poincaré em BV e pelos resultados em
[2][Theorem 1.2 and Proposition 2.1] de Brézis e Ponce, podemos definir
em BLo(Q2) a seguinte norma

Vav
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Um problema sublinear 1—biharmonico

No problema especifico que vamos tratar, seria interessante que
u [o |Au| definisse uma norma em BLy(2) equivalente a || - [|o. Note
que pela Desigualdade de Poincaré em BV e pelos resultados em
[2][Theorem 1.2 and Proposition 2.1] de Brézis e Ponce, podemos definir
em BLo(Q2) a seguinte norma

[lull :/ |Au| para todo u € BLy(R2), J
Q
a qual é equivalente a || - ||o.
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Um problema sublinear 1—biharmonico
Seja ¢ : BLo(2) — R dado por

o(u) = / |Aul —/ F(x,u)dx paratodo u € BLy(R).
Q Q
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Um problema sublinear 1—biharmonico
Seja ¢ : BLo(2) — R dado por

o(u) = / |Aul —/ F(x,u)dx paratodo u € BLy(R).
Q Q

Vamos introduzir ainda os funcionais ®q : BLy(Q2) > R e
®f : BLy(2) — R definidos por

do(u) = /Q |Au| para todo u € BLy(R2)

Op(u) = / AF(x,u)dx para todo u € BLy(Q),
Q
de forma que

®(u) = Og(u) — Pr(u) para todo u € BLy(RQ). ,"5
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Observe que o funcional ®q é convexo e lipschitziano. Ainda, como
mostrado por Anzellotti em [1], dado u € BLy(2), para todo v € BLy(R2)
tal que (Av)® << (Au)®, temos que

o [(BUPAV T Au AV
ol = [ ST der [ 2o G0 R e (l(Av (22)J
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Observe que o funcional ®q é convexo e lipschitziano. Ainda, como
mostrado por Anzellotti em [1], dado u € BLy(£2), para todo v € BLy(2)
tal que (Av)® << (Au)®, temos que

o [0 Au Av
sl = [ S x| R (I(Avy (22)J

Uma vez que estamos tratando de um funcional que se escreve como a
diferenca entre um convexo e lipschitziano e um C(BLy(Q2),R), dizemos
que u € BLy(S2) é uma solucdo de variagdo limitada de (18) se 0 € 9P (u),
i.e., se P(u) € 0Po(u) onde OPg(u) denota o subdiferencial de dg em wu.

7\
N
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Devido a convexidade de ®g, isso pode ser expresso através de

Po(v) — Go(u) > Pr(u)(v — u) para todov € BLy(Q).  (23) ]

&
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Devido a convexidade de ®g, isso pode ser expresso através de

<D0(v) — Cbo(u) >

e (u)(v — u)

para todov € BLy(2).

(23)

Pode-se provar analogamente a sec3o anterior que

372 € WyH(Q)NL®(Q), |z¥]e <1, Az* € LN(Q),

Q
AZ* = M (x, u),

/qu*dX:/\Au\,
Q

quase sempre em €2.

(24)

é a versdo precisa de (18).
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Para provar o Teorema 4.0.1, vamos provar primeiramente que o

funcional ® é coercivo em BLy(2).
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Para provar o Teorema 4.0.1, vamos provar primeiramente que o
funcional ® é coercivo em BLy(R2). Por (1), pela Desigualdade de Holder
e pela Proposicdo 4.1.4 segue que

o(u) > Hu||—c1)\/ |u|qu—)\/c2(x)dx
Q Q
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Para provar o Teorema 4.0.1, vamos provar primeiramente que o
funcional ® é coercivo em BLy(R2). Por (1), pela Desigualdade de Holder
e pela Proposicdo 4.1.4 segue que

”U||—C1>\/ IUquX—)\/ ca(x) dx
Q Q
lull = Clul{ = C

®(u)

v

Y
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Para provar o Teorema 4.0.1, vamos provar primeiramente que o
funcional ® é coercivo em BLy(R2). Por (1), pela Desigualdade de Holder
e pela Proposicdo 4.1.4 segue que

d(u) > —cl)\/ |u|qu—)\/ ca(x) dx
Q Q
> lull = Clul{ = C
> lull = Clluf]f = C,
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Para provar o Teorema 4.0.1, vamos provar primeiramente que o
funcional ® é coercivo em BLy(R2). Por (1), pela Desigualdade de Holder
e pela Proposicdo 4.1.4 segue que

d(u) > —cl)\/ |u|qu—)\/ ca(x) dx
Q Q
> lull = Clul{ = C
> lull = Clluf]f = C,

implicando que ¢ é coercivo e também limitado inferiormente.
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Seja (up) C BLp(£2) uma sequéncia minimizante para @, isto é,
®(up) — 5, onde B = BLin(fmcb. A coercividade de ¢ implica que (up) é
0

limitado em BLo(2). Entdo, pela Proposigcdo 4.1.4, temos que, a menos
de subsequéncia, existe u € L1(Q) tal que u, — u em L}(Q). Pelo Lema
4.1.1, segue que u € BLy(Q2) e ainda que (19) vale.
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Seja (un) C BLo(S2) uma sequéncia minimizante para &, isto é,
®(up) — 5, onde B = BLin(fmd). A coercividade de ¢ implica que (up) é
0

limitado em BLy(2). Entdo, pela Proposicdo 4.1.4, temos que, a menos
de subsequéncia, existe u € L1(Q) tal que u, — u em L1(Q). Pelo Lema
4.1.1, segue que u € BLy(Q2) e ainda que (19) vale. Assim,

o(u) = /\Au|—>\/ F(x, u)dx

< I|m|nf/|Au,,]— lim )\/ F(x, up)dx

n——+4o00 n——+o00

de onde segue que ®(u) = [ e entdo u é um minimizante global.
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Agora vamos mostrar que u é uma solugdo de variagdo limitada de (18).

&
Vav

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 17 de margo de 2021 53 / 58



Um problema sublinear 1—biharmonico

Agora vamos mostrar que u é uma solugdo de variagdo limitada de (18).
Para todo v € BLp(f2) e t > 0, note que pela convexidade de ®g, temos
que

¢o(u) - CD,:(u) (Do((]. — t)u + tV) — (DF((]. — t)u + tV)

(1= t)Po(u) + tPo(v) — Pe((1 — t)u + tv).

VANVAN
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Agora vamos mostrar que u é uma solugdo de variagdo limitada de (18).
Para todo v € BLp(f2) e t > 0, note que pela convexidade de ®g, temos
que

¢o(u) - CD,:(u) (Do((]. — t)u + tV) — (DF((]. — t)u + tV)

(1= t)Po(u) + tPo(v) — Pe((1 — t)u + tv).

VANVAN

Ent3o

Go(v) ~Po(u) > T (OF(t(v — u) + u) — Pp(u))
1

S (u+ st(v — u))ds(v — u).

[V
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Agora vamos mostrar que u é uma solugdo de variagdo limitada de (18).
Para todo v € BLy(2) e t > 0, note que pela convexidade de ®q, temos
que

®o(u) — Pr(u) Po((1 = t)u+tv) — ®p((1 - t)u+tv)

(1= t)Po(u) + tPo(v) — Pe((1 — t)u + tv).

VANVAN

Ent3o

Go(v) ~Po(u) > T (OF(t(v — u) + u) — Pp(u))

~ |

1
> /0 & (u+ st(v — u))ds(v — u).

Fazendo t — 0T temos que u satisfaz (23).
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Somente nos resta provar que u é uma solugdo n3o-trivial de (18). Esse
é o Unico ponto onde a condi¢do (f3) sera utilizada.
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Somente nos resta provar que u é uma solugdo n3o-trivial de (18). Esse
é o Unico ponto onde a condi¢do (f3) sera utilizada. Vamos considerar

xo C Qer,d >0 tais que B(xp) C Br1s(x0) C Q e seja w:Q — R dada
por

0 se x € Q\B,15(x0),
W(X) = tt% se x € B,(Xo),

g(r +0—|x—x0|) sex € Bris(x0)\Br(x0)-
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Somente nos resta provar que u é uma solu¢do n3o-trivial de (18). Esse
é o Unico ponto onde a condi¢do (f3) sera utilizada. Vamos considerar

X0 C Qe r,d >0 tais que B,(x0) C Brys(x0) C Q e sejaw:Q — R dada
por

0 se x € Q\B,15(x0),
W(X) — i% se x € B,(Xg),

5 (r+60—|x—x0|) sex € Bris(x0)\Br(x0)-

Observe que w € Wol’l(Q) e, no sentido das distribui¢oes

to (N —1)
Aw = —XWXBrM(XO)\B’(XO)
£ T
+§0 HN—1|8Br+6(xo) N § HN_1|aBr(X0) € M(Q).
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Ent3o,
o(w) = /|AW|—)\/F(X,W)dX
Q Q

/ |Aw| — )\/ F(x, to) dx,
Q Br(x0)

o que, levando-se em conta (f3), é negativo para A > A\* onde \* é grande
o suficiente.

IN
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Um problema sublinear 1—biharmonico

Ent3o,
o(w) = /|AW|—)\/F(X,W)dX
Q Q

/ |Aw| — )\/ F(x, to) dx,
Q Br(x0)

o que, levando-se em conta (f3), é negativo para A > A\* onde \* é grande
o suficiente. Logo segue que 5 = ian ® < 0 e que u é uma solucdo
Bl

Lo($2)

IN

ndo-trivial de (18).
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