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Aproximacao por problemas envolvendo o p—laplaciano

Nas aulas anteriores, estudamos uma abordagem de problemas
envolvendo o operador 1—laplaciano, baseada na andlise do funcional
energia definido em BV. Nessa videoaula, comecaremos a estudar uma
outra abordagem, que consiste na aproximag¢do do problema original,
através de problemas envolvendo operador p—laplaciano e, posteriormente,
fazemos p — 1.
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Aproximacao por problemas envolvendo o p—laplaciano

Nas aulas anteriores, estudamos uma abordagem de problemas
envolvendo o operador 1—laplaciano, baseada na andlise do funcional
energia definido em BV. Nessa videoaula, comecaremos a estudar uma
outra abordagem, que consiste na aproximag¢do do problema original,
através de problemas envolvendo operador p—laplaciano e, posteriormente,
fazemos p — 1.

Exemplificaremos essa abordagem através, primeiramente, dos
resultados do trabalho [7], que trata da existéncia de solu¢des nodais para
um problema eliptico quasilinear e subscritico.
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Aproximacao por problemas envolvendo o p—laplaciano

Mais especificamente, consideremos o problema

. Du
—div (M) = f(x,u) em Q,

u = 0 sobre 09,

(1)

onde N > 2, Q ¢ RN é um aberto, limitado e com fronteira Lipschitz. A
ndo-linearidade f, por outro lado, satisfaz as seguintes hipéteses:
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Aproximacao por problemas envolvendo o p—laplaciano

(fi) e COR);
, : f(s)
(f2) existe a > 0 tal que limsup =~ < +o00;
Isl>0 IS

(f3) existem constantes cj,c; > 0 e g € (1,1%) tais que
f(s)| < a1+ cfs]9t, sER,

onde 1* = N/(N — 1);
(fa) existe k > 1 tal que
0 < kF(s) < f(s)s,

para todo s # 0;

(fs) f é crescente para s € R.
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Aproximacao por problemas envolvendo o p—laplaciano

O principal resultado desses capitulo é o seguinte teorema.

Teorema 5.0.1

Suponha que f satisfaca (f1) — (f5). Entdo existe ug € BV(Q), solugao
nodal de varia¢do limitada de (1). Isto é, existem up € BV(Q2) e

z € L(Q,RN) tais que uf #0, [|zeo <1e

—divz = f(u) g.s. em Q,
(z,Dup) = |Dup| em M(Q),
[z,v] € sign(—up) sobre 0RQ.
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Pairing theory de Anzellotti

Em varios argumentos utilizados aqui, necessitaremos de uma espécie de
Férmula de Green para expressdes como w div(z), onde z € L=(Q,RN),
div(z) € LN(Q) e w € BV(Q). Para isso, precisamos lidar com o produto
entre z e Dw, o qual denotamos por (z, Dw). Isso pode ser feito através
da pairing theory , desenvolvida por Anzellotti em [5]
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Pairing theory de Anzellotti

Denotemos

Xn(Q) = {z € L(Q,RNY; div(z) € LN(Q)} .

o F
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Pairing theory de Anzellotti

Denotemos
Xn(Q) = {z € L2(Q,RNY; div(z) € LN(Q)}.

Para z € Xy(Q2) e w € BV(Q), definimos a distribuicdo (z, Dw) € D'(Q)
por

((2.0m). ) = |

wep div(z)dx — / wz - Vdx,
Q

Q
para todo ¢ € D(Q).
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Pairing theory de Anzellotti

Denotemos
Xn(Q) = {z e L(Q,RV); div(z) € LN(Q)}.

Para z € Xy(Q2) e w € BV(Q), definimos a distribuicio (z, Dw) € D'(Q)
por

((z, Dw), ) :== —/chp div(z)dx — /Q wz - Vdx,

para todo ¢ € D(R2). Pode ser provado que de fato a distribui¢do (z, Dw)
é gerada por uma medida de Radon tal que

[ @0w)| <z [ 10w @)

para todo boreliano B C 2.
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Pairing theory de Anzellotti

Para definir um andlogo da Férmula de Green, é necessario descrever o
traco do campo z na direcdo normal exterior a 0XQ.
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Pairing theory de Anzellotti

Para definir um andlogo da Férmula de Green, é necessario descrever o
traco do campo z na direcdo normal exterior a 9. De fato, pode-se
provar que existe um operador traco [-,v] : Xy(Q) — L>*(99) tal que

|z, V] |1 (00) < |2| (3)
e, se z € C}(Qs,RN),
[z,v] (x) = z(x) - v(x) sobre Qs,

onde 5 denota uma d-vizinhanga de 092.
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Pairing theory de Anzellotti

Levando em conta essas definicGes, podemos provar a seguinte versiao
da Férmula de Green, onde z € Xy(Q2) e w € BV(Q),

/Q w div(z)dx + /Q (z, Dw) = /a Q[z, vjwdHN =T, (4)J
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Problema como o p—laplaciano

Para p > 1, consideremos o problema

{ —div (|[VulP~>Vu) =

u =

f(u) em Q,
0 sobre 012,
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Problema como o p—laplaciano

Para p > 1, consideremos o problema

—div (|VulP72Vu) = f(u)em Q,
u = 0 sobre 09,

cuja forma fraca é dada pela seguinte identidade integral

/Q]Vu|p_2Vqudx=/Qf(u)vdx, Vv € Wg’p(Q).
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Problema como o p—laplaciano

Sabe-se que solugdes fracas de (5) sdo pontos criticos do funcional
energia I, : WyP() — R, dado por

lp(u) := %/Q]VuV’dx—/QF(u)dx, J

o qual estd bem definido para todo 1 < p < N, uma vez que, por (f3),

/ F(u)dx < aluls + cslul?,
Q

onde g < N/(N —1) < pN/(N — p).
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Problema como o p—laplaciano

Sabe-se que solugdes fracas de (5) sdo pontos criticos do funcional
energia I, : WyP() — R, dado por

lp(u) := %/Q]VuV’dx—/QF(u)dx, J

o qual estd bem definido para todo 1 < p < N, uma vez que, por (f3),

/ F(u)dx < aluls + cslul?,
Q

onde g < N/(N —1) < pN/(N — p).
Consideremos o funcional ®,, : Wol’p(Q) — R dado por

s Pl
Pp(u) == Ip(u) + p €|
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Problema como o p—laplaciano

Afirmacgao

Para cada u tal que ®,(u) estd bem definido, (Pp(u))p>1 €
ndo-decrescente.
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Problema como o p—laplaciano

Afirmacgao

Para cada u tal que ®,(u) estd bem definido, (Pp(u))p>1 €
ndo-decrescente.

De fato, se 1 < p1 < p» < N, entdo pela Desigualdade de Young com os

expoentes p2/p1 e p2/(p2 — p1), temos que
/ |VulPrdx < = / |VulPPdx + =—— o — Gl 1.
P2 P2

Assim, segue que

(7)
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Problema como o p—laplaciano

o, (1) — /|vu\md Sk oV /QF(u)dx
< = <ﬂ/ ]Vul”?dx+u|§2|) + A —/ F(u)dx
P1 \ P2 JQ P2 Q
= Op(u). ®)
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Problema como o p—laplaciano

o, (1) — /|Vu\”1d + Pl /QF(u)dx

]_ _
< = (—/ |Vu|”2dx+u|§2|> + A —/ F(u)dx
P1 \ P2 Jo % Q

= Op(u). (8)

v

Como &, e I, diferem apenas por uma constante, podemos estudar (5)
de um ponto de vista variacional, por meio de ambos os funcionais /, ou
d,.

P
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Problema como o p—laplaciano

Por (f;), para p > 1 suficientemente préximo de 1, a fungdo f satisfaz

f(s)

limsup —= = 0.
s—0 |5’p
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Problema como o p—laplaciano

Por (f;), para p > 1 suficientemente préximo de 1, a fungdo f satisfaz

f(s)

limsup —= = 0.
s—0 |5’p

Entdo, para cada tal p, a variedade de Nehari associada a (5) estd bem
definida e é dada por

N = {u e WeP(Q); ut # 0 e & (u*)u™ =0}
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Problema como o p—laplaciano

Por (f;), para p > 1 suficientemente préximo de 1, a fungdo f satisfaz

) o

lim sup =
s—0 |5’p

Entdo, para cada tal p, a variedade de Nehari associada a (5) estd bem
definida e é dada por

1, . _
NF = {ue WyP(Q); u* #0 e & (u*)u* =0}.
Pode-se provar que existe up € N; (ver por exemplo [6]) tal que

®p(up) = V?/i\Pi ®p(v) (9)

e up é uma solugdo nodal de (5), a qual possui a menor energia entre
todas aquelas que mudam de sinal.

Vav

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 18 de marco de 2021 18 / 38



Problema como o p—laplaciano

Pode-se provar ainda que

Sp(up) = {T;a>)(() <I>p(t“u:,r + su;).
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Problema como o p—laplaciano

Pode-se provar ainda que
_ + -
Sp(up) = max p(tu, + suy). (10)
Além disso, para cada u € Wol’p(Q) tal que u™ # 0, existem t, s > 0 tais

que
tut +su” € /\/'j[.
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Problema como o p—laplaciano

Lema 5.2.1

A familia (®,(up))p é ndo-decrescente para p € (1, N).

o F
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Problema como o p—laplaciano

Lema 5.2.1
A familia (®,(up)), é ndo-decrescente para p € (1, N).

Demonstracao

Seja 1< p1 < p2 <N, up, € WyPH(RQ) e up, € W) P(RQ) satisfazendo (9).
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Problema como o p—laplaciano

Lema 5.2.1
A familia (®,(up)), é ndo-decrescente para p € (1, N).

Demonstracao

Seja 1< p1 < p2 <N, up, € WyPH(RQ) e up, € W) P(RQ) satisfazendo (9).
Como py > p1, entdo W, () C W, (Q), de forma que, como ur #0,
entdo existem t,s > 0 tais que

+ — +
tuy, + su,, € N, (11)

v
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Problema como o p—laplaciano

Entdo, de (8), (9), (10) e (11), segue que

p,(up,) > Op,(tuf + suy,
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Problema como o p—laplaciano

Entdo, de (8), (9), (10) e (11), segue que

by, (Up,) <1>p2(tu:,r2 + sup,

>
+ —
> &, (tuy, + su,
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Problema como o p—laplaciano

Entdo, de (8), (9), (10) e (11), segue que

cl>P2(upz) (Dpz(tu;_z + su;2)
®p, (tud, + sup))

(DPI (upl )

(AVAR VALY,
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Problema como o p—laplaciano

Lemma 5.2.2

Para p € (1, N), a familia (up)1<p<p € limitada em BV(Q2).

[m] = =
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Problema como o p—laplaciano

Lemma 5.2.2

Para p € (1, N), a familia (up)1<p<p € limitada em BV(Q2).

Demonstracao

Pelo Lema 5.2.1, segue que, para p € (1, N) fixado

®p(up) < Pp(up) =: C, (12)
para todo p € (1,p). Assim, existe C > 0 tal que
/ |Vup|Pdx < C, Vpe (1,p). (13)
Q
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Problema como o p—laplaciano

De fato, por (1) e (12), note que

C > Op(up)
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Problema como o p—laplaciano

De fato, por (fa) e (12), note que
C = Pp(up)
1
= ®p(up) - ;q’;(”p)”p
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Problema como o p—laplaciano

De fato, por (fa) e (12), note que
C = Pp(up)

1
= Pp(up) — ;q’;(”p)”p

_ (%—%)/ﬂWuplpdx—i-/Q(%f(up)up—F(up)) d

&
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Problema como o p—laplaciano

De fato, por (fa) e (12), note que
C = Pp(up)

1
= ®p(up) =~ (up)up

_ (%—%)/ﬂWuplpdx—i-/Q(%f(up)up—F(up)) o
G-3) e
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Problema como o p—laplaciano

De fato, por (fa) e (12), note que

C > p(up)

1
= ®p(up) =~ (up)up

_ (%—%)/Q|Vup]pdx+/ﬂ(%f(up)up—F(up)) o
Y

(% - %) /Q|vupypdx. (14)
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Problema como o p—laplaciano

Assim, pela desigualdade de Young e (14),
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Problema como o p—laplaciano

Assim, pela desigualdade de Young e (14),

loll = / |V tpdx
Q
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Problema como o p—laplaciano

Assim, pela desigualdade de Young e (14),

loll = / IV up|dix

Yu pdx+—Q
p/| o —[q)

IN
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Problema como o p—laplaciano

Assim, pela desigualdade de Young e (14),

loll = / IV up|dix

< < [ IVupat 20
p p
< G.
y
»
‘o
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Problema como o p—laplaciano

Do ultimo resultado e das imersdes compactas de Sobolev, temos que
existe up € BV(Q) tal que

up — ug, em L"(§2), para todo 1 < r < 1%, (15)

up — Up, g.s. em €, (16)

quando p — 17,
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Problema como o p—laplaciano

Além disso, o Lema 5.2.2 também implica que (ver [2][Proposition 3])
existe z € L(Q,RN), tal que [z]c < 1 e

\Vup,|P2Vu, — 2, (17)

em L"(Q,RM), quando p — 1%, para todo 1 < r < oo.
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Problema como o p—laplaciano

Além disso, o Lema 5.2.2 também implica que (ver [2][Proposition 3])
existe z € L(Q,RN), tal que [z]c < 1 e

\Vup,|P2Vu, — 2, (17)
em L"(Q,RM), quando p — 1%, para todo 1 < r < co. Em particular
\Vup|P2Vu, — divz em D'(Q) (18)

quando p — 17, o que segue considerando V¢ como funcio teste em
(17), onde p € D(Q).
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Problema como o p—laplaciano

Note que, de (5), (15), (18) e aplicando o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, temos que

—divz = f(u), em D'(Q). (19) |

&
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Problema como o p—laplaciano

Lemma 5.2.3

A funcdo up e o campo vetorial z satisfazem a seguinte igualdade no
sentido de medidas de Radon em €2,

(z, Dug) = |Duyp.
n
‘o
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Problema como o p—laplaciano

Lemma 5.2.4

A fungdo ug satisfaz [z, ] € sign(—up) sobre 0.
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Problema como o p—laplaciano

Até agora, de (19) e pelos Lemas 5.2.3 e 5.2.4, encontramos
up € BV(R), para o qual existe z € Xy(Q) tal que |z|oc <1e

—div(z) = f(u)em D'(Q),
(z, Dup) = |Dug| em M(R), (20)
[z,v] € sign(—up) sobre O0.
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Problema como o p—laplaciano

Resta entdo demonstrar que ug # 0.
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Problema como o p—laplaciano

Resta entdo demonstrar que g # 0. Para isso, devemos introduzir o
funcional energia ® : BV(Q2) — R dado por

o) = lull - [ Flu)ax.
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Problema como o p—laplaciano

Resta entdo demonstrar que g # 0. Para isso, devemos introduzir o
funcional energia ® : BV(Q2) — R dado por

o) = lull - [ Flu)ax.

Primeiramente, note que pela desigualdade de Young, ®(u) < ®,(u)
para todo u € Wy P(Q).
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Problema como o p—laplaciano

Resta entdo demonstrar que ug # 0. Para isso, devemos introduzir o
funcional energia ® : BV(Q2) — R dado por

o) = lull - [ Flu)ax.

Primeiramente, note que pela desigualdade de Young, ®(u) < ®,(u)
para todo u € WyP(Q). Além disso,

lim ®,(up) = d(ug). (21)
p—1t

De fato, como ug satisfaz (20), note que, quando p — 17,

Vav
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Problema como o p—laplaciano

ool = /\Duo|+/ ol d N1
Q o0
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Problema como o p—laplaciano

ool = /\Duo|+/ ol d N1
Q o0
= /(z,Duo)—/ uo [z, v] dHN 1
Q 919}
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Problema como o p—laplaciano

[[uol

Marcos Pimenta (Unesp)

/\Duol—i-/ \uo]dHN_l
Q o0

/Q(z, Dug) — /BQ uo [z, v] dHN 1

— / ug divz dx
Q
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Problema como o p—laplaciano

ool = /\Duor+/ ol d N1
Q o0

= /Q(z, Dug) — /BQ up [z, v] dHN 1

= —/uodivzdx
Q

_ /Qf(uo)uodx
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Problema como o p—laplaciano

ol = [ 1Du]+ [ Juolan
Q o

= /Q(z, Dug) — /69 up [z, v] dHN 1

= —/uodivzdx
Q

= /Qf(uo)uodx
1
_ I—)/Qf(up)updx+o(1)
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Problema como o p—laplaciano

ol = [ 10wl + [ uolartt
Q o

= /Q(z, Dug) — /69 uo [z, v] dHN 1

= —/uodivzdx
Q

= /Qf(uo)uodx
1
_ I—)/Qf(up)updx+o(1)

1
= —/ |Vup|Pdx + o(1).
P Ja
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Problema como o p—laplaciano

Além disso, por (f3), (15) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, quando p — 1T,

/ Fuo)dx = / F(up)dx + o(1). (23)
Q Q

Assim, (22) e (23) implicam em (21).
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Problema como o p—laplaciano

Além disso, por (f3), (15) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, quando p — 1T,

/ F(up)dx :/ F(up)dx + o(1). (23)
Q Q
Assim, (22) e (23) implicam em (21).

Note que, por ()" e (f3), para todo € > 0, existe uma constante

positiva C. > 0 tal que

[f(s)s| <e|s|+ Ce|s|?, VseR.
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Problema como o p—laplaciano

Além disso, por (f3), (15) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, quando p — 1T,

/ F(up)dx :/ F(up)dx + o(1). (23)
Q Q
Assim, (22) e (23) implicam em (21).
Note que, por ()" e (f3), para todo € > 0, existe uma constante
positiva C. > 0 tal que
[f(s)s| <e|s|+ Ce|s|?, VseR.

Entao,

O(u) = (A= e)lull = a9
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Problema como o p—laplaciano
Consideremos ¢ > 0 tal que 1 — e > 1/2. Entdo, se ||u]| < p, onde

1
1—¢€)—1/2\a1
0<p<(%)q , segue que

[[ull
O(u) = 5. (24)
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Problema como o p—laplaciano
Consideremos € > 0 tal que 1 — e > 1/2. Ent3o, se ||u|| < p, onde

1—¢)—1/2\ a1
O<p<<(€():/>q , segue que

d(u) > H;’H (24)
Ent3o, como o fato de u, pertencer ao conjunto de Nehari nodal ./\/'i

implica que u € N,, segue que s = 1 é o ponto de maximo da funcao
s — dpy(su ) Assim, para todo p € (1,p),

+
pu
¢p(u§) > & £ (25)
[[up ||
+
puy
> 0 (26)
(HUp H)
= (21N
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Problema como o p—laplaciano

onde usamos (24) e ainda o fato de que u, € Wol’p(Q) — BV(Q).

[m] = =
Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano
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Problema como o p—laplaciano

onde usamos (24) e ainda o fato de que u, € Wol’p(Q) — BV/(Q). Assim,

p 1
s onu) = [ (Gr —Fup)ac o
para todo p € (1,p). Dessa forma, se uff — 0in BV(Q), entdo (f3) e 0
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue implicam que (28) ndo
valeria. Assim, uOi # 0. Isso finaliza a demonstracdo do Teorema 5.0.1.
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