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Método de sub-supersolucao

Nessa apresentacdo, abordamos os resultados do trabalho [4]. Mais
especificamente, estudamos resultados de existéncia de solucdo para o
seguinte problema

—div (\Z_ZO +|Du| = a(x)u—+ h(x,u) em Q,
u > 0em Q, (1)
u = 0 sobre 092,

onde N >2e Q c RN é um aberto, limitado e com fronteira Lipschitz.
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Método de sub-supersolucao

Dizemos que uma fungdo 0 < v € BV(2) é uma solugdo de (1), se
D/u =0 (onde D/u é a jump part da derivada distribucional Du) e se
existe um campo vetorial z € DM () com |z| < 1, tal que

—divz+|Du| = a(x)u+ h(x,u) em D'(Q)
(z, Du) = |Du| como medida em (2)
u = 0 sobre 0Q.
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Método de sub-supersolucao

Dizemos que uma fungdo 0 < u € BV(Q2) é uma solugdo de (1), se
D/u =0 (onde D/u é a jump part da derivada distribucional Du) e se
existe um campo vetorial z € DM () com |z| < 1, tal que

—divz+|Du| = a(x)u+ h(x,u) em D'(Q)
(z, Du) = |Du| como medida em (2)
u = 0 sobre 0Q.

Em [7], usando o método de sub-supersolucdo, os autores lidaram com um
problema relacionado a (1), considerando o operador p—laplaciano, com
1 < p < o0, sem o termo gradiente.

Vav

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de margo de 2021 6/ 64



Método de sub-supersolucao

Vamos supor que a fungdo a satisfaca a seguinte condi¢cao
(a1) a€ L>®(Q),a>0ea#0.

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de margo de 2021



Método de sub-supersolucao

Vamos supor que a funcdo a satisfaca a seguinte condicdo
(a1) a€ L>®(Q),a>0ea#0.
Ainda, h é considerado uma funcdo C1, n3o decrescente na varidvel t € R,
mensurdvel em x € Q, que satisfaz

(h1) h(x,0) > a(x) g.s. em Q.
(hy) Existe 1 < r < 1* tal que

h(x, t) < a(x)(t""! 4+ 1), para todo t > 0 e para quase todo x € Q.
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Método de sub-supersolucao

Observacao

Observe que, uma vez que h(x, t) é ndo-decrescente na segunda varidvel,

(h1) implica que

h(x, t) > h(x,0) > a(x) > (1 — t)a(x),

para todo t > 0 e para quase todo x € €.
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Método de sub-supersolucao

Observacao

Observe que, uma vez que h(x, t) é ndo-decrescente na segunda varidvel,
(h1) implica que

h(x, t) > h(x,0) > a(x) > (1 — t)a(x),

para todo t > 0 e para quase todo x € €.

Nosso principal resultado € o seguinte teorema.

Teorema 6.0.2

Suponha que as condi¢des (a1), (h1) e (h2) valham. Entdo, se |a|s é
pequeno o suficiente, entdo o problema (1) possui uma solugdo positiva,
ou seja, existem u € BV(Q2) N L*°(Q2), u > 0 e um campo vetorial

z2 € DM (Q), tal que D/u = 0 e (2) é satisfeita.

!
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Método de sub-supersolucao

Para provar esse resultado, vamos aplicar o método de
sub-supersolucdo. Esse método consiste em dar uma definicdo precisa para
0 que vem a ser uma sub-supersolu¢do para (1) e, entdo, usando uma
versdo do Principio de Comparagdo provado em [5], aplicar o Método de
Iteracao Monotdnica, de forma a provar que entre uma sub e uma
supersolucdo, existe uma soluc3o.
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Dada u € BV(Q), sabemos que podemos usar o Teorema de
Radon-Nikodym para decompor Du como

Du = D?u + D®u, J

onde D?u é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue
LN, enquanto D%u é singular com respeito 3 essa medida.
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Dada v € BV(Q), sabemos que podemos usar o Teorema de
Radon-Nikodym para decompor Du como

Du = D?u + D®u, J

onde D?u é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue
LN enquanto D%u é singular com respeito a essa medida. Entretanto,
precisamos estudar de maneira mais profunda a medida D®u, lidando com
as Jump part e Cantor part, denotadas D/u e DCu, respectivamente.
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Para defini-las, vamos seguir [1]. Primeiramente, para um dado
u € BV(Q), dizemos que x € Q é um Lebesgue point para u, se existir

i(x) tal que
1
lim — |u(y) — d(x)|dy = 0. (3)
=0 P g, ()
2
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Para defini-las, vamos seguir [1]. Primeiramente, para um dado

u € BV(Q), dizemos que x € Q é um Lebesgue point para u, se existir
i(x) tal que

1
lim — u(y) — id(x)|dy = 0. 3
lim, 2w B,,(x)| (v) — d(x)ldy (3)

Denotamos por S, o conjunto dos pontos de €2, os quais ndo sio

Lebesgue points, ou seja, x € Q\S, se e somente se existe i(x) tal que (3)
se verifica.
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Para defini-las, vamos seguir [1]. Primeiramente, para um dado
u € BV(Q), dizemos que x € Q é um Lebesgue point para u, se existir
i(x) tal que
1
im 7 [ Ju(y) — 6(x)|dy = 0. 3)
p=0 oM i,
Denotamos por S, o conjunto dos pontos de €2, os quais ndo sio
Lebesgue points, ou seja, x € Q\S, se e somente se existe i(x) tal que (3)
se verifica.
Para uma fun¢do u € BV(Q), dizemos que x € Q é um approximate jump
point se existirem reais u~(x) < uT(x) e um vetor v, € SN~ tal que
1

. L o+ _
0 [ 1900) = 6 Rl =0

onde B (x) = {y € By(x); {y — x,v) > 0} and
B, (x) ={y € By(x); (y — x,vu) < 0}.
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

O conjunto dos jump points de u é denotado por J,. Pelo Teorema de
Federer-Vol'pert (ver [1][Theorem 3.78]), para todo u € BV(Q2), existe
uma quantidade enumerdvel de hipersuperficies Lipschitz I, tais que

HN <5u\ U rk> = 0.

keN

Além disso, HVN=1(S,\J,) = 0.
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

O conjunto dos jump points de u é denotado por J,. Pelo Teorema de
Federer-Vol'pert (ver [1][Theorem 3.78]), para todo u € BV(Q2), existe
uma quantidade enumerdvel de hipersuperficies Lipschitz I, tais que

HN <5u\ U rk> = 0.

keN

Além disso, HV=1(S,\J,) = 0. Denotamos

Diu=DsulJ, e Du=Dsul(Q\S.), ]

como Jump e Cantor parts de Du, respectivamente.
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

A jump part D/ u pode também ser caracterizada como

Di(u) = (u — u)wHV 7 Uy
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

A jump part D/ u pode também ser caracterizada como

Di(u) = (u — u)wHV 7 Uy

Para um dado u € BV/(2), em vdrios resultados, é necessario se
trabalhar com um representante que surja como o limite de convolugdes de
u com funcdes regularizantes.
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

A jump part D/u pode também ser caracterizada como

Di(u) = (u — u)wHV 7 Uy

Para um dado v € BV(2), em varios resultados, é necessério se
trabalhar com um representante que surja como o limite de convolucdes de

u com funcgdes regularizantes. Esse é o chamado precise representative de
u, denotado por u* e é definido por

i(x) sex e Q\S,,
ui(x) = ut(x) + u(x)

> se x € J,.
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

A jump part D/u pode também ser caracterizada como

Di(u) = (u — u)wHV 7 Uy

Para um dado v € BV(2), em varios resultados, é necessério se
trabalhar com um representante que surja como o limite de convolucdes de
u com funcgdes regularizantes. Esse é o chamado precise representative de
u, denotado por u* e é definido por

i(x) sex e Q\S,,
ui(x) = ut(x) + u(x)

> se x € J,.

Assim, se (pe)e>0 € uma familia de fun¢des regularizantes, entdo
u* pe — u* pontualmente, quando € — 0.
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Para a abordagem que vamos seguir, serd ainda muito importante usar
uma versdo da Regra da Cadeia para fungdes em BV/(Q).
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Para a abordagem que vamos seguir, serd ainda muito importante usar
uma versdo da Regra da Cadeia para fungdes em BV/(Q).

Teorema 6.1.1 (ver [1][Theorem 3.96])
Seja u € BV(Q) N L®(Q) e g € CL(R) uma fungdo lipschitziana. Entdo
(g0 ) € BV(Q) N L2(Q) e

D?(gou) = g'(d)D?u,

D*(g o u) = g'(8)D°u,
enquanto .
Di(gou) = (g(ut) —g(u)) vuH" o

"k
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Enquanto o representante preciso de u € BV/(Q2) é util para propésitos
de regularizacdo, existe um outro representante, o qual se comporta

melhor com respeito 3 Regra da Cadeia em BV/(Q). Para g € C}(R) e
u e BV(Q2) N L>(Q), pelo Teorema 6.1.1 segue que
g(u) € BV(Q) N L=(Q). Além disso, definindo g(w)* como

ﬁ g(w(x)), . se x € Q\Sy,
g(w)i(x) = 1 / v

wt(x) — w—(x)

g(r)dr, sexe€ Jy,
w(x)

podemos unificar a notacdo da Regra da Cadeia, escrevendo

D(g(w)) = g'(w)? Dw. (4)

7N
N
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Vamos enunciar a seguir uma Férmula de Green para expressdes como
w div(z), onde z € L>®(Q,RN), div(z) € M(Q) e w € BV(Q) N L=(Q).
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Vamos enunciar a seguir uma Férmula de Green para expressdes como
w div(z), onde z € L>®(Q,RN), div(z) € M(Q) e w € BV(Q) N L=(Q).
Vamos denotar

DMy = {z e L(Q,RNY; div(z) e M(Q)} .
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Vamos enunciar a seguir uma Férmula de Green para expressdes como
w div(z), onde z € L>®(Q,RN), div(z) € M(Q) e w € BV(Q) N L=(Q).
Vamos denotar

DMo = {z e L(Q,RNY; div(z) e M(Q)} .

Para z € DM, e w € BV(2) N L*°(Q2), definimos a distribui¢do
(z, Dw) : D(Q2) — R como

el ) = — /Q ) = /Q wz - Vipdx, J

para toda ¢ € D(2). Com essa definicdo, pode-se provar que (z, Dw) é
uma medida de Radon, tal que

[ @Dw)| <2l l0wi®)

para todo boreliano B C €.

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de margo de 2021 17 / 64
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Para definir um andlogo da Férmula de Green, é necessdrio também
descrever o traco do produto escalar de z pelo campo normal exterior em
0. De fato, existe um operador v : DM (Q2) — L*°(09) tal que

V(2)| o 00) < |2]oo
e, se z € CLQ,RN),
Y(2)(x) = z(x) - v(x),

sobre 0. Denotaremos ~y(z) simplesmente por [z, v].
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Para definir um andlogo da Férmula de Green, é necessario também
descrever o traco do produto escalar de z pelo campo normal exterior em
0. De fato, existe um operador v : DM (Q2) — L*°(09) tal que

17(2)| L 00) < 12|

e, sez€ Cl(ﬁ,RN),
Y(2)(x) = z(x) - v(x),

sobre 0. Denotaremos ~y(z) simplesmente por [z, v]. Com essas
definicdes, pode ser provado que a seguinte Férmula de Green vale para
todo z € DM () e w € BV(Q2) N L™>(Q),

/ w*div(z /(z Dw) = / [z, v]wdH VL, (5)J

‘oY
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Decomposicao de Du e a Regra da Cadeia

Pode ainda ser provado a seguinte férmula do produto (no sentido das
distribuigdes) por z € DM () e w € BV(Q2) N L>®(Q),

div(wz) = (z, Dw) + w*div(z). (6)
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Resultados técnicos

Dizemos que (u, 1) é um par de sub-supersolugdo para (1) se,
u,u e BV(Q)NL®(Q), Du=D't=0,0 < u<T e existem campos
vetoriais z, Z € DM (), com |z|c, [Z|oo < 1, tais que
—divz+ [Du| < a(x)u+ h(x,u)em D'(Q),

(z, Du) = |Dulem M(Q),

—divz+ |Du| > a(x)u+ h(x,7)em D'(Q),

(z, Du) = |Dujem M(Q).

&
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Resultados técnicos

O préximo resultado é muito importante para que possamos utilizar o
método de sub-supersolucdes.
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Resultados técnicos

O préximo resultado é muito importante para que possamos utilizar o
método de sub-supersolucdes.

Lema 6.2.1

Seja Q € RN um aberto, limitado e com fronteira Lipschitz e seja b uma
funcdo ndo-negativa em L9(Q), para g > N. Ent3o existe pelo menos uma
solucdo para o problema

Du
—div [ — | + |Du| = b(x) em €,

(1a7) 1201 =509 ™)
u =0 sobre 0.

N,
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Resultados técnicos

Além disso, se
1_nN—1y\—1
blg < (SI2177) 7,
entdo existe uma constante C = C(N, (, q) tal que

_1
Jufoo < ClEIR T,

(9)

N .
onde pg € tal que 1 < pp < ————, 0 qual existe, uma vez que g > N.
q'(N-1)
v
)
‘o
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Resultados técnicos

Lema 6.2.2

Sejam c e d duas fungdo n3o-negativas em L}(Q) com ¢ < d g.s. em Q.

Considere os problemas

. Duy
iv (\Dull) + |Du | c(x) em Q,
up = 0 sobre 09,

—div (|gu2|)+|Du2| =d(x) em Q,
u, = 0 sobre 09Q.
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Resultados técnicos

Se u; for uma solu¢do do primeiro problema e wup, do segundo, entdo
u < up g.s. em €.

o F
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Resultados técnicos

Se vy for uma solugdo do primeiro problema e uy, do segundo, entdo
u < up g.s. em €.

Observacao

Uma consequéncia direta do tltimo resultado é que a solucdo mencionada

no Lema 6.2.1 é Unica.
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Resultados técnicos

Lemma 6.2.4

Suponha que valham (a1), (h1) e (h2). Se a fungdo a é tal que |a| €

pequeno o suficiente, entdo existem u, T € BV/(Q) N L>(RQ) tais que
i) 0<u(x)<d(x)q.s. em Q with u # 0.

i) u é uma subsolugcdo e T é uma supersolugdo de (1).
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Resultados técnicos

Lemma 6.2.4

Suponha que valham (a1), (h1) e (h2). Se a fungdo a é tal que |a| €

pequeno o suficiente, entdo existem u, T € BV/(Q) N L*>°(Q) tais que
i) 0<u(x)<d(x)q.s. em Q with u # 0.

i) u é uma subsolugcdo e T é uma supersolugdo de (1).

Demonstracao

Seja u € BV(Q) a dnica solugdo n3o-negativa de

div (’g ‘) ] = eibd) i @,

(10)

u = 0 sobre 09.
y
»
i
Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de margo de 2021

26 / 64



Resultados técnicos

Pelo Lema 6.2.1, se

aleo < (SI21")

entdo a satisfaz (8) e, pelo Lema 6.2.1, u € L*>°(Q).

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano
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Resultados técnicos

Pelo Lema 6.2.1, se )
oo < (SIQIF)

entdo a satisfaz (8) e, pelo Lema 6.2.1, u € L*>°(Q).

Para provar i), primeiramente, consideremos 1 > 0 fixo e tal que

0< Qs < = (5|Q|*_;1>71.

(11)
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Resultados técnicos

Pelo Lema 6.2.1, se )
oo < (SIQIF)

entdo a satisfaz (8) e, pelo Lema 6.2.1, u € L*>°(Q).
Para provar i), primeiramente, consideremos 1 > 0 fixo e tal que

1_to1y—1
0 <l < > (5|Q| ) . (11)
Agora, consideremos T € BV(2) N L*°(2), a unica solugdo do problema

—div (|g |)—|—|Du| =n+ a(x) em Q,

(12)
u = 0 sobre 012.

N
A
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Resultados técnicos

Ent3o, do Lema 6.2.2, concluimos que 0 < u(x) < @(x) q.s. em Q com
u # 0, o que prova a condigdo (/).
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Resultados técnicos

Ent3o, do Lema 6.2.2, concluimos que 0 < u(x) < @(x) q.s. em Q com
u # 0, o que prova a condigdo (/).

Para provar (ii), note que, usando a defini¢do de u e a Observagdo 8,
temos que,

IA

a(x) — a(x)u — h(x; u)

(1 = w)a(x) = (1 — wa(x)
0,

~aiv (p%) +1Dul - al)u — hix, o

IN

o que implica que u é uma subsolu¢do de (1).

Vav
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Resultados técnicos

Como © é uma solugdo de (12), entdo (h2) implica que

. Du -\ a(x)) — a(x)u — h(x.u
_div (|D |)+|Du| a(x)T— h(x,T) = (n+ a(x)) — a(x) — h(x, )

v

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de margo de 2021 29 / 64




Resultados técnicos

Como © é uma solugdo de (12), entdo (h2) implica que

. Du -\ a(x)) — a(x)u — h(x.u
_div (|D |)+|Du| a(x)T— h(x,T) = (n+ a(x)) — a(x) — h(x, )

> (n+a(x)) — a(x)u — a(x)

v
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Resultados técnicos

Como © é uma solugdo de (12), entdo (h2) implica que

. Du -\ a(x)) — a(x)u — h(x.u
_div (|D |)+|Du| a(x)T— h(x,T) = (n+ a(x)) — a(x) — h(x, )

> (n+a(x)) — a(x)u — a(x)
—a(x)T
> 1) — |aloo([Tloo + [Tl551)-(13)

v
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Resultados técnicos

Como © é uma solugdo de (12), entdo (h2) implica que

| D_ u = alx —
div (|D |)+|Du\ ()T — h(x,T) = (3+a(x))

> (n+a(x)) — a(x)u — a(x)
—a(x)a
> 1~ |alo([a]oo + [Tl5s 1) (13)

Se a € L*°(Q) for tal que

0 < Jalwollf < 2 (sI7~F)

entdo, por (11), (14) e pela Desigualdade de Minkowski, temos que

i+ a()lq < (Sl2? 7).

a(x)u — h(x, 1)

(14)

v

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano

19 de margo de 2021

29 / 64



Resultados técnicos

Da dltima desigualdade e do Lema 6.2.1, temos que
1_N-1 ,,0;_11
Ao < C (SIQI7 )P (15)
Por (13) e (15), segue que
u
d Du
v (1pg) + 10
1_N-1y oo
—a(x)ut— h(x,7) > n—lale | C (5|Q|q’ N ) (16)
1 1 N-1N\ T
Woin (5|Q|q’ 0 ) .
=
Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de margo de 2021 30 / 64



Resultados técnicos

Consideremos a fungdo real

—1

g(t)zn—t( (sl =)™+ (sja

B,

\
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Resultados técnicos

Consideremos a func3o real

=1 -
g(t)=n—t (C (5|Q|$_%)P0_1 +c! (S|Q|ql/_NN1)PO_1) ‘

Note que g(0) =71 > 0 e g é continua em t = 0. Entdo, por continuidade,

existe v > 0 tal que

g(t) >0, Vtelo,v).

(18)

Marcos Pimenta (Unesp)
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Resultados técnicos

Consideremos a func3o real

=i P =
At —m (C (5|Q|q*'—¥) Pl | crt (S|Q|$—”~1) "0‘1) .

Note que g(0) =71 > 0 e g é continua em t = 0. Entdo, por continuidade,
existe v > 0 tal que

g(t) >0, Vtelo,v). (18)

Se considerarmos a fungdo a tal que (14) vale e ainda tal que
|aloo € [0,7), temos de (17) e (18), que T é uma supersolugdo de (1).

Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Seja (u, ) um par de sub-supersolu¢des dados pelo Lema 6.2.4. Para
provar o Teorema 6.0.2, usamos o Método da lteracdo Monotbnica para
mostrar que, entre (u, T), existe uma solugdo de (1).

AV((
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Seja (u, ) um par de sub-supersolu¢des dados pelo Lema 6.2.4. Para
provar o Teorema 6.0.2, usamos o Método da lteracdo Monotbnica para

mostrar que, entre (u, T), existe uma solugdo de (1). Para simplificar a
notacdo, para x € Q and t € R, denotemos

f(x,t) = a(x)t + h(x,t).

&
Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Seja (u, ) um par de sub-supersolu¢des dados pelo Lema 6.2.4. Para
provar o Teorema 6.0.2, usamos o Método da lteracdo Monotbnica para
mostrar que, entre (u, T), existe uma solugdo de (1). Para simplificar a
notacdo, para x € Q and t € R, denotemos

f(x,t) = a(x)t + h(x, t).
Definimos

f(x,u(x)), set>u(x),
f(x,t) =14 f(x,t), seu(x)<t
f(x,u(x)), set< u(x)

e note que, como a > 0 e t — h(x, t) é ndo-decrescente, segue que
t — f(x,t) é ndo-decrescente.

Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Seja ug = u e considere o seguinte problema

D .
—div ( DU1 ) + |Duy| = f(x, up) em D'(Q),
| Du | (19)
u; = 0 sobre 0S2.
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Seja ug = u e considere o seguinte problema

—div ( gul ) + |Duy| = F(x, up) em D'(Q),
| Dun | (19)
u; = 0 sobre 0S2.

Por [5][Theorem 3.2], existe u; uma solugdo de (19), isto é, uma fungdo
up € BV(Q) N L%°(R) tal que DVu; = 0, e um campo vetorial
21 € DMo(Q) tal que |z1|o0 < 1€

—div 23 + |Duy| = f(x, ug) em D'(Q),
(Zl, Du1) = |DU1| em M(Q),

u; = 0 sobre 09Q.
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Como up = u é uma subsolugdo de (1), entdo existe um campo vetorial
zp € DM () tal que |zp|oo <1 e

—div zo + |Dug| < f(x,up) em D'(Q),

(20. Du) = | Duo|em M(Q),

&
Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Como up = u é uma subsolugdo de (1), entdo existe um campo vetorial
zp € DM () tal que |zp|oo <1 e

—div zo + |Dug| < f(x,up) em D'(Q),

(20. Du) = | Duo|em M(Q),

Ent3o, no sentido das distribui¢des,

—div zg + |DUO|

IN

f(x, uo)

= F(x, uw)
= —div z; + |Duy|

e, assim, pelo Principio da Comparagdo (ver [5][Theorem 3.5]), segue que

up < up q.s. em .

Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Como T é uma supersolucdo de (1), segue que, no sentido das
distribuicoes,

—divzy +|Du| = F(x, w)
< f(x,1)
= f(x,0)
< —divz+ |Dul.

&
Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Como T é uma supersolucdo de (1), segue que, no sentido das
distribuicoes,

—divzy +|Du| = F(x, w)
< f(x,1)
= f(x,0)
< —divz+ |Dul.

Ent3o, novamente pelo Principio da Comparac3o, segue que u; < T g.s.
em €. Assim,
up<wup <u qg.s. em €.

AV‘((
Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Pelos argumentos precedentes, para um dado k € N e uma funcao
ux € BV(Q), tal que D/uy =0,

—div ( Du ) + |Duy| = f(x, uk—1) em D'(Q),
| Duy|

(zk, Dux) = |Dug|em M(2), (20)
L ux = Osobre 992
e tal que
U<ue 1 <u<u q.s. em£, J

19 de margo de 2021 37 / 64



Demonstracao do Teorema 6.0.2

existe uma funcdo uxy1 € BV(Q) tal que D/uy, 1 = 0 e um campo
vetorial zx 11 € DM () tal que |zx11]00 < 1,

—div zjy1 + |Dugy1| = f(x, u)em D'(Q),
(zk+1, Duk+1) = |Dugsa| em M(Q), (21)

uk+1 = Osobre 092

e
O0<u<uyy<w<.<wy<u1<u qgs. emQQ. (22)J
N
‘o

19 de margo de 2021 38 / 64



Demonstracao do Teorema 6.0.2
Lemma 6.3.1

A sequéncia (uk)ken € limitada em BV/(Q).
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Lemma 6.3.1
A sequéncia (uk)ken € limitada em BV/(Q).

Demonstracao
Vamos usar uy_ ; € BV(2) N L*°(2) como fungdo teste em (21).

[ 1Ducsal < [+ )| Ducea
0 0
= /(Zk+1,DUk+1)+/ k41| DUk
Q Q
= —/ ui+1divzk+1+/u}i+1|Duk+1|
Q Q
= /F(X, uk)uk+1dx
0
< |U|Oo/f(x,ﬁ)dx.
Q
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Pelo dltimo resultado e pelas imersdes de BV/(2), segue que existe
u € BV(Q) tal que

up — u em L9(Q), quando k — +o0, (23)
para todo g € [1,1%).

&
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Pelo dltimo resultado e pelas imersdes de BV/(2), segue que existe
u € BV(Q) tal que

ug — u em L9Q), quando k — 400, (23)
para todo g € [1,1%).

De agora em diante, para mostrar que a funcdo v é de fato uma solucao
de (1), seguiremos os argumentos constantes em [6].

Vamos estudar o comportamento da sequéncia de campo de vetores
(zk)ken em L1(,RN). Primeiramente, note que é uma sequéncia
limitada em L>°(,RN). Entdo, existe z € L>(Q, RV) (que de fato
satisfaz |z| < 1), tal que

/ zy - pdx — / z-1dx, quando k — +o0. (24)J
Q Q
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Note que, para todo o € C°(Q), como Vg € L2(Q,RN), por (24),
temos que

/zk-Vqﬁdx—)/z-qudx, as k — +o0,
Q Q

de onde segue que

divzy — divz, em D'(Q). (25)J

&
Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.2

O campo vetorial z pertence a DM (Q).
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.2
O campo vetorial z pertence a DM ().

Demonstracao

De (21), (23), (25) e da semicontinuidade inferior da norma de BV/(Q)
com respeito a convergéncia de [1(), segue que

—divz + |Du| < f(x,u) em D'(Q). (26)

Assim, z € DM (Q2).

AV‘((
Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.3

A funcdo u satisfaz

—divz + |Du| = f(x, u)

em /().

(27)
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.3

A funcdo u satisfaz

—divz + |Du| = f(x,u) em D'(Q). (27)

Demonstracao

Primeiramente, vamos descobrir que problema a funcdo e~ Yk+! satisfaz.

Note que, pela Regra da Cadeia para BV(f2), como t ++ et é
diferencidvel,

D(e “+1) = (e7“+1)*Dug 1.

&
Yau S
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Entdo, e U+ € BV(Q). Ainda, do fato de que uy é uma fungdo
ndo-negativa, vemos que e “k+1 € [*°(Q). Entdo podemos aplicar a
férmula do produto (6), de forma que

—div (e "zpyq) = div((1 — e H)zpyq) —divzey

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de margo de 2021
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Entdo, e U+ € BV(Q). Ainda, do fato de que uy é uma fungdo
ndo-negativa, vemos que e “k+1 € [*°(Q). Entdo podemos aplicar a
férmula do produto (6), de forma que
—div (e "zpyq) = div((1 — e H)zpyq) —divzey

= (zk41, D(1 — e ")) + (1 — e ") "divzyyq

v
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Entdo, e U+ € BV(Q). Ainda, do fato de que uy é uma fungdo
ndo-negativa, vemos que e “k+1 € [*°(Q). Entdo podemos aplicar a
férmula do produto (6), de forma que

—div (e "zpyq) = div((1 — e H)zpyq) —divzey
= (zk41, D(1 — e ")) + (1 — e ") "divzyyq
—div Zii1

v
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Entdo, e U+ € BV(Q). Ainda, do fato de que uy é uma fungdo
ndo-negativa, vemos que e “k+1 € [*°(Q). Entdo podemos aplicar a
férmula do produto (6), de forma que

—div (e "zpyq) = div((1 — e H)zpyq) —divzey
= (zk41, D(1 — e ")) + (1 — e ") "divzyyq
—div Zii1

= |D(1— e )| — (e711) divzgs

v
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Entdo, e U+ € BV(Q). Ainda, do fato de que uy é uma fungdo
ndo-negativa, vemos que e “k+1 € [*°(Q). Entdo podemos aplicar a
férmula do produto (6), de forma que

—div (e "zpyq) = div((1 — e H)zpyq) —divzey
= (zk41, D(1 — e ")) + (1 — e ") "divzyyq
—div Zii1

= |D(1— e )| — (e711) divzgs

= (%) |Duya] + (e7*1)* (FOx, ) | Dura)

v
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Entdo, e U+ € BV(Q). Ainda, do fato de que uy é uma fungdo
ndo-negativa, vemos que e “k+1 € [*°(Q). Entdo podemos aplicar a
férmula do produto (6), de forma que

—div (e "zpyq) = div((1 — e H)zpyq) —divzey
= (zk41, D(1 — e ")) + (1 — e ") "divzyyq
—div Zii1

= !D(l — e‘“““)! — (e7" 1) divzyyq

= (€71 Dueys| + (e74)" (F(x, ) = |Duesa)

= (e ") F(x, uk), (28
em D'(Q) (na igualdade acima, usamos o fato de que

(zk+1, D(1 — e U+1)) = |D(1 — e~ !+1)|, o que pode ser provado como
em [6][Remark 3.4]).

v
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Agora, calculando o limite quando kK — 400 em ambos os lados de
(28), temos que, no sentido das distribuicbes

—div (e "z 1) — —div(e “z), (29)

como uy — uin LY(Q) e zx 1 — z in LY(Q,RN).

&
Yau S
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Agora, calculando o limite quando kK — 400 em ambos os lados de
(28), temos que, no sentido das distribuicbes

—div (e "+zy 1) — —div(e “2), (29)
como u — uin LY(Q) e zx1 1 — z in LY(Q,RN). Além disso,
(e7U+)f(x, ux) — (e7“)F(x, u), (30)

uma vez que ux — u em LY(Q).

Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Agora, calculando o limite quando kK — 400 em ambos os lados de

(28), temos que, no sentido das distribuicbes
—div (e "+zy 1) — —div(e “2), (29)
como u — uin LY(Q) e zx1 1 — z in LY(Q,RN). Além disso,
(e~ ) F(x, k) — (e~“)f(x, u), (30)
uma vez que ux — u em LY(Q).
Assim, por (28), (29) e (30), temos que
—div(e ¥2) = (e ¥)f(x,u) em D'(Q). (31))

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Levando em conta (26), (31) e pela Regra da Cadeia (4), temos que,
em D'(Q),

—div(e™z) = —(e “)'divz— (27 D(e’”)”)
< (e"")f(x,u) = (e7")¥|Dul — (Z’ D(e‘””)
< (e7)F(x,u) = (e7*)|Du| + | D(e™)]
= (e7")f(x,u)
= —div(e “2).

Ent3o todas essas desigualdades s3o, em verdade, igualdades.

Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Em particular,

— (e )divz — <z, D(e—“)ﬁ> = (e ")F(x, u) — (e~")*|Du| — (z, D(e—“)ﬁ)
e entao 5
(e7¥)* (=divz + |Du|) = (e “)F(x,u) in D'(Q).

Isso, por outro lado, implica que

—divz + |Du| = f(x,u) = f(x,u) em D'(Q)

e isso finaliza a demonstrac3o.

&
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.4

A fung3o u e o campo vetorial z satisfazem a seguinte igualdade, no
sentido das medidas em €,

(z, Du) = |Du.
v
»
‘o
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.4

A fung3o u e o campo vetorial z satisfazem a seguinte igualdade, no
sentido das medidas em €,

(z, Du) = |Du.

Demonstracao

Seja ¢ € D(Q2), ¢ > 0. Primeiramente, note que

/@Uﬁ|DU| < ”minf/ pug+1|Dupy1l- (32)
Q k—+oco Jo

Em (21), consideremos puk41 como fungdo teste. Entdo
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

—/Quk+1<PdiVZk+1+/Quk+1<P|DUk+1| Z/QF(X, Uk) Ukt 1pdX.

o F
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

—/ uk+1<pdivzk+1+/ uk+1<p|Duk+1|:/ f(x, Uk ) Uk+1pdX.
Q Q Q

Por (6),

((Zk+1aDUk+1)7SO>+/Uk+180’DUk+1| = /sOdiV (Uk+1Zk+1)
Q Q

+/ F(x, uk) uk+1pdx.
Q

y
)

‘o
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

—/Quk+1<pdivzk+1+/Quk+1<p|Duk+1|:/Qf(x, Uk ) Uk+1pdX.
Por (6),

((Zk+17DUk+1)7‘10>+/Uk+180’DUk+1’ = /sOdiV (Uk+1Zk+1)
Q Q

+/ F(x, uk) uk+1pdx.
Q

Como (z+1, Duky1) = |Duk41], calculando o limite, quando k — +o0,
usando a semicontinuidade inferior da norma de BV/(Q2) com respeito a
convergéncia de L1(R) e por (32), segue que

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de marco de 2021
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

/90|Du| < /f(x, u)ugodx-l—/(pdiv (uz)—/ up|Dul|
Q Q Q Q
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

/ | Dul
Q

IA

/Qf(x, u)ugodx—l—/ﬂ@div (uz)—/ﬂug0|Du|
= /ng(div (uz) — udiv (z))+/ﬂug0|Du|—/QUﬁ<P|DU|

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

/ | Dul
Q

IA

/Qf(x, u)ugodx-i—/ﬂcpdiv (uz)—/ng0|Du|
= éng(d;v (L)lZ)—UdiV (z))—l—/ngo|Du|—/QUﬁ<P|DU|
= {((z,Du), ),

onde foi usado que u? é igual ao representante preciso de u (lembre-se que
g(w)* coincide com o representante preciso se g é uma func3o afim).

Vai.\
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

/ | Dul
Q

IA

/Qf(x, u)ugodx-i—/ﬂcpdiv (uz)—/ﬂug0|Du|
_ éng(d;v (L>Jz)—udiv (z))+/ﬂugo|Du|—/Qu%lDUI
= z,Du),p),

onde foi usado que u? é igual ao representante preciso de u (lembre-se que
g(w)* coincide com o representante preciso se g é uma func3o afim).
Entao

|Du| < (z,Du), em M(Q),

o que implica que de fato (z, Du) = |Dul|, ja que a desigualdade contréria
segue de [6][Proposition 2.1] e do fato de que |z| < 1.
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.5

A funcdo u satisfaz '
D/u=0.

Como DYu é absolutamente continuo com respeito a medida #V=1, por
[3][Section 5.9], existe uma quantidade enumerdvel de hipersuperficies de
classe C!, {T'y}en, tais que

HNV=L(U,\ U2, T) = 0.

Ent3o, é suficiente mostrarmos que

|D/u|(T) =0, VkeN. (33)

!
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Para isso, é suficiente provar que, para todo xg € Ik, existe um aberto
U, tal que xp € U e .
|Dul(UNTg) =0. (34)

De fato, supondo (34), segue que, para todo compacto K C Iy,
|DJu|(K) = 0, o que implica em (33).

4
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Para isso, é suficiente provar que, para todo xg € Ik, existe um aberto

U, tal que xp € U e .
|DYul(UNTg) =0. (34)

De fato, supondo (34), segue que, para todo compacto K C Iy,
|D/u|(K) = 0, o que implica em (33).

Para mostrar (34), vamos escolher um vetor normal v, tal que
v(x) = vy(x), g.s. em ', N J,, com respeito 3 medida HN~1. Ent3o,
considere U um aberto com fronteira suave, tal que xo € Ue UNT, C Q.
Seja np € N tal que x + tv(x) € 02, para todo x € UNT e

t € (—1//70, 1/[70).

4
Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de marco de 2021 52 / 64



Demonstracao do Teorema 6.0.2

Para isso, é suficiente provar que, para todo xg € Ik, existe um aberto

U, tal que xp € U e .
|DYul(UNTg) =0. (34)

De fato, supondo (34), segue que, para todo compacto K C Iy,
|D/u|(K) = 0, o que implica em (33).

Para mostrar (34), vamos escolher um vetor normal v, tal que
v(x) = vy(x), g.s. em ', N J,, com respeito 3 medida HN~1. Ent3o,
considere U um aberto com fronteira suave, tal que xo € Ue UNT, C Q.
Seja np € N tal que x + tv(x) € 02, para todo x € UNT e
t € (=1/ng,1/ng). Agora, para cada n > ng, seja

1
U, = {X—i—tz/(x); xe UNTyg, |t] < E}’
e note que

ﬂ U,=UnNTy.

n>ng

4
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Além disso, para uso futuro, vamos dividir OU, em trés partes
oU, = ESUE; UE?,

onde EX C {x+ lu(x); x e UNTy}.
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Como a igualdade em (27) pode ser vista no sentido das medidas, segue
que, depois de multiplicar ambos os lados por u*,

—/ u*div(z)—l—/ u*|Du]:/ f(x, u)udx.
n Un Uy
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Como a igualdade em (27) pode ser vista no sentido das medidas, segue
que, depois de multiplicar ambos os lados por u*,

—/ u*div(z)—i—/ u*\Du]:/ f(x, u)udx.
n Un Uy

Pela Férmula de Green (5) e pelo Lema 6.3.4, segue que

/ |Du|—/ u[z,n]dHN1+/ u*|Du| = f(x, u)udx,
Un OUn Un Un
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Como a igualdade em (27) pode ser vista no sentido das medidas, segue

que, depois de multiplicar ambos os lados por u*,

—/ u*div(z)—i—/ u*\Du]:/ f(x, u)udx.
n Un Uy

Pela Férmula de Green (5) e pelo Lema 6.3.4, segue que

/ |Du|—/ u[z,n]dHN1+/ u*|Du| = f(x, u)udx,
Un OUn Un Un

o que implica que

/ (1—|—u*)|Du|—/ u[z,n]d’HN_lz/ f(x, u)udx,
- oU, n

onde 7 denota o vetor normal exterior a QU,,.

(35)
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Para calcular o limite, quando n — +00, vamos analisar

n—-+o00

lim / u[z, n]dH" 1L,
oUn

uma vez que, trivialmente, vemos que

n——+o00

i /Un(1+ u*)| Dyl = /Umrk(1+ 4*)|Du (36)

lim / f(x, u)udx:/ f(x, u)udx = 0. (37)
assreen iy, unr

v
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Para calcular o limite, quando n — +00, vamos analisar

lim / u[z, n]dH" 1L,
oUn

n—-+o00

uma vez que, trivialmente, vemos que

i /(1+u*)|ou\:/ (1+ u*)| Dy (36)
D=8 Iy Unry

lim / f(x, u)udx:/ f(x, u)udx = 0. (37)
assreen iy, unr

Note que

lim / uz,ndHN_lzzl:/ uj[z,nd%N_l7
T fos [z, 7] ot [z, 7]

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de margo de 2021 55 / 64



Demonstracao do Teorema 6.0.2
enquanto

n—-+00

lim / u[z,n]dH" =1 =0,
E}

uma vez que

[N EY=0(UNTy) e HN-Y(A(UNT,))=0.

n>ng
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

enquanto

lim / u[z,n]dH" =1 =0,
E}

n—-+00

uma vez que

[N EY=0(UNTy) e HN-Y(A(UNT,))=0.

n>ng

Assim, segue que

i / ulz, n]dHN 1 = / (" — )z nldHVL. (38)
n—=+ Jau, unry

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de marco de 2021 56 / 64



Demonstracao do Teorema 6.0.2

enquanto

n—-+00

lim / u[z,n]dH" =1 =0,
E}

uma vez que

[N EY=0(UNTy) e HN-Y(A(UNT,))=0.

n>ng

Assim, segue que

i / ulz, n]dHN 1 = / (" — )z nldHVL. (38)
n—=+ Jau, unry

Considerando (35), (36), (37) e (38), segue que

[ aewou= [ @ - )zaant . (39)
unr unr
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

No lado esquerdo de (39), podemos substituir |Du| por |D’/u| uma vez
que, por [1][Proposition 3.92], D?u e D u se anulam em [',. Ent3o, (39)

implica que

/ (14 u™)| Dy :/ (1+ u™)|Dul
unr unr
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

No lado esquerdo de (39), podemos substituir |Du| por |D’/u| uma vez

que, por [1][Proposition 3.92], D?u e D u se anulam em [',. Ent3o, (39)

implica que

/ (14 u™)| Dy
unr

/“ (1+ u™)|Dul
unr

/ (ut — u_)[z,n]d?-[N_1
unry

IN
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

No lado esquerdo de (39), podemos substituir |Du| por |D’/u| uma vez
que, por [1][Proposition 3.92], D?u e D u se anulam em [',. Ent3o, (39)
implica que

/ (14 u™)| Dy
unr

/“ (1+ u™)|Dul
unr

/ (u — u_)[z,n]dHN_1
unry

/ lut — u™ [dHN T
unr g

IN

IN

v
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

No lado esquerdo de (39), podemos substituir |Du| por |D’/u| uma vez
que, por [1][Proposition 3.92], D?u e D u se anulam em [',. Ent3o, (39)
implica que

/ (14 u™)| Dy
unr

/“ (1+ u™)|Dul
unr

/ (u — u_)[z,n]dHN_1
unry

/ lut — u™ [dHN T
unr g

= / |Dju],
unry

o que implica que fUka u*|D/u| <0.

IN

IN
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

No lado esquerdo de (39), podemos substituir |Du| por |D’/u| uma vez
que, por [1][Proposition 3.92], D?u e D u se anulam em [',. Ent3o, (39)
implica que

/ (1+ u")| DVl
unr

/ (1+ u™)| Dyl

unr

| @ )zt
unry

/ lut — u™ [dHN T
unr g

= / |Dju],
unry

o que implica que u*|D/u| < 0. Como o integrando é n3o-negativo,
Uunry g g
segue que

IN

IN

w*|Du|[(UNTg) = 0. (40)

v
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Por outro lado, levando em conta que v* = %(uJr +u~) em J,, segue
que

o Dlf = %(u++u_)(u+—u_)HN_lL(UﬁrkﬂJu)

&
Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Por outro lado, levando em conta que v* = %(uJr +u~) em J,, segue
que

u|Diu| = %(u+ +u)(ut — )MV (UNTe N 4y)
_ %((Lﬁ)? W RN (UN TN ). (41)

&
Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Por outro lado, levando em conta que v* = %(uJr +u~) em J,, segue
que

u*|Diy| = %(u+ +um)(ut — u Y HN (U TN )
- %((U+)2—(u_)2)’HN_1L(UﬂrkﬂJu)- (41)

Finalmente, por (40) e (41) segue que u™ = u~ q.s. em UNT,NJ,, com
respeito 3 medida HV~1. Assim, pela definicio de D/u, temos (34).

Vav
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.6

A funcdo u se anula q.s. em 9%, com respeito a medida HN1.

[m] = =
Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano



Demonstracao do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.6

A func3o u se anula g.s. em 9, com respeito 3 medida #N~1L.

Demonstracao

Primeiramente, vamos usar u,ﬁ(Jrl como fungdo teste em (21), do que segue
que

_ /Q ulﬁd_ldiv Zpy1 + /Q u£+1|Duk+1| = /Q F(X, ug)ug+1 + ok (1).
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.6

A func3o u se anula g.s. em 9, com respeito 3 medida #N~1L.

Demonstracao

Primeiramente, vamos usar uLl como fungdo teste em (21), do que segue
que

—Aﬁﬂmuﬂ+4ﬁﬂm%m=AR&MWH+wm.

Pela Férmula de Green (5) e levando em conta que uk4+1 = 0 g.s. em 0Q
com respeito a medida HV-1 e (zk+1, Uk+1) = |Dugy1|, temos que

L 10wl + [ dhaloual = [ Foxuues + o).
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Como os funcionais Ji1, 7> : BV(Q) — R, dados por

Ti(w) = [q|Dw|+ [oq Iw|dHN"Y e To(w) = [ w#|Dw|+ [, W72dHN_1
s3o semicontinuos inferiormente com respeito & convergéncia de L1(Q) e
ukr1 — uem LY(Q), pela Férmula de Green (5) e (27), segue que

/|Du|+/ lu|dHN
+/ uﬁ|Du|+/ —dHNfl
Q o 2

IN

/Q f(x, u)udx
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Como os funcionais Ji1, 7> : BV(Q) — R, dados por

Ti(w) = [q|Dw|+ [oq Iw|dHN"Y e To(w) = [ w#|Dw|+ [, W72dHN_1
s3o semicontinuos inferiormente com respeito & convergéncia de L1(Q) e

ukr1 — uem LY(Q), pela Férmula de Green (5) e (27), segue que

/|Du|+/ lu|dHN
+/uﬁ|DuH—/ —dHNfl < /f(x u)udx
Q o 2
= / tid|vz—|—/ u*| Du|
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Como os funcionais Ji1, 7> : BV(Q) — R, dados por

Ti(w) = [q|Dw|+ [oq Iw|dHN"Y e To(w) = [ w#|Dw|+ [, W72dHN_1
s3o semicontinuos inferiormente com respeito & convergéncia de L1(Q) e
ukr1 — uem LY(Q), pela Férmula de Green (5) e (27), segue que

/|Du|+/ lu|dHN
Q o0

2
+/ uﬁ|DuH—/ gyt
Q o0 2

IN

/F(x, u)udx
Q
= —/uﬁdivz+/un\Du|
Q Q
= /|Du|—/ [z, V]u*dH N1
Q o

+/ u*| Du|.
Q
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Ent3o, temos que

2
/ (|u| + [z, V]uﬁ> dHN ! +/ —dHN 1 <.
o0 o 2

A segunda integral acima é claramente positiva, enquanto a primeira é
também positiva, uma vez que

2]l < l2loe < 1.

Assim, u =0 q.s. em 9K, com respeito a medida #N 1.
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Demonstracao do Teorema 6.0.2

Ent3o, temos que

2
/ (|u\ + [z, z/]uﬁ) dHN ! +/ —dHN 1 <.
o0 o 2

A segunda integral acima é claramente positiva, enquanto a primeira é
também positiva, uma vez que

2]l < l2loe < 1.

Assim, u =0 q.s. em 9K, com respeito a medida #N 1.

v

Pelos Lemas 6.3.3, 6.3.4, 6.3.5 e 6.3.6, segue que u de fato é uma solucdo
de (1). Assim, o Teorema 6.0.2 estd demonstrado.

Vav
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