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Método de sub-supersolução

Nessa apresentação, abordamos os resultados do trabalho [4]. Mais
especificamente, estudamos resultados de existência de solução para o
seguinte problema

−div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| = a(x)u + h(x , u) em Ω,

u ≥ 0 em Ω,
u = 0 sobre ∂Ω,

(1)

onde N ≥ 2 e Ω ⊂ RN é um aberto, limitado e com fronteira Lipschitz.
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Método de sub-supersolução

Dizemos que uma função 0 ≤ u ∈ BV (Ω) é uma solução de (1), se
D ju = 0 (onde D ju é a jump part da derivada distribucional Du) e se
existe um campo vetorial z ∈ DM∞(Ω) com |z|∞ ≤ 1, tal que

−div z + |Du| = a(x)u + h(x , u) em D′(Ω)
(z,Du) = |Du| como medida em Ω

u = 0 sobre ∂Ω.
(2)

Em [7], usando o método de sub-supersolução, os autores lidaram com um
problema relacionado a (1), considerando o operador p−laplaciano, com
1 < p <∞, sem o termo gradiente.
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Método de sub-supersolução

Vamos supor que a função a satisfaça a seguinte condição

(a1) a ∈ L∞(Ω), a ≥ 0 e a 6= 0.

Ainda, h é considerado uma função C 1, não decrescente na variável t ∈ R,
mensurável em x ∈ Ω, que satisfaz

(h1) h(x , 0) ≥ a(x) q.s. em Ω.

(h2) Existe 1 < r < 1∗ tal que

h(x , t) ≤ a(x)(tr−1 + 1), para todo t ≥ 0 e para quase todo x ∈ Ω.
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Método de sub-supersolução

Observação

Observe que, uma vez que h(x , t) é não-decrescente na segunda variável,
(h1) implica que

h(x , t) ≥ h(x , 0) ≥ a(x) ≥ (1− t)a(x),

para todo t ≥ 0 e para quase todo x ∈ Ω.

Nosso principal resultado é o seguinte teorema.

Teorema 6.0.2

Suponha que as condições (a1), (h1) e (h2) valham. Então, se |a|∞ é
pequeno o suficiente, então o problema (1) possui uma solução positiva,
ou seja, existem u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω), u > 0 e um campo vetorial
z ∈ DM∞(Ω), tal que D ju = 0 e (2) é satisfeita.
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Observe que, uma vez que h(x , t) é não-decrescente na segunda variável,
(h1) implica que

h(x , t) ≥ h(x , 0) ≥ a(x) ≥ (1− t)a(x),

para todo t ≥ 0 e para quase todo x ∈ Ω.

Nosso principal resultado é o seguinte teorema.
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Método de sub-supersolução

Para provar esse resultado, vamos aplicar o método de
sub-supersolução. Esse método consiste em dar uma definição precisa para
o que vem a ser uma sub-supersolução para (1) e, então, usando uma
versão do Prinćıpio de Comparação provado em [5], aplicar o Método de
Iteração Monotônica, de forma a provar que entre uma sub e uma
supersolução, existe uma solução.
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Decomposição de Du e a Regra da Cadeia

Dada u ∈ BV (Ω), sabemos que podemos usar o Teorema de
Radon-Nikodym para decompor Du como

Du = Dau + Dsu,

onde Dau é absolutamente cont́ınua com respeito à medida de Lebesgue
LN , enquanto Dsu é singular com respeito à essa medida.

Entretanto,
precisamos estudar de maneira mais profunda a medida Dsu, lidando com
as Jump part e Cantor part, denotadas D ju e Dcu, respectivamente.
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onde Dau é absolutamente cont́ınua com respeito à medida de Lebesgue
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Decomposição de Du e a Regra da Cadeia

Para defini-las, vamos seguir [1]. Primeiramente, para um dado
u ∈ BV (Ω), dizemos que x ∈ Ω é um Lebesgue point para u, se existir
ũ(x) tal que

lim
ρ→0

1

ρN

∫
Bρ(x)

|u(y)− ũ(x)|dy = 0. (3)

Denotamos por Su o conjunto dos pontos de Ω, os quais não são
Lebesgue points, ou seja, x ∈ Ω\Su se e somente se existe ũ(x) tal que (3)
se verifica.
Para uma função u ∈ BV (Ω), dizemos que x ∈ Ω é um approximate jump
point se existirem reais u−(x) < u+(x) e um vetor νu ∈ SN−1 tal que

lim
ρ→0

1

ρN

∫
B±ρ (x)

|u(y)− u±(x)|dy = 0,

onde B+
ρ (x) = {y ∈ Bρ(x); 〈y − x , νu〉 > 0} and

B−ρ (x) = {y ∈ Bρ(x); 〈y − x , νu〉 < 0}.
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Decomposição de Du e a Regra da Cadeia

O conjunto dos jump points de u é denotado por Ju. Pelo Teorema de
Federer-Vol’pert (ver [1][Theorem 3.78]), para todo u ∈ BV (Ω), existe
uma quantidade enumerável de hipersuperf́ıcies Lipschitz Γk tais que

HN−1

(
Su\

⋃
k∈N

Γk

)
= 0.

Além disso, HN−1(Su\Ju) = 0.

Denotamos

D ju = DsubJu e Dcu = Dsub(Ω\Su),

como Jump e Cantor parts de Du, respectivamente.
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Decomposição de Du e a Regra da Cadeia

A jump part D ju pode também ser caracterizada como

D j(u) = (u+ − u−)νuHN−1bJu.

Para um dado u ∈ BV (Ω), em vários resultados, é necessário se
trabalhar com um representante que surja como o limite de convoluções de
u com funções regularizantes. Esse é o chamado precise representative de
u, denotado por u∗ e é definido por

u∗(x) =


ũ(x) se x ∈ Ω\Su,

u+(x) + u−(x)

2
se x ∈ Ju.

Assim, se (ρε)ε>0 é uma faḿılia de funções regularizantes, então
u ? ρε → u∗ pontualmente, quando ε→ 0+.
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u com funções regularizantes. Esse é o chamado precise representative de
u, denotado por u∗ e é definido por
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u com funções regularizantes. Esse é o chamado precise representative de
u, denotado por u∗ e é definido por
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Decomposição de Du e a Regra da Cadeia

Para a abordagem que vamos seguir, será ainda muito importante usar
uma versão da Regra da Cadeia para funções em BV (Ω).

Teorema 6.1.1 (ver [1][Theorem 3.96])

Seja u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) e g ∈ C 1(R) uma função lipschitziana. Então
(g ◦ u) ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) e

Da(g ◦ u) = g ′(ũ)Dau,

Dc(g ◦ u) = g ′(ũ)Dcu,

enquanto
D j(g ◦ u) =

(
g(u+)− g(u−)

)
νuHN−1bJu.
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Decomposição de Du e a Regra da Cadeia

Enquanto o representante preciso de u ∈ BV (Ω) é útil para propósitos
de regularização, existe um outro representante, o qual se comporta
melhor com respeito à Regra da Cadeia em BV (Ω). Para g ∈ C 1(R) e
u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω), pelo Teorema 6.1.1 segue que
g(u) ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω). Além disso, definindo g(w)] como

g(w)](x) =


g(w̃(x)), se x ∈ Ω\Sw ,

1

w+(x)− w−(x)

∫ w+(x)

w−(x)
g(r)dr , se x ∈ Jw ,

podemos unificar a notação da Regra da Cadeia, escrevendo

D(g(w)) = g ′(w)]Dw . (4)
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Decomposição de Du e a Regra da Cadeia
Vamos enunciar a seguir uma Fórmula de Green para expressões como

w div(z), onde z ∈ L∞(Ω,RN), div(z) ∈M(Ω) e w ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω).

Vamos denotar

DM∞ =
{

z ∈ L∞(Ω,RN); div(z) ∈M(Ω)
}
.

Para z ∈ DM∞ e w ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω), definimos a distribuição
(z,Dw) : D(Ω)→ R como

〈(z,Dw), ϕ〉 := −
∫

Ω
w∗ϕdiv(z)−

∫
Ω
wz · ∇ϕdx ,

para toda ϕ ∈ D(Ω). Com essa definição, pode-se provar que (z,Dw) é
uma medida de Radon, tal que∣∣∣∣∫

B
(z,Dw)

∣∣∣∣ ≤ |z|∞|Dw |(B),

para todo boreliano B ⊂ Ω.
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Vamos enunciar a seguir uma Fórmula de Green para expressões como

w div(z), onde z ∈ L∞(Ω,RN), div(z) ∈M(Ω) e w ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω).
Vamos denotar

DM∞ =
{

z ∈ L∞(Ω,RN); div(z) ∈M(Ω)
}
.

Para z ∈ DM∞ e w ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω), definimos a distribuição
(z,Dw) : D(Ω)→ R como

〈(z,Dw), ϕ〉 := −
∫

Ω
w∗ϕdiv(z)−

∫
Ω
wz · ∇ϕdx ,

para toda ϕ ∈ D(Ω). Com essa definição, pode-se provar que (z,Dw) é
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Decomposição de Du e a Regra da Cadeia

Para definir um análogo da Fórmula de Green, é necessário também
descrever o traço do produto escalar de z pelo campo normal exterior em
∂Ω. De fato, existe um operador γ : DM∞(Ω)→ L∞(∂Ω) tal que

|γ(z)|L∞(∂Ω) ≤ |z|∞

e, se z ∈ C 1(Ω,RN),
γ(z)(x) = z(x) · ν(x),

sobre ∂Ω. Denotaremos γ(z) simplesmente por [z, ν].

Com essas
definições, pode ser provado que a seguinte Fórmula de Green vale para
todo z ∈ DM∞(Ω) e w ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω),∫

Ω
w∗div(z) +

∫
Ω

(z,Dw) =

∫
∂Ω

[z, ν]wdHN−1. (5)
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Decomposição de Du e a Regra da Cadeia

Pode ainda ser provado a seguinte fórmula do produto (no sentido das
distribuições) por z ∈ DM∞(Ω) e w ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω),

div(wz) = (z,Dw) + w∗div(z). (6)
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Resultados técnicos

Dizemos que (u, u) é um par de sub-supersolução para (1) se,
u, u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω), D ju = D ju = 0, 0 < u ≤ u e existem campos
vetoriais z, z ∈ DM∞(Ω), com |z|∞, |z|∞ ≤ 1, tais que

−div z + |Du| ≤ a(x)u + h(x , u) em D′(Ω),

(z,Du) = |Du| em M(Ω),

e 
−div z + |Du| ≥ a(x)u + h(x , u) em D′(Ω),

(z,Du) = |Du| em M(Ω).

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de março de 2021 21 / 64



Resultados técnicos

O próximo resultado é muito importante para que possamos utilizar o
método de sub-supersoluções.

Lema 6.2.1

Seja Ω ⊂ RN um aberto, limitado e com fronteira Lipschitz e seja b uma
função não-negativa em Lq(Ω), para q > N. Então existe pelo menos uma
solução para o problema −div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| = b(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(7)
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Resultados técnicos

Além disso, se

|b|q ≤
(
S |Ω|

1
q′−

N−1
N

)−1

, (8)

então existe uma constante C = C (N,Ω, q) tal que

|u|∞ ≤ C |b|
1

p0−1
q , (9)

onde p0 é tal que 1 < p0 <
N

q′(N − 1)
, o qual existe, uma vez que q > N.
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Resultados técnicos

Lema 6.2.2

Sejam c e d duas função não-negativas em L1(Ω) com c ≤ d q.s. em Ω.
Considere os problemas −div

(
Du1

|Du1|

)
+ |Du1| = c(x) em Ω,

u1 = 0 sobre ∂Ω,

e  −div

(
Du2

|Du2|

)
+ |Du2| = d(x) em Ω,

u2 = 0 sobre ∂Ω.
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Resultados técnicos

Se u1 for uma solução do primeiro problema e u2, do segundo, então
u1 ≤ u2 q.s. em Ω.

Observação

Uma consequência direta do último resultado é que a solução mencionada
no Lema 6.2.1 é única.
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Resultados técnicos

Lemma 6.2.4

Suponha que valham (a1), (h1) e (h2). Se a função a é tal que |a|∞ é
pequeno o suficiente, então existem u, u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) tais que

i) 0 ≤ u(x) ≤ u(x) q.s. em Ω with u 6= 0.

ii) u é uma subsolução e u é uma supersolução de (1).

Demonstração

Seja u ∈ BV (Ω) a única solução não-negativa de −div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| = a(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(10)
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Resultados técnicos

Pelo Lema 6.2.1, se

|a|∞ ≤
(
S |Ω|

2
q
−N−1

N

)−1

então a satisfaz (8) e, pelo Lema 6.2.1, u ∈ L∞(Ω).

Para provar i), primeiramente, consideremos η > 0 fixo e tal que

0 < η|Ω|
1
q <

1

2

(
S |Ω|

1
q′−

N−1
N

)−1

. (11)

Agora, consideremos u ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω), a única solução do problema −div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| = η + a(x) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.
(12)
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Resultados técnicos

Então, do Lema 6.2.2, conclúımos que 0 ≤ u(x) ≤ u(x) q.s. em Ω com
u 6= 0, o que prova a condição (i).

Para provar (ii), note que, usando a definição de u e a Observação 8,
temos que,

−div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| − a(x)u − h(x , u) ≤ a(x)− a(x)u − h(x , u)

≤ (1− u)a(x)− (1− u)a(x)

= 0,

o que implica que u é uma subsolução de (1).
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Então, do Lema 6.2.2, conclúımos que 0 ≤ u(x) ≤ u(x) q.s. em Ω com
u 6= 0, o que prova a condição (i).
Para provar (ii), note que, usando a definição de u e a Observação 8,
temos que,

−div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| − a(x)u − h(x , u) ≤ a(x)− a(x)u − h(x , u)

≤ (1− u)a(x)− (1− u)a(x)

= 0,
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Resultados técnicos

Como u é uma solução de (12), então (h2) implica que

−div

(
Du

|Du|

)
+ |Du| − a(x)u − h(x , u) = (η + a(x))− a(x)u − h(x , u)

≥ (η + a(x))− a(x)u − a(x)

−a(x)ur−1

≥ η − |a|∞(|u|∞ + |u|r−1
∞ ).(13)

Se a ∈ L∞(Ω) for tal que

0 < |a|∞|Ω|
1
q <

1

2

(
S |Ω|

1
q′−

N−1
N

)−1

, (14)

então, por (11), (14) e pela Desigualdade de Minkowski, temos que

|η + a(·)|q ≤
(
S |Ω|

1
q′−

N−1
N

)−1

.
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Resultados técnicos

Da última desigualdade e do Lema 6.2.1, temos que

|u|∞ ≤ C
(
S |Ω|

1
q′−

N−1
N

) −1
p0−1

. (15)

Por (13) e (15), segue que

−div

(
Du

|Du|

)
+ |Du|

−a(x)u − h(x , u) ≥ η − |a|∞

(
C
(
S |Ω|

1
q′−

N−1
N

) −1
p0−1

(16)

+C r−1
(
S |Ω|

1
q′−

N−1
N

) 1−r
p0−1

)
. (17)
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Resultados técnicos

Consideremos a função real

g(t) = η − t

(
C
(
S |Ω|

1
q′−

N−1
N

) −1
p0−1

+ C r−1
(
S |Ω|

1
q′−

N−1
N

) 1−r
p0−1

)
.

Note que g(0) = η > 0 e g é cont́ınua em t = 0. Então, por continuidade,
existe ν > 0 tal que

g(t) > 0, ∀t ∈ [0, ν). (18)

Se considerarmos a função a tal que (14) vale e ainda tal que
|a|∞ ∈ [0, ν), temos de (17) e (18), que u é uma supersolução de (1).

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de março de 2021 31 / 64



Resultados técnicos

Consideremos a função real

g(t) = η − t

(
C
(
S |Ω|

1
q′−

N−1
N

) −1
p0−1

+ C r−1
(
S |Ω|

1
q′−

N−1
N

) 1−r
p0−1

)
.
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Seja (u, u) um par de sub-supersoluções dados pelo Lema 6.2.4. Para
provar o Teorema 6.0.2, usamos o Método da Iteração Monotônica para
mostrar que, entre (u, u), existe uma solução de (1).

Para simplificar a
notação, para x ∈ Ω and t ∈ R, denotemos

f (x , t) = a(x)t + h(x , t).

Definimos

f̃ (x , t) =


f (x , u(x)), se t > u(x),
f (x , t), se u(x) ≤ t ≤ u(x),
f (x , u(x)), se t < u(x)

e note que, como a ≥ 0 e t 7→ h(x , t) é não-decrescente, segue que
t 7→ f̃ (x , t) é não-decrescente.
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Seja u0 = u e considere o seguinte problema
−div

(
Du1

|Du1|

)
+ |Du1| = f̃ (x , u0) em D′(Ω),

u1 = 0 sobre ∂Ω.

(19)

Por [5][Theorem 3.2], existe u1 uma solução de (19), isto é, uma função
u1 ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) tal que D ju1 = 0, e um campo vetorial
z1 ∈ DM∞(Ω) tal que |z1|∞ ≤ 1 e

−div z1 + |Du1| = f̃ (x , u0) em D′(Ω),

(z1,Du1) = |Du1| em M(Ω),

u1 = 0 sobre ∂Ω.
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Como u0 = u é uma subsolução de (1), então existe um campo vetorial
z0 ∈ DM∞(Ω) tal que |z0|∞ ≤ 1 e

−div z0 + |Du0| ≤ f (x , u0) em D′(Ω),

(z0,Du0) = |Du0| em M(Ω),

Então, no sentido das distribuições,

−div z0 + |Du0| ≤ f (x , u0)

= f̃ (x , u0)

= −div z1 + |Du1|

e, assim, pelo Prinćıpio da Comparação (ver [5][Theorem 3.5]), segue que

u0 ≤ u1 q.s. em Ω.
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Como u é uma supersolução de (1), segue que, no sentido das
distribuições,

−div z1 + |Du1| = f̃ (x , u0)

≤ f̃ (x , u)

= f (x , u)

≤ −div z + |Du|.

Então, novamente pelo Prinćıpio da Comparação, segue que u1 ≤ u q.s.
em Ω. Assim,

u0 ≤ u1 ≤ u q.s. em Ω.
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Pelos argumentos precedentes, para um dado k ∈ N e uma função
uk ∈ BV (Ω), tal que D juk = 0,

−div

(
Duk
|Duk |

)
+ |Duk | = f̃ (x , uk−1) em D′(Ω),

(zk ,Duk) = |Duk | em M(Ω),

uk = 0 sobre ∂Ω

(20)

e tal que

u ≤ uk−1 ≤ uk ≤ u q.s. em Ω,
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existe uma função uk+1 ∈ BV (Ω) tal que D juk+1 = 0 e um campo
vetorial zk+1 ∈ DM∞(Ω) tal que |zk+1|∞ ≤ 1,

−div zk+1 + |Duk+1| = f̃ (x , uk) em D′(Ω),

(zk+1,Duk+1) = |Duk+1| em M(Ω),

uk+1 = 0 sobre ∂Ω

(21)

e

0 ≤ u ≤ u1 ≤ u2 ≤ ... ≤ uk ≤ uk+1 ≤ u q.s. em Ω. (22)
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Lemma 6.3.1

A sequência (uk)k∈N é limitada em BV (Ω).

Demonstração

Vamos usar u∗k+1 ∈ BV (Ω) ∩ L∞(Ω) como função teste em (21).∫
Ω
|Duk+1| ≤

∫
Ω

(1 + u∗k+1)|Duk+1|

=

∫
Ω

(zk+1,Duk+1) +

∫
Ω
u∗k+1|Duk+1|

= −
∫

Ω
u∗k+1divzk+1 +

∫
Ω
u∗k+1|Duk+1|

=

∫
Ω
f̃ (x , uk)uk+1dx

≤ |u|∞
∫

Ω
f (x , u)dx .
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Pelo último resultado e pelas imersões de BV (Ω), segue que existe
u ∈ BV (Ω) tal que

uk → u em Lq(Ω), quando k → +∞, (23)

para todo q ∈ [1, 1∗).

De agora em diante, para mostrar que a função u é de fato uma solução
de (1), seguiremos os argumentos constantes em [6].

Vamos estudar o comportamento da sequência de campo de vetores
(zk)k∈N em L1(Ω,RN). Primeiramente, note que é uma sequência
limitada em L∞(Ω,RN). Então, existe z ∈ L∞(Ω,RN) (que de fato
satisfaz |z|∞ ≤ 1), tal que∫

Ω
zk · ψdx →

∫
Ω

z · ψdx , quando k → +∞. (24)
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limitada em L∞(Ω,RN). Então, existe z ∈ L∞(Ω,RN) (que de fato
satisfaz |z|∞ ≤ 1), tal que∫

Ω
zk · ψdx →

∫
Ω

z · ψdx , quando k → +∞. (24)

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de março de 2021 40 / 64



Demonstração do Teorema 6.0.2

Note que, para todo ϕ ∈ C∞c (Ω), como ∇ϕ ∈ L∞(Ω,RN), por (24),
temos que ∫

Ω
zk · ∇φdx →

∫
Ω
z · ∇φdx , as k → +∞,

de onde segue que

div zk → div z, em D′(Ω). (25)
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.2

O campo vetorial z pertence a DM∞(Ω).

Demonstração

De (21), (23), (25) e da semicontinuidade inferior da norma de BV (Ω)
com respeito à convergência de L1(Ω), segue que

−div z + |Du| ≤ f̃ (x , u) em D′(Ω). (26)

Assim, z ∈ DM∞(Ω).

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de março de 2021 42 / 64



Demonstração do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.2

O campo vetorial z pertence a DM∞(Ω).

Demonstração

De (21), (23), (25) e da semicontinuidade inferior da norma de BV (Ω)
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.3

A função u satisfaz

−div z + |Du| = f (x , u) em D′(Ω). (27)

Demonstração

Primeiramente, vamos descobrir que problema a função e−uk+1 satisfaz.
Note que, pela Regra da Cadeia para BV (Ω), como t 7→ e−t é
diferenciável,

D(e−uk+1) = (e−uk+1)∗Duk+1.
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Então, e−uk+1 ∈ BV (Ω). Ainda, do fato de que uk é uma função
não-negativa, vemos que e−uk+1 ∈ L∞(Ω). Então podemos aplicar a
fórmula do produto (6), de forma que

−div (e−uk+1zk+1) = div ((1− e−uk+1)zk+1)− div zk+1

=
(
zk+1,D(1− e−uk+1)

)
+ (1− e−uk+1)∗div zk+1

−div zk+1

=
∣∣D(1− e−uk+1)

∣∣− (e−uk+1)∗div zk+1

= (e−uk+1)∗|Duk+1|+ (e−uk+1)∗
(
f̃ (x , uk)− |Duk+1|

)
= (e−uk+1)f̃ (x , uk), (28)

em D′(Ω) (na igualdade acima, usamos o fato de que
(zk+1,D(1− e−uk+1)) = |D(1− e−uk+1)|, o que pode ser provado como
em [6][Remark 3.4]).

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de março de 2021 44 / 64



Demonstração do Teorema 6.0.2

Então, e−uk+1 ∈ BV (Ω). Ainda, do fato de que uk é uma função
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fórmula do produto (6), de forma que

−div (e−uk+1zk+1) = div ((1− e−uk+1)zk+1)− div zk+1

=
(
zk+1,D(1− e−uk+1)

)
+ (1− e−uk+1)∗div zk+1

−div zk+1

=
∣∣D(1− e−uk+1)

∣∣− (e−uk+1)∗div zk+1

= (e−uk+1)∗|Duk+1|+ (e−uk+1)∗
(
f̃ (x , uk)− |Duk+1|

)
= (e−uk+1)f̃ (x , uk), (28)

em D′(Ω) (na igualdade acima, usamos o fato de que
(zk+1,D(1− e−uk+1)) = |D(1− e−uk+1)|, o que pode ser provado como
em [6][Remark 3.4]).

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de março de 2021 44 / 64



Demonstração do Teorema 6.0.2

Então, e−uk+1 ∈ BV (Ω). Ainda, do fato de que uk é uma função
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fórmula do produto (6), de forma que

−div (e−uk+1zk+1) = div ((1− e−uk+1)zk+1)− div zk+1

=
(
zk+1,D(1− e−uk+1)

)
+ (1− e−uk+1)∗div zk+1

−div zk+1

=
∣∣D(1− e−uk+1)

∣∣− (e−uk+1)∗div zk+1

= (e−uk+1)∗|Duk+1|+ (e−uk+1)∗
(
f̃ (x , uk)− |Duk+1|

)

= (e−uk+1)f̃ (x , uk), (28)

em D′(Ω) (na igualdade acima, usamos o fato de que
(zk+1,D(1− e−uk+1)) = |D(1− e−uk+1)|, o que pode ser provado como
em [6][Remark 3.4]).

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de março de 2021 44 / 64



Demonstração do Teorema 6.0.2

Então, e−uk+1 ∈ BV (Ω). Ainda, do fato de que uk é uma função
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Agora, calculando o limite quando k → +∞ em ambos os lados de
(28), temos que, no sentido das distribuições

−div (e−uk+1zk+1)→ −div (e−uz), (29)

como uk → u in L1(Ω) e zk+1 ⇀ z in L1(Ω,RN).

Além disso,

(e−uk+1)f̃ (x , uk)→ (e−u)f̃ (x , u), (30)

uma vez que uk → u em L1(Ω).
Assim, por (28), (29) e (30), temos que

−div (e−uz) = (e−u)f̃ (x , u) em D′(Ω). (31)
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Levando em conta (26), (31) e pela Regra da Cadeia (4), temos que,
em D′(Ω),

−div (e−uz) = −(e−u)]div z−
(
z ,D(e−u)]

)
≤ (e−u)f̃ (x , u)− (e−u)]|Du| −

(
z ,D(e−u)]

)
≤ (e−u)f̃ (x , u)− (e−u)]|Du|+

∣∣D(e−u)
∣∣

= (e−u)f̃ (x , u)

= −div (e−uz).

Então todas essas desigualdades são, em verdade, igualdades.
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Em particular,

−(e−u)]div z−
(
z ,D(e−u)]

)
= (e−u)f̃ (x , u)− (e−u)]|Du| −

(
z ,D(e−u)]

)
e então

(e−u)] (−div z + |Du|) = (e−u)f̃ (x , u) in D′(Ω).

Isso, por outro lado, implica que

−div z + |Du| = f̃ (x , u) = f (x , u) em D′(Ω)

e isso finaliza a demonstração.
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.4

A função u e o campo vetorial z satisfazem a seguinte igualdade, no
sentido das medidas em Ω,

(z,Du) = |Du|.

Demonstração

Seja ϕ ∈ D(Ω), ϕ ≥ 0. Primeiramente, note que∫
Ω
ϕu]|Du| ≤ lim inf

k→+∞

∫
Ω
ϕuk+1|Duk+1|. (32)

Em (21), consideremos ϕuk+1 como função teste. Então
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Demonstração do Teorema 6.0.2

−
∫

Ω
uk+1ϕdiv zk+1 +

∫
Ω
uk+1ϕ|Duk+1| =

∫
Ω
f̃ (x , uk)uk+1ϕdx .

Por (6),

〈(zk+1,Duk+1) , ϕ〉+

∫
Ω
uk+1ϕ|Duk+1| =

∫
Ω
ϕdiv (uk+1zk+1)

+

∫
Ω
f̃ (x , uk)uk+1ϕdx .

Como (zk+1,Duk+1) = |Duk+1|, calculando o limite, quando k → +∞,
usando a semicontinuidade inferior da norma de BV (Ω) com respeito à
convergência de L1(Ω) e por (32), segue que
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Demonstração do Teorema 6.0.2

∫
Ω
ϕ|Du| ≤

∫
Ω
f̃ (x , u)uϕdx +

∫
Ω
ϕdiv (uz)−

∫
Ω
uϕ|Du|

=

∫
Ω
ϕ (div (uz)− udiv (z)) +

∫
Ω
uϕ|Du| −

∫
Ω
u]ϕ|Du|

= 〈(z,Du) , ϕ〉,

onde foi usado que u] é igual ao representante preciso de u (lembre-se que
g(w)] coincide com o representante preciso se g é uma função afim).
Então

|Du| ≤ (z,Du) , em M(Ω),

o que implica que de fato (z,Du) = |Du|, já que a desigualdade contrária
segue de [6][Proposition 2.1] e do fato de que |z|∞ ≤ 1.
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.5

A função u satisfaz
D ju = 0.

Como D ju é absolutamente cont́ınuo com respeito à medida HN−1, por
[3][Section 5.9], existe uma quantidade enumerável de hipersuperf́ıcies de
classe C 1, {Γk}k∈N, tais que

HN−1 (Ju\ ∪∞k=1 Γk) = 0.

Então, é suficiente mostrarmos que

|D ju|(Γk) = 0, ∀k ∈ N. (33)
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Para isso, é suficiente provar que, para todo x0 ∈ Γk , existe um aberto
U, tal que x0 ∈ U e

|D ju|(U ∩ Γk) = 0. (34)

De fato, supondo (34), segue que, para todo compacto K ⊂ Γk ,
|D ju|(K ) = 0, o que implica em (33).

Para mostrar (34), vamos escolher um vetor normal ν, tal que
ν(x) = νu(x), q.s. em Γk ∩ Ju, com respeito à medida HN−1. Então,
considere U um aberto com fronteira suave, tal que x0 ∈ U e U ∩ Γk ⊂ Ω.
Seja n0 ∈ N tal que x + tν(x) 6∈ ∂Ω, para todo x ∈ U ∩ Γk e
t ∈ (−1/n0, 1/n0). Agora, para cada n ≥ n0, seja

Un =

{
x + tν(x); x ∈ U ∩ Γk , |t| <

1

n

}
,

e note que ⋂
n≥n0

Un = U ∩ Γk .
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Além disso, para uso futuro, vamos dividir ∂Un em três partes

∂Un = E+
n ∪ E−n ∪ E 0

n ,

onde E±n ⊂
{
x ± 1

nν(x); x ∈ U ∩ Γk

}
.

E+
n

E−
n

E0
n

E0
n

Γk

U
Un
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Como a igualdade em (27) pode ser vista no sentido das medidas, segue
que, depois de multiplicar ambos os lados por u∗,

−
∫
Un

u∗div(z) +

∫
Un

u∗|Du| =

∫
Un

f (x , u)udx .

Pela Fórmula de Green (5) e pelo Lema 6.3.4, segue que∫
Un

|Du| −
∫
∂Un

u[z, η]dHN−1 +

∫
Un

u∗|Du| =

∫
Un

f (x , u)udx ,

o que implica que∫
Un

(1 + u∗)|Du| −
∫
∂Un

u[z, η]dHN−1 =

∫
Un

f (x , u)udx , (35)

onde η denota o vetor normal exterior a ∂Un.
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Para calcular o limite, quando n→ +∞, vamos analisar

lim
n→+∞

∫
∂Un

u[z, η]dHN−1,

uma vez que, trivialmente, vemos que

lim
n→+∞

∫
Un

(1 + u∗)|Du| =

∫
U∩Γk

(1 + u∗)|Du| (36)

e

lim
n→+∞

∫
Un

f (x , u)udx =

∫
U∩Γk

f (x , u)udx = 0. (37)

Note que

lim
n→+∞

∫
E±n

u[z, η]dHN−1 = ±
∫
U∩Γk

u±[z, η]dHN−1,
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Demonstração do Teorema 6.0.2

enquanto

lim
n→+∞

∫
E0
n

u[z, η]dHN−1 = 0,

uma vez que ⋂
n≥n0

E 0
n = ∂(U ∩ Γk) e HN−1(∂(U ∩ Γk)) = 0.

Assim, segue que

lim
n→+∞

∫
∂Un

u[z, η]dHN−1 =

∫
U∩Γk

(u+ − u−)[z, η]dHN−1. (38)

Considerando (35), (36), (37) e (38), segue que∫
U∩Γk

(1 + u∗)|Du| =

∫
U∩Γk

(u+ − u−)[z, η]dHN−1. (39)
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Demonstração do Teorema 6.0.2

No lado esquerdo de (39), podemos substituir |Du| por |D ju| uma vez
que, por [1][Proposition 3.92], Dau e Dcu se anulam em Γk . Então, (39)
implica que∫

U∩Γk

(1 + u∗)|D ju| =

∫
U∩Γk

(1 + u∗)|Du|

≤
∣∣∣∣∫

U∩Γk

(u+ − u−)[z, η]dHN−1

∣∣∣∣
≤

∫
U∩Γk

|u+ − u−|dHN−1

=

∫
U∩Γk

|D ju|,

o que implica que
∫
U∩Γk

u∗|D ju| ≤ 0. Como o integrando é não-negativo,
segue que

u∗|D ju|b(U ∩ Γk) = 0. (40)
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Por outro lado, levando em conta que u∗ = 1
2 (u+ + u−) em Ju, segue

que

u∗|D ju| =
1

2
(u+ + u−)(u+ − u−)HN−1b(U ∩ Γk ∩ Ju)

=
1

2
((u+)2 − (u−)2)HN−1b(U ∩ Γk ∩ Ju). (41)

Finalmente, por (40) e (41) segue que u+ = u− q.s. em U ∩ Γk ∩ Ju, com
respeito à medida HN−1. Assim, pela definição de D ju, temos (34).
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Lema 6.3.6

A função u se anula q.s. em ∂Ω, com respeito à medida HN−1.

Demonstração

Primeiramente, vamos usar u]k+1 como função teste em (21), do que segue
que

−
∫

Ω
u]k+1div zk+1 +

∫
Ω
u]k+1|Duk+1| =

∫
Ω
f̃ (x , uk)uk+1 + ok(1).

Pela Fórmula de Green (5) e levando em conta que uk+1 = 0 q.s. em ∂Ω
com respeito à medida HN−1 e (zk+1, uk+1) = |Duk+1|, temos que∫

Ω
|Duk+1|+

∫
Ω
u]k+1|Duk+1| =

∫
Ω
f̃ (x , uk)uk+1 + ok(1).
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Pela Fórmula de Green (5) e levando em conta que uk+1 = 0 q.s. em ∂Ω
com respeito à medida HN−1 e (zk+1, uk+1) = |Duk+1|, temos que∫

Ω
|Duk+1|+

∫
Ω
u]k+1|Duk+1| =

∫
Ω
f̃ (x , uk)uk+1 + ok(1).

Marcos Pimenta (Unesp) Operador 1-laplaciano 19 de março de 2021 59 / 64



Demonstração do Teorema 6.0.2

Como os funcionais J1,J2 : BV (Ω)→ R, dados por

J1(w) =
∫

Ω |Dw |+
∫
∂Ω |w |dH

N−1 e J2(w) =
∫

Ω w ]|Dw |+
∫
∂Ω

w2

2 dHN−1

são semicont́ınuos inferiormente com respeito à convergência de L1(Ω) e
uk+1 → u em L1(Ω), pela Fórmula de Green (5) e (27), segue que∫

Ω
|Du|+

∫
∂Ω
|u|dHN−1

+

∫
Ω
u]|Du|+

∫
∂Ω

u2

2
dHN−1 ≤

∫
Ω
f̃ (x , u)udx

= −
∫

Ω
u]div z +

∫
Ω
u]|Du|

=

∫
Ω
|Du| −

∫
∂Ω

[z, ν]u]dHN−1

+

∫
Ω
u]|Du|.
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Demonstração do Teorema 6.0.2

Então, temos que∫
∂Ω

(
|u|+ [z, ν]u]

)
dHN−1 +

∫
∂Ω

u2

2
dHN−1 ≤ 0.

A segunda integral acima é claramente positiva, enquanto a primeira é
também positiva, uma vez que

|[z, ν]|∞ ≤ |z|∞ ≤ 1.

Assim, u = 0 q.s. em ∂Ω, com respeito à medida HN−1.

Pelos Lemas 6.3.3, 6.3.4, 6.3.5 e 6.3.6, segue que u de fato é uma solução
de (1). Assim, o Teorema 6.0.2 está demonstrado.
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