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Apresentaremos nesta secao alguns resultados bésicos acerca de difeomorfismos e iso-
metrias que usaremos em secoes subsequentes. Em particular, mostraremos que um difeo-
morfismo entre variedades diferenciaveis preserva o colchete de campos vetoriais e que
uma isometria entre variedades Riemannianas preserva a conexao Riemanniana e o tensor
curvatura. Comecgaremos a discussao com o seguinte resultado.



Proposigao 1.1. Seja ¢ : M — N uma aplicagao diferencidvel entre variedades dife-
rencidveis, X € X(M) e X € X(N). Entao d¢,(X,) = X)) para todo p € M se, e
somente se,

X(god) = (Xg)op, VgeC=(N).
Demonstracao. As seguintes igualdades sao equivalentes:
X(god)=(Xg)op, g€ C(N),
X(god)(p) = ((Xg)09)(p), p€ M, geCT(N),

Xp(god) = (Xg)(¢(p), p€ M, geC*(N),

doy(X,p)(9) = Xom(9), p €M, g C=(N),
dop(Xp) = 7¢>(p)7 peM.

O

Como consequéncia da Proposicao 1.1 temos o corolario abaixo. Recorde que o colchete
de dois campos X e Y em uma variedade diferencidvel M é o campo [X,Y] em M que
satisfaz

(X, Y]f = X(Y[) =Y(X[), VfeC™(M) (1.1)

Corolario 1.2. Seja ¢ : M — N wuma aplicagao diferencidvel entre variedades dife-
rencidveis, X,Y € X(M) e X,Y € X(N). Se dp,(X,) = Xy € dop(Yp) = Yo para
todo p € M, entao

d¢p([X7 Y]p) = [7’ ?]¢(p)7 p e M. (1'2>

Demonstracao. Pela Proposicao 1.1,

(X, Y](go9) = X(Y(go¢)) —Y(X(go9))
= X((Yg)od)—Y((Xg)o¢
= {(X(Yg) —Y(Xg)}oo
= ([77?]9) ° ¢,
para todo g € C*°(N). Usando novamente a Proposi¢ao 1.1, obtém-se (1.2). O

Dados um difeomorfismo ¢ : M — N entre variedades diferencidveis e um campo
X € X(M), denotaremos por d¢(X) o campo em X(N) definido por

d¢(X)¢>(p) = d¢p(Xp)' (1.3)

O campo d¢p(X) é de fato diferencidvel, pois, pela Proposigao 1.1,
dp(X)g = X(go¢)o¢™' € C*(N), ge C¥(N).

De (1.3) e Corolério 1.2 obtemos imediatamente o seguinte resultado:
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Corolario 1.3. Se ¢ : M — N ¢é um difeomorfismo, entdo

49(X), do(V)] = do([X, Y]), XY € X(M), (1.4)
Seja (M, grr) e (N, gn) variedades Riemannianas. Uma isometria entre M e N é um
difeomorfismo ¢ : M — N que preserva a métrica, ou seja, ¢*(gn) = gy. Como ¢ é um
difeomorfismo, cada aplicacao diferencial d¢, : T,M — Ty, N é um isomorfismo linear.
Assim, a condicao métrica significa que cada d¢, ¢ uma isometria linear.
Uma propriedade importante das isometrias é que elas preservam a conexao de Levi-
Civita:
Proposicao 1.4. Se ¢ : M — N € uma isometria, entao
A6V W) = Vasrdo(W), V. € X(M), (15)

onde estamos usando o mesmo simbolo, V, para denotar as coneroes Riemannianas de
ambos M e N.

Demonstracao. Denote tanto a métrica Riemanniana de M quanto a de N pelo simbolo
(,). Como ¢ é uma isometria, temos por (1.3)

(dp(W), do(X))(0(p)) = (ddp(Wp), ddp(Xy)) = (W), Xp) = (W, X)(p),
para todos W, X € X(M) e todo p € M. Assim,

(W, X) = (do(W),dp(X)) 0 p, W, X € X(M). (1.6)
Logo,
dp(V){dp(W), do(X))(¢(p)) = dp(V)s)((do(W), dp(X)))
= dop(Vp)({(dp(W), dp (X))
= Vp({do(W),do(X)) o ¢)
= Vu((W, X))
= (VIW,X))(p),
e, entao,
VW, X) = (dop(V){dp(W),dp(X))) o ¢, V. W, X € X(M). (1.7)
Por outro lado, por (1.6) e Corolario 1.3 temos
(VA [W, X]) = (do(V), do([W, X])) 0 ¢ = (dp(V'), [dp(W), dp(X)]) o ¢. (1.8)

Logo, por (1.6), (1.7), (1.8) e a férmula de Koszul,
2do(Vy W), (X)) 06 = 2(VyW,X)

= V(W,X)+W(X,V) — X{
—(V,[W. X)) + (W, [X, V]) [
{do(V)(dp(W), dp(X)) +d¢(W)<d¢(X
—d¢(X)(dp(V'), dp(W)) — )
H(dp(W), [dp(X), dp(V)])
= 2(Vagv)dp(W), dp(X)) o ¢.

+ =
=
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Portanto,

(dp(VyW),dp(X)) = (Vagv)dp(W), do(X)).
Como a igualdade acima vale para todos X, V, W € X(M), conclui-se que

ATy W) = Vasndd(W), VW € X(M).

Como consequéncia do Corolario 1.3 e Proposicao 1.4 temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.5. Se ¢ : M — N é uma isometria entre variedades Riemannianas, entao
R (dp(X),dop(Y))do(Z) = dp(Ru(X,Y)Z), (1.9)
onde Ry e Ry sao os tensores curvatura de N e de M, respectivamente.

Definicao 1.6. Seja f : M — R uma fungao diferenciavel definida em uma variedade
Riemanniana (M, (,)). A Hessiana de f é a aplicacdo Hess f : X(M) x X(M) — C>*(M)
dada por

Hess f(X,Y) = (VxV/[,Y), (1.10)
onde V é a conexao Riemanniana de M e V f é o gradiente de f.

Como claramente Hess f é bilinear sobre C°(M), para todo p € M e todos X,Y €
X(M), o valor de Hess f(X,Y) em p depende apenas de X, e Y,. Assim, em cada ponto
p € M temos uma aplicacao bilinear Hess f, : T,M x T,M — R, chamada a Hessiana de
f em p. A proposicao a seguir mostra que essa aplicacao é simétrica.

Proposicao 1.7. Se (M, (,)) € uma variedade Riemanniana e f : M — R é uma fun¢ao
diferencidvel, entdo Hess f € simétrica.

Demonstragao. Para todos X,Y € X(M), temos
Hess /(Y. X) = (Vx VL, Y) = X(VLY) = (V£ VxY) = X(Y f) — (V/,VxY).
Analogamente, temos
Hess f(X,Y) =Y (Xf) —(Vf,VyX).
Das duas igualdades cima, obtemos

Hess (Y, X) —Hess f(X,Y) = X(Yf)=Y(Xf) = (Vf,VxY — VyX).
(X, Y]f = (V£ [X,Y])
= 0. (1.11)



Encerraremos esta se¢ao com o seguinte resultado, que informalmente diz que o gra-
diente e a Hessiana de uma funcao sao preservados por uma isometria.

Proposicao 1.8. Seja ¢ : M — N uma isometria e f € C*(N). Entado
(i) Vf=do(V(fog)).
(ii) Hess (f o ¢)p(v, w) = Hess fy)(dpp(v), dpp(w)), pe M, v,we T,M.

Demonstracao. (i) Usaremos o simbolo (,) para indicar as métricas Riemannianas de
ambos M e N. Como ¢ ¢ uma isometria, para todos p € M e v € T,M temos

{dop(V(f 0 0)(p),ddp(v)) = (V(fod)(p),v) =v(fod)
= dop(v)(f) = (V[(&(p), dpp(v)).

Logo
dp(V(f 0 $))(6(p)) = dop(V(f 0 §)(p)) = V((p)), pe M,
o que prova (i).
(i) Seja X, Y € X(M) tais que X (p) = v e Y(p) = w. Por (i) e Proposicao 1.4,

Hess (f 0 ¢)(X,Y) = (VyV(fo¢), X) = (do(VyV(f o 9)),dp(X)) o
= (VagmVf,do(X)) 0 ¢ = (Hess f(dp(X), d (Y))) ° .

Avaliando a igualdade acima em p, obtemos (ii). O

2 Formulas Basicas das Imersoes Isométricas

Apresentaremos nesta secao os conceitos elementares e as férmulas béasicas da teoria
de subvariedades que serao usados ao longo destas notas.

.~ . ~ —n+k . . . ,
Definicao 2.1. Uma imersao ¢ : M™ — M entre variedades Riemannianas é chamada
1sométrica se

{dp(v), dpp(w)) = (v, w), (2.1)

para todo p € M™ e todos v, w € T,M, onde o simbolo (,) designa as métricas Rieman-

n+k:
nianas de ambos M" e M

Se ¢ : M"™ — M ¢ uma imersio de uma variedade diferencidvel M™ em uma
variedade Riemanniana Mn+k, a igualdade (2.1) define uma métrica em M"| isto é, um
produto interno em cada espago tangente 7, M que varia diferenciavelmente com p € M.
Munindo M™ com essa métrica, chamada a métrica induzida por ¢, a imersao torna-se
isométrica.

. ~ . . w5tk .
No que segue relacionaremos a conexao Riemanniana de M"™ com a de M, e defini-
remos a segunda forma fundamental de M"™. Como essa discussao é local, para simplificar
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a notagao assumiremos que M" estd mergulhada em M e que ¢ é a aplicagao de
inclusdo j : M — M.

Para cada p € M, a aplicagao diferencial dj, : T,M — TPM é um isomorfismo linear.
Identificando T, M com sua imagem dj,(7,M) por esse isomorfismo, T,,M torna-se um
subespaco linear de T, pﬁ Denotando por T,M~* o complemento ortogonal de T,M em
T,M, cada vetor v € T,,M pode ser escrito de maneira tinica como a soma

v=1v" +ot, (2.2)
onde v € T,M e vt € T,M*.

Definicao 2.2. Um campo ao longo de M é uma aplicagao V' : M — TM tal que
V, = V(p) € T,M, para todo p € M. Dizemos que V é diferenciavel se f € C(M)
implica V f € C*°(M), onde V f é a funcao definida por (V f)(p) = V,(f).

Como se pode verificar facilmente, o conjunto X(M) de todos os campos diferencidveis
ao longo de M é um médulo sobre C*°(M).

Para todo Y € X(M), a restricdo Y|y = Y oj de Y a M pertence a X(M), uma vez
que (Y|a)f = (Y f)|ar para todo f € C*(M). Todo campo V € X(M) pertence a X(M),
pois V.f = V(f|a) € C®(M) para todo f € C*®°(M). Assim, X(M) é um submédulo de
X(M).

Um campo vetorial Z € X(M) é normal a M se Z, € T,M* para todo p € M. E facil
ver que o conjunto X(M)* de todos os tais campos é um submédulo de X(M).

Dado um campo Z € X(M), tomando em cada ponto as componentes tangente e
normal a M obtemos campos ZT € X(M) e Z+ € X(M)*. Um célculo utilizando sistemas
de coordenadas adaptados mostra que Z7 e Zt sdo de fato diferencidveis. As projecoes
ortogonais resultantes X(M) — X(M) e X(M) — X(M)* sdo C°(M)-lineares.

A conexdo Riemanniana V de M fornece de maneira natural uma aplicacao

V:X(M) x X(M) — X(M),

chamada a conexdo induzida em M C M. Se X € X(M) e Z € X(M), entdo VxZ
nao tem ainda significado, pois X e Z nao estao em X(M). Contudo, para cada p € M
podemos considerar extensoes locais diferencidveis X e Z de X e Z a uma vizinhanca U

de p em M, e definir VyxZ em U N M como a restricao de VZ a U N M.
Lema 2.3. VxZ estd bem definido e pertence a X(M).

Demonstragdo. Seja Z =Y. f'0; a expressao de Z em termos de um sistema de coorde-
nadas em U. Entao

VxZ =Y (Xf)0+Y_ fiVx0.

)

Em qge UN M, temos

(nyXQ) = 7t;{(fz) = Xq(fi) = Xq(fi|UmM)



vyaz(q) = qu@- = vxq&».

As trés igualdades anteriores mostram que a restrigio de VZ a U N M depende somente
de X e Z. Logo, VxZ estd bem definida.

Sendo a restri¢io do campo (diferenciavel) VZ a UNM, (VxZ)|uan ¢ diferencidvel.
Como U é arbitrario, VxZ é diferencidvel. O

A proposicao a seguir diz que a conexao induzida V:X(M) x X(M) — X(M) em
M C M pela conexao Riemanniana de M possui as cinco propriedades de uma conexao
de Levi-Civita.

Proposigao 2.4. Se VW € X(M) e X,Y € X(M), entdo
(1) Vy X é C®(M)-linear em V.
(2) Vy X €éR-linear em X.
(3) Vv (fX) = (V)X + fVv X, VfeC=(M).
IAES A A
(5) VIX,Y) = (VyX,Y)+ (X, VyY).

Demonstracao. Dado p € M, estenda todos os campos vetoriais e fungoes a uma vizi-
nhanca de p em M. As cinco propriedades acima decorrem das correspondentes proprie-
dades da conexao Riemanniana de M e do Corolario 1.2. O

Se X,Y € X(M), a derivada covariante VxY ndo necessariamente é tangente a M.
Assim, é natural perguntar o que sio {VxY}T e {VxY}+.

Proposicao 2.5. Seja M uma subvariedade de uma variedade Riemanniana M. Denote

por VY a conexdo Riemanniana de M e por V a conexdo Riemanniana de M com a métrica
induzida de M. Entao, para todos X,Y € X(M),

VxY = (VxY)T.

Demonstragao. Dados um campo vetorial arbitrario Z € X(M) e um ponto p € M,
estenda localmente X,Y, Z a campos X,Y, Z em uma vizinhanca aberta U de p em M.
Pela férmula de Koszul,

2TV, Z) = X(V.Z)+V(Z,X) -
12, X)) +(Z,[X,Y]).
Cada termo no lado direito da equacao acima é uma extensao local do correspondente
termo envolvendo X, Y e Z. Entao, restringindo a U N M os dois lados da igualdade
acima obtemos

2VLY,Z) = XY, Z)+Y(Z,X)— Z(X,Y) = (X,[Y, Z]) + (Y, [Z, X]) + (Z,[X,Y])
2(VyY, Z).

Como Z é tangente a M, conclui-se que (VxY )" = VxY em UNM. Como p é arbitrério,
a proposicao esta demonstrada. O



Proposigao 2.6. A aplicagio o : X(M) x X(M) — X(M)* definida por
o(X,Y) = (VxY)* (2.3)
¢ C°(M)-bilinear e simétrica.

Demonstracio. Como VxY é C%(M)-linear em X, o(X,Y) também o é. A linearidade
em Y decorre do item (3) da Proposicao 2.4:

(X, fY) = (Vx (V) = {(XP)Y + OV} = F{TxY}E = fo(X,Y).
Que o é simétrica é uma consequéncia imediata do item (4) da Proposicao 2.4:
o(X,Y)—o(Y,X) ={VxY - VyX}+ = {[X, Y]} =0.
O

Definigao 2.7. A aplicagao o dada por (2.3) é chamada a sequnda forma fundamental
de M C M.

Embora ¢ nao seja um tensor na verdadeira acepcao da palavra, pois toma valores em
X(M)* e nao em X(M), sua bilinearidade sobre C*(M) implica que para todo p € M
e todos X, Y € X(M), o(X,Y)(p) depende somente de X, e Y,. Assim o determina, em
cada ponto p € M, uma aplicacao bilinear simétrica

o, T,M x T,M — T,M~, (2.4)

chamada a sequnda forma fundamental de M C M em p.
De (2.3) e Proposicao 2.5 obtemos a igualdade

VxY =VxY +0o(X,)Y), XY €X(M), (2.5)

a qual é conhecida como a féormula de Gauss.

As duas proposicoes anteriores referem-se as componentes tangente e normal a M do
campo VxY, no caso em que X e Y sdo ambos tangentes a M. Consideraremos agora as
componentes tangente e normal de Vx& quando X € X(M) e £ € X(M)*.

Definigao 2.8. A aplicagao V* : X(M) x X(M)+ — X(M)* definida por
Vxé = (Vxé)*, (2.6)
é chamada a conexao normal de M C M.

A proposicao a seguir, que decorre diretamente da Proposicao 2.4, justifica o nome
dado a V+.



Proposigao 2.9. A aplicagdo V* : X(M) x X(M)*+ — X(M)* possui as sequintes pro-
priedades:

(1) V€& é C°(M)-linear em X.

(2) V%& é R-linear em €.

(3) Vx(f§) = (X f)§+ fVxE, para todo f € C(M).

(4) X{&m) = (Vx&,m) + (§, Vxn), para todos X € X(M) e §,n € X(M)*.

Defini¢ao 2.10. Dado um campo £ € X(M)*, a aplicagao A¢ : X(M) — X(M) definida
por

AeX = —(Vx&)T, (2.7)
é chamada o operador de forma de M C M relativo a €.

De (2.6) e (2.7) obtemos a igualdade
Vx€=—AX + Vg, X eX(M), £ € X(M)", (2.8)

a qual é conhecida como a formula de Weingarten.

E facil relacionar a segunda forma fundamental o de uma subvariedade M C M com
o operador de forma A relativo a um campo normal . De fato, para todos X,Y € X(M)
temos, pela Proposicao 2.4 e definigoes de o e Ag,

0= X<£7Y> = <vX£7Y> + <€7vXY> = <(vX€>T>Y> + <€7 (va>J_>
= <_A§X7 Y> + <570(X7 Y)),

de onde obtemos
(0(X,Y), &) = (A:X,Y). (2.9)

Segue imediatamente da igualdade acima e da bilinearidade de o sobre C*(M) (cf.
Proposigao 2.6) que, para todos p € M, X € X(M) e £ € X(M)*, (A:X)(p) depende
somente de X, e &,. Logo, para cada p € M e cada & € T,M~*, podemos definir uma
aplicagao linear Ag, : T,M — T,M por Ag,(v) = (A X)(p), onde X € X(M)e & € X(M)*
sdo quaisquer campos tais que X, = v e §, = &. Por (2.9) e simetria de o, Ag, é um
operador linear auto-adjunto.

3 Equacoes Fundamentais das Subvariedades

Nesta se¢ao usaremos as formulas de Gauss e de Weingarten (cf. formulas (2.5) e (2.8))

. ~ ~ . . ~ . T —n+k

para deduzir as trés equacoes fundamentais de uma imersao isométrica ¢ : M™ — M~
a saber, as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci. Como na se¢ao anterior, para simplificar

~ . , —n+k , . ~
a notagao assumiremos que M"™ estd mergulhada em M e que ¢ ¢ a inclusao de M"

——n+k
em M .



Seja X,Y,Z € X(M). Pela férmula de Gauss,
VyZ =VyZ +o(Y,Z),

onde V e V sao as conexoes Riemannianas de M e M, respectivamente, e o é a segunda
forma fundamental de M. Derivando em M a igualdade acima em relacao a X, e usando
as férmulas de Gauss e Weingarten, obtemos

VXVYZ = 7XVYZ +vXU(K Z)
= VxVyZ+0(X,VyZ) — AyyyX + Vxo(Y, Z). (3.1)

Da mesma forma, prova-se que
VyVxZ =VyVxZ +0(Y,VxZ) = Apx.2)Y + Vyo(X,Z). (3.2)
Usando novamente a féormula de Gauss, obtemos
Vixy|Z =VixyZ+o([X,Y],2). (3.3)

Denote por R e R os tensores curvatura de M e M, respectivamente. Por (3.1), (3.2) e
(3-3),

R(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—VixyZ
= R(X,Y)Z +0(X,VyZ) — Asy2)X + Vxo(Y,Z)
—o(Y,VxZ) + Apix.2)Y —Vyo(X,2) —o([X,Y],2).  (3.4)

Tomando a componente tangente a M nos dois lados da igualdade acima, obtemos
{RIX,Y)Z}" = R(X,Y)Z — Aoy X + Av(x.2)Y- (3.5)
Fazendo o produto interno com um campo W € X(M), e usando (2.9), concluimos que
(RIX,VZ, W) = (RX,Y)Z,W) = (a(X,W),0(Y,2)) + (0(X, Z),c(Y,W)). (3.6)

Qualquer uma das férmulas (3.5) e (3.6) é chamada a equagdo de Gauss.
Segue de (3.6) que, para todo p € M e todo par ortonormal v, w em T, M,

K(v,w) = K(v,w) + {o(v,v),0(w,w)) — ||o(v,w)|]? (3.7)

onde K(v,w) e K(v,w) denotam as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente,
segundo o plano gerado por v e w.
Tomando a componente normal a M nos dois lados de (3.4), obtemos

{RIX,Y)Z}*" = o(X,Vy2)+Vx0(Y,Z)—0o(Y,VxZ)—Vyo(X,Z) - o([X,Y], 2)
= (V%gJ)(Y, Z) - (V)J;J)(X> Z)> (3'8>
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onde
(Vo) (Y, 2) =Vxo(Y,Z) —o(VxY,Z) —a(Y,VxZ). (3.9)

A igualdade (3.8) é chamada a equac¢do de Codazzi. Segue facilmente da bilinearidade de
o sobre C*®°(M) que Vo (Y, Z, X) := (Vx0o)(Y, Z) é trilinear sobre C*(M).

Para deduzir a terceira equagao fundamental das imersoes isométricas, considere cam-
pos X, Y € X(M) e £ € X(M)*. Pela férmula de Weingarten (cf. (2.8))

Vyé = —AY + Vi€,
Derivando em relagao a X, e usando as férmulas de Gauss e de Weingarten, obtemos

VxVyé = —VxAY +VxVie
= —VxAY —o(X, AY) + Vx Vi€ — AgecX.

Analogamente, prova-se que
VyVxé=—-VyAX —o(Y, A X) + Vi Vi€ — AV#Y.
Usando novamente a féormula de Weingarten, obtém-se
Vixyié = Vixy€ — Al X, Y]
Das trés igualdades anteriores, obtemos

R(X,Y){ = VxVy&—VyVxé—Vixyi
= RY(X,Y)E = VxAY —0(X, AY) — Ay X
+VYA§X + O'(Y, AgX) + AV)L(&Y + Ag [X, Y], (310)

onde
RY(X,Y)€ := Vx Vi€ — Vy V€ — Vixy€ (3.11)

é chamado o tensor curvatura do fibrado normal de M. Segue facilmente das propriedades
da conexdo normal V* (cf. Proposi¢io 2.9) que R* ¢é trilinear sobre C°°(M).
Tomando a componente normal a M em cada lado de (3.10), obtemos

{R(X,Y)e} = RH(X,Y)E — o(X, AcY) + o(Y, A X). (3.12)
Fazendo o produto interno com um campo 7 € X(M)+, concluimos que

(RX,Y)Em) = (RT(X,Y)Em) + (A4 X, Y) — (AcA, X, Y)
= <RL<X’ Y)§777> - <[A§’A7I]X7 Y>’ (3'13>

onde [Ag, A)] = AcA, — A, Ae. Qualquer uma das igualdades (3.12) e (3.13) é chamada a
equacao de Ricci.
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Se tomarmos a componente tangente a M em cada lado de (3.10) reobteremos a
equagao de Codazzi. De fato, como

<{E(X’ Y)g}Ta Z> = _<{R(Xa Y)Z}J_a 6)7

para todos X,Y, Z € X(M) e £ € X(M)*, toda informagio contida em {R(X,Y)E}T jé ¢
fornecida por {R(X,Y)Z}+.

Por conveniéncia, reunimos a seguir as trés equacoes fundamentais das imersoes isomé-
tricas.

Equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci (caso geral):
(RXY)Z W) = (R + (005 W),0(Y, 2) — (01X, 2),0(4, W),

{R(X.Y)Z} = (Vxo)(Y. Z) — (Vyo)(X, 2), (3.14)
(RIX,Y)E,m) = (RH(X,Y)E,m) — ([Ag, 4] X, Y).

. ——n+k .
No caso em que o ambiente M tem curvatura seccional constante ¢, o tensor cur-
vatura R de M ¢é dado por

R(X,Y)Z =c{{Y,Z)X — (X, Z)Y}. (3.15)
Nesse caso, as equagoes (3.14) tornam-se:

Equacgoes de Gauss, Codazzi e Ricci (ambiente com curvatura constante c):

(R(X,Y)Z,W) = (Y, Z2)(X, W) — (X, Z) (Y. W)} + (o(X. W), 0 (Y, 2))
~(0(X, 2), 0 (Y, W),

(V40)(Y. 2) = (Vio)(X, 2).

(RH(XY)Em) = ([Ae, A)X.Y).

(3.16)

No caso de hipersuperficies (i.e., imersoes isométricas com codimensao 1), a equagao de
Ricci € trivial e a equacao de Codazzi pode ser escrita de uma forma ainda mais simples.
Seja & um campo normal unitdrio e A = A¢ o operador de forma relativo a £. Derivando
a igualdade |£]? = 1 em relagdo a um campo tangente X, conclui-se que Vx¢ é tangente
a M, e entao V& = 0. Portanto, no caso de hipersuperficies (e || = 1) a férmula de
Weingarten (cf. (2.8)) transforma-se em

Vxé=—AX. (3.17)
Usando (3.17) e a definicio de Vo (cf. (3.9)), prova-se que
(Vxo)(Y,2),) = (VxA)Y.Z), XY,Z € X(M), (3.18)
onde (VxA)Y = Vx(AY) — A(VxY). Como
{R(XY, Z2)}*,€) = —({R(X,Y)&}, Z),
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para todos X, Y, Z € X(M), segue de (3.18) que a equagao de Codazzi no caso de hiper-
superficies pode ser escrita como

[RX,Y)EYT = (VyA)X — (VxA)Y. (3.19)

Em particular, se o ambiente tiver curvatura seccional constante, a equagao de Codazzi
escreve-se simplesmente como

(VyA)X = (VxA)Y. (3.20)

4 Curvatura de Subvariedades

Apresentaremos nesta secao diversas medidas de curvatura extrinseca de uma sub-
variedade de uma variedade Riemanniana, relacionando-as com as medidas de curva-
tura intrinseca da subvariedade munida da métrica induzida pela aplicacao de inclusao.
Comecaremos a discussao com uma importante definicao:

. o~ ;7. . ~ . S —mn+k
Definicao 4.1. O wvetor curvatura média de uma imersao isométrica ¢ : M" — M~ em

um ponto p € M ¢é dado por

n

1
i=1
onde o é a segunda forma fundamental da imersao e {ey,...,e,} uma base ortonormal de

T,M.

A definigao acima é consistente, pois

n n n

O olene), &) =) (olene). &) =Y (Ag i ei) = tr(Ag), (4.2)
i=1 i=1 i=1
para todo vetor & € T,M~*, mostrando que o lado direito de (4.1) ndo depende da base
ortonormal {ey,...,e,} de T,M escolhida. Assim, a aplicagdo p +— ﬁ(p) ¢ um campo
normal definido globalmente em M.
Definicao 4.2. Dizemos que uma imersao isométrica ¢ : M" — M ¢ minima (resp.

totalmente geodésica) em p € M quando Hz(p) = 0 (resp. 0, = 0). Se isso ocorrer em
todo ponto, dizemos que a imersao é minima (resp. totalmente geodésica).

Utilizando o tensor curvatura de uma variedade Riemanniana pode-se definir um im-
portante campo tensorial do tipo (0, 2) na variedade:

Definicao 4.3. O tensor de Ricci de uma variedade Riemanniana M™ é a aplicacao
Ric: X(M) x X(M) — C*(M) dada por

Ric(X,Y) =

! traco{Z € X(M) > R(Z, X)Y} (4.3)
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Segue imediatamente da definigao acima e do fato de R ser trilinear sobre C*°(M) que
Ric é de fato um campo tensorial do tipo (0,2) em M"™. Logo, para todos X,Y € X(M),
o valor de Ric(X,Y) em um ponto p € M depende apenas de X, e Y,. Das propriedades
do tensor curvatura obtém-se que Ric é um campo tensorial simétrico.

Definicao 4.4. A curvatura de Ricci de uma variedade Riemanniana M™ em um ponto
p na dire¢do de um vetor v € T,M — {0} é o ntimero

Ric, (v, v)

[ol?

Ric,(v) = (4.4)

A curvatura escalar de M™ em p é o nimero
1,
== g Ric,(e;), (4.5)
n
i=1

onde {ey,...,e,} ¢ uma base ortonormal de T, M.

Note que Ric,(v) depende apenas da diregao de v, e ndo do vetor v propriamente dito.
De fato, de (4.4) obtemos imediatamente que se w = Av com A # 0, entdo Ric,(w) =

Ric,(v).
Conforme pode-se verificar facilmente, a definigdo de curvatura escalar R(p) de M em
p é consistente, ou seja, ndo depende da base ortonormal {ey,...,e,} de T,M escolhida.

Além disso, por (4.3), (4.4) e (4.5) temos a seguinte igualdade, que mostra que a curvatura
escalar é uma média de curvaturas seccionais:

1
R(p) = m Z<R(€Ja ez>€za e] n _ 1 Z K 6“ e] (46)
1] 1753
Definiremos agora outra importante medida de curvatura extrinseca de uma subvarie-
dade de uma variedade Riemanniana.

Definicao 4.5. A norma da sequnda forma fundamental de uma imersao isométrica ¢ :
n Ttk C
M"™ — M em um ponto p ¢ o nimero

1/2
o|(p <Z|ael,e] ) : (4.7)

onde {ey,...,e,} é qualquer base ortonormal de T, M.

A definigao acima de |o|(p) nao depende da base ortonormal de T,M escolhida. De
fato, para qualquer base ortonormal {¢y, ..., &} de T,M*, temos por (4.7)

o]*(p) = Z<Z o(ei €5), &a gaaz< (eiaej)agﬁ>§ﬁ>

B
= Z< (eir€5),Ea){o(€ir€5),E5)0ap
i,5,0,
= D {olei )&’ —Z<Agae27ej> =3 AP (4.8)
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Para imersoes isométricas em espacgos de curvatura seccional constante, existe uma
identidade bastante 1itil relacionando as quantidades extrinsecas ]ﬁ| e |o| com a curvatura
escalar R da subvariedade:

.~ —n+k . PO ., .
Proposicao 4.6. Se ¢ : M"™ — M, =~ € uma imersao isométrica de uma variedade
Riemanniana M™ em um espaco de curvatura seccional constante ¢, entao

W2 H? = |of? + n(n — 1)(R - ¢). (4.9)
Demonstragao. Sejap € M e {ej,...,e,} uma base ortonormal de 7, M. Para todo vetor

unitario v € T, M, temos, por definicao de curvatura de Ricci,

n

(n — DRicy(v) = > (R(e;, v)v, ). (4.10)

i=1
Logo, pela equacao de Gauss e definicao do vetor curvatura média,

n

(n=1DRic,(v) = Y {{Rlei,v)v,e)) + (o(es e5), 0(v,0)) — |o(es, v)*}

=1
— S (Blewv)v e + n(Hp), o(v,0)) = lo(env)P. (4.11)
=1 =1
Em particular, para todo j =1,...,n temos

Ric,(e;) = ! Z(f_z(ei,ej)ejgez)—i—%(ﬁ(p),a(ej,ej)}— ! Z|O’(€i,6j)|2.

n—14% ,
i=1 i=1

Somando em j e usando a definigao de curvatura escalar, obtemos

nRp) = = S (Rleweg)es,ed + | H@)P ~

1
L

e entao

2| H(p)? = |o2(p) +n(n — DRp) = 3 K(es,e;). (4.12)

i#]

Usando na igualdade acima a hipdtese de que M tem curvatura seccional constante c,
conclui-se que

22 H )2 = [02() + n(n — D(R(p) — ¢). (4.13)

Como p é arbitrério, (4.9) estd demonstrada. O
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. ~ . s, . —n+k , ;. ~
Se uma imersao isométrica ¢ : M™ — M, = é minima em um ponto p, entao R(p) < ¢
pela Proposicao 4.6. Além disso, R(p) = ¢ se, e somente se, a imersdo é totalmente
geodésica em p. A proposicao a seguir estabelece um resultado mais forte do que esse.

Proposicao 4.7. Seja ¢ : M™ — W:Jrk uma 1mersao isométrica de uma variedade Rie-
manniana M"™ em um espaco de curvatura seccional constante c. Se ¢ € minima em um
ponto p € M, entao Ric,(v) < ¢ para todo vetor nao-nulo v € T,M. Vale a igualdade
identicamente se, e somente se, ¢ € totalmente geodésica em p.

Demonstragdo. Seja {es,...,e,} uma base ortonormal de 7T,M. Como M tem curvatura
seccional constante ¢, temos

R(eg,v)v = c{|v]|?e; — (s, v)v},

paratodoi =1,...,netodov € T,M. Usando a igualdade anterior e a hipdtese ﬁ(p) =0
em (4.11), obtemos

1 n
Ric,(v) = ¢ — | Zz:; lo(es,v))* <e, veT,M, [v|=1. (4.14)
Se Ric,(v) = ¢ para todo vetor unitério v € T,M, entdo o(e;,e;) =0 parai,j=1,...,n.
Logo, o é totalmente geodésica em p. A reciproca segue imediatamente de (4.14). O

s . ——n+k . ~ . o, ..
Corolario 4.8. Seja ¢ : M — M, =~ uwma imersao isomélrica. Se ¢ € minima em um
ponto p € M, entdo ¢ < ¢. Além disso, ¢ = C se, e somente se, ¢ € totalmente geodésica
em p.

Demonstragao. Como M™ tem curvatura seccional constante ¢, tem-se Ric,(v) = ¢ para
todo vetor unitario v € T,M. Como ¢ ¢ minima em p por hipdtese, tem-se pela proposigao
anterior que

c = Ric,(v) <¢, wveT,M, ||v]| =1 (4.15)

Se ¢ = ¢, tem-se por (4.15) que Ric,(v) = € para todo vetor unitdrio v € T,M.
Logo, pela proposicao anterior, ¢ é totalmente geodésica em p. Reciprocamente, se ¢ é
totalmente geodésica em p, entdo, pela proposicao anterior, Ric,(v) = ¢ para todo vetor
unitério v € T,M. Usando essa informacao em (4.15), conclui-se que ¢ = €. O

n+k

Corolério 4.9. Se ¢ : M* — M
totalmente geodésica.

. € uma imersao isométrica minima, entao ¢ €

A proposicao a seguir, que sera utilizada nas demonstragoes de varios resultados destas
notas, relaciona o gradiente e a Hessiana de uma funcao definida em uma variedade
Riemanniana com o gradiente e a Hessiana da restricao da fungao a uma subvariedade.
Em seu enunciado utilizaremos o simbolo V para denotar o gradiente de qualquer fungao
envolvida.
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Proposicao 4.10. Seja ¢ : M™ — M uma imersdo isométrica e g: M — R uma
fungdo de classe C*. Entao, para todo p € M e todos v,w € T,M,

dp(V(g o 8)(p) = Va(e(p))", (4.16)

Hess (g © ¢)p(v, w) = Hess go) (dy(v), dpp(w)) + (Vg(¢(p)), op(v, w)),  (4.17)

onde o, € a sequnda forma fundamental de M™ em p e Vg(é(p))' € a projecao ortogonal
de Vg(p(p)) em dey(T,M).

Demonstracao. Como toda imersao isométrica é localmente uma isometria sobre a sua
imagem, e o gradiente e a Hessiana de uma fungao sao preservados por uma isometria (cf.
Proposigao 1.8), podemos supor que M" estd mergulhada em M e que ¢ é a inclusao
j:M — M.

Para todo X € X(M), temos

(V(goj),X)=X(g04)=X(9) = (Vg, X) = ((Vg)", X),

e entdao V(g o j) = (Vg)". Isso prova (4.16).

Denote por V e V as conexdes Riemannianas de M e M, respectivamente. Usando o
que acabamos de provar, temos, para todos X,Y € X(M),

Hess (g0 j)(X,Y) = (VxV(goj),Y)=(VxV(goj),Y)=(Vx(Vg)",Y)
= (VxVg,Y) = (Vx(Vg)",Y) = (VxVyg,Y) +((Vg)", VxY)
= (VxVg,Y)+((Vg)",o(X,Y)) =Hessg(X,Y) + (Vg,0(X,Y)),

o que prova (4.17). O

Corolario 4.11. Seja g : M — R uma fungao diferencidvel em uma variedade Rieman-
niana M e c € g(M) um valor reqular de g. Se M = g~'(c), entdo, para todo p € M e
todos v, w € T, M,

(op(v,w), Vg(p)) = —Hess g, (v, w). (4.18)

Demonstragio. Seja j : M — M a inclusdo de M em M. A igualdade (4.18) é obtida
aplicando (4.17) para ¢ = j e observando que g o j é constante. O

Um caso particular importante do coroldrio anterior acontece quando se considera g
como a funcdo distancia a um ponto fixo. Seja M uma variedade Riemanniana, p € M,
a>0eS =S,(p) =1{xr €M :d(x,p) = a}. Denotando por r a funcdo distancia ao
ponto p, tem-se que S = r~(a). E um fato bem conhecido da geometria Riemanniana
que se ¢ € S — Cut(p), entao r é diferencidavel e Vr # 0 em uma vizinhanca U de ¢ em
M. Logo, a é um valor regular da restri¢io |y de r a U e, portanto, SN U = (r|y) " (a)
é uma subvariedade de M.
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Corolario 4.12. Com a notagao acima, para todo g € S — Cut(p) e todos v,w € T,S
vale a igualdade

(o4(v,w), =Vr(q)) = Hessr, (v, w), (4.19)
onde o, € a sequnda forma fundamental de S em q.

Um resultado bem conhecido da teoria local de curvas e superficies diz que toda
superficie compacta em R? possui um ponto eliptico, ou seja, um ponto no qual a curvatura
Gaussiana é positiva. A proposicao a seguir é uma generalizacao de longo alcance desse
resultado. Na Secao 6 estabeleceremos um resultado mais geral (cf. Proposigao 6.6).

Proposicao 4.13. Seja ¢ : M™ — R""* uma imersdao isométrica de uma variedade
Riemanniana compacta M™. Entao existem um ponto p € M e um vetor & L do,(T,M)
tais que Ag, : T,M — T,M ¢ definida positiva.

Demonstragio. Fixe py € R"* e seja g : R™ — R definida por g(z) = ||z — po|[2/2. E
facil ver que
Vy(z) =2 —po, Hessg.(v,w) = (v,w), zv,weR" (4.20)
Como g o ¢ é continua e M é compacta, existe p € M tal que (g o ¢)(p) = maxy(g o ¢).
Logo, por (4.20) e Proposigao 4.10,
{6(p) —po}" = {Vg(6(p)}" = ds,(V(g o d)(p)) = de,(0) = 0, (4.21)
o que mostra que ¢(p) — po ¢ ortogonal a de¢,(T,M). Como p é ponto de méximo de go ¢,

usando novamente (4.20) e a Proposigao 4.10, obtemos
0 > Hess (g 0 ¢)p(v;v) = Hess o) (dop(v), ddp(v)) + (Vg(6(p)), o (v, )
= {dgp(v), dey(v)) + (Vg(8(p)), o(v,v))
10* + (Vg(o(p)), o (v, v)),

para todo v € T,M. Logo, pela desigualdade acima, o operador de forma da imersao com
respeito ao vetor normal &, = pg — ¢(p) = —Vg(o(p)) satisfaz

(Agyv,v) = (0(v,0), &) = (o (v, v), =Vg(b(p)) = v|[*, v e T,M. (4.22)
m
Corolario 4.14. Nao existe subvariedade minima compacta no espago Fuclidiano.

Demonstracdo. Seja ¢ : M™ — R™* uma imersao isométrica de uma variedade Rieman-
niana compacta M". Pela proposigao anterior, existem p € M e &, L d¢,(T,M) tais que
(Ag,v,v) > 0 para todo vetor nao-nulo v € T,M. Logo, para qualquer base ortonormal
{e1,...,e,} de T,M, tem-se

<ﬁ(p),fo> _ L Z<U(€i>€i),§0> =2 Z<A£o€ia€i> > 0.
n n

i=1 i=1

Em particular ﬁ(p) # 0 e, portanto, ¢ nao é imersao minima. ]

18



No caso de hipersuperficies, ou seja, imersoes isométricas ¢ : M" — M de co-
dimensao 1, existem formas bastante naturais de medir a curvatura extrinseca de M™.
Seja A = A¢ o operador de forma da imersao relativo a um campo normal unitdrio §
definido em um aberto U de M. Como, para cada p € U, A, = Ag,) ¢ um operador
linear auto-adjunto, existem uma base ortonormal {es,...,e,} de T,M e ntmeros reais

A = /\l(p)v s 7)\71 - )‘n(p) tais que

Aje; = Neg, i=1,...,n. (4.23)
Definigao 4.15. Os numeros Ay, ..., \, que verificam (4.23) sao chamados de curvaturas
principais de M em p.
Se eq,...,e, € \,...,\, sd0 como acima, entao, pela equagao de Gauss,
Kij = Kij + (Aej,e;)(Aej, e5) — (Aey, )% = Ky + A, (4.24)

para todos i # j, onde K;; = K(e;,e;) e K;j = K(e;,ej) sdo as curvaturas seccionais
de M e M, respectivamente, segundo o plano gerado por e; e e;. Além disso, o vetor
curvatura média ﬁ(p) de M™ em p satisfaz

7 1 < 1 o

(H(p),6(0)) =~ > {oplenen) £p) = ~ D (Aperer) = ZA (4.25)

i=1 i=1

Definicao 4.16. O numero H(p) := (ﬁ(p),f(p» é chamado a curvatura média de M™
em p relativa a &(p).

A curvatura média é provavelmente a mais importante medida de curvatura extrinseca
de uma hipersuperficie. Usando as curvaturas principais, podemos definir outras:

.~ . 1 . - i
Definigao 4.17. Seja ¢ : M" — M uma imersdo isométrica e A = A¢ o operador de
forma da imersao com respeito a um campo normal unitario ¢ definido em um aberto U

de M. Parar =1,...,n, ar-ésima curvatura média de M em p € U é o niimero
( Z >‘21 T lr( )7 (426)
T < <ip
onde Ai(p),..., \y(p) sdo as curvaturas principais de M em p.
Observe que H; = H por (4.26) e Defini¢ao 4.16. Quando M M:H tem curva-

tura seccional constante ¢, a 2-ésima curvatura média H, é a menos de uma constante a
curvatura escalar de M". De fato, nesse caso a equacao (4.24) transforma-se em

Kij =c+ )\Z/\]
Logo, por (4.6) e (4.26),

n(n—1)R ZKU—Zc—i—/\i)\j):n(n—1)0+n(n—1)H2,
i#£] i#£]
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e entao
R =c+ H-. (4.27)

Como a curvatura escalar é uma quantidade intrinseca, a igualdade acima mostra que,
ao contrario das curvaturas principais e da curvatura média, o valor de Hy em qualquer
ponto nao depende da escolha do vetor normal unitario. Portanto, a funcao H, esta
definida globalmente em M"™, mesmo no caso em que M™ nao é orientavel. O mesmo
ocorre para qualquer H, em que r é par. De fato, como as curvaturas principais mudam
de sinal quando trocamos £ por —¢, segue diretamente de (4.26) que H, ndo depende da
escolha de & quando r é par.

5 Subvariedades Umbilicas

Um ponto p de uma superficie regular S C R? é chamado umbilico quando as curvatu-
ras principais de S em p sao iguais, ou equivalentemente, quando o operador de forma de
S em p for um multiplo da aplicacao identidade I, : T,M — T,M. Estendemos a seguir
essa definicao para imersoes isométricas de qualquer dimensao e qualquer codimensao.

Definicao 5.1. Uma imersao isométrica ¢ : M™ — M ¢ chamada umbdlica em um
ponto p € M se, para todo £ € T,M~*, existe um nimero \¢ € R tal que A¢ = \¢I, onde
I é a aplicacao identidade de T, M. A imersao é chamada umbilica quando for umbilica
em todo ponto.

Proposicao 5.2. Seja ¢ : M" — M wma imersao isométrica. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(i) ¢ € umbilica em p € M.

(ii) Ac = (H (p), &), V¢ eT,M".

(iii) op(v,w) = (v, w)H (p), Vo,w € T,M.
Demonstragdo. (1) = (ii): Seja {ei,...,e,} uma base ortonormal de T,,M. Para todo
£ € T,M*, tem-se

(o€ €i), &) = (Acei, 1) = (Aeei, €5) = Ae.

Somando em (i), obtemos

n(H (p),€) = ne.
de onde se conclui que A¢ = A\ I = (ﬁ(p), 1.

(ii) = (iii): Seja {&1,...,&} uma base ortonormal de T,M=*. Para todos v,w € T,M,
tem-se

o(vw) = S (o0, w) & = 3 (A v, w)en = S (H (), €a) v, w)és
= (w,w) S (H(p), &)ea = (v, 0)H ().
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(iii) = (ii): Para todo & € T,M* e todos v, w € T,M, temos

(Agv, w) = (y(0,0),€) = (0, w)(H(p), &) = (H(p), v, w).
Logo, A¢ = <ﬁ(p),§)] para todo & € T,M*.
(i) = (i): Imediato. ]

Definicao 5.3. Dizemos que uma imersao isométrica ¢ : M"™ — M tem vetor curva-
tura média paralelo quando Vjﬁ =0, para todosp e M ev € T,M.

. ~ . s . —n+k ,q- ~
Se uma imersao isométrica ¢ : M™ — M tem vetor curvatura média paralelo, entao
V|ﬁ|2 =0, pois

o(H, HY=2(vrH H) =0,

para todos p € M e v € T,M. Logo, |ﬁ| é constante se M" for conexa. No caso de

hipersuperficies (ou seja, quando k = 1), vale a reciproca. De fato, se |ﬁ| é constante,

entao
0=v(H H)=2ViH H),

e, portanto, Vjﬁ = 0 para todos p € M e v € T,M.

Da teoria local de curvas e superficies em R? sabemos que toda superficie conexa e
umbilica S C R? tem curvatura seccional constante (pois é um aberto de um plano ou de
uma esfera). A proposigao a seguir diz em particular que esse fato vale para subvariedades
(de qualquer codimensao) de qualquer espaco de curvatura seccional constante.

Proposicao 5.4. Seja ¢ : M"™ — MZLJrk, n > 2, uma imersao umbilica de uma variedade

M"™ em um espaco de curvatura seccional constante c. Entao ﬁ ¢ paralelo e R+ = 0. Se
M™ é conezxa, temos também que M" tem curvatura seccional constante ¢ + |H |?.
Demonstracao. Como ¢ é umbilica, tem-se pela Proposicao 5.2 que
o(X,Y) = (X,Y)H, (5.1)
para todos X,Y € X(M). Logo,
(Vxo)Y,2Z2) = Vxo(Y,2)—0o(VxY,Z)—o(Y,VxZ)

= VE((Y.2)H) ~ o(VxY, Z) = o(Y. Vx2)

— XY, Z2VH + (Y, 2)ViH — (VxY,2VH — (Y,Vx2)H

— (Y, Z)ViH.

Como M tem curvatura seccional constante, {R(X,Y)Z}* = 0, para todos X,Y,Z €
X(M). Logo, pela equagao de Codazzi (cf. (3.8)) e igualdade anterior,

(V, 2)VEH = (Vio)(V, Z) = (VEo)(X, Z) = (X, Z)VEH.
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Fazendo Y = Z 1 X na igualdade acima, conclui-se que VLﬁ = 0 para todo X € X(M).

Logo, ﬁ ¢ paralelo.
Como M tem curvatura seccional constante, a equacao de Ricci (cf. (3.12)) nos diz
que

Rl(Xa Y)S = U<X7 A§Y) - J(A§X7 Y)a X7Y € x(M)a 5 € %(M)J_
Logo, pela Proposicao 5.2 e hipdtese de que ¢ é umbilica,
RMX,Y)E = (X, AY)H — (AX,Y)H =0,

para todos X,Y € X(M) e £ € X(M)*. Portanto Rt = 0. A dltima afirmagao segue
imediatamente de (5.1) e da equagao de Gauss. O

6 Teoremas de Comparacao da Hessiana e do Lapla-
ciano

Nesta secao enunciaremos e demonstraremos o teorema de comparacao da Hessiana e o
teorema de comparacao do Laplaciano, duas ferramentas cruciais para a demonstracao de
varios resultados em geometria diferencial. Nas demonstracoes dos referidos resultados,
utilizaremos os seguintes lemas.

Lema 6.1. Seja M uma variedade Riemanniana, v : [0,a] — M uma geodésica minimi-
zante normalizada e V' um campo paralelo ao longo de v tal que |V| =1 eV L 4. Denote
por r a fun¢ao distancia ao ponto v(0). Entdo, para todo t € (0,a),
d

KV (), () + pr Hessr(V(t),V (1)) + |Vvy Vr|* =0, (6.1)
onde K(V (t),~'(t)) € a curvatura seccional de M sequndo o plano gerado por V (t)e ~'(t).
Demonstragao. Como v é minimizante, r é diferencidavel em ~(t) e Vr(y(t)) = +/(t) para
todo t € (0,a). Dado ty € (0,a) denote por X o campo, definido em uma vizinhanca U
de 7(to), obtido pelo transporte paralelo de V(ty) ao longo das geodésicas que emanam
de y(to). Entao X (y(t)) = V(t) em algum intervalo centrado em t, (pois V é paralelo ao

longo de v) e V,X = 0 para todo v € T}, M. Pela simetria da Hessiana de uma funcao,
temos ao longo de U que

(V|Vr]?, X) = X(Vr,Vr) = 2(VxVr, Vr) = 2(Vy,Vr, X).

Denote por R o tensor curvatura de M. Por |Vr| =1 e igualdade acima, temos em ()

1 1

0 = 5 Hess Vr?(X,X) = 5(VXV|V7~|2 X) = §X<V|vr|2,)<> = X(Vy,Vr, X)
< VTVT X>

= (R(X,Vr)Vr, X) + (Vg, VyVr, X) + (Vixwy Vr, X)
(R(X,Vr)Vr, X) + Vr(VxVr, X) + (VxVr [X, Vr])
(R(X,Vr)Vr, X) + Vr(Hessr(X, X)) + |[Vx Vr|.

22



Como X (v(tg)) = V(to), Vr(v(te)) = 7' (to) e {7 (to),V(to)} é um par ortonormal, a
igualdade acima nos diz que

K(V(to), " (to)) + 7/ (to)(Hess (X, X)) + [Vy o) Vr|* = 0. (6.2)

Como X (y(t)) = V(t) para todo t em uma vizinhanga de ty, o segundo termo no lado
esquerdo da igualdade acima vale

d d
v (to)(Hessr(X, X)) = —| Hessr(X,X)(y(t)) = —| Hessr(V(t),V(t)). (6.3)
dt lt=to dt lt=to
Substituindo (6.3) em (6.2), obtemos (6.1) para t = t;. Como ty € (0,a) é arbitrario, a
proposicao esta demonstrada. O]

Lema 6.2. Seja M"™ uma variedade Riemanniana, 7 : [0,a) — M uma geodésica norma-
lizada, V' um campo continuo ao longo de v tal que |V (t)] =1 e V(t) L ~/'(t) para todo
t € [0,a). Denote por r a funcao distancia ao ponto v(0). Entdo

1 tH V(t),V(t)} =1. 6.4
t_1>1(1]1+{ essr(V (1), V(t))} (6.4)
Demonstragcdo. Dado w € Tyo)M, |w| =1, seja o : (—¢,e) — M a geodésica que satisfaz
o(0) = v(0) e ¢/(0) = w. Lembrando que r? é diferencidvel em uma vizinhanga de v(0),
e que toda geodésica ¢é localmente minimizante, temos

d2

P i

2
=, 2 =2, (6.5)

Hess (1%).0) (w, w) =

Por outro lado, em todo ponto ¢ € M onde r ¢é diferenciavel temos

Hess (r*),(v,w) = (V,V(r?),w) = (V,(2rVr),w)
2(Vr,v) (Vr, w) + 2rHess rq(v, w).

Como V/(t) é ortogonal a +/(t) para todo t € [0,a), e Vr(y(t)) = +/(t) para todo t > 0
suficientemente pequeno, segue da equagao acima que

Hess (r*) (V (¢), V(1)) = 2t Hessr(V (1), V (¢)),

para todo t > 0 suficientemente pequeno. Tomando o limite quando ¢ — 07, e usando
(6.5), obtemos

1

tl_1)r51+ {tHessr(V(t),V(t))} = §t1_if£u {Hess (r*)(V(t),V(t)) }
= %Hess (r*)(V(0),V(0)) = 1.
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Teorema 6.3 (Teorema de comparagao da Hessiana). Seja M™ wuma variedade Rie-
manniana com curvatura seccional limitada inferiormente por uma constante c, e seja
v :[0,a] = M uma geodésica minimizante normalizada. Denote por r a fun¢ao distancia
ao ponto y(0) e assuma que v é diferencidvel em vy(a). Se ¢ > 0, assuma também que
a < m/+/c. Entao, para todo v € TyoM tal que v L +'(a) e |v| =1,

Ve cot(ay/c), c >0,

Hess r.y ) (v,v) < ¢ 1/a, c=0,

v/ —ccoth(av/—c), ¢<O.

Demonstragdo. Dado v € Ty M tal que v L 4'(a) e |v] = 1, denote por V(t) o campo
paralelo ao longo de 7y tal que V' (a) = v. Pelo Lema 6.1 e desigualdade de Cauchy-Schwarz,

%Hessr(V(t), V(t)) 4+ Hessr(V (¢), V(t))2 + K(V(t),7'(t)) <0, (6.6)

para todo t € (0,a). Seja f: (0,a] — R a funcdo definida por f(t) = Hessr(V (¢), V(t)).
Como, por hipdtese, a curvatura seccional de M ¢é maior ou igual a ¢, temos pela desi-
gualdade anterior

f'+fA+c<o. (6.7)
Seja

Ve cot(ty/c), c>0,0<t<7//c,
W(t) = {1/t c=0, (6.8)

v/—c coth(ty/—c), ¢<0.
Queremos provar que f(a) < U(a). E facil ver que, qualquer que seja o valor de ¢, U é

estritamente decrescente e satisfaz a seguinte equacao diferencial nao-linear de primeira
ordem

U+ 02 +c=0. (6.9)

Podemos supor f(a) > 0 no caso ¢ =0, e f(a) > v/—c no caso ¢ < 0; do contrario, ndo
h4 nada para provar. Segue entao de (6.7) que f > 0 no caso ¢ =0 e f > y/—c no caso
¢ < 0. Assim, a composta § = U~! o f estd definida e ¢ diferenciavel em (0, a], qualquer
que seja o valor de ¢. Como, pelo Lema 6.2, lim; g+ f(t) = 400, temos

lim 6(t) = 0. (6.10)

t—0t

De (6.7), (6.9) e f = ¥ o6, obtém-se

f'() +T2(0(t) +c <0 =T (0(t) + ¥2(0(t)) + c,
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o que implica W' (0(t)) > f'(t) = ¥'(0(t)) ¢'(t). Como V" é negativo, segue que 0'(t) > 1,
para todo t € (0, a]. Logo, para todo 0 < € < a,

O(a) — 6(c) = /: o' (t)dt > /:dt =a—c¢.

Tomando o limite quando e — 07, e usando (6.10), obtemos #(a) > a. Usando novamente
que W é decrescente, obtemos

o que conclui a prova do teorema. O

Observagao 6.4. O teorema de comparagao da Hessiana também vale para variedades
Riemannianas com curvatura seccional limitada superiormente (com a conclusao inver-
tida). Mais precisamente, se M™ é uma variedade Riemanniana com curvatura seccional
limitada superiormente por uma constante ¢, entao, nas mesmas condi¢oes do Teorema
6.3,

Ve cot(av/c), c>0,

Hess ry ) (v,v) > ¢ 1/a, c=0,

v/—ccoth(ay/—c), ¢<0.

Teorema 6.5 (Teorema de comparagao do Laplaciano). Seja M™ uma variedade Rie-
manniana com curvatura de Ricci limitada inferiormente por uma constante ¢, e seja
v :[0,a] = M uma geodésica minimizante normalizada. Denote por v a fun¢ao distancia

ao ponto y(0) e assuma que v é diferencidvel em vy(a). Se ¢ > 0, assuma também que
a < mw/\/c. Entao,

(n — 1)y/c cot(ar/c), c>0,

Ar(y(a)) < < (n—1)/a, c=0,

(n — 1)y/—c coth(ay/—c), ¢ < 0.
Demonstragao. Seja {vq,...,v,_1} uma base ortonormal do complemento ortogonal de
v'(a) em T, M. Para cada i =1,...,n — 1, denote por V; o campo paralelo ao longo de

7 tal que Vj(a) = v;. Como V., Vr =0, temos

n—1
Ar(y(t)) =Y Hessr(Vi(t), Vi(t)), t € (0,al. (6.9)
=1
Pelo Lema 6.1, parai=1,...,n — 1 temos
d
K(Vi(t),7/(£) + ZHess r(Vi(t), Vi(t) + Vv Vr[* = 0, £ € (0], (6.10)
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Somando em i e usando (6.9), obtemos

(n — D)Ric(y/'(¢)) + %Ar(”y(t)) + |Hessr[*(y(t)) =0, t € (0,al. (6.11)

Como (Ar)? < (n — 1)[Hessr|? pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

—A;W_(tl))z %Am@)) + (n — D)Ric(v/(t)) < 0. (6.12)

Fazendo ¢(t) = Ar(y(t)) e usando a hipdtese de que a curvatura de Ricci de M é maior
ou igual a ¢, obtemos

2

g+ T+ (n—1)c<0. (6.13)

Seja ¢ = (n—1)¥, onde ¥ é a fun¢ao definida por (6.8). Queremos provar que g(a) < ((a).
Por (6.9),

CQ

¢+

. +(n—1)c=0. (6.14)

Podemos supor g(a) > 0 no caso ¢ =0, e g(a) > (n — 1)y/—c no caso ¢ < 0; do contrério,
nao ha nada para provar. Entao, por (6.13), g > 0 nocaso c = 0e g > (n — 1)y/—c
no caso ¢ < 0. Assim a composta = (7! o g estd definida e é diferencidvel em (0, al,
qualquer que seja o valor de ¢. Raciocinando como na prova do Teorema 6.3, prova-se
que 6(a) > a. Logo, como ¢ é decrescente,

g9(a) = ¢(0(a)) < ((a), (6.15)
como queriamos demonstrar. O

Encerraremos esta secao apresentando extensoes da Proposicao 4.13 e Corolario 4.14
para variedades de Hadamard. Recorde que uma variedade de Hadamard é uma variedade
Riemanniana completa, simplesmente conexa, com curvatura seccional nao-positiva.

.~ . ——n+k . ~ . L, . .
Proposicao 6.6. Seja ¢ : M" — M uma imersao isométrica de uma variedade Rie-

manniana compacta M™ em uma variedade de Hadamard M. Entdo existem um ponto
p €M e um vetor § L do,(T,M) tais que Ag, : T,M — T,M ¢é definida positiva.

Demonstracdo. Seja r a funcdo distancia a um ponto py € M fixado. Como M é uma
variedade de Hadamard, a funcdo r é diferencidvel em M — {py}. Como r o ¢ é continua
e M é compacta, existe p € M tal que (r o ¢)(p) = maxy(r o ¢). Logo, pela Proposigao
4.10,

Vr(6(p)" = doy(V(ro é)(p)) =0, (6.16)
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de onde se conclui que & = —Vr(é(p)) L do,(T,M). Como p é ponto de maximo de
r o ¢, usando novamente a Proposicao 4.10, obtemos

0 > Hess (r o @), (v,0) = Hessro (dy(v). doy(v) + (Vr(9(p)). 0p(v, ),

para todo v € T,M, onde 0, ¢ a segunda forma fundamental de M em p. Entao

<A€0U7U> - <UP<U,U)760> = <UP(U7U)7 —VT(¢(p))> > Hess T¢(P)(d¢l>(v)7d¢]’(v))'

Como dg,(v) é tangente a esfera geodésica de M que tem centro em py e passa por ¢(p),
e a curvatura seccional de M é menor ou igual a zero por hipdtese, segue da desigualdade
acima e do teorema de comparacao da Hessiana que

L 2= L 1}2 v
(Ao 0) 2 sy = sl v e TM.

O

Imitando a demonstragao do Corolario 4.14, usando a proposi¢ao anterior no lugar da
Proposicao 4.13, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 6.7. Nao existe subvariedade minima compacta em uma variedade de Hada-
mard.

A Proposicao 6.6 e o Corolario 6.7 nao sao verdadeiros em um espaco ambiente ar-
bitrario. Por exemplo, no caso em que M é a esfera unitaria S"*!' C R"*2, o equador
{x € 8" : 2,5, = 0} é uma subvariedade compacta minima (de fato, totalmente
geodésica) de S"*1. Um exemplo menos trivial é o seguinte:

Exemplo 1 (Toro de Clifford). Seja M"™ = S™ (1) x S™*(r3), onde ny+ny = n e ry,ry so
dois ntimeros positivos tais que r + r3 = 1. Entao M™ é uma hipersuperficie compacta
da esfera unitdria S"*' C R"™2. Dado (z,y) € S™ (ry) x S"2(ry), é facil ver que (z,0) e
(0,y) sao vetores linearmente independentes de R™"*2 que sao ortogonais a M™ no ponto
(z,y). Como dim(M) = n, esses vetores geram entdo o espago normal a M™ C R™™2 no
ponto (z,y). Seja & um vetor unitdrio de R™*? que ¢ ortogonal a 1|, , M e tangente a
Sntl Entao existem a,b € R tais que

& = a(z,0) + b(0,y) = (ax, by).
Como &, é tangente a S™™!, temos
0= ((az,by), (z,y)) = allz|[* + blly|[* = arf + br3.
Usando agora que ||&]| = 1, obtemos

1= &I = a®[[2]|* + b*|ly||* = a®r} + b7rs.
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Resolvendo o sistema

2,2 | 12,2 _
a’ri +b°r; =1,

{ar% + br2 =0,

obtemos . ,
2 1

a==+—, b=F—.

(& )

Logo, um campo normal unitrio a M™ C S"*! é dado por

Denote por A o operador de forma de M™ C S™*! com respeito a . Pela igualdade acima,
para todo v € T,,S™ (r1) e todo w € T,,5™(r3), temos

T T
A(l‘ay) (Uv O) = __2(U7 0)7 A(m,y) (07 w) = _1(()’ w)

1 T2
Logo, as curvaturas principais de M™ em qualquer ponto (z,y) sdo dadas por

)\1:"':/\n1:_r_27 /\n1+1:"':/\n:ﬁ’ (617>

1 T

de onde se conclui que M™ C S™*! tem curvatura média constante

1 T T
H=— {—n1—2 —|—n2—1}.
n (&1 T2

Entao M™ é minima se, e somente se, 73 /1 = ny/n;. Como 12 +712 = 1 e ny+ny = n, essa
condigao ocorre se, e somente se, 7, = \/nj/n. Nesse caso, M" é chamado um toro de
Clifford de dimensao n. Para utilizacao futura, vamos determinar a norma de sua segunda
forma fundamental. Por (6.17) e r3/r? = ny/ny,

T% T‘% o ny
TN =N1— +Ng— =N + N1 =N
T2 Al (%)

AP =m

2
1

7 Uma Caracterizacao de Curvatura Seccional Cons-
tante

Um resultado basico em geometria Riemanniana diz que dados um ponto p em uma
variedade Riemanniana M e um vetor v € T,M, existe uma unica geodésica de M pas-
sando por p com velocidade v. Tendo em vista esse fato, é entao natural perguntar se
dado um subespacgo vetorial L C T,M, com dim L > 2, existe uma subvariedade de M
contendo p que seja totalmente geodésica e tenha L como espago tangente em p. A res-
posta a esta pergunta em geral é nao. De fato, como veremos no Teorema 7.2 abaixo,
devido a Cartan [4], a existéncia de tais subvariedades é uma condigao bastante restritiva,
ja que ela implica que M tem curvatura seccional constante.
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Definicao 7.1. Dizemos que uma variedade Riemanniana M" satisfaz o azioma dos r-
planos para algum r fixo, 2 < r < n — 1, se, para todo p € M e todo subespaco vetorial
L C T,M de dimensao r, existe uma subvariedade totalmente geodésica S C M contendo
p tal que T,S = L.

Teorema 7.2. Se uma variedade Riemanniana M™, n > 3, satisfaz o axioma dos r-planos
para algum r, 2 <r <n—1, entao M" tem curvatura seccional constante.

Demonstracao. Pelo teorema de Schur, basta mostrar que a curvatura seccional de M é
pontualmente constante. Seja p € M e {u,v,w} um conjunto ortonormal de vetores de
T,M. Como M" satisfaz o axioma dos r-planos por hipdtese, existe uma subvariedade
totalmente geodésica S C M contendo p tal que u,v € T,S e w € T,5*+. Como S é
totalmente geodésica, a equacio de Codazzi (cf. (3.8)) nos diz que {R(u,v)u}t = 0, onde
R é o tensor curvatura de M e “1”significa a componente ortogonal a S. Logo,

(R(u,v)w,uy = —(R(u,v)u,w) =0,
vtw vowy g

para qualquer conjunto ortonormal {u,v,w} de vetores de T,M. Como {u, R

um conjunto ortonormal se {u, v, w} o for, tem-se pela igualdade anterior que

0= (R (w0 ) S ) = SR o)) — (R wyw. ),

o que implica

K(u,v) = K(u,w).
Assim, as curvaturas secionais de quaisquer dois planos P, Q) C T,M que se intersectam
ortogonalmente sao iguais.

Considere agora dois planos distintos quaisquer P, Q) C T,M. Se PN @ # {0}, entdo
existe um terceiro plano L C T),M que ¢ ortogonal a ambos. Logo, pelo que ja foi provado,
K(P)=K(L) = K(Q). Se PN Q = {0}, considere um plano R tal que PN R # {0} e
RN Q # {0}. Pelo caso anterior, K(P) = K(R) = K(Q). O
Definicao 7.3. Uma esfera extrinseca de uma variedade Riemanniana é uma subvariedade

umbilica que possui vetor curvatura média paralelo.

Pela Proposicao 5.4, subvariedades umbilicas de variedades com curvatura seccional
constante sao esferas extrinsecas.

Definigao 7.4. Dizemos que uma variedade Riemanniana M™, n > 3, satisfaz o azioma
das r-esferas para algum r fixo, 2 < r < n — 1, se, para todo p € M e todo subespaco
vetorial L C T,M de dimensao r, existe uma esfera extrinseca S contendo p tal que
1,5 = L.

A seguinte generalizagao do teorema de Cartan foi obtida por Leung e Nomizu [24].
A demonstracao é analoga a do teorema de Cartan, e por isso serd omitida.

Teorema 7.5. Se uma variedade Riemanniana M™, n > 3, satisfaz o axioma das r-
esferas para algum r, 2 <r < n —1, entao M"™ tem curvatura seccional constante.

Para outras caracterizacoes de espagos com curvatura seccional constante, veja, por
exemplo, (2, 7, 26, 32, 36].
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8 Hipersuperficies Convexas

Toda imersao ¢ : M™ — R™™! admite um campo normal unitdrio em uma vizinhanca
de qualquer ponto de M. Quando M™ é orientavel, esse campo pode ser definido glo-
balmente. De fato, escolhendo uma orientagao para M" (e, portanto, para cada espago
tangente T, M) pode-se definir um campo normal unitdrio £ : M" — S™ C R™" da
seguinte forma. Se p € M e {ey,...,e,} é uma base positiva de T,,M, entao

__dgylen) X - X ddy(en)
= fdg(en) x - x doylea)ll

onde d,(e1) X - - - X dp,(e,) é o produto vetorial em R™™! dos vetores do,(e1), . .., dp,(en).
Segue das propriedades do produto vetorial que &(p) L d¢,(1,M) e que £(p) nao depende
da escolha da base positiva de T,M. Fazendo e; = 0;, i = 1,...,n, na igualdade acima,
onde 04, ..., 0, sao os campos coordenados de uma carta ¢ : U — R" do atlas orientavel
maximal de M™, conclui-se que £ é diferenciavel.

Definigao 8.1. A aplicagao & : M™ — S™ C R™*! acima definida é chamada a aplica¢io
normal de Gauss da imersao ¢ : M™ — R,

Proposicao 8.2. Seja ¢ : M™ — R uma imersao isométrica de uma variedade Rie-
manniana orientdvel M™ em R . Denote por A o operador de forma da imersao relativo
a um campo normal unitdrio & : M™ — S™ C R"*'. Entdo, para todosp € M ev € T,M,

dpp(Apv) = —d&p(v). (8.1)

Demonstracao. Dado p € M, considere uma vizinhanca aberta U de p em M tal que
¢l : U — ¢(U) seja um difeomorfismo (e, portanto, uma isometria). Defina um campo
normal unitério n em ¢(U) por n(é(x)) = &(x), x € U. Dado v € T,M, considere uma
curva diferencidvel v : (—e,¢) — U tal que v(0) = p e 4/(0) = v. Entao ¢ oy é uma curva
diferencidvel em ¢(U) que satisfaz (¢ o v)(0) = ¢(p) e (¢ o) (0) = dp,(v). Denotando

por V a conexao Riemanniana de R"*!, temos

A6y Ap) = ~(Vagymy’ = ~Vassm = —| _n((607)(1)
= 2] 00 = ~dgy (o).

]

E um fato bem conhecido da teoria de superficies em R? que se S C R3 é uma superficie
conexa e umbilica, entdo S é um aberto de um plano ou de uma esfera. A proposicao a
seguir é uma generalizagao desse fato.

Proposigao 8.3. Seja ¢ : M™ — R" wma imersio umbilica de uma variedade coneza

M™. Entio ¢(M) € um subconjunto aberto de um hiperplano ou de uma hiperesfera de
R+,
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Demonstracao. Dado p € M, considere um campo normal unitario & em uma vizinhanga
conexa U de p restrita a qual ¢ é um mergulho. Como ¢ é umbilica, existe uma fungao
AU — R tal que Agzy = AM(x)l,, x € U, onde I, é a aplicacao identidade de T, M. A

funcéo A é diferencidvel, pois A = (H, &) pela Proposicao 5.2. Denotando A = A, para
todos X,Y € X(U) temos

(VyA)X = Vy(AX) — A(VyX) = Vy(AX) — AWy X = Y(A)X. (8.2)
Similarmente,
(VxA)Y = X(\)Y. (8.3)
Por (8.2), (8.3) e a equacio de Codazzi (cf. (3.20)),
YOOX = XY, XY € X(U).

Tomando X e Y linearmente independentes na igualdade acima, obtemos X (\) = 0 para
todo X € X(U), de onde se conclui que VA = 0. Segue agora da conexidade de U que A
é constante.

Suponha A = 0. Dado ¢ € U, considere uma curva diferenciavel 7 : [0, 1] — U ligando
p e q. Pela Proposicao 8.2,

£g) — €)= (€om)(1) — (E07)(0) = / (€ o) (t)dt = / 06, (7' (£))dt

= — /0 dy(p) (A (t))dt = 0. (8.4)

Como ¢q € U é arbitrario, conclui-se que £ é constante. Seja h : U — R a funcao definida
por

Se ¢ e v sao como acima, entao

Ch0) = S (00(0) = o), EB)) = {dyo(x (1)), EB))

= (dy) (7' (1)), E(v(1)))
= 0,

para todo t € [0,1]. Logo h o~y é constante, e como h((0)) = 0, essa constante é nula.
Portanto h(q) = 0 para todo g € U, o que significa que ¢(U) estd contido no hiperplano
de R™! que contém ¢(p) e é ortogonal a &(p).

Suponha agora A # 0 e seja f : U — R™™! a funcao definida por

£() = ola) + 1 £(x). (35)
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Seja v : [0,1] — U uma curva diferenciavel ligando p a um dado ponto g € U. Por (8.5)
e Proposicao 8.2,

G100 = Z{s00)+ 3600)} = dstro) + Jaete)

= dg(y(1) — 3dB(AY (1) = ol (1)) — 3O (1)) =,

de onde segue que f(q) = f(v(1)) = f(v(0)) = f(p). Como ¢ € U ¢é arbitrario, conclui-se
que f é constante. Assim, existe py € R"*! tal que

8(e) + yE@) =p, Vo€l

de onde se conclui que ||¢(x) — po|| = 1/|\|. Portanto ¢(M) esté contido na hiperesfera
de R™! com centro py e raio 1/|\|.

Provamos até aqui que cada ponto de M possui uma vizinhanca cuja imagem por ¢
estd contida ou em um hiperplano ou em uma hiperesfera de R*"*!. Fixe p € M e admita
que existe uma vizinhanga U de p tal que ¢(U) estd contido em um hiperplano H. Seja
A o conjunto de todos os pontos de M que possuem alguma vizinhanca cuja imagem
esta contida em H. O conjunto A é nao-vazio, pois p € A, e é obviamente aberto. Para
provar que A é também fechado, considere uma sequéncia () C A tal que x;, — x. Pelo
que ja foi demonstrado, existe uma vizinhanca V' de x tal que ¢(V') esta contido em um
hiperplano L ou em uma hiperesfera S. Como z;, — =z, existe k € N tal que x;, € V.
Como z, € A, existe uma vizinhanga W de zy, tal que ¢(W) C H. Logo,

SWNV)CHNL ou g(WNV)C HNS.

Como ¢ é uma imersao, a segunda possibilidade nao pode ocorrer, e a primeira s6 pode
ocorrer se L = H. Logo ¢(V) C H, o que mostra que = € A. Assim A é também fechado,
e como M é conexo, segue que A = M. Portanto ¢(M) C H.

No caso em que p possui uma vizinhanga U tal que ¢(U) esta contido em uma hiperes-
fera S de R™!, um raciocinio anélogo ao que acabamos de fazer prova que ¢(M) C S. [

Definicao 8.4. Seja ¢ : M"™ — R™"! uma imersao e p € M. O hiperplano tangente a
imersao em p é o subespago afim ¢(p) + d¢,(T,M). Dizemos que a imersao é localmente
convera em p quando existe uma vizinhanga U de p tal que ¢(U) estd contido em um
dos semi-espacos fechados determinados pelo hiperplano H tangente a imersao em p. Se
o(U)N H = {¢p(p)}, dizemos que a imersao é estritamente localmente convera em p. A
imersao é chamada localmente convera (resp. estritamente localmente conveza) se for
localmente convexa (resp. estritamente localmente convexa) em todo ponto.

O cilindro circular e a esfera sao exemplos de superficies localmente convexas (de fato,
convexas), sendo que a segunda é estritamente convexa e a primeira nao.

Proposicao 8.5. Seja ¢ : M™ — R"™ uma imersdao isométrica cuja sequnda forma
fundamental € definida em um ponto p € M, isto €, o,(v,v) # 0 para todo vetor nao-nulo
v € T,M. Entao ¢ € estritamente localmente convexa em p. Em particular, qualquer
hipersuperficie compacta de R™1 ¢ estritamente localmente convexa em algum ponto.
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Demonstragio. Escolha um vetor unitdrio & L d¢,(T,M) e defina g : R"** — R por
9(x) = (z — ¢(p), &o)-
Um célculo simples mostra que, para todo z € R*,
Vg(x) =&, Hessg,=0.
Logo, pela Proposicao 4.10,

Vigo¢)(p) =dd," ({Va(o(p)}') = do, (&) = dg, " (0) =0, (8.6)

Hess (g 0 ¢)p(v,v) = Hess gop)(dp(v), dp(v)) + (0p(v,0), Vg(o(p))
= (op(v,v),&)- (8.7)

Como o, é definida por hipétese, tem-se por (8.7) que Hess (g o ¢),(v,v) > 0 para todo
v € T,M — {0} ou Hess (g o ¢),(v,v) < 0 para todo v € T,M — {0}. Logo, como p é um
ponto critico de go ¢ por (8.6), existe uma vizinhanga U de p tal que go¢ > 0 em U — {p}
ougo¢p < 0em U — {p}. Em qualquer caso, tem-se ¢p(U) N H = {p(p)}, onde H é o
hiperplano tangente a ¢ em p. Portanto ¢ é estritamente localmente convexa em p. [

O teorema a seguir é usualmente associado ao nome de Hadamard.

Teorema 8.6. Seja ¢ : M™ — R uma imersao isométrica de uma variedade Rieman-
niana compacta e conexa M™ em R" L. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) A sequnda forma fundamental € definida em todo ponto de M.
(i) M € orientdvel e a aplicacao de Gauss € um difeomorfismo.
(iii) A curvatura de Gauss-Kronecker é nao-nula em todo ponto de M.

Além disso, qualquer uma das afirmag¢des acima implica que ¢ é um mergulho e que ¢(M)
¢ a fronteira de um aberto convexo.

Demonstracao. (i) = (ii) Para cada ponto z € M existe um tnico vetor unitario
£(x) € T,M* tal que

(Ag(@)v,v) = (0(v,v),&(x)) >0, VYveT,M—{0}. (8.8)

E fécil ver que a aplicacdo & : M™ — S" definida por (8.8) ¢ diferenciavel. Logo M™ é
orientavel.

Por (8.8), A¢wy : ToM — T,M é um isomorfismo. Como df, = —d¢, o Ag (cf.
Proposition 8.2) e d¢, ¢ injetiva, tem-se que d&, : T, M — T¢(;)S™ é um isomorfismo, para
todo x € M. Logo, pelo teorema da fungao inversa, £ : M™ — S™ é um difeomorfismo
local. Como M™ é compacta, £ é uma aplicacao de recobrimento. A conclusao de que &
¢ um difeomorfismo é agora consequéncia do fato de S™ ser simplesmente conexo quando
n > 2.
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(i) == (iii) Como a aplicagdo de Gauss { : M" — S" é um difeomorfismo, para
cada x € M a aplicacao diferencial d§, : T,M — T¢;)S™ ¢ um isomorfismo. Como
d§, = —dp, o A¢(z), conclui-se que Agy) @ T, M — T, M ¢é um isomorfismo, para todo
xr € M. Logo H, () = det A¢(z) # 0, para todo x € M.

(iii) = (i) Como a curvatura de Gauss-Kronecker nunca se anula, as curvaturas princi-
pais em qualquer ponto sao todas diferentes de zero. Seja A o conjunto dos pontos de M
nos quais ha curvaturas principais de ambos os sinais e seja B = M — A. Por continuidade
das curvaturas principais, A e B sao ambos abertos. Como M é compacta, a Proposicao
4.13 assegura que M possui um ponto onde a segunda forma fundamental o é definida,
o que mostra que B # ). Segue entao da conexidade de M que A = (). Logo B = M e,
portanto, o é definida em todo ponto.

Admita agora que vale uma das afirmagoes (i), (ii) e (iii), e seja £ : M™ — S™ o campo
normal unitario tal que A¢ é definido positivo em todo ponto.

Afirmacao. Para cada p € M, a funcao h : M — R definida por

satisfaz h(x) > 0 para todo x # p.

Para provar a afirmacio, observe inicialmente que h = go ¢, onde g : R""! — R é a
funcao definida por g(y) = (y — o(p),&(p)). E facil ver que

Vg(y) =&(p), Hessg, =0, Vye R (8.9)

Seja ¢ € M um ponto de minimo global de h (tal ponto existe porque M é compacta).
Por (8.9) e Proposigao 4.10,

0 = dog(Vh(q)) = {Vg(o(0)} =£)7,

onde £(p)” é a projecio ortogonal de &(p) em do,(T,M). Entdao &(p) L do,(T,M), de
onde se obtém £(q) = ££(p). Como ¢ é ponto de minimo global de h, usando novamente
(8.9) e a Proposicao 4.10 obtemos, para todo v € T, M,

0 < Hess hy(v,v) = Hess go(q)(dg(v), ddy(v)) + (o4(v,v), Vg((q)))
= (04(v,0),£(p))-

Como (0,(v,v),£(q)) > 0 para todo v € T,M — {0} (pela escolha de &), e {(q) = ££(p),
segue da desigualdade anterior que £(q) = &(p). Como & : M™ — S™ é um difeomorfismo,
conclui-se que ¢ = p. Isso prova que p é o tnico ponto de minimo global de h. Portanto,
h(xz) > h(p) = 0 para todo = # p, como afirmado.

Pela afirmagao anterior, se ¢ # p entdo h(q) > 0 e, portanto, ¢(q) # ¢(p). Provamos
assim que ¢ : M™ — R™™! & injetiva. A conclusao de que ¢ é um mergulho segue agora
da compacidade de M™.

34



Como consequéncia da afirmacao anterior, temos:

(1) Para cada p € M, ¢(M) esta contido em um dos semi-espagos fechados determinados
pelo hiperplano H tangente a imersao em p.

Como M™ é compacta e conexa, e ¢ ¢ um mergulho, tem-se pelo teorema da separagao
de Jordan-Brouwer que ¢(M) separa R"™' em duas componentes conexas. Ambas as
componentes tém ¢(M) como fronteira, e uma delas, digamos B, é limitada. Para concluir
a prova do teorema, resta mostrar que B é convexo.

Suponha, por contradi¢ao, que existem y,ys € B tais que o segmento de reta fechado
Y1ys com extremos em y; e Yo nao estd contido em B. Entao existe p € M tal que
o(p) € iya. Seja 11,79 as semirretas abertas, com origem em ¢(p), da reta r que passa
por y; e yo. Como B é limitado, tanto 7 quanto 7y intersecta ¢(M) = dB. Logo, por
(1), r estd contida no hiperplano H que é tangente & imersao em p. Seja s a reta de R™!
que passa por y; e é ortogonal a H. Como B é limitado, cada uma das semirretas de s
com origem em %, intersecta ¢(M) = JB. Isso implica que existem pontos de ¢(M) em

ambos os lados de H, contrariando (). Essa contradi¢ao prova que B é convexo.
O

Como caso particular do Teorema 8.6 tem-se que toda hipersuperficie compacta e
conexa em R™™! com curvatura seccional K > 0 é a fronteira de um corpo convexo. Esse
resultado permanece valido se a hipotese K > 0 for enfraquecida para K > 0. Isso foi
provado por Chern e Lashof [11] para n = 2, e segue de resultados de van Heijenoort [35] e
de Sacksteder [31] para n arbitrdrio (uma prova direta pode ser encontrada em [12]). Para
resultados dessa natureza em outros espagos ambientes veja [1, 13, 14, 16] e os artigos
neles citados.

9 O Principio do Maximo de Omori e Yau

Se M™ ¢é uma variedade Riemanniana e f : M — R ¢é uma funcao de classe C? que
atinge um maximo (local ou global) em um ponto p € M, entao

IV f(p)|| =0 e Hess f(p)(v,v) <0, YveT,M. (9.1)

Um tal ponto p sempre existe quando M™ é compacta, mas claramente pode nao existir no
caso em que M é nao-compacta, mesmo se M for completa e f for limitada superiormente.

O que pode ser dito entdo, em substituigdo a (9.1), de uma funcdo f : M"™ — R de
classe C? que ¢ limitada superiormente mas nao atinge um méximo em nenhum ponto?
Um dos objetivos desta segdo é provar o Teorema 9.1 abaixo, devido a Omori [25], que
fornece uma resposta bastante satisfatoria a essa pergunta.

Teorema 9.1. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
limitada inferiormente e f : M — R uma funcdo de classe C? limitada superiormente.
Entao existe uma sequéncia (py) em M tal que

flpe) = sup f, ||V f(pr)|| = 0, lillrcnsup Hess f(px) < 0. (9.2)
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A desigualdade em (9.2) é no sentido das formas quadréticas. Mais precisamente, ela
significa que dado ¢ > 0 existe k, € N tal que

Hess f(pr)(v,v) < e|v]|?, v € T, M, k > k,. (9.3)

Complementando o teorema acima, Yau [6, 37] obteve mais tarde o seguinte resultado
para variedades Riemannianas completas com curvatura de Ricci limitada inferiormente:

Teorema 9.2. Seja M" uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci
limitada inferiormente e f : M — R uma funcdo de classe C* limitada superiormente.
Entao existe uma sequéncia (px) em M tal que

f(pe) — Sup f IVE(pe)ll = 0, limsup Af(py) < 0. (9.4)

k—o0

Os Teoremas 9.1 € 9.2, que combinados sao conhecidos na literatura como o principio do
méaximo de Omori e Yau, sao hoje ferramentas bastante utilizadas em analise geométrica
e em teoria de subvariedades.

Examinando os enunciados dos Teoremas 9.1 e 9.2, uma pergunta natural que surge
é se esses teoremas seriam validos para variedades Riemannianas arbitrarias, ou seja, se
a mesma conclusao poderia ser obtida sem a hipétese de que a variedade tem curvatura
limitada inferiormente. Conforme mostra o exemplo a seguir, a resposta a essa pergunta
é nao:

Exemplo 2. Seja M o plano R? munido da métrica expressa em coordenadas polares por

dr? + h(r)%d6?, onde h € C>([0,+00)) satisfaz h(r) > 0 para r > 0 e é tal que a métrica

é suave em todo R?. Fazendo o1y =71, 29 =0 e g;; = <£, %% temos
i J

gz(gij):((l) h(2)2> e 9‘1:(9”)=<(1) 1/h()(r)z)- (9.5)

Denote por Ffj os simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana determinada pela
métrica acima. Usando (9.5) e a férmula (veja, por exemplo, [23, pag. 70])

1 0 0 0
Fm:—z , - 9 km7 9.6
K 2 . {aﬂflgjk—i_ ax]gk al’kgj}g ( )
obtemos

F%l - F%l - F%z - F%l - ng =0, Pf2 - Fgl -

Denote por R o tensor curvatura de M. Por (9.7),

<R (%, %) %, %> = —h(r)h"(r). (9.8)
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Como, por (9.5),

2 2

9,9
or 00

9
or

9
26

2 2
B 0 0 B 9
- - <§7%> —h(’l") )

a curvatura Gaussiana de M sera entao dada por

K = <R (%’ %) %’ %> _ _h”<rr) (99)

5 A&l hr):

Em coordenadas locais, o Laplaciano de uma funcao f € C*(M) é dado por [5, pag. 5]

1 0 . 0
— Jk
Af ots ]Ek . (g \/det g o f). (9.10)

No caso em que f depende apenas de r, temos por (9.5) e (9.10) que

1 9 of
A= <h(r)§). (9.11)

Em particular, se

) = st = [ " (55 ] th<s>ds) i, (9.12)

temos

Af = %% (/0 h(s)ds) ~1 (9.13)

Escolha h de forma que

h//
sup f < 400, % — 400 quando 7 — +00. (9.14)
r
Por (9.9) e (9.14), K(r) — —oo quando r — +oo. Por (9.13), ndo existe nenhuma
sequéncia (py) em M que satisfaga (9.4). Isso mostra que o principio de Omori e Yau nao
¢é valido sem a hipodtese de que a curvatura da variedade é limitada inferiormente.
Como exemplo de uma fungao h que satisfaz (9.14), temos

T 0<r<i
hir) = o - =7 9.15
(r) {3T2€T37 r>3. ( )

]

O resultado abaixo [17, Theorem 3.4] é um fortalecimento conceitual do principio do
maximo de Omori e Yau. A demonstragao que faremos aqui é uma ligeira modifica¢ao da
que foi apresentada em [17].
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Teorema 9.3. Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
(resp. curvatura de Ricci) limitada inferiormente e f : M — R uma funcao de classe C?
limitada superiormente. Entdo, para toda sequéncia (py) em M™ tal que f(px) — sup,, f,
existe uma sequéncia (qi) em M tal que

d(pr. qe) = 0, f(ak) — Sup f IVl =0, (9.16)
limsup Hessf(gx) <0 (resp. limsup Af(qx) <0). (9.17)
k—o0 k—o0

Demonstracao. Faremos a demonstracao da metade do teorema que se refere a Hessiana.
A outra metade é provada de forma analoga e, por isso, sera deixada a cargo do leitor.
Para cada k € N seja

A = s&pf — flpr), er= )x,lc/Q, o = A,lc/4. (9.18)
Construiremos uma sequéncia (gi) em M satisfazendo, para todo k € N,

dPr, ar) < 0y flaw) = for), IV f(aw)l] < 2)\2/4, (9.19)
Hess f(q1) (v,0) < Cegllol P, v € T M, (9.20)

onde C' > 2 é uma constante que depende da sequéncia (py) e da cota inferior da curvatura
seccional de M. Seguird imediatamente de (9.19), (9.20) e da hipétese f(pr) — sup,, f
que a sequéncia (gx) satisfaz (9.16) e (9.17).

Se f(pr) = sup,, f, entdo & = € = A\, = 0 por (9.18). Nesse caso, segue do principio
do maximo usual que (9.19) e (9.20) sao satisfeitas se tomarmos qp = py.

Se f(pg) < sup,, f, defina uma funcao f, : M — R por

fi(@) = f(2) — ewrii(z), (9.21)

onde ri(x) = d(pg,x). Como f é limitada superiormente e 5 > 0, fx(z) — —oo quando
r — oo em M, o que implica que f; atinge um maximo global em M. Escolha ¢
como qualquer ponto que satisfaga fr(qx) = sup,, fx. Por (9.18) e (9.21), para qualquer
x & By, (pr) temos

fr(x) < f(x) —exdf = f(a) — e = f(z) — Sjl\lff + f(px) < o) = fe(pe) < frlar),

o que mostra que q, € Bs, (py). Assim, a primeira desigualdade de (9.19) é satisfeita. A
segunda desigualdade decorre diretamente de (9.21):

Flow) = fulpw) < fulae) = flar) — ewriiar) < flan).
Para verificar (9.20) e a terceira desigualdade de (9.19), consideraremos trés casos:
1) gk = pr-
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Como V(r?)(pr) = 0 e Hess (r?)(py)(v,v) = 2||v||* para todo v € T,, M, tem-se pelo
principio do méaximo usual que

0=V fila) = Vfla) — sV (ri)(ar) = Vfan)- (9.22)
0 > Hess fr(qx)(v,v) = Hess f(q)(v,v) — exHess (17)(qr) (v, v)
— Hess f(ge)(v,0) — 2240l (9.23)

Por (9.22) tem-se que a terceira desigualdade de (9.19) é satisfeita, e por (9.23) tem-se
que (9.20) é satisfeita para qualquer C' > 2.

2) qr # pr © @ € Cut(py).

Pelo principio do maximo usual e definicao de fx,

0= Viila) = Vla) — 2euru(ar) Vri(ar).

Lembrando que g, € Bs, (px) e que ||[Vri(2)|| = 1 em todo ponto no complementar do
conjunto {px} U Cut(py), segue da igualdade anterior que

IV £ (a)|] = 2exd(pr, i) < 266 = 227 (9.24)
Usando novamente o principio do méaximo usual e a definigao de f, obtemos
0> Hess fu(a)(v,v) = Hess f(ge)(v,v) — eHess (r2) () (v, v),
e entao
Hess f(qx)(v,v) < exHess (r7)(qx)(v,v), v € T,, M. (9.25)

Com o intuito de estimar o lado direito de (9.25), dado v € T,, M denote por vg a
componente de v que é paralela a Vri(gx), e por vr a componente de v que é ortogonal a
Vri(gr) (ou seja, tangente a esfera geodésica de M com centro em py que passa por g).
Como Vy,, Vr, =0 e ||Vrg|| = 1, temos

Hess (r7)(qi)(v,v) = (V,V(r?),v) = (V,(2r V1), v)
= 2(Vri(gr), v)* 4 2rk(qr) (Vo Vi, 0)
= 2||vgll® + 2rk(@) (Vo Ve, vr)
= 2||vgl]* + 2ri(gr)Hess ri (i) (vr, vr).

Seja ky um ndimero real positivo tal que Ky, > —k2. Pelo teorema de comparagao da
Hessiana (cf. Teorema 6.3) e igualdade acima,

2||vr||* + 2kork(qi) coth(kork (qi))||vr|?
2||’URH2 + 2k0(5k COth(koék)HUTHQ,

Hess (r7)(qx) (v, v) <
<
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onde na tltima desigualdade usamos que 74(qx) = d(pr,qr) < 0 e que a fungdo t —
t coth(t) é crescente. Como tcoth(t) > 1 para todo ¢t > 0, segue da desigualdade acima
que

Hess (i) (qr)(v,0) < 2k coth(kody)([[vrl]* + [lvr|l*)
= 2koby, coth(kody)|v] %, (9.26)

para todo v € T, M. Como 2kody coth(kodr) — 2 quando k — oo (pois 6y — 0 e
tcoth(t) — 1 quando ¢ — 07), existe uma constante C' > 2 tal que 2kyd coth(kody) < C
para todo k € N. A constante C' depende apenas de ko e da sequéncia (J;) (ou seja,
C' depende apenas de kg e da sequéncia maximizante (p;)). Usando essa informagao em
(9.26), obtemos

Hess (r7)(qr) (v,v) < C||v||?>, v €T, M. (9.27)
Substituindo (9.27) em (9.25), conclui-se que

Hess £(qe)(0,0) < Ceyllul®, v € Ty M. (9.28)

3) qr € Cut(pg).

Como demonstrado em [17], esse caso de fato nao existe, mas como a prova de que g
nao pertence ao cut locus de py é longa e técnica, preferimos provar (9.20) e a terceira
desigualdade de (9.19) usando um truque que é atribuido a Calabi.

Considere uma geodésica minimizante (normalizada) «y : [0, 7x(qx)] — M ligando py a
gk, € um ponto zx = y(a), onde 0 < a < ri(qx). Como ~ é minimizante, g, nao pertence
ao cut locus Cut(zx) de z;. Logo a fungao 7 : M — R, 7(x) = d(z, x), é diferencidvel
em q;. Temos

ri(qr) = Tr(qr) + a, (9:29)
e, pela desigualdade triangular,
re(z) = d(pr, x) < d(pg, z) + d(z, ) = a+Tr(x), =€ M. (9.30)
Seja f, : M — R a funcdo definida por
Fie(@) = f(2) = ex(Tulz) + a)*. (9.31)
Por (9.29), (9.30) e (9.31), temos, para todo = € M,

Tilae) = flar) —en(Frla) + a)* = flagr) — exri(an) = filar)
> fula) = fz) —epri(@) > f(z) — ep(Tul() + a)® = fr(z),  (9.32)

0 que mostra que g ¢ também um ponto de maximo global de f,. Logo, por (9.29), (9.31)
e o principio do maximo usual,

0=V/la) = V() — 2exri(qn) Vi (gr), (9.33)
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0 > Hess fi(q)(v,v)

= Hess f(q1)(v,v) — exHess (7y + a)?*(q1) (v, v), v € T, M. (9.34)
Como 7x(qx) = d(pk, qr) < 9k € ||VTr(qr)|| = 1, segue de (9.18) e (9.33) que
IV £(a)l| = 2exmn(ar) < 2240, = 207, (9.35)

que é precisamente a terceira desigualdade de (9.19).
Resta provar que (9.20) é também vélida nesse caso. Por (9.34),

Hess f(qy)(v,v) < gxHess (74, + a)*(q) (v,v), v € T, M. (9.36)
Vamos agora estimar o termo no lado direito da desigualdade acima. Por (9.29),
Hess (T + a)*(q) (v,v) = (V, V(T +a)*,v) = 2(V,(F), + a) VT, v)
= 2VTu(qr),v)? + 2{7r(qx) + a}HessT1(qx) (v, v)
= 2||vg|]* + 2{Fr(qr) + a}Hess 7 (qr) (vr, vr), (9.37)

para todo v € T, M, onde vg é a componente de v paralela a V7 (q), e vr é a componente
de v ortogonal a V7 (qx). Como, pelo teorema de comparagao da Hessiana,

Hess 7, (qx ) (vr, vr) < ko coth(koTr(qx))||vr| %,
tem-se por (9.37) que
Hess (71, + a)*(qx) (v, v) < 2||vg||* + 2ko{Tr(qx) + a} coth(koTr(qx))|lvr|)?.  (9.38)
Como T(qr) = d(zk, @) < d(pk, qr) < 0k € a fungao t — t coth(t) é crescente, segue que
Hess (Tx + a)*(qx) (v, v) < 2||vg||* + 2kody coth(kody) ||vr||* + 2koa coth (koTk (qi))| [vr| >
Usando na desigualdade acima que t coth(t) > 1 para todo t > 0, obtemos
Hess (T + a)*(qp)(v,v) < 2koby, coth (koo )||[v]|* + 2koa coth(koFr (i) ||v]]

< C||]* + 2koa coth(koTr(qr))||v]|?, (9.39)
onde C' é a mesma constante do caso 2). Usando (9.39) em (9.36), obtemos
Hess f(qx)(v,v) < Cepl|v||* + 2erkoa coth(koTr (qr))|[v] |- (9.40)

Como a desigualdade anterior vale para todo 0 < a < 7(qx), fazendo a — 0 conclui-se
que

Hess f(qx)(v,v) < Cegl|v|]?, v e T, M, (9.41)

o que encerra a demonstragao do teorema.

]

O principio do maximo de Omori e Yau garante a existéncia de uma sequéncia ma-
ximizante com propriedades especiais. Em contraste, o Teorema 9.3 garante a existéncia
de uma sequéncia maximizante especial assintoticamente préxima a qualquer sequéncia
maximizante dada. Seguindo a terminologia introduzida em [17], referir-nos-emos a qual-
quer sequéncia que tem as propriedades de (gx) no teorema mencionado como sendo uma
boa sombra da sequéncia maximizante (py).
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10 Teoremas de Nao-Imersibilidade

Um teorema famoso de Nash estabelece que qualquer variedade Riemanniana pode ser
mergulhada isometricamente em algum espaco Euclidiano. Uma questao natural que surge
¢é determinar a menor dimensao possivel do espaco Euclidiano recebedor. Por exemplo,
Blanusa [3] construiu um mergulho isométrico do plano hiperbélico H? em RS mas é um
problema em aberto se um mergulho com codimensao menor do que 4 pode ser construido.
O que se sabe é que a codimensao ¢ no minimo 2, uma vez que um teorema classico de
Hilbert estabelece que H? nao pode ser imerso isometricamente em R3.

O objetivo desta secao é apresentar alguns resultados que ilustram de maneira simples
o papel da curvatura na questao da existéncia ou nao-existéncia de uma imersao/mergulho
isométrico de uma dada variedade Riemanniana em um espaco Euclidiano especifico, ou
mais geralmente, em uma outra variedade Riemanniana.

Comecaremos nossa discussao com o seguinte lema, que foi conjecturado por Chern e
Kuiper [10] e demonstrado por Otsuki [29].

Lema 10.1. Seja V™ e WF espacos vetoriais reais com produto interno e o : VxV — W
uma aplicacao bilinear simétrica. Suponha que

(i) {a(v,v), a(w,w)) — ||a(v,w)||* <0, para todo par ortonormal v,w €V,

(ii) a(v,v) #0, veV —{0}.
Entao k > n.

Demonstragao. Seja S = {v € V : |[v|]| = 1} e f : § — R a fungado definida por
f() = ||a(v,v)|]>. Como S é compacta, f atinge um valor minimo em algum v, € S.
Dado w € S com w L vy, considere a curva v : R — .S dada por

v(t) = (cost)vy + (sint)w.
Como se pode verificar facilmente,

7(0) = vy, ~(0)=w, ~"(0)= —up. (10.1)

Além disso,

—f(1(1)) = Ka(y (1), 7 (1)), ey (1), 7(2))), (10.2)
d2

2/ 0() = 4a(y"(1),7(1)), a(v(1), (1)) + Ha(y'(2),7'(8)), (v (1), 7(1)))
+ 8lla(y' (), v (). (10.3)

Como 0 é ponto de minimo de f o~ (pois vy é ponto de minimo de f), segue de (10.1),
(10.2) e (10.3) que

0=—| f(n(t)) =4{a(w,vy),a(vy,vp)), (10.4)



2

0< 25| FO®) = 4al(-vo,w), alvo, )+ 4aw,w), alv, v))

+ 8l|a(w, vo)||?. (10.5)

A igualdade (10.4) e a desigualdade (10.5) valem para todo w € V' que satisfaca ||w|| =1
ew L vg.

Seja [vg]t o subespago de V que é ortogonal a vy e seja L : [vg]t — W a aplicacio
linear definida por L(w) = a(vg, w). Por (10.4) e hipétese (ii), temos dimIm(L) < k — 1.
Logo, pelo teorema do ntcleo e da imagem,

]i

dim Ker(L) = dim [vy]* — dimIm(L) > (n —1) — (k — 1) =n — k.

Suponha, por contradicao, que £ < n. Entao, pela desigualdade acima, existe um
vetor unitario wy € V tal que wy L vy e L(wy) = a(vg,wg) = 0. Usando (10.5) e a
hipétese (ii), obtemos

(av(vo, v0), awo, wo)) — |\04(Uo7wo)||2 = (a(vo, vo), a(wo, wo)) > ||a(v0,v0)]|2 >0,

contrariando (i). Essa contradigdo prova que k > n. ]

Como preestabelecido por Chern e Kuiper [10], como consequéncia do Lema 10.1 temos
o seguinte resultado.

Teorema 10.2. Seja ¢ : M™ — R"* uma imersao isométrica de uma variedade Rie-
manniana compacta M™ em R™* . Se, para todo x € M, T,M contém um subespaco L(x)
de dimensao m tal que K (o) <0 para todo plano o C L(z), entdo k > m.

Demonstragao. Pela Proposicao 4.13, existe p € M tal que o,(v,v) # 0, para todo vetor
nao-nulo v € T,M. Considere a restricao de o, a L(p) x L(p). Como, por hipdtese,
K (o) <0 para todo plano o C L(p), temos pela equagao de Gauss

(o (v,0), 0p(w, w)) = [lop(v, w)||* = K (v,w) <0, (10.6)

para todo par ortonormal {v,w} de L(p). A conclusdo k > m é agora uma consequéncia
do Lema 10.1. ]

Corolario 10.3. Uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional com curvatura
seccional nao-positiva nao pode ser imersa isometricamente em R?*" 1,

Em particular, temos o seguinte resultado de Tompkins [34]:

Corolario 10.4. Uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional com curvatura
seccional identicamente nula ndo pode ser imersa isometricamente em R**~1.

A seguinte generalizacao do Coroldrio 10.3 foi obtida por O’Neill [28]:
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. ——n+k . ~ . e . .
Teorema 10.5. Seja ¢ : M™ — M uma imersao isométrica de uma variedade Rie-

. : —n+k —
manniana compacta M™ em uma variedade de Hadamard M. Denote por K ¢ K as
curvaturas seccionais de M e M, respectivamente. Se K < K, entdo k > n.

Demonstracdo. A prova é praticamente a mesma do Teorema 10.2. Pela Proposicao 6.6,
existe p € M tal que o,(v,v) # 0, para todo vetor ndo-nulo v € T, M. Da hipétese K < K
e equacao de Gauss (cf. (3.7)), obtemos

(0p(v,0), op(w, w)) = [lop (v, w)|[* = K(v,w) = K(v,w) <0, (10.7)

para todo par ortonormal {v,w} de T,M. A conclusdo do teorema segue agora do Lema
10.1. m

Modificando ligeiramente a demonstragao do Lema 10.1, obtemos o seguinte resultado:

Lema 10.6. Seja V" e WF espacos vetoriais reais com produto interno e v : VxV — W
uma aplicacao bilinear simétrica. Se

(a(v,v), a(w,w)) — |la(v,w)|* <0,
para todo par ortonormal {v,w} em V, entdo k >n — 1.

Demonstra¢ao. Podemos supor que existe um vetor unitario vy € V' tal que a(vg, v9) = 0,
pois se a(v,v) # 0 para todo v € V — {0}, tem-se pelo Lema 10.1 que £ > n > n—1. Seja
L : [vg]t — W a aplicacdo linear definida por L(w) = a(vy, w). Pelo teorema do niicleo e
da imagem,

dim Ker(L) = dim [vg]* — dimIm(L) = (n — 1) — dimIm(L) > n — 1 — k.

Supondo por contradicao que k < n — 1, tem-se pela desigualdade acima que existe um
vetor unitario wy € V' tal que wy L vy e L(wy) = a(vg, wy) = 0. Segue dessa informagao
e de a(vy,v9) = 0 que

{@(vo, vo), a(wo, wo)) — [|e(vo, wo)[|* = 0,
contrariando a hipotese. Essa contradi¢ao prova que k£ > n — 1. O

Observacao 10.7. Segue da demonstraciao acima que se a: V" x V"* — Wk k <n —1,
é uma aplicacao bilinear simétrica, entao ou a é definida ou existe um par ortonormal
{vo, wp} em V tal que a(vg,v9) =0 e a(vy, wp) = 0.

Como uma aplicacao do Lema 10.6, temos o seguinte resultado:

Teorema 10.8. Seja ¢ : M" — M wma imersdo isométrica. Se eistem um ponto
p € M e um subespagco L C T,M de dimensdo m, 2 <m < n, tal que K(o) < K(o) para
todo plano o C L, entao k > m — 1.
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Demonstragio. Como K (o) < K(o) para todo plano ¢ C L por hipétese, temos pela
equagao de Gauss (cf. (3.7))

(op(v,0), op(w, w)) — ||0p(v,w)||2 = K(v,w) — K(v,w) <0, (10.8)

para quaisquer vetores ortonormais v,w € L. Aplicando o Lema 10.6 para a restricao de
op a L x L, obtemos k > m — 1. O

Na demonstragao de alguns resultados, como o Teorema 10.10 abaixo, a seguinte versao
do lema de Otsuki desempenha um papel fundamental (para uma prova veja, por exemplo,
21, pag. 28]).

Lema 10.9. Seja V" e WF espacos vetoriais reais com produto interno e : VxV — W
uma aplicagdo bilinear simétrica tal que a(v,v) # 0, para todo v # 0 em V. Se k < n,
entao existe um par de vetores vy, wy € V' linearmente independentes tais que

a(vg, v9) = a(wg, wp) # 0, a(vy,wp) = 0.

O teorema a seguir, devido a Jorge e Koutroufiotis [19], é uma generalizagao do Co-
rolario 10.3, Corolério 10.4 e Teorema 10.5.

Teorema 10.10. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura escalar
.. . . —n+k . .. L. .
limitada inferiormente e ¢ : M™ — M, k < n — 1, uma imersao isométrica cuja

imagem estd contida em uma bola normal fecﬁada E,\(po) de centro p, e raio \. Den%@

por K e K as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, e seja ¢ = SUPE, (p,) K.
No caso ¢ > 0, admita também que A < 7/2+/c. Entao
ccot?(A\/¢), c>0,
sup K > inf K+ 1/)% c=0, (10.9)

M Bx(po)

—ccoth*(\y/—¢), ¢ <0.
Demonstracao. Podemos supor que a curvatura seccional K de M é limitada inferior-
mente, pois, do contrario, a conclusao do teorema segue trivialmente de (4.6) e da hip6tese
de limitacao inferior da curvatura escalar de M.

Seja r : M — R a funcdo distancia ao ponto py. Como, por hipétese, ¢(M) estd
contido na bola normal fechada B)(p,), a funcio f := r o ¢ é limitada (pela constante \)

e diferencidvel no complementar do conjunto f~1(0) = ¢~'(pg). Pelo Teorema 9.1, para
todo € > 0 existe um ponto x. € M tal que

Flae) > supf -2, [[Vf(a)ll <, Hess fo.(v,0) < llo]P Vo€ T, M. (10.10)
M

Denotando por {Vr(é(x.))} a projegio ortogonal de Vr(¢(x.)) em do,_ (T, M), tem-se
pela Proposigao 4.10 e segunda desigualdade de (10.10),

I{Vr(¢(@ )} 1] = [ldo. (Vf ()| = IV f ()] <e. (10.11)
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Pela Proposigao 4.10, tem-se também

Hess fo.(v,v) = Hess 14z (doo. (v), dpo. (v)) + (o(v,v), Vr(o(x:))), (10.12)

para todo v € T, M. Como a Hessiana de r anula-se na direcao de Vr, vale que

Hess rg(z.) (de. (v), dpy. (v)) = Hess ry(.)(0,0),

onde ¥ é a componente de dé,_(v) que é tangente & esfera geodésica de M centrada em
Po que passa por ¢(z.). Logo, por (10.10), (10.12) e teorema de comparagao da Hessiana,

(o(v,v),=Vr(é(x.))) = —Hess fo (v,v) + Hessry(.)(0,0)
—el[oll® + pe(f@)IOIF, v e TeM,  (10.13)

onde

Ve cot(ty/c), c>0,
pe(t) = ¢ 1/t, c=0, (10.14)

v/—c coth(ty/—c), ¢ <O.
Como p.(t) é decrescente em t, segue de (10.13) que
(o(v,v), =Vr(d(z))) > —ellvl* + peVIIBI1%, v € Tp M. (10.15)
Por (10.11) e desigualdade de Cauchy-Schwarz,
= ||, (0)|I* = (s, (v), Vr(e(22)))”
= |[|d.. (V)| = (d¢s.(v), {Vr(d(z:))})?
1. (0)|[* = [ldea, (V)II* [{Vr(d(z))} ]

1ol = [[ol* [{Vr(d(ze))} I
> (1=Y)ll*.

15]]”

v

Usando essa informacao em (10.15), obtemos

(o(v,0), =Vr(e(ze))) > {1e(A) = e*e(N) — e}[v]”. (10.16)
Logo,

lo(v, o)l o {o(v,v), =Vr(¢(z.)))

lol> [lolf?

> 1e(A) — % pe(N) — &, (10.17)

para todo v € T, M — {0}. Como p.(\) > 0 (aqui estamos usando que A\ < 7/2\/c
no caso ¢ > 0), o lado direito da desigualdade anterior é positivo para todo € positivo
suficientemente pequeno, digamos € < g9. Logo o(v,v) # 0 para todo v # 0 em T, M
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e todo € < gg. Como k < n — 1, o Lema 10.9 assegura que, para cada € < ¢y, existem
vetores v, w € T, M linearmente independentes tais que

o(v,v) =o(w,w) #0, o(v,w)=0. (10.18)

Denotando por K (v,w) e K (v,w) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente,
segundo o plano gerado por v e w, temos por (10.18) e equacao de Gauss,

(R (v, w)w,v)
o] ?[[w][* = (v, w)?
(R(v, wyw,v) | (o(v,v), 0w, w)) — [|or(v, w)]]?
o] ?[[w][* = (v, w)? [[v|[?[[w][* = (v, w)?
o (v, v)|] [[o(w, w)]
o [?[[w]]* = (v, w)?
[l (v, v)|] [lo(w, w)]
|[v][? |w]>

K(v,w)

= K(v,w)+

=

>

(v, w) + (10.19)

onde R e R sdo os tensores curvatura de M e M, respectivamente. Usando (10.17) na
desigualdade anterior, obtemos

sup K > K(v,w) > inf K+ {u.(\) — e2u.(\) — e}>.

M Bx(po)

Como a desigualdade acima vale para todo € < ¢y, fazendo € — 0 conclui-se que

sup K > inf K + p.(M\)? (10.20)
M Bx(po)

A desigualdade (10.9) segue agora de (10.14) e (10.20).
[l

Corolario 10.11. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura escalar
limitada inferiormente e ¢ : M™ — Q"% k < n — 1, uma imersao isométrica de M"
na forma espacial (n + k)-dimensional de curvatura seccional constante c. Suponha que
¢(M) esteja contido em uma bola normal fechada By(p,) de centro p, e raio A. Se ¢ > 0,
suponha também que \ < 7/2+/c. Entao

ccosec?(Ay/c), c>0,
sup K > < 1/)\2, c=0, (10.21)
M —ccosech?(\/—=¢), ¢<0.
Observagao 10.12. Da demonstragao do Teorema 10.10 (mais precisamente, de (10.19))

obtém-se que existem um ponto x € M e um plano o C T, M tais que K (o) > K (o). Isso
mostra que o Teorema 10.10 é de fato uma generalizacao do Teorema 10.5.
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O teorema a seguir, devido a Jorge e Xavier [20], traz uma estimativa do supremo da
norma do vetor curvatura média de uma subvariedade limitada. Note que, ao contrario do
Teorema 10.10, a estimativa é feita sem nenhuma restricao na codimensao da subvariedade.

Teorema 10.13. Seja M"™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura escalar
limitada inferiormente, ¢ : M"™ — M wma imersdo isométrica cuja 1magem estd
contida em wma bola normal fechada By(p,) de centro p, e raio \, ¢ = supg, ( )F. No
caso ¢ > 0, admita que \ < w/2\/c. Entdo

Vecot(A/e), c>0,
sup |ﬁ| > <1/, c=0, (10.22)
M

v/—c coth(AV/—c), ¢<0.

Po

Demonstra¢ao. Podemos supor que \ﬁ] ¢ limitada, pois, do contrério, (10.22) valeria
trivialmente. Usando a equacao de Gauss e o fato que K < ¢ na bola fechada B (py),
prova-se facilmente que (cf. equagao (4.12) na demonstragao da Proposicao 4.6)

o2 <n2[H[2 = n(n — DR+ n(n — e, (10.23)

onde R ¢ a curvatura escalar de M™. Como |ﬁ| ¢ limitado, e R ¢ limitado inferiormente
por hipdtese, segue da desigualdade acima que |o| é limitado. Em particular, a curvatura
seccional de M™ ¢ limitada.

Da demonstra¢do do Teorema 10.10 (mais precisamente, da desigualdade (10.16))
obtemos, para cada £ > 0 suficientemente pequeno, um ponto . € M tal que

(0(v,v), =Vr(d(x.))) > pe(N) — 2uc(N) —e, veT, M, |v|=1.
Tomando o traco na desigualdade acima, obtemos

sup H| > [H(2.)| > (H(2.), ~Vr(6(2.))) > pe() — 20 — e.

Como a desigualdade anterior vale para todo € > 0 suficientemente pequeno, fazendo
e — 0 concluimos que sup,; | H| > pe(A). O

11 Campos Tensoriais

Definicao 11.1. Seja M uma variedade diferenciavel. Dados inteiros » > 0 e s > 0, nao
ambos nulos, um campo tensorial de ordem contravariante r e ordem covariante s, ou
simplesmente um campo tensorial do tipo (r,s) sobre M, é uma aplica¢ao

T:X"(M)" x X(M)* — C™*(M),
que é multilinear sobre C*°(M).
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E fcil ver que o conjunto 77 (M) de todos os campos tensoriais do tipo (r,s) sobre
M, munido das operacoes usuais de adicao funcional e multiplicacao por um elemento de
C*°(M), é um médulo sobre C*°(M). Por conveniéncia, convencionamos que um campo
tensorial do tipo (0,0) sobre M é um elemento de C*(M). Assim, TP (M) = C>(M).

Por definigao, um campo tensorial do tipo (0, 1) sobre M é uma aplicacao T : X(M) —
C>®(M) que é linear sobre C*°(M), ou seja, é uma 1-forma diferencial em M. Assim,
TP (M) = X*(M).

Dado X € X(M), a aplicacao T : X*(M) — C>°(M) definida por T'(w) = w(X) é
claramente linear sobre C*°(M). Assim, 7' ¢ um campo tensorial do tipo (1,0) sobre M.
Pode-se mostrar que todo campo tensorial do tipo (1,0) sobre M surge desta forma a
partir de um tnico X € X(M). Assim, T,;H(M) = X(M).

Se T': X(M)* — X(M) é uma aplicacao multilinear sobre C*°(M), podemos definir
uma aplicacio T : X*(M) x X(M)* — C>(M) por

T(w, X1,. .., Xs) = w(T(X,. .., X,)). (11.1)

Claramente T’ ¢ uma aplicagao multilinear sobre C*°(M), e entdo é um campo tensorial
do tipo (1, s) sobre M.

Um exemplo de uma aplicacao do tipo considerado no paragrafo anterior é o tensor
curvatura R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) de uma variedade Riemanniana M. Por
ser trilinear sobre C*°(M), podemos consideréd-lo como um campo tensorial do tipo (1, 3)
sobre M. Outro exemplo é o operador de forma A : X(M) — X(M) de uma imersao

isométrica ¢ : M"™ — M relativo a um campo normal £ em M. Por ser uma aplicacao
linear sobre C'*°(M), podemos considera-lo como um campo tensorial do tipo (1, 1) sobre
M.

Campos tensoriais do tipo (0,s) (por exemplo, as formas diferenciais) sdo chamados
covariantes, enquanto que os do tipo (r,0) (por exemplo, os campos vetoriais) sdo chama-
dos contravariantes. Um campo tensorial do tipo (r, s) em que r e s sdo ambos nao-nulos
é chamado muisto.

Nosso objetivo agora é mostrar que, a exemplo dos campos vetoriais, qualquer campo
tensorial T" em uma variedade diferenciavel M pode de fato ser visto como um campo em
M, que associa a cada ponto p € M uma aplicacao T, : (T,M*)" x (I,M)* — R que é

multilinear sobre R. O fato essencial é que para quaisquer 1-formas wy, ..., w, e quaisquer
campos vetoriais Xi,..., Xy em M, o valor da fungao T'(wy,...,w,, X1,...,Xs) em um
ponto p depende apenas dos valores de wy, . ..,w,, X1, ..., Xs em p (cf. Proposicao 11.4).

Na prova desse fato usaremos os dois lemas a seguir. Recorde que o suporte supp f de
uma funcéo f: M — R é o fecho em M do conjunto {z € M : f(z) # 0}.

Lema 11.2 (Bump Function). Dados uma variedade diferencidvel M, um ponto p € M
e uma vizinhanga U de p, existe uma fungao f € C>*°(M), chamada uma bump function
em p, satisfazendo

i)0< f<1em M.
it) f =1 em uma vizinhanga de p.

i11) supp f € compacto e estd contido em U.
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Demonstracao. Seja h: R — R a funcao definida por

eVt >0
h(t) = ’ ’ 11.2
0 h»éﬂ (112

Segue das propriedades da aplicagao exponencial que h é de classe C*™ e que 0 < h < 1.
Agora defina uma funcao g : R — R por

h(4e* —t)
h(4e? —t) + h(t —e?)’
Como h ¢é de classe C*, e o denominador no lado direito de (11.3) é sempre positivo,
tem-se que g é de classe C°. Segue diretamente de (11.2) e (11.3) que

g(t) = (11.3)

g(t) =1, t<e?
g(t) =0, t > 4e?, (11.4)
0<g(t) <1, e*<t<4e

_ Seja gV — R" uma carta em M tal que o(p) =0eV C U. Escolha £ > 0 tal que
Ba.(0) C (V) e defina f : M — R por

flw) = {g(”(p(x)”%’ i ZK (11.5)

O item i) é consequéncia imediata de (11.4) e (11.5), e ii) segue do fato que f = 1 em
¢~ (B-(0)). De o
{r e M: f() £0} C o (Bal0) CV C T,

obtemos supp f C ¢~} (B,.(0)) C V C U, o que prova iii). Como g é de classe O™, segue
de (11.5) que f|y é de classe C*°. Que f é C*° é agora uma consequéncia da inclusao

supp f C V. H
Lema 11.3. Seja T um campo tensorial do tipo (r,s) em uma variedade diferencidvel M™,
p € M. Se alguma das 1-formas wy,...,w, ou algum dos campos X1, ..., Xy anula-se em
p, entao

T(wiy,...,wr X1,...,Xs)(p) =0. (11.6)

Demonstragao. Sem perda de generalidade, suponha X (p) = 0. Seja ¢ : U — R™ uma
carta em uma vizinhanca U de p, e seja X = ZLI a;0; a expressao local de X relativa
a . Como X, € X(M), temos a; € C°(U), i =1,...,n. Seja f uma bump function em
p com suporte contido em U. Entao, paracadai=1,...,n, fa;, € C°(M) e f0; € X(M)
(definindo-os como 0 em qualquer ponto no complementar de U). Como 7' é multilinear
sobre C*(M), temos

P, X)) =T(w,...,°X,) = T(w,....> (fa)(fd))
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Como f(p) =1 e aip) =0 parai = 1,...,n (pois Xs(p) = 0), avaliando a igualdade
acima em p conclui-se que T'(wy, ..., X)(p) = 0. ]

Proposicao 11.4. Seja T um campo tensorial do tipo (r,s) em uma variedade dife-
rencidvel M™, p € M. Seja wq,...,w, € wy,...,w, Ll-formas tais que w;(p) = w;(p) para
i=1,....,r, eseja X1,..., X, e X1,..., X, campos vetoriais tais que X;(p) = X,(p) para
J=1,...,s. Entao

T(wl, ce e 7wT,X1, ce ,XS)(p) = T(wl, cee ,wr,yl, ‘e ,75)(]?) (118)

Demonstracao. Por simplicidade, faremos a demonstracao no caso r = 1 e s = 2. A
demonstracao no caso geral é fortemente sugerida pela deste caso particular. Temos

T<wl771772> —T<(.U1,X1,X2) :T<wl —W1,71772> + T(wlyyl _X1772)
+ T(wl,Xl,Yg—Xg).
Como, por hipétese, @3 — wi, X1 — X1 e Xo — X, anulam-se em p, segue do Lema 11.3

que cada termo no lado direito da igualdade acima anula-se em p, o que prova (11.8). O

Dado um campo tensorial T' € T/ (M), para cada ponto p € M podemos definir uma
aplicagao multilinear
T,: (T,M*)" x (T,M)* =R
da seguinte maneira. Se ay,...,q, € T,M* e vq,...,vs € T,M, entao

Ty(ag,...,o0,01,...,05) =T (w1, ..., wp, X1, ..., X5) (D),

onde wy,...,w, sao quaisquer l-formas em M tais que w;(p) = «o; parai = 1,...,r, e
Xi,..., X, sdo quaisquer campos vetoriais diferencidveis tais que X;(p) = v; para j =
1,...,s. Pela proposigao anterior, 7, estd bem definida. Assim, podemos considerar

T € T/ (M) como um campo, que associa de maneira suave a cada ponto p € M, ndo um
elemento de T,M, e sim uma aplicagdo multilinear (7,M*)" x (T,M)* — R. Isso explica
o porque do nome “campo tensorial”’dado aos elementos de 7, (M).

Reciprocamente, dado um campo suave p — T, que associa a cada ponto p € M uma
aplicagao multilinear T}, : (T,M*)" x (T,M)* — R, podemos definir um campo tensorial
T €T (M) por

T(wi,. .. we, X1, .., Xs)(p) = Tp(wi(p), - .. wr(p), Xa(p), - .., Xs(p))- (11.9)

Dizer que o campo p — T, é suave significa precisamente que, para quaisquer 1-formas
diferenciais wy, . ..,w, em M e quaisquer campos vetoriais Xi,..., Xy € X(M), a fungao
T(wy, ... ,wr, X1,...,X,) definida pela igualdade acima é de classe C*°. A mesma igual-
dade mostra que 7' é multilinear sobre C*>°(M), ou seja, T é um elemento de 7 (M).

A interpretacao de campos tensoriais dada nos dois paragrafos anteriores mostra que
se T' € T (M), entdo, para qualquer aberto U C M, a restrigao 1|y de T a U é um campo
tensorial bem definido em U.

No caso de variedades Riemannianas, podemos gerar de maneira muito natural no-
vos campos tensoriais a partir de um campo tensorial covariante dado, através de uma
operacao chamada derivada covariante, que definimos a seguir.
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Definigao 11.5. Seja T'um campo tensorial do tipo (0, s) em uma variedade Riemanniana
M e X um campo diferenciavel em M. A derivada covariante de T em relacao a X é a
aplicacao VxT : X(M)® — C*°(M) definida por

(VxT)(X1,...,X,) = X(T(X1,...,X,)) — iT(Xl, VX .., X,), (11.10)

onde o simbolo V no lado direito de (11.10) é a conexao Riemanniana de M.

Um cédlculo simples mostra que Vx7' é multilinear sobre C*°(M), ou seja, Vx7T é um
campo tensorial do tipo (0,s) em M. Claramente, a aplicagdo X € X(M) — VxT é
linear sobre C*°(M). Isso nos permite fazer a seguinte definigao.

Definigao 11.6. Seja T'um campo tensorial do tipo (0, s) em uma variedade Riemanniana
M. A diferencial covariante de T é o campo tensorial VT do tipo (0, s + 1) definido por

(VT)(Xq,..., X, X) = (VxT)(X1, ..., X,). (11.11)

12 Formula de Simons

Nosso objetivo nesta secao é obter uma formula para o Laplaciano do quadrado da
norma da segunda forma fundamental de uma hipersuperficie em um espaco de curvatura
seccional constante. Para facilitar o enunciado e a demonstragao da referida férmula,
fixaremos algumas notacoes e estabeleceremos alguns lemas auxiliares que podem ser
uteis em demonstracoes de outros resultados.

Seja ¢ : M™ — M uma imersdo isométrica e A o operador de forma da imersao
com respeito a um campo normal unitario & em um aberto U de M. Seja h o campo
tensorial do tipo (0,2) em U definido por A(X,Y) = (¢(X,Y),£), onde o é a segunda
forma fundamental da imersao. Entao

h(X,Y) = (AX,Y), X,Y € X(U). (12.1)

Ao longo desta secao usaremos a notagao hj;, hijr € hijm para indicar as coordena-
das de h, Vh e V2h := V(Vh), respectivamente, relativas a um referencial ortonormal
{Ey1,....,E,} em U.

Lema 12.1. Para todo referencial ortonormal local {1, ..., E,}, temos

> hu=nHy, k=1,...n, (12.2)

i=1

onde H € a curvatura média da imersao com respeito a & e Hy, = Ex(H).
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Demonstragao. Como os termos envolvidos em (12.2) sdo de natureza tensorial (ou seja,
o valor de cada termo em um dado ponto depende apenas dos valores de Ei, ..., E, no
ponto), para provar que (12.2) vale em um dado ponto p podemos supor que Vg, E;(p) =0
para ¢,7 = 1,...,n. Essa suposicao serda adotada também em lemas subsequentes, sem
maiores comentarios.

Por (12.1) e defini¢ao de diferencial covariante, temos em p

Vh(E;, E;, Ey) = (Vg h)(Ei, E;) = Ex(h(E;, E;)) = Ey(AE;, E;).

Somando em i, obtemos
> Vh(E:,E;,Ey) = Ew(AE;, E;) = Ey(nH) = nEy(H),
i=1 i=1

o que verifica (12.2) em p. Como p foi escolhido arbitrariamente, o lema esta demonstrado.
m
Lema 12.2. Para todo referencial ortonormal local {E, ..., E,}, temos
Zhiikl :nHkl, k,lz 1,...,71, (123)
i=1
onde Hy = Hess H(Ey, E;).

Demonstragao. Para verificar (12.3) em um ponto arbitrdrio p podemos supor, pelas
razoes explicitadas na demonstragdo do lema anterior, que Vg, E;(p) = 0 para ¢,j =
1,...,n. Derivando (12.2) em relagdo a Fj;, obtemos em p

> Ei(hi) = nE(VH, E) = n({V VH, E) = nHess H(Ey, E)). (12.4)

i=1
Mas em p temos

Ey(hix) = E(Vh(E;, E;, Ey)) = (Vg Vh)(E;, E;, Ey) = V2h(E;, E;, By, E) = hii.
Substituindo em (12.4) obtemos (12.3). O

Lema 12.3. Para todo campo X tem-se que Vx A € simétrico, isto é
(VxA)Y,Z)=(Y,(VxA)Z),

para quaisquer campos Y, Z.
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Demonstracao. A demonstracao é consequéncia da simetria de A e definicao de Vx A:

(VxA)Y,Z) = (VxAY,Z) - (A(VxY), Z)
— X(AY,Z) — (AY,VxZ) — (VxY, AZ)
= X{Y,AZ) - (Y,A(VxZ)) — (VxY,AZ)
(VY. AZ) + (Y, Vx AZ) — (Y, A(Vx 2)) — (VxY, AZ)
= (Y, VxAZ — A(VxZ))
(Y. (VxA)Z).

]

. —nt1 , ~ /
Lema 12.4. Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, entao Vh é
stmeétrico.

Demonstracao. Para quaisquer campos X, Y, Z temos, por definicao de diferencial cova-
riante,

Vh(X,Y,Z) = (Vzh)(X,Y)
= Z(WX,Y)) = M(VzX,Y) — h(X,VY)
= Z{AX,Y) — (A(V2X),Y) — (AX,VzY)
(VZAX,Y) + (AX,V,Y) — (A(V2X),Y) — (AX,V,Y)
= (VZAX — A(V2X),Y)
(V2A)X,Y).

Logo, pelo Lema 12.3,

Vh(X,Y,Z) = (X,(VZA)Y).
Analogamente, temos

Vh(X,Z,Y)=(X,(VyA)Z).

Segue agora das duas igualdades anteriores e da equagao de Codazzi (cf. (3.20) que
Vh(X,Y,Z)=Vh(X,ZY). Assim Vh é simétrico nas duas tltimas entradas. A simetria
de Vh nas duas primeiras entradas decorre diretamente da simetria de h e definigao de
diferencial covariante. O]

Do lema anterior e definicao de diferencial covariante obtemos que V2h ¢ simétrico nas
trés primeiras entradas. O lema a seguir diz o que ocorre quando permutamos os vetores
das terceira e quarta entradas.

Lema 12.5. Para todo referencial ortonormal local {E1, ..., E,}, temos
hijre — hijir = Z Riim N + Z Rigjmhim, (12.5)
onde, por exemplo, Ryjim = (R(Ex, ) E;, Ep,).

o4



Demonstracao. Para verificar (12.5) em um dado ponto p, podemos supor sem perda
de generalidade que Vg, E;(p) = 0, para i,j = 1,...,n. Por definicdo de diferencial
covariante, temos em p

hijw = V°h(Ei, Ej, Ex, E) = (Vg Vh)(E;, E;, Ex) = E(Vh(E;, Ej, Ey))
= El(Ek(h(Ei, Ej)) — h(Vg,E;, E;) — WE;, Vi, E;))
= EEy(h(E;, E;)) — E(h(VEEi, E;)) — E(h(E;, Vi, Ej))
= EEy(hE;, E))) —h(VE Vg Ei, E;) — h(E;, Vi Vg E)). (12.6)

Analogamente, prova-se que
hijlk - EkEl(h(EZ, EJ)) - h(VEkVElEZ, E]) - h(El, VEkVELE]> (127)

Como EjEy(h(E;, E;)) = EyEi(h(E;, E;)) em p (pois ambos sao iguais a Hessiana da
funcao h(E;, E;) aplicada aos vetores Ei(p) e Ei(p)), subtraindo (12.7) de (12.6), obtemos
em p

hijkl - hijlk = h(kavElEia E) - h(vElkaEi, Ej)
+h/< 79 kasz ) h(E’H vElkaEJ)
- h(R(Ek7El)EZ,E]) +h(EZ,R<Ek,El)EJ>

Logo,

hijn = hijie = Z<R(Ek,El>Ei,E (B, Ej) +Z (Ex, E)Ej, En)h(E;, Ey)

= Z Rklzmhmj + Z Rkl;m im:-

Lema 12.6. Para todo referencial ortonormal local {1, ..., E,}, temos
(Z) <V|O’|2,Ek> ZQZi,j hijhijk:7 kzl,...,n
(ZZ) Hess ‘U’2<Ek7 El) =2 Zi,j hijkhijl + 2 Zi,j hijhijkla /{, = 1, oo, n.

Demonstracao. (i) Seja p um ponto arbitrario. Sem perda de generalidade, podemos
supor que Vg, Ej(p) =0, parai,j=1,...,n. Por (12.1) e definigao de ||,

o> = Z h2, (12.8)

Derivando em relacao a Ej, obtemos em p

i,j 4,J %,J
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Como p é arbitério, (i) estd demonstrado.

(ii) Dado um ponto p, podemos como antes supor que Vg, E;(p) =0, parai,j=1,...,n.
Derivando (12.9) em relagao a Ej, obtemos em p

Hess]a|2(Ek,El) = E1<V|O"2,Ek> = 2ZEZ z] z]k +2ZhZ]El Uk

= 2 Z hl]lhl]k + 2 Z hz]hz]kb

o que encerra a prova do lema. O

O teorema a seguir estabelece uma expressao local para o Laplaciano do quadrado
da norma da segunda forma fundamental ¢ de uma hipersuperficie em uma variedade
Riemanniana de curvatura seccional constante ¢. Em seu enunciado, A é o operador de
forma da imersao com respeito a um campo normal unitario £, H é a curvatura média da
hipersuperficie relativa a £ e h é o campo tensorial definido por (12.1).

Teorema 12.7 (Férmula de Simons). Seja ¢ : M"™ — MZH uma imersao isométrica e
{E1, ..., E,} um referencial ortonormal local. Entao

1
5A|a|2 Zh”k%—nZhU -+ nc(|o]? = nH?) + nHtr(A%) — |o|*, (12.10)

i,5,k

onde hij = ]’L(EZ’,Ej), hijk = Vh<Ei,Ej,Ek>, Hij = Hess H(EZ,EJ) € tl"(Ag) € o tTCLQO de
A3,

Demonstragao. Pelo Lema 12.6 (ii),
1
5H€SS|O'| Ek,Ek Zhl]k—i—zhwhzjkk? k= 1,...,71. (1211)
7]

Pelos Lemas 12.4 e 12.5,

Pijike = Niijre = Pigkaj + Z Rjikmhomi + Z RjiimMiem.
Substituindo em (12.11) a express@o para h;;x; acima, obtemos

1
§Hess |0'| Ek, Ek Z h”k + Z hijhkkz’j + Z hwhmlekkm + Z hz]hka]kzm
ij ijm ijym
Somando em k, e usando o Lema 12.2, obtemos

1
§A|O'|2 thknLnZthw—I— Z hzjhmzR]kkm+ Z hijhkajkim‘ (1212)

.5,k 1,J i,5,k,m i,5,k,m
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Determinaremos agora os dois tltimos termos no lado direito da igualdade acima. Como
o ambiente tem curvatura seccional constante ¢, temos pela equacao de Gauss que

Rjtkm = Rjrkm + himhig — hjphim = c(8jm — 0ix0km) + Pjmbak — BjrPpm.

Usando a igualdade acima, obtemos a seguinte expressao para o terceiro termo no lado
direito de (12.12)

Z hijhmiRjkkm = C Z hz’jhmi5jm—c Z hz‘jhmi5jk5km

i,5,k,m i,5,k,m i,5,k,m
+ Z i lmi P P, — Z NijlmibojgPoem
i,5,k,m i,7,k,m
= nc|0|2 — C|O"2 +nH Z hz]hjmhmz - Z hzgh]khkmhmz
%,J,m 2,9, k,m
= nclo|* — c|o|* + nHtr(A®) — tr(A%). (12.13)

Usando novamente a equacao de Gauss e o fato de que o ambiente tem curvatura seccional
constante ¢, temos

Rikim = Ejkim + hjmbii — Rjilim = c(0ki0jm — 05i0km) + RimPri — Rjilem.

Pela igualdade anterior, o quarto termo no lado direito de (12.12) escreve-se como

i,5,k,m i,4,k,m i,5,k,m
+ Z PijPiemPimhbi: — Z i ern i Pt
i,J,k,m i,5,k,m
= clof* —n?cH? + tr(A*) — |o|*. (12.14)

Substituindo (12.13) e (12.14) em (12.12), obtemos

1 .
§A\a\2 = Zh”k + nZhZJ 4 nclo|* + nHtr(A*) — n*cH? — |o|*

1,5,k

= Zh”k —i—nZhU 4 ne(|o)? — nH?) + nHtr(A*) — |o|*.

1,5,k

- 1, , L L L .
Corolario 12.8. Se ¢ : M" — MZ € uma 1mersao tsometrica minima, entao
IA 2 hZ, 2
SAlo2 =3 B2 + o (ne - [of).
Vi

Corolario 12.9. Seja ¢ : M™ — S™™ wma imersdao isométrica minima de uma variedade
Riemanniana compacta M™ na esfera unitdria S™**. Se |o|?> < n ao longo de M", entio
|o|? =0 (e M™ € totalmente geodésica) ou |o|* = n.
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Demonstracao. Pelo Corolario 12.8 e teorema da divergeéncia,

/A|a|2 /|a| — |a]?). (12.15)

Como |o|*> < n por hipdtese, segue da desigualdade acima que |o|?*(n — |o]?) = 0. Logo,
pela conexidade de M™, |¢]?> =0 ou |o|* = n. O

Observagao 12.10. O Corolario 12.9 é devido a Simons [33]. Foi provado independente-
mente por Chern, do Carmo e Kobayashi [9] e por Lawson [22] que |o|? = n se, e somente
se, M™ é um toro de Clifford (cf. Exemplo 1).

O segundo termo no lado direito de (12.10) pode ser escrito de uma maneira que
é conveniente em muitas situagoes. Dado p € M, considere um referencial ortonormal
{E, ..., E,} em uma vizinhanca de p tal que Vg, E;(p) =0, para ¢,7 = 1,...,n. Entao

Z hijHij; =Y (AE; E;))(Vp,VH Ej) =Y (V5 VH, AE;).

2,7 7
Logo, em p tem-se
S hyHy = Y E{VHAE) - (VH Vg AE)
4,J i i
= Y E(AVH,E)-> (VH, (Vg5A)E)

%

= > (VR AVH,E)) =Y (VH,(VpA)E;)
= div(AVH) - Y (VH, (V5 A)E).

%

Usando o Lema 12.1, o Lema 12.3 e a equacao de Codazzi, prova-se facilmente que
>:(Vg,A)E; =nVH. Usando essa informagao na igualdade anterior, obtemos

Z hijHij = div(AVH) — n|VH|*. (12.16)

A igualdade acima foi obtida no ponto p, mas como esse ponto foi escolhido arbitraria-
mente, ela vale em todo ponto. Usando (12.16) em (12.10), obtemos a seguinte versao da
férmula de Simons.

—n+1 , . ~ . S . ~
Teorema 12.11. Se¢p: M"™ — M € uma 1mersao 1soméetrica, entao
Cc )

1
§A|a|2 thjk—Fnle AVH) —n*|VH* + ne(|o|* — nH?)
2,5,k
+nHtr(A?) — |o|*. (12.17)
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Em muitas aplicagoes, a férmula de Simons torna-se mais interessante quando envolve

as curvaturas principais da hipersuperficie. Fixe p € M e considere uma base ortonormal
{er,...,e,} de T,M tal que Ae; = \e;. Como tr(A%) =3, A2, temos

nHtr(A%) — |o|* = Z/\ Z/\3 ZAW = Z)\/\ ;)
= Z)\/\
1<J

Como, pela equacao de Gauss, a curvatura seccional de M segundo o plano gerado por e;
e e; vale K;; = ¢+ \;)\j, segue da igualdade anterior que

nHtr(A%) —|o* =Y K\ — \)2 = > (A= A)°
i<j 1<j
O segundo termo no lado direito da equacao acima vale
c c
—e) =N = 5 Y (A =5 ) (- 200+ )
i<j irj i\j
- —g(2n|0]2 —m2H?) = —nc(|o]? — nH?).
Logo, pelas duas igualdades anteriores,
nHtr(A%) — |o|* + ne(lo]” = nH?) =Y " K\ — \)° (12.18)
i<j
Usando (12.18) em (12.17), obtemos mais uma versao da férmula de Simons:

—n+1 . ~ . S . ~
Teorema 12.12. Se¢p: M"™ — M € uma 1mersao 1soméetrica, entao
C )

1
5A|a|2 > b+ ndiv(AVH) — n?|VH? + ) " Ki(\ — A\)% (12.19)

0,9,k i<j

[lustraremos a utilizacao da férmula de Simons demonstrando o seguinte teorema, que
¢ um caso particular do Teorema 2 em [8].

Teorema 12.13. Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta conexa com curvatura
seccional K > 0 e curvatura escalar R constante. Se ¢ : M™ — R € uma imersdao
isométrica, entao ¢(M) é uma hiperesfera de R™*1.

Aprimorando o teorema acima, Ros [30] provou que as hiperesferas sao as tnicas hi-
persuperficies compactas conexas com curvatura escalar constante mergulhadas no espaco
Euclidiano. Que esse resultado é um aprimoramento do Teorema 12.13 segue do fato de
que toda hipersuperficie compacta conexa orientavel imersa em R""! com curvatura sec-
cional ndo-negativa é mergulhada (cf. comentario no final da Sec¢ao 8). Por outro lado, é
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um problema em aberto saber se a hipotese K > 0 no Teorema 12.13 pode ser retirada

(veja [38, Problema 31, pag. 677]). No caso completo, Cheng e Yau [8] provaram que uma

hipersuperficie completa conexa imersa em R"*! com curvatura seccional nao-negativa e

curvatura escalar constante positiva é um cilindro generalizado S*¥ x R** 2 < k < n.

Esse resultado foi estendido para qualquer r-ésima curvatura média por Hartman [18].
Na demonstracao do Teorema 12.13 usaremos o seguinte lema.

Lema 12.14. Seja M"™ uma variedade Riemanniana com curvatura escalar R constante

w7+l . o Lo .
ep: M" — M, wuma imersao isométrica de M™ em um espaco de curvatura seccional
constante c. Se R > ¢, entao

> b >n?VHP. (12.20)
1,5,k
Demonstracao. Dado p € M considere um referencial ortonormal {Fy, ..., E,} em uma

vizinhanca de p tal que Vg, E;(p) = 0, para i,j = 1,...,n. Derivando a igualdade (cf.
Proposigao 4.6)

n*H? = |o]* + n(n — 1)( Z hZ 4+ n(n—1)(R —c) (12.21)

em relacao a Ej, e usando a hipdtese de que a curvatura escalar R é constante, obtemos
em p

Elevando ao quadrado e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

n*H?E, (Zh ) <Zh”k> |a\2ZhUk, k=1,....n.

Somando em k£, obtemos

n*HAVH> < |0 . (12.22)

1,3,k

De (12.21) e da hipétese R > ¢, obtemos |o|*> < n?H?. Usando essa informagao em
(12.22), obtemos (12.20). O

Demonstracao do Teorema 12.13. Como M™ é compacta e a curvatura escalar de M"
é constante, o vetor curvatura média da imersao nunca se anula (cf. Proposicao 4.6 e
Proposigao 4.13). Em particular, temos que M" é orientéavel.

Seja A o operador de forma da imersao com respeito a um campo normal unitario
global £, e seja L o operador de segunda ordem agindo em C*°(M) definido por

L(f) = div(nHV f — AV ), (12.23)
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onde H é a curvatura média de M" relativa a £. Segue da igualdade
div(gX) = ¢gdiv(X) + (Vg, X),
a qual é valida para todos X € X(M) e g € C*(M), que
L(f)=nHAf +n(VH,Vf)—div(AVY).

Fazendo f = nH na igualdade acima, obtemos

L(nH) =n*HAH +n*|VH* — ndiv(AVH). (12.24)
Por outro lado, aplicando o operador Laplaciano em (12.21), obtemos

2n°HAH + 2n*|IVH|* = Alo]* + n(n — 1)AR.
Segue de (12.24) e da igualdade acima que

1 —1
L(nH) = 5A|a|2 + %

Usando a férmula de Simons (12.19) na igualdade anterior, concluimos que
n(n —1)
2

AR — ndiv(AVH).

L(nH) = AR+ |Vh? = n®|VH]> + > KA — A%,

1<j
onde |Vh[* =37, . by Como M™ é compacta, integrando em M" e usando o teorema
da divergeéncia, obtemos

/ {|Vh]? = n?|VH>}dM + / {D K\ = \)? M =o.

M M

O primeiro integrando acima é nao-negativo pelo Lema 12.14, e o segundo ¢é nao-negativo
porque K > 0. Logo, ambos os integrandos sao nulos. Em particular, como K;; = A\,
temos

A=)\ =0, 1<i<j<n. (12.25)

Como M™ é compacta, a Proposicao 4.13 assegura que existem um ponto p em M
e um vetor unitdrio & € T,M* tais que Ag, € definida positiva. Trocando § por —¢ se
necessario, podemos supor que £(p) = &. Entao as curvaturas principais de M™ em p sao
todas positivas.

Seja A = {z € M : \(z) >0, i = 1,...,n}. O conjunto A é nao-vazio (pois
p € A) e aberto (pois as fungbes curvaturas principais sdo continuas). Por (12.25), todo
ponto pertencente a A é umbilico. Como a curvatura escalar R é uma constante positiva,
conclui-se que

M(z)=---=X\(2) =VR, z€A (12.26)

Pela igualdade acima e continuidade das funcoes curvaturas principais, A é também fe-
chado. Segue agora da conexidade de M™ que A = M. Logo, por (12.26), todos os
pontos de M sao umbilicos. A conclusao do teorema segue agora da Proposicao 8.3 e da
compacidade de M™.
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