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Introducao
O primeiro trabalho onde aparecem os espagos de Orlicz, que sao
generalizagbes naturais dos espacos de funcdes de Lebesgue, € um
artigo do matemaético polonés Wiadyslaw Roman Orlicz (ver [1]"), em
1932.

'ORLICZ, W. R., Theory of Orlicz spaces, Monographs and textbooks in pure and
applied Mathematics, Inc. New York, 1991.
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Inicialmente, foram definidos utilizando-se uma condi¢do que hoje
denotamos por condigdo A,. Em 1936, definiu-se tais espacos sob
a generalidade hoje estudada. Da mesma forma que os espacos de
Sobolev sao definidos a partir dos espacos de Lebesgue, define-se
os espacos de Orlicz-Sobolev a partir dos espacos de Orlicz.
Devido a sua boa estrutura topologica e geométrica, estes espacos
vem ganhando notoriedade e sendo bastante utilizados nas ultimas
décadas em diversas areas da matematica.



Motivacao

Estes espacos € um ambiente ideal para se trabalhar
variacionalmente com a seguinte classe de equagoes quasilineares:

o'([Vul)

—AoU = —div | —=—
o ’V< vul

Vu) = f(x,u) em Q,
onde

@ Q c RN é um dominio com fronteira regular, N > 1;

o f: QxR — Rcontinua;

@ ¢ :R — R, éuma fungéo de classe C'.



Sobre ¢, pedimos ainda que a mesma seja par, convexa e cumpra
as seguintes hipoteses:

(d4) existem /;m > 1 tais que




Sobre ¢, pedimos ainda que a mesma seja par, convexa e cumpra
as seguintes hipoteses:

(d4) existem /;m > 1 tais que

Esta condicao pode ser interpretada geometricamente da seguinte
forma:



thm | | o) /Al




Uma vez que a funcdo ¢ : R — R, é dado de forma bem geral, esta
classe de problemas pode modelar diversos problemas fisicos, como
por exemplo:

(a) Elasticidade nao-linear (ver Fukagai, N. and Narukawa,
K., Hiroshima Math., 1995.):Se

O(t)=(1+£) -1, y>1;
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por exemplo:

(a) Elasticidade nao-linear (ver Fukagai, N. and Narukawa,
K., Hiroshima Math., 1995.):Se

Oty =1+ -1, y>1,
entao

Aou = div (27(1 + |Vu]2)7‘1Vu) .



(b) Plasticidade (Fuchs, M. and Li, G., Abstr. Appl. Anal.,
1998.): Se

—1+V1+4N
—TvIrEN

o(t) = tPIn(1 + 1), 1 < 5

<N-1.



(b) Plasticidade (Fuchs, M. and Li, G., Abstr. Appl. Anal.,
1998.): Se

—1+V1+4N
—TvIrEN

o(t) = tPIn(1 + 1), 1 < 5

<N-1.

entao

—1
e p—2 |VulP
Apu = div ([p|Vu| In(1+|Vul|) + Vol +1 Vu).



(c) Fluidos nao Newtonianos generalizados (Fuchs, M. and
Osmolovski, V., Z. Anal., 1998.): Se

t
o(t) = / s'=%(senh's)’ds, 0 <o <1, B3>0,
0
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Osmolovski, V., Z. Anal., 1998.): Se

t
o(t) = / s'=%(senh's)’ds, 0 <o <1, B3>0,
0

A(DU = div (('senh|VU|)vU> .

|vu‘u
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Veremos mais adiante que é possivel associar a ® um espaco de
Banach Ly (92), chamado de espago de Orlicz, e consequentemente
ao espaco de Orlicz-Sobolev Wg’q’(Q).

A partir disto, & possivel mostrar que o funcional Euler-Lagrange
para o problema:

Q(x,u,Vu) = Apu+ f(x,u) =0 em Q
u = 0 sobre 99,

é dado por:
J(u) = / S(IVul) — F(x, u) dx, ue W (),
Q

onde

F(x,t):= /Otf(x, S) ds.
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Funcao de Young e N-funcao

Dizemos que ¢ : R — [0, +0o0) é uma fun¢ao de Young se:
(i) ® € uma fungao convexa e continua;
(i) o(t)=0se,esdse, t=0;
(iii) ® é par (ou seja d(t) = ¢(-t)).
Além disso, diremos que ¢ é uma N-fun¢ao se ¢ é uma fungao de
Young e verifica as seguintes condi¢goes de crescimento:

(iv) cbgt) ™0e @ 210 oo
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As funcbes a seguir sdo exemplos de N-funcdes:
1. o) =|t]P, pe(1,+x)eteRrR
(para p = 1, ® € apenas uma funcao de Young);
2. dy(t) = e —1, teR;
3. o3(t)=elll— | t| -1, teR;
4. d4(t)=(1+ | t])In(1+ | t])—| ], teR.
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Lema 1.1
Seja ¢ : R — [0, +00) dado por

t
o(t) = /0 o(s) ds,
onde

—¢(—t), t< 0,
com ¢ : Ry — R, satisfazendo:
(I) ¢ é continua a direita e ndo-decrescente em R ;
(Il) ¢(t)=0se,eséset=0;
() () 2E° too;
(IV) ¢(t) >0, t > 0.
Entdo, ® € uma N-funcao.

p(t) = { Wl o=



A funcao ¢ definida no Lema 1.1 pode ser escrita da seguinte forma:

o(t) = /oltl ¢(s)ds, teR.
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Observacao
A funcao ¢ definida no Lema 1.1 pode ser escrita da seguinte forma:

o(t) = /oltl ¢(s)ds, teR.

O resultado a seguir, mostra que também vale a reciproca do Lema
1.1.
Lema 1.2

Seja ¢ : R — R uma N-fungdo. Existe ¢ : Ry — R verificando as
hip6teses do Lema 1.1 tal que

[1]
o(t) = /0 o(s) ds

define uma N-fungao.
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Espacos de Orlicz

A ideia agora é construir um espago que generalize os espagos de
Lebesgue, chamado de espaco de Orlicz.

No que segue considere Q ¢ RN um subconjunto aberto e conexo.

Definicao:

Seja ¢ uma N-fungdo. Definamos o conjunto K¢(2), dado por:

Ko (Q2) = {u Q—-R mensurével;/

A d(u)dx < —i—oo}

como classe de Orlicz.
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Verificaremos a seguir que Ky (Q2) € convexo e em geral nao define
um espaco vetorial.

Lema 1.3
K (S2) € convexo.

Demonstracgao: De fato, dados u, v € Ky (),

/d>(tu+(1—t)v)dx§ t/ ¢(u)dx+(1—t)/ S(v)ax < 400, t € [0,1],
Q Q Q

mostrando que tu + (1 — t)v € Ko(Q2), t € [0,1]. B
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€ seja

Afirmamos que
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€ seja

Afirmamos que

U € Ko(), mas vV2u ¢ Ko(Q).

De fato,

/be(U)dx = /01(6“2—1)dx
= /01(eln(1/xﬁ)_1)d)(:/01 (\;}—1>dx:1,

moc<trando atie 11 ¢ K.(O)



mas

/Q o(uv2)dx = /Q (20 1) ax



mas



mas

isto é, vV2u ¢ Ko(Q). B
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Observe que Ke(2) € uma generalizacdo natural dos espacos de
Lebesgue.

No entanto, vimos que a mesma precisa ser melhorada, tendo em
vista que Ko (€2) ndo possui estrutura de espaco vetorial. Seguindo
este raciocinio, construimos um novo conjunto L (£2), dado por:

u

Lo(Q) := {U:Q—>Rmens. ;/Q<D<)\

)dx < 400, para algum A > 0} .

Verificaremos agora que o mesmo define um espaco vetorial.
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De fato, basta observar que:

@ u,v € Lp(RQ), implicau+ v € Lo(Q).
Existem Ay, Ay > 0, tais que

u v
— S — .
/ch()\u)dx<+ooe/Q (Av)dx<+oo
Dai, uma vez que
u+v Ayl AvV
o dx= [ ¢ + adx
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.Y
e+ A+ A
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De fato, basta observar que:
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/Q (Au + Av> /Q (Au()\u +A) A+ Av)>

.
A+ A A
temos pela convexidade de ¢ que

/S)q’(AZIi:v)dXS )\u)\:)\v/Q(b():,)dx

1




De fato, basta observar que:

@ u,v € Lp(RQ), implicau+ v € Lo(Q).
Existem Ay, Ay > 0, tais que

u v
— S — .
/ch()\u)dx<+ooe/Q (Av)dx<+oo
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u+v Ayl AvV
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De fato, basta observar que:

@ u,v € Lp(RQ), implicau+ v € Lo(Q).
Existem Ay, Ay > 0, tais que

u v
— S — .
/ch()\u)dx<+ooe/Q (Av)dx<+oo
Dai, uma vez que
u+v Ayl AvV
o dx= [ ¢ + adx
/Q (Au + Av> /Q (Au()\u +A) A+ Av)>

.
A+ A A
temos pela convexidade de ¢ que

/gzq’(Aﬁ:v)dx = AU:UAV /gz¢<;:,)dx+AuA+vAv /qu)(;v)dx

mostrando que u + v € Ly(Q).

1
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A pergunta que surge agora é: Ls(Q2) € o espago vetorial mais
refinado para generalizar os espagos de Lebesgue? A resposta para
esta pergunta € sim e sua justificativa € dada pelo lema a seguir.
Lema 1.4

Ly (2) € 0 menor subespago vetorial que contém Ky ().

Demonstracao: Seja V um subespaco vetorial qualquer que contém
Ko (Q2). Dado u € Lo(Q2), existe A > 0 tal que % € Ko(92), segue pelo
fato de Ko(Q2) C V que
Yev
\ )
mostrando que Lo(2) C V. I

Definicao:

Definimos o espaco vetorial Ly (2) como espaco de Orlicz.
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| U o= inf{A>o;/¢(§)dxg1}, u € Lo(9).
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A norma de Luxemburg | . |¢ define uma norma sobre o espago
Lo ().

Observacao:
Além da norma de Luxemburg, € conhecido as seguintes normas:
0 ||ulle.0:= sup{\fQ uvax|: veLy(Q)e [P(v)dx < 1}Norma
de Orlicz

@ ||U]|¢.a:= inf {l (1 +/ d(ku) dx)} Norma de Amemiya
’ k>0 | k Q
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Para provar que L¢(2) munido da aplicacéo | . |¢ define um espaco
de Banach se faz necessario o seguinte lema:

Lema 1.6
A N-funcao ¢, satisfaz:
(a) d(at) < ad(t),ae[0,1]eteR;
(b) ®(Bt) > pd(t), B € (1,+0) et eR.
Demonstracao:
Verificagcao do item (a): Desde que ¢ é convexa, temos
d(at) = d(at+ (1 — a@)0) < ad(t), « € [0,1];

Verificacao do item (b): Sem perda de generalidade tome t > 0 (ja

que ¢ é par), logo 1 1
d)(Et) < 50(0).

Fazendo s = (1) t, obtemos

B
d(Bs) > fP(s), paras> 0.1
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Se u € Ly(Q2) € uma fungao nao trivial, entao

| U|e= min )\>O/ dX<1}

Lema 1.8
Sejam u : Q — R uma fungao mensuravel e ky > 0. Entao

/ <k0>dx_1

se, e somente se, | U |o= Ko.
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Fixado p > 1, seja ¢ : R — R uma fungao dada por:

<1>(t)—ﬂ teR
p’ '

Afirmamos que

_1
| le=p 2] lp,

onde | . |, € a norma usual do espaco de lebesgue LP(2).
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De fato, note que u € Ky(Q2) se, e sO se

/ d(u)dx < 400,
Q
equivalentemente

”

/ | ulP dx < 400,

PJa

ou seja, u € LP(Q). E portanto, Ko (Q2) = LP(Q).
Suponha agora que u € Ly(Q2), equivalentemente temos

u
/ch()\) ax < 4oo,
para algum X\ > 0, ou seja

pAP/ | ulPdx < 400,

onde isto acontece se, e s6 se, u € LP(Q2). Logo, Ls(Q2) = LP(Q2).
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Sabendo disto, segue que
Ko () = Lo(Q) = LP(Q).
Observe agora que

lule = |nf /\>O/ X<1

= inf /\>0— /\u!pdx

= P”\U|p'

m—~
|A
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O espago de Orlicz Lo(RN) esta imerso continuamente em L} (RV).
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(%<

para algum X > 0.
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Desde que
Ot) togo |

t o
tome R > 0 suficientemente grande tal que

o) o

— , t >R,
=



Desde que

t o
tome R > 0 suficientemente grande tal que

o) o

71‘_

¢(t) t—i>oo +

, t> R,

donde

(2) o(lt])=[t] [t[=R.
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Fixado K ¢ RN compacto, segue de (1) e (2)

lu] / | u|
ax < o — )dx
/{ueK|u>)\H} A = J{uek;lu=ARy ( A )

/H{Nd><|:l‘)dx<+oo

/ | U] dx < 4o0.
{ueK;|u> R}

Sabendo disto, temos

/\udx / |u|dx+/ | u | dx
K {uekK;|u|l<AR} {ueK;|u|> R}

< /\R]{ueK;\u]<)\R}\+/ | u | dx
{uekK;|u|> R}

IN

e portanto

< /\R]K\Jr/ | u| dx < +oo,
{ueK;|u|> R}

mostrando que u € L'(K). Logo, Ls(Q) C L'(K).
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29 caso: Se K é um compactode RN ej: Lo(RV) = L'(K) éo
operador identidade, entao j € linear e limitado.
Primeiramente, afirmamos que

(3) / (| u)ax <| U |o, para | u o< 1 e u e Lo(RN).
]RN

De fato, seja u € Lo(RN), u# 0, tal que | u |o< 1. Segue da
convexidade de ¢

/RNCD(|U\)dx - /RN<1>(yu|<,> “L)dx

| u |
| u |
< ()
< \U\nb/RN <|u|¢)dX,

donde segue-se pelo Lema 1.7 que

[, o0ubax<lulo. [ulos 1eue Lo(zh)
RN

como queriamos mostrar.
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assim, para | u [¢< 1, tem-se por (3) que
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mostrando que o operador j é limitado.
Dos 19 e 2° casos, podemos concluir a proposicao. B
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Seja Q c RN aberto e limitado. Entao, Ls(Q) é um espaco de
Banach.

Demonstracao: Seja {u,} uma sequéncia de Cauchy em Lo ().
Segue da Proposigao 1.2, que {un} € uma sequéncia de Cauchy em
LY(Q).

Desde que L'(Q) é um espago de Banach, {u,} converge forte em
L'(Q) para uma funcéo wu.

Sabendo disto, temos

(4) Un(x) "25° u(x) q.tp. x € Q,

a menos de subsequéncia.



Desde que

Un—Unm |

n,m——+oo



Desde que
n,m——+oo

| Un — Um |o 0,

dadoe >0
| Unp — Um |¢< €,

para n, m suficientemente grande



Desde que
n,m——+oo

| Un — Um |o 0,

dadoe >0
| Unp — Um |¢< €,

para n, m suficientemente grande, implicando do Lema 1.9

/Q¢(“”_€“m)dxg1,

para n, m suficientemente grande.



Desde que
n,m——+oo

| Un — Um |o 0,

dadoe >0
| Unp — Um |¢< €,

para n, m suficientemente grande, implicando do Lema 1.9

/ch(“”;“"’)dxg 1,

para n, m suficientemente grande. Paracadae >0eneN



Desde que
n,m——+oo

| Un — Um |o 0,

dadoe >0
| Unp — Um |¢< €,

para n, m suficientemente grande, implicando do Lema 1.9
/ ¢(M) dx <1,
Q €
para n, m suficientemente grande. Para cada ¢ > 0 e n € N, temos

d)(u)zo, meN

€



Desde que
n,m——+oo

| Un — Um |o 0,

dadoe >0
| Unp — Um |¢< €,
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/ch(“”;“"’)dxg 1,
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Assim, dado ¢ > 0 temos pelo Lema de Fatou

(=)o < g [ (12 2) <1,

para n suficientemente grande, donde

| Un— U o< ¢,
para n suficientemente grande, além disso
Un — U € Lo(Q2).

Neste caso up, — u=w € Lo(Q2), logo u = up — w € Lo(Q).
Mostrando assim que

Up "2 uem Lo(Q),

e consequentemente que Lo (2) é Banach. &
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Proposicao 1.4

Lo(RN) é um espaco de Banach.

Demonstragao: Seja {u,} uma sequéncia de Cauchy em Lo(RN),
segue da Proposicao 1.3 que {un} € de Cauchy em L1(B1(0)).
Como L'(B;(0)) é Banach, existe uma subsequéncia {u;'} de {up}
tal que

(5) ul = u' qgtp. em B;(0).

Ora, {u}} é de Cauchy em L'(B,(0)), dai existe uma subsequéncia
{2} de {u}} tal que

(6) U2 — u? q.t.p. em By(0).
De (5) e (6), temos

u' = 2 q.t.p. em By(0).
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Seguindo este argumento, obtemos uma sequéncia {uk} em
L'(Bk(0)) tal que B
uk — Uk q.t.p. em B,(0)

uk = U/ q.t.p. em B;(0),
paratodoj < k — 1.
Desta forma, considerando
® wi(x) == uf(x), x e RV,
@ u(x) := uk(x), se x € Bx(0),
temos
we — U g.tp. emRN,

e {w,} subsequéncia de {un}.
A partir dai a demonstracdo segue da mesma forma que foi feita na
Proposicao 1.3. B
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