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Foi observado que os espagos de Orlicz Ly(2) € uma generalizagao
natural dos espacos de Lebesgue LP(Q2).

Por este fato, nada mais natural que definir a partir deste espaco, os
espacos de Orlicz-Sobolev.

Os espagos de Orlicz-Sobolev W'®(Q) é uma generalizacéo dos
espacos de Sobolev W'P(Q).
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Definicao

Dada uma N-funcao ¢, definimos como espaco de Orlicz-Sobolev,
W'*(Q), o conjunto de fungdes dado por:

W' (Q) = {u € Lo(Q) | existemf, ..., f, € Lo(Q) tais que
/u—dx— /l‘;z/;dx, e CP(Q)
Q
eie {1,...,n}}.
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Observacao
Se u € W'®(Q), entdo tais f’s sdo unicos. Assim denotemos

ou ou ou
— =f == ..., — .
OX; evu (8X1 T 8XN)
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Sobre W'*®(Q), podemos estabelecer a seguinte norma:

J

ou
8x,

|U’1¢Q— max {‘ U|¢,

Lema 4.1
Anorma | . |1,¢,.0 € equivalente a seguinte norma

| Ul1o=| Ule + | VU o, uc WH®(Q).

Teorema 4.1
W'*(Q) é um espaco de Banach.
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Supondo ¢ uma N-fungao satisfazendo a condi¢cao A,, temos
1. W'*(Q) é separavel;
2. Paracada T € W'*(Q)* existem {v;} ; C L5(Q), tais

que
N ou
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3. W'®(Q) é reflexivo, se ® € A, também.
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Sejam ¢4 e ¢, duas N-funcdes. Diz-se que o, cresce estritamente
mais lento que ¢4 e escrevemos ¢, << $4, quando para todo k > 0

- Do (kt)
t—+o00 ¢1(t) N

Teorema 4.3
Se | Q |< oo e dy < Py, entdo

Lo, () cont Lo, ().

Demonstragdo: Uma vez que o, < ®¢, tomemos k e fy positivos tais
que
Oo(kt) < d4(1), t> 1.
Note que
Lo, () C Loy(9).
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Afirmacao 1
Para todo t > t;, temos

Do (kt) < cd4(1).

De fato, se t; > ty ndo ha o que fazer, ja que ¢ > 1.

Agora, se t; < lp, observamos que para t > f, a desigualdade segue
imediatamente.

Assim, tomando ¢ € [t;, fy] temos

(1) P4 (tr) < P4(8)

(2) by (kt) < Oy (k).
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IA

IN
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Da Afirmacao 1, temos
ku(x) / klul
Py ———— = o ——— | dx
/Q 2(20|u|¢1)dx Q 2(20|u|¢1>
k|ul
+ o — 1 )dx
/Q\Qu 2(2C | u |¢.1)

u
< ¢2(kf1)!Qu|+C/ L

Q\QU¢1 (20 | U o, )dx
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k
ool )
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klu|
$o( ———— )dx
/Qu 2(20|U|¢1>
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e (N
/Q\Qu 2(20|U|<l>1

)dx
do(kty) | Q —|—C/ Sy —-—
2(kt) | | \Q 1(20 | U o,

| Qy | / | u|
+c Py =——+—)dx
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i,
g
Q\Qu

N = N

klul

2c | U o,
klul

O ———)d

2(2C|U|¢.1)X

Salkt) [ Qu| +o [ or(5

Q\Q

| Qy | / | u
+c T

Q| a\Qu (

+C/Q\Qu¢1<

)ax

|u|

2c | U‘¢1

)dx,
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2c
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mostrando assim a continuidade da imersao. B
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Teorema 4.4

Suponha que | Q |[< oo e ®, << $4. Se uma sequéncia (up) em
Lo, (2) é limitada e convergente em medida, a mesma é convergente
em L¢2(Q)

Demonstracdo: Dado ¢ > 0, defina

y(x) = ue(x)

Vik(x) = , X €Q.

Por hipétese, (vj) € uma sequéncia limitada em Le, (2). Entdo
existe R > 0, tal que

3) | Vi loy< R, j,k €N,
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(4) 2(f) = 1(ﬁ), 0



Desde que ¢, << ¢, tomemos #; > 0 tal que

1
@2(t) < &1 (75t), t> o
donde segue que
4 0] t<1d> ! t> 1
(4) 2(f) = 1(ﬁ), 0

Agora, fixemos § :=
9 465(t)



Desde que ¢, << ¢, tomemos #; > 0 tal que

1
@2(t) < &1 (75t), t> o
donde segue que
(@) Oa(t) < 301 (). 12 1
2ll) = 7 1(R ) 0
Agora, fixemos § := e
d 4, (t)



Desde que ¢, << ¢, tomemos #; > 0 tal que

1
@2(t) < &1 (75t), t> o
donde segue que
(@) Oa(t) < 301 (). 12 1
2ll) = 7 1(R ) 0
Agora, fixemos § := e
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Desde que ¢, << ¢, tomemos #; > 0 tal que

1
@2(t) < &1 (75t), t> o
donde segue que
(@) Oa(t) < 301 (). 12 1
2ll) = 7 1(R ) 0
Agora, fixemos § := e
d 4, (t)

Qp == {x € Q| vi(x) |> 05 <2|1§2|)} :

Desde que (un) € convergente em medida, podemos tomar N € N
suficientemente grande tal que

(5) | Qi |[<0 Vj, k> N.
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Considerando agora

Uy = {x € Qi | vie(x) > 1o}

"no._ 0. /
Qi = Qe \ Q.

temos
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Considerando agora

Uy = {x € Qi | vie(x) > 1o}

e
Qi = Qi \ Qi
temos
[ oal v hax = [ @ vulo) Do+ | @al] viel) o
Q Qi ,

+ [ @] vix) Do

jk
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/Q¢2(|
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) )d
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jk 1(| Vik(x)
)
X
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QII
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Q Q\Qj

1 | ij(X) ‘ "
+7 o, ¢1( B )dX+¢2(t0) | e |

1 1 | ViK | I
2+4/Q¢1< - )dx+¢2(t0)| i |

IN
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/Q¢2(| Vik(x) dx < /Q\ij%(\ Vik(X) |)dx

1 | ij(X) ‘ "
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1 1 |ij| "
< — — i
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1 1 |ij| "
< — — i
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Q Q\Qj

1 | ij(X) ‘ "
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1 1 |ij| "
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implicando de (3) e (5)
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Q

Logo, | Vi [#,< 1, isto &
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[ oall v Dok < [ @al] uel) o
Q Q\Qj

1 | ij(X) ‘ "
+Z % o ( = )dX—l— ¢2(t0) ‘ ik ‘

1 1 | ij | "
< —4 = !
S 5 + 2 /QCD1 ( = )dX + da(to) | ik l,

implicando de (3) e (5)
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Q
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segue de (4)

[ oall v Dok < [ @al] uel) o
Q Q\Qj

1 Vi (X
+ ¢1(| /k( )‘)dX—l-q)z(to)‘ ;,/(‘

4 , R
1 1 | ij | "
< —4 = !
= 2+4/Q¢1< = )dX—l-(Dg(to) | jk|’

implicando de (3) e (5)
/ ¢2(| ij |)dX§ 1, _/,k > N.
Q

Logo, | Vi [#,< 1, isto &
’ Uj — Uy ‘¢2< €,

justificando assim que (up) € uma sequéncia de Cauchy em Lg,(2).
E portanto, (u,) é convergente em Lq,(2),



segue de (4)
[ oall v Dok < [ @al] uel) o
Q Q\Qj

1 Vi (X
+ ¢1(| /k( )‘)dX—l-q)z(to)‘ ;,/(‘

4 , R
1 1 | ij | "
< —4 = !
= 2+4/Q¢1< = )dX—l-(Dg(to) | jk|’

implicando de (3) e (5)
/ ¢2(| ij |)dX§ 1, _/,k > N.
Q

Logo, | Vi [#,< 1, isto &
’ Uj — Uy ‘¢2< €,

justificando assim que (up) € uma sequéncia de Cauchy em Lg,(2).
E portanto, (u,) é convergente em Lq,(2), ja que Le,(2) € um
espaco de Banach.
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Suponha que | Q |[< oo e $p << 4. Se S C Lo, (Q2) € limitado em
Lo, (2) e pré-compacto no espaco de Lebesgue das funcoes
integraveis L'(Q), entdo S é pré-compacto em Le,(Q).

Lembre que toda sequéncia convergente em L'(Q) é convergente
em medida.



Corolario
Suponha que | Q |[< oo e $p << 4. Se S C Lo, (Q2) € limitado em
Lo, (2) e pré-compacto no espaco de Lebesgue das funcoes
integraveis L'(Q), entdo S é pré-compacto em Le,(Q).

Lembre que toda sequéncia convergente em L'(Q) é convergente
em medida. Deste fato, este corolario € uma consequéncia imediata
do Teorema 4.4.
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O proximo Lema estabelecera uma nova N-fungao ¢, associada a
.

Verificaremos mais adiante que esta € a N-funcao critica para se
obter imersGes compactas nos espacos de Orlicz-Sobolev.

Lema 4.2
Seja ¢ uma N-fungao satisfazendo

1 ¢—1

(6) / (T)df < 400

o 7w
e

> o7 1(7)
(7) /1 g dr = +o0.
Entdo a fungdo ¢, ' : R, — R, dada por
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® o0 = [ 2o,
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O proximo Lema estabelecera uma nova N-fungao ¢, associada a
.

Verificaremos mais adiante que esta € a N-funcao critica para se
obter imersGes compactas nos espacos de Orlicz-Sobolev.

Lema 4.2
Seja ¢ uma N-fungao satisfazendo

1 ¢—1
(6) /O 1+(;)d7 < 400
T
e
[e'¢) ¢—1
@) /1 1+(1NT) dr = +o.
T

Entdo a fungdo ¢, ' : R, — R, dada por

‘o1(r)
PRES

@) %%0=A dr.

A hiiativa e c1139 inverea & eviendida em toda reta & 1ima N-fiincan
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Observacao

Suponha ®(t) = |t|P. Se ¢ satisfaz as hipoteses do lema anterior,
entdo p € [1,N).

Primeiramente, note que a inversa de ® em R é dada por

O(t) = to.

Deste fato, temos
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Considerando a = %, note que

|
/ dt < +00 <= a> -1,
0

ou seja

|
(9) / 1°dt < +o00 <= N> p.
0
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Além disso,
(10) / t“dt = +o0 <= p<N.
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De (9) e (10), podemos concluir que ¢ satisfaz as hipoteses do
Lema 4.2 se, e sO se, p < N. Observe agora que, parap < N
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Além disso,
(10) / t“dt = +o0 <= p<N.
1

De (9) e (10), podemos concluir que ¢ satisfaz as hipoteses do
Lema 4.2 se, e sO se, p < N. Observe agora que, parap < N

e portanto
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« _ Np
E como p* = §=5, obtemos

1 .
¢*(t):E|t|p,teR



« _ Np
E como p* = §=5, obtemos

1 .
¢*(t):E|t|P,teR.

No que segue considere 2 um dominio adimissivel, isto € um
dominio onde ocorram as imersdes de Sobolev

W (@) & L9(Q). g€ [1. ]
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Teorema 4.5

Seja Q um dominio aberto e admissivel. Suponha que a N-fungao ¢
satisfaz as hipéteses do Lema 4.2. Se ¢, ' é dada por

i [TOTY(s)
o; (t)—/0 5) o,

s+

entao
W'®(Q) cont Lo, ().

Além disso, se |Q| < +oo
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Teorema 4.5

Seja Q um dominio aberto e admissivel. Suponha que a N-fungao ¢
satisfaz as hipéteses do Lema 4.2. Se ¢, ' é dada por

10 [ToT(s)
o; (t)—/0 S) g,

s+

entao
W'®(Q) cont Lo, ().

Além disso, se || < +oco e W € uma N-fungao crescendo estrita-
mente mais lento que .., entdo

W1 a2 (Q) ccc;;p L\u (Q) o
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Demonstragao: Verificaremos aqui apenas a imersao compacta.
Suponha

V<<,
logo
Lo, (Q) cont Ly ().
Portanto,
W'*(Q) cont Lo, () cont Ly (),
ou seja,

W(Q) cont Ly ().
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Provaremos agora que tal imersdo é compacta. Seja S ¢ W'®(Q)
um subconjunto limitado. Note que S também é limitado em Lo, (2),
pois

W' (Q) cont Lo, (Q).
Desde que

W' (Q) com WHT(Q)

W1 3 (Q) c(o—m>p L1 (Q),

temos S pré-compacto em L'(Q).
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Sendo assim, observando que

oV <<d,;

@ S C Ly, (Q) € limitado;

@ Sc L'(Q) é pré-compacto,
temos pelo Corolario do Teorema 4.4 que S é pré-compacto em
Ly (),
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Sendo assim, observando que

oV <<d,;

@ S C Ly, (Q) € limitado;

@ Sc L'(Q) é pré-compacto,
temos pelo Corolario do Teorema 4.4 que S é pré-compacto em
Ly(f2), concluindo a demonstracao deste teorema. B

Observacao

Devido a N-fungao ¢, ser a fungao limite para se obter uma imersao
compacta, diz-se que ¢, é uma fungao de crescimento critico de ¢.




A compactness result for radial functions (a resulit
type Strauss)’

Teorema

Assume that (ay) — (a2) hold and let B be a N-function verifying

. B(t)
t|—|>r3+ Alt) 0 (B1)
and B(1)
A A (Be)

Then, the embedding W' La ;20(RV) < Lg(RN) is compact.

Alves, C. O. ; Figueiredo, Giovany M. ; Santos, J. A. . Strauss- and Lions-type
results for a class of Orlicz-Sobolev spaces and applications. Topological Methods in
Nonlinear Analysis, v. 44, p. 435/2-456, 2014.



A result type Lions for Orlicz-Sobolev space?

Assume that (a1) — (a2) hold and let (up) ¢ W'La(RM) be a bounded
sequence such that there exists R > 0 satisfying

i sup/ A(lun]) = 0
nortoo con JBagy)

Then, for any N-function B verifying A,-condition,

B(t) . B(t)
T BN (s

we have
up— 0 in Lg(RN).

2Alves, C. O. ; Figueiredo, Giovany M. ; Santos, J. A. . Strauss- and Lions-type
results for a class of Orlicz-Sobolev spaces and applications. Topological Methods in
Nonlinear Analysis, v. 44, p. 435/2-456, 2014.
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O Espaco W, *(Q)

Definimos W, ®(22) como sendo o completamento do espago C5°(f2)
com relagdo a norma

| u |Wg’¢(§2):| Yu |q> + | u |q>,

isto &,
W(;,d)(Q) _ CSO(Q)HL&b
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1,0
uec W, (Q2), vale que
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Desigualdade de Poincaré no espago W,®(Q)

Sejam  um dominio limitado e ® uma N-fung&o. Para todo
ue W, ®(Q), vale que

/d’(\ U\)dxs/¢(dywy)dx,
Q Q

onde d € o diametro de Q.
Demonstragao: Desde que 2 é limitado, suponha que

Qc (ab) x RN,

onde a e b sao constantes reais. Dado ¢ € Cg°(a, b), tem-se pelo
Teorema Fundamental do Calculo que

t
o) = / /(s)ds, te(ab),



donde .
w(t)s/ 1F(s)|ds, te(ab),
a



donde .
w(t)s/ 1F(s)|ds, te(ab),
a

implicando que

b /
(11) so(ms/a 1(s)| ds, te(ab)



donde .
o(t)1< [ 14(s) | ds. te(ab)
a
implicando que

b /
(11) so(ms/a 1(s)| ds, te(ab)

Considerando ¢ € C5°(Q) e x = (t,x'), com X' = (X2, ...Xn),



donde .
o)< [ 19(s) 06, te(ab)
implicando que
b ’
(11) i< [C14(9)1ds te(ab)
Considerando ¢ € C5°(Q) e x = (t,x'), com X' = (xz, ...xy), temos
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donde .
w(t)s/ 1F(s)|ds, te(ab),
a

implicando que
b /

(11) !so(f)lé/ 15(s) | ds, te(ab).
a

Considerando ¢ € C5°(Q) e x = (t,x'), com X' = (xz, ...xy), temos

Do) | = [9(tx) |
= et



donde .
w(t)s/ 1F(s)|ds, te(ab),
a

implicando que
b /

(11) !so(f)lé/ 15(s) | ds, te(ab).
a

Considerando ¢ € C5°(Q) e x = (t,x'), com X' = (xz, ...xy), temos

[ o(t.x) |
(D) |

[ (
b /
| 1o

[ 9 |

(12)

IN
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Usando (12) e a desigualdade de Jensen®, obtemos:

/Qq)(w(x))dx :/ /bq’(lw(LX') ) dtalx’
S/R,V1/ /w \dsdtdx
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8Sejam (X, 6, 1) um espaco de medida com p(X) =1, f: X — Rem L'(X, ), e
¢ R — R uma fungao convexa, entao

sﬁ(‘/xfd@ S/X(wof)du
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donde

/chw(x))dx - (b‘a)/RN1"’<f (b- a}a ds(sx)\ds)dx

(b—a)/RNq bla/ab¢((b—a)y§;é(s,x’)|)dsdx

IN



donde

S (b—a)| 5 (s,x)|dsy
/Q d(p(x))dx < (=2 ds )ax

1 b

(b a)/RMcD
(b_a)/RN—1b—a a
— [ oo a5, )

IN

d>((b— a)]gé(s,x')odsdx
ax



donde

/chw(x))dx - (b‘a)/RN1"’<f (b- a}a ds(sx)\ds)dx

(b—a)/RNq bla/ab¢((b—a)y§;é(s,x’)|)dsdx
_ /Qd><(b—a)|§z(x)|)dx

< / o(d | Vi [)ox.
Q

IN

=
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| V(den — du) |o— 0.
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Dado u € W, "®(Q), considere {n} C C3°(Q) satisfazendo
1,0
on — uem W, (Q),

ou seja,
| V(den — du) |o— 0.

Neste caso
[ @1 9(den— du) o 0.
Q

donde segue-se de Brézis-Lieb que
[ (21 9den )~ o Vo — dVu ) — o Vdu]))dx - .
Q
e dai

(14) /ch(\ dVion ])dx—>/Q<D(d|Vu|)dx.
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De modo analogo, mostra-se que

(15) /Q (| on |)dx — /Q (| u)d.

De (13)

/¢(|son|)dxg/¢(d|wn|)dx, nen,
Q Q

passando ao limite de n — oo,



De modo analogo, mostra-se que
(15) [ ot enlax— [ o ulox.
Q Q
De (13)
[ enax< [ o(d|Venar, nen,
Q Q

passando ao limite de n — oo, obtemos de (14) e (15)

/¢(| u\)dx5/¢(dywy)dx, ue W)*(Q). m
Q Q
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Observando a demonstracao da Desigualdade de Poincaré,
podemos refinar as hipéteses do mesmo, solicitando apenas que Q
seja limitado em uma direcéo.

Corolario
Assuma | Q |< oco. Entao

| ule< C|VUly,

para todo u € W, ®(Q).
Dado u € W, *(Q),

~ u
e

_ 1,0
=dvile € Wy ().
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Portanto,

/Q¢(’a(x))dxg/ﬂ¢(dcm>)dxs 1,

/Qq><d‘vuu‘¢>dx§ 1.

| Ulo< d|VUly.

ou seja
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Segue deste Corolario que a norma | Vu |¢ € equivalente a norma

| u |W1,o(Q). Deste fato, | Vu |o, pode ser definido como a norma para
0

o espago W, ().

Observacao

Wg’q’(Q) € um espaco de Banach reflexivo e separavel.

Demonstragao: De fato, visto que W(] *®(Q) é um subespago fechado
de W'®(Q) e que W'*(Q) é um espaco de Banach reflexivo
(considerando que ® € A, e usando o Teorema 4.2), segue que
WS’“’(Q) € um espago de Banach reflexivo. B



Devido a Donaldson e Trudinger 19714 existe uma constante
7 =7(N)

“Donaldson, T. K. and Trudinger, N. S., Orlicz-Sobolev Spaces and Imbedding
Theorems, Journal of Functional Analysis 8, 52-75 (1971).



Devido a Donaldson e Trudinger 19714 existe uma constante
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Devido a Donaldson e Trudinger 19714 existe uma constante
v =v(N), tal que

| Ulo.< 7| VUle, ue W ®(Q),

ou melhor, o espago WJ"”(Q) esta imerso continuamente em
Lo, ().

“Donaldson, T. K. and Trudinger, N. S., Orlicz-Sobolev Spaces and Imbedding
Theorems, Journal of Functional Analysis 8, 52-75 (1971).



