Espacos de Orlicz e Orlicz-Sobolev
Quinta Aula: Operador ®—Laplaciano.

Prof. Jefferson Abrantes

( Universidade Federal de Campina Grande)

Curso de Verdo 2021
DM-UFSCar

Séao Carlos-SP



Sobre a N-funcao ¢

Nosso objetivo aqui € mostrar algumas propriedades do operador
¢-Laplaciano definido em Wg “®(Q), dado por:

—AoU = —div(¢(| Vu|)Vu), ue W) ®(Q),
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Sobre a N-funcao ¢

Nosso objetivo aqui € mostrar algumas propriedades do operador
¢-Laplaciano definido em W(; “®(Q), dado por:

—AoU = —div(¢(| Vu|)Vu), ue W) ®(Q),

onde
0 QC ]R’V € um dominio limitado com fronteira regular;

f“' s)sds é uma N-fungao verificando algumas
ondlgoes



No que segue assumiremos sobre ® : R — Re ¢ : (0,4+00) —
(0, +00) as seguintes condigoes:



No que segue assumiremos sobre ® : R — Re ¢ : (0,4+00) —
(0, +00) as seguintes condigoes:

(1) ¢ € C1(0,00), 4(t) > 0, (¢(t)t) > 0 para t > 0;



No que segue assumiremos sobre ® : R — Re ¢ : (0,4+00) —
(0, +00) as seguintes condigoes:

(61) ¢ € C'(0,00), ¢(t) > 0, (¢(t)t)’ > 0 para t > 0;
(¢o) existem I;m > 1 tais que




No que segue assumiremos sobre ® : R — Re ¢ : (0,4+00) —
(0, +00) as seguintes condigoes:

(61) ¢ € C'(0,00), ¢(t) > 0, (¢(t)t)’ > 0 para t > 0;
(¢o) existem I;m > 1 tais que




A condicdo (¢3) implicaem (¢2) paral=ay+1em=a; + 1.




A condicdo (¢3) implicaem (¢2) paral=ay+1em=a; + 1.

De fato, para s > 0, obtemos de (¢3) que
ap®'(s) < ¢"(s)s



A condicdo (¢3) implicaem (¢2) paral=ay+1em=a; + 1.

De fato, para s > 0, obtemos de (¢3) que
ap®'(s) < ¢ (s)s < a1’ (s),



Observacao
A condigdo (¢3) implicaem (¢2) paral=ap+1em=a; + 1.
De fato, para s > 0, obtemos de (¢3) que
ap®'(s) < ¢ (s)s < a1’ (s),
donde

(a0 + 1)6(3)s < (4(5)8) s + ¢(s)s



Observacao
A condigdo (¢3) implicaem (¢2) paral=ap+1em=a; + 1.
De fato, para s > 0, obtemos de (¢3) que
ap®'(s) < ¢ (s)s < a1’ (s),
donde
(@0 +1)8(s)s < (4(5)s)'s + ¢(8)s < (ar + 1)¢(8)s,



Observacao
A condigdo (¢3) implicaem (¢2) paral=ap+1em=a; + 1.
De fato, para s > 0, obtemos de (¢3) que
ap®'(s) < ¢ (s)s < a1’ (s),
donde
(@0 +1)8(s)s < (4(5)s)'s + ¢(8)s < (ar + 1)¢(8)s,
ou seja,

(a0 + 1)o(s)s < ((¢(s)s)s)

I



Observacao
A condigdo (¢3) implicaem (¢2) paral=ap+1em=a; + 1.
De fato, para s > 0, obtemos de (¢3) que
ap®'(s) < ¢ (s)s < a1’ (s),
donde
(@0 +1)8(s)s < (4(5)s)'s + ¢(8)s < (ar + 1)¢(8)s,
ou seja,

(a0 +1)d(s)s < ((¢(5)s)s) < (a1 + 1)(s)s.



Observacao
A condigdo (¢3) implicaem (¢2) paral=ap+1em=a; + 1.
De fato, para s > 0, obtemos de (¢3) que
ap®'(s) < ¢ (s)s < a1’ (s),
donde
(@0 +1)8(s)s < (4(5)s)'s + ¢(8)s < (ar + 1)¢(8)s,
ou seja,
(a0 +1)8(5)s < ((¢(8)s)8) < (a1 + 1)é(s)s.
Integrando de 0 a t, obtemos
(a0 +1)®(1) < (a1t < (ar + 1)®(1), t>0



A condicdo (¢3) implicaem (¢2) paral=ay+1em=a; + 1.

De fato, para s > 0, obtemos de (¢3) que
ap®'(s) < ¢ (s)s < a1’ (s),
donde
(a0 + 1)(5)s < (4(5)8) s + ¢(5)s < (a1 + 1)¢(s)s,

ou seja,

(a0 + 1)¢(8)s < ((6(5)s)s) < (a1 +1)4(s)s.
Integrando de 0 a t, obtemos

(a0 + 1)o(f) < (p()) < (a1 + 1)®(1), t=>0

logo,
(ag + 1)®(t) < d' (1)t < (a; + 1)d(t), t>0



Observacao
A condicdo (¢3) implicaem (¢2) paral=ay+1em=a; + 1.

De fato, para s > 0, obtemos de (¢3) que
ap®'(s) < ¢ (s)s < a1’ (s),
donde
(a0 + 1)(5)s < (4(5)8) s + ¢(5)s < (a1 + 1)¢(s)s,
ou seja,
(a0 + 1)8(s)s < (((s)s)8) < (a1 +1)(s)s.
Integrando de 0 a t, obtemos
(a0 +1)®(f) < (p(ON)t < (a1 + 1)®(1), t=0
logo, /
(ag+1)P(t) <d (Dt < (a1 +1)d(t), t>0
e, portanto,

' (1)t
| = 1<—<a 1=m, t>0.
a+1=< o(t) = 1+ ) >



Assumindo (¢1) e (¢2), ® e d definem N-fungdes.
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(¢1) — (¢3)-
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Assumindo (¢1) e (¢2), ® e d definem N-fungdes.

Abaixo, segue alguns exemplos de N-fungdes ¢ que cumprem

(¢1) — (¢3)-
(i) ®1(t) =[ [P+ |t|P, 1 < py<p1 <Nepi e (po,p)

Deste modo, fazendo a; = p; —1eag=pg — 1,



Lema 5.1
Assumindo (¢1) e (¢2), ® e d definem N-fungdes.

Abaixo, segue alguns exemplos de N-fungdes ¢ que cumprem

(¢1) — (¢3).
(i) @1(t) =t + [t 1 <po<pr <Nepise(po,ps)
Deste modo, fazendo a; = p; — 1€ ag = pg — 1, temos

o7 (1)t

< < ay, parat>0.
o < O (1) 1, P




(i) ®o(t) = (1 + ) — 1,y € (1%)



(i) Oa(f) = (1 + 2)Y =1,y € (1%)
Neste caso ag =1 e a; = 2y — 1, temos

o, (1)t

1<%
d5(1)

<2y—-1, t>0.



(iii) ®3(t)y =tPIn(1+1),1 <pp <p<N-—1,onde
-1+vV1+4N
po:=—"%""



(iii) ®3(t)y =tPIn(1+1),1 <pp <p<N-—1,onde
-1+vV1+4N
po:=—"%""

Paragy=p—1e a; = p, tem-se

"

)
3(D)t <p, t>0.

p - 1 S 7 =~ M
d(1)




: e 1
(iv) d4(t) —/0 s'~“(senh~'s)"ds,



It]
(iv) d4(t) = / s'~“(senh~'s)’ds, 0 < a < 1
0



It]
(iv) d4() —/ s'~“(senh~'s)’ds, 0<a <1 e
0
0<B<N-2+a.



(iv) d4(t) = /Itl s'~“(senh~'s)’ds, 0<a <1 e
0<B<N-2+a.
Neste caso
AU

1-—a<—=
P, (1)

<1—a+p, parat>0.



Assumindo (¢1) e (¢2), sejam

&o(t) = min{t' t™},
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Assumindo (¢1) e (¢2), sejam

Eo(t) = min{t' ™, &(t) = max{t', t™,

&a(t) = min{tT , t7"1}



Assumindo (¢1) e (¢2), sejam

Eo(t) = min{t' ™, &(t) = max{t', t™,

€alt) = min{t77, 171} & &(t) = max {17, t7},

definidas sobre R .



Lema 5.2
Assumindo (¢1) e (¢2), sejam

Eo(t) = min{t' ™, &(t) = max{t', t™,

&(t) = min{t™, tm1 } e &(t) = max{trT, ta 1},
definidas sobre R,. Entao
(i) ()P (p) < D(pt) < &(HP(p), p.t>0,



Lema 5.2
Assumindo (¢1) e (¢2), sejam

Eo(t) = min{t' ™, &(t) = max{t', t™,

E2(t) = min{tT7 177} € &5(t) = max{t77, t77},
definidas sobre R,. Entao
(i) &o(D)@(p) < ®(pt) < & (D)®(p), p,t>0,
(i) &2(1)P(p) < O(pt) < &(HP(p), p,t >0,



Lema 5.2
Assumindo (¢1) e (¢2), sejam

Eo(t) = min{t' ™, &(t) = max{t', t™,

Ea(t) = min{tT7 177} e &5(t) = max {177, 177},
definidas sobre R,. Entao
(i) &o(D)@(p) < ®(pt) < & (D)®(p), p,t>0,
(i) &2(1)P(p) < O(pt) < &(HP(p), p,t >0,
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Lema 5.2
Assumindo (¢1) e (¢2), sejam

Eo(t) = min{t' ™, &(t) = max{t', t™,

E2(t) = min{tT7 177} € &5(t) = max{t77, t77},
definidas sobre R,. Entao
(i) &o(D)@(p) < ®(pt) < & (D)®(p), p,t>0,
(i) &2(1)P(p) < O(pt) < &(HP(p), p,t >0,

(ii)) So(| v o) < [ ®(Judx <&i([ule), Ue Lo(),

S| ul)dx < éa(luls), ue Ly(9).

S— 55—

(iv) &(l U fg) <



Seja p(t) = ¢(t)t, para t > 0. Assumindo (¢1) e (¢2),




Seja p(t) = ¢(t)t, para t > 0. Assumindo (¢1) e (¢2), temos

m tg0_1(t)< / 50
® -1 '

W m—1= &)

IN



Lema 5.3
Seja p(t) = ¢(t)t, para t > 0. Assumindo (¢1) e (¢2), temos

-1
m <tg0 (1) /

- < , t>0.
(1) m-17=" @&t ~ /-1
Demonstracdo: De (¢s),
I < S¢(S) <m, para s > 0.

o(s)



Lema 5.3
Seja ¢(t) = ¢(t)t, para t > 0. Assumindo (¢1) e (¢2), temos

—1
m <t90~ (t)gl_l1, t>0.

W m—1="8(y

Demonstracdo: De (¢s),
sp(s)

o(s)

Fazendo s = ¢~ '(t), obtemos
10(p71 (1)) <t (1) < md(p7 (1), t>0.

<

<m, para s > 0.



Lema 5.3
Seja ¢(t) = ¢(t)t, para t > 0. Assumindo (¢1) e (¢2), temos

-1
m <tgo (1) /

- < )
(1) m—1 — ¢(t) — /=1 t>0
Demonstracdo: De (¢s),
sp(s)
< < i
| < (s) <m, paras >0

Fazendo s = ¢~ '(t), obtemos
Io(p7 (1) <t (1) < md(p7 (1), t>0.
Além disso, da igualdade de Young,
I(te™" (1) = B(1)) <t (1) < m(te™" (1) — &(1)),



Lema 5.3
Seja ¢(t) = ¢(t)t, para t > 0. Assumindo (¢1) e (¢2), temos

-1
m <tgo (1) /

- < .
(1) m—1= o) ~—I-1 =0
Demonstracao: De (¢»),
se(s)
< < .
| < (s) <m, paras>0

Fazendo s = ¢~ '(t), obtemos
Io(p7 (1) <t (1) < md(p7 (1), t>0.
Além disso, da igualdade de Young,
I(te™" (1) = B(1)) <t (1) < m(te™" (1) — &(1)),
e, portanto,

—1
m__te () _ | S t>0.m
m—1 o (1) /-1




Segue do Lema 5.3 que




Observacao
Segue do Lema 5.3 que

~ It
(1) = / o1(s)ds.
0
Deste modo, (1) pode ser reescrita da seguinte forma:

m gt?(t)gl_/1, t>0.




Assumindo (¢1) e (¢2), entdo ® e ® cumprem a condigio As.




Assumindo (¢1) e (¢2), entdo ® e ® cumprem a condigio As.

A partir do Lema 5.4, podemos concluir que
0 Eo(Q) = Ko(Q) = Lo(Q);



Lema 5.4
Assumindo (¢1) e (¢2), entdo ® e ® cumprem a condigio As.

A partir do Lema 5.4, podemos concluir que
0 Eo(Q) = Ko(Q) = Lo(Q);
(*] Lq;(Q)* = L&(Q),



Lema 5.4
Assumindo (¢1) e (¢2), entdo ® e ® cumprem a condigio As.

A partir do Lema 5.4, podemos concluir que
0 Eo(Q) = Ko(Q) = Lo();
0 Lo(Q)" = L5(92);
o W,®(Q) é reflexivo e separavel.



O Funcional associado a ¢

Agora, caminharemos com o intuito de mostrar alguns resultados
relacionados ao funcional P : W,®(Q) — R,



O Funcional associado a ¢

Agora, caminharemos com o intuito de mostrar alguns resultados
relacionados ao funcional P : W,*®(Q) — R, dado por:

P(u) ::/QCD(|VU|)dX, ue W Q).



O Funcional associado a ¢

Agora, caminharemos com o intuito de mostrar alguns resultados
relacionados ao funcional P : W,*®(Q) — R, dado por:

P(u) ::/§2¢(|Vu|)dx, ue W Q).

Proposicao 5.1

Se ¢ satisfaz (¢1) e (¢2),




O Funcional associado a ¢

Agora, caminharemos com o intuito de mostrar alguns resultados
relacionados ao funcional P : W,*®(Q) — R, dado por:

P(u) ::/§2¢(|Vu|)dx, ue W Q).

Proposicao 5.1

Se ¢ satisfaz (¢1) e (¢2), entdo P € C'(W, ®(Q),R)




O Funcional associado a ¢

Agora, caminharemos com o intuito de mostrar alguns resultados
relacionados ao funcional P : W,*®(Q) — R, dado por:

P(u) ::/Q¢(|w|)dx, ue W Q).

|

Proposicao 5.1

Se ¢ satisfaz (¢1) e (¢2), entdo P e C'(W, ®(Q),R) e para cada
ue W),

(P'(u), ¢ /qﬁ (I Vu|)Vuvedx, ¢ e Wy *(Q).



O Funcional associado a ¢

Agora, caminharemos com o intuito de mostrar alguns resultados
relacionados ao funcional P : W,*®(Q) — R, dado por:

P(u) ::/QCD(|VU|)dX, ue W Q).

|

Proposicao 5.1

Se ¢ satisfaz (¢1) e (¢2), entdo P e C'(W, ®(Q),R) e para cada
ue W),

(P'(u), ¢ /qﬁ (I Vu|)Vuvedx, ¢ e Wy *(Q).

Demonstragées: Para demonstrarmos este resultado, verificaremos
as seguintes afirmagoes:



1. P & continuo em W, ®(Q).



1. P & continuo em W, ®(Q).

Considere u, — uem W, *(Q).



1. P & continuo em W, ®(Q).

Considere u, — uem Wg ®(Q). Segue do Lema 5.2 que

@) /Q"’(' Vo — Vi )ax < &(| Vun— VU o) — 0.



1. P & continuo em W, ®(Q).

Considere u, — uem Wg ®(Q). Segue do Lema 5.2 que
@) /q>(| Vo — Vi )ax < &(| Vun— VU o) — 0.
Q

E uma vez que Lo (Q) esta imerso continuamente em L'(Q),



1. P & continuo em W, ®(Q).

Considere u, — uem Wg ®(Q). Segue do Lema 5.2 que
@) /q>(| Vo — Vi )ax < &(| Vun— VU o) — 0.
Q

E uma vez que Ly (Q) esta imerso continuamente em L'(Q), existe
C > 0 tal que

| Vup —Vu 1< C | Vup—Vu |o— 0,



1. P & continuo em W, ®(Q).

Considere u, — uem Wg ®(Q). Segue do Lema 5.2 que
@) /q>(| Vo — Vi )ax < &(| Vun— VU o) — 0.
Q

E uma vez que Ly (Q) esta imerso continuamente em L'(Q), existe
C > 0 tal que

| Vup —Vu 1< C | Vup—Vu |o— 0,
donde
(3) || Vun | — | Vu ||<| Vup — Vu |— 0q.t.p. em Q,

a menos de subsequéncia.



De (2), segue que
(4) (| Vup — Vu|) <n, qtp. emQ,

para algum 1 € L'(Q) a menos de subsequéncia.



De (2), segue que
(4) (| Vup — Vu|) <n, qtp. emQ,

para algum 1 € L'(Q) a menos de subsequéncia.
Além disso, utilizando o fato de ¢ ser convexa, crescente em R, e
cumprir Ao,



De (2), segue que
(4) (| Vup — Vu|) <n, qtp. emQ,

para algum 1 € L'(Q) a menos de subsequéncia.
Além disso, utilizando o fato de ¢ ser convexa, crescente em R, e
cumprir Ao,

[ o(| Vun[) =@(|Vul)| < & Vun [)+ (| Vu )



De (2), segue que
(4) (| Vup — Vu|) <n, qtp. emQ,

para algum 1 € L'(Q) a menos de subsequéncia.
Além disso, utilizando o fato de ¢ ser convexa, crescente em R, e
cumprir Ao,

[ &(| Vun [) = @(| Vul) | o(| Vun [) + &(| Vu)

<
< O(|Vup—=Vul|+ |Vul|)+o( Vu))



De (2), segue que
(4) (| Vup — Vu|) <n, qtp. emQ,

para algum 1 € L'(Q) a menos de subsequéncia.
Além disso, utilizando o fato de ¢ ser convexa, crescente em R, e
cumprir Ao,

| &(] Vup [) —@(| Vu ) | (| Vun ) +@(| Vu )
O(| Vup—=Vu |+ |Vu|)+ (| Vu|)

K[®(| Vup—Vu)

ININ A



De (2), segue que
(4) (| Vup — Vu|) <n, qtp. emQ,

para algum 1 € L'(Q) a menos de subsequéncia.
Além disso, utilizando o fato de ¢ ser convexa, crescente em R, e
cumprir Ao,

| &I Vun |) —@(| Vu ) | (| Vun [) + (| Vu )
O(| Vup—=Vu |+ |Vu|)+ (| Vu|)
K[®(| Vup—Vu)

+O(| Vu )]+ (| Vu )

ININ A



De (2), segue que
(4) (| Vup — Vu|) <n, qtp. emQ,

para algum 1 € L'(Q) a menos de subsequéncia.
Além disso, utilizando o fato de ¢ ser convexa, crescente em R, e
cumprir Ao,

| &(] Vup [) —@(| Vu ) | (| Vun ) +@(| Vu )

O(| Vup—=Vu |+ |Vu|)+ (| Vu|)
K[®(| Vup — Vu |)

+&(| Vu )] + o(] Vu |)

K(®(] Vup = Vu ) + &(] Vu ),

ININ A

IA

onde K > 0.



De (2), segue que
(4) (| Vup — Vu|) <n, qtp. emQ,

para algum 1 € L'(Q) a menos de subsequéncia.
Além disso, utilizando o fato de ¢ ser convexa, crescente em R, e
cumprir Ao,

| &(] Vup [) —@(| Vu ) | (| Vun ) +@(| Vu )

O(| Vup—=Vu |+ |Vu|)+ (| Vu|)
K[®(| Vup — Vu |)

+&(| Vu )] + o(] Vu |)

K(®(] Vup = Vu ) + &(] Vu ),

ININ A

IA

onde K > 0. Donde segue-se, de (4), que

() | &(| Vun [) = (| u) [< Kn+ Ko(| Vu ) € L'().



De (3) e (5), temos pelo Teorema da Conv. Dominada de Lebesgue

/Q|4>(|Vun|)¢(Wu>\dHo,



De (3) e (5), temos pelo Teorema da Conv. Dominada de Lebesgue
100 Vun b~ o( vu | dx 0.

donde

/q>(yw,, |)dX—>/¢(| Vu |)dx,
Q Q

a menos de subsequéncia.



De (3) e (5), temos pelo Teorema da Conv. Dominada de Lebesgue
100 Vun b~ o( vu | dx 0.

donde
/ (| Vun [)dx — / (| Vu [)ox,
Q Q
a menos de subsequéncia. Repetindo esse argumento, concluimos

que toda subsequéncia de {up, } de {u,} admite subsequéncia {Unkj}
tal que

/q>(| Vi, |)dX—>/<D(| Vu |)dx,
Q ! Q



De (3) e (5), temos pelo Teorema da Conv. Dominada de Lebesgue
100 Vun b~ o( vu | dx 0.

donde

/q>(yw,, |)dX—>/¢(| Vu |)dx,
Q Q

a menos de subsequéncia. Repetindo esse argumento, concluimos
que toda subsequéncia de {up, } de {u,} admite subsequéncia {Unkj}
tal que

/q>(| Vi, |)dX—>/<D(| Vi |)dx,
Q 1 Q
dai
/cp(wu,, ])dX—)/q)(\ Vu|)ox,
Q Q



De (3) e (5), temos pelo Teorema da Conv. Dominada de Lebesgue
100 Vun b~ o( vu | dx 0.
donde
/ (| Vun [)x — / (| Vu ),
Q Q

a menos de subsequéncia. Repetindo esse argumento, concluimos
que toda subsequéncia de {up, } de {u,} admite subsequéncia {Unkj}
tal que

/q>(| Vi, |)dX—>/¢(| Vi |)dx,
Q 1 Q
dai
/cp(wu,, ])dX—)/q)(\ Vu|)ox,
Q Q

mostrando a continuidade de P sobre W, *(Q). B



2. P admite derivada de Gateaux.



2. P admite derivada de Gateaux.

Com efeito, considere f : RN — R dado por:

fx)=d( x|), xeRN



2. P admite derivada de Gateaux.

Com efeito, considere f : RN — R dado por:
f(x)=o( x]), xeRN

Desta forma, f € C'(RV; R)



2. P admite derivada de Gateaux.

Com efeito, considere f : RN — R dado por:
f(x)=o( x]), xeRN
Desta forma, f ¢ C'(RV;R) e

of v _ { wie(|w]), sew #0;
ax,-(W)_{ 0, se w=0.



2. P admite derivada de Gateaux.

Com efeito, considere f : RN — R dado por:
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2. P admite derivada de Gateaux.

Com efeito, considere f : RN — R dado por:
f(x)=o( x]), xeRN
Desta forma, f ¢ C'(RV;R) e

of _ | wie(|w), se w #£0;
ax,-(W)_{ 0, sew =0.

Assim, dados u, ¢ € W, *(Q),

CO(VuttVe) (| Vul) _ of

i
) t 8ch(

N gu dy
= o Vu)Y e
i=1

(6) = ¢(] Vu|)VuVe.
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Fixados x € Qe | t|€ (0,1), temos pelo Teorema do Valor Médio
que existe 0 € (0,1), tal que

’d>(| Vu+tVe |)— (] Vu ])‘
t

1 of

= | to
|t e+ )|

=| (| VU + t0xV |)(VU + t0x V)V |

< H(| Vu+t0xVe |) | Vu+t0xVep || Vo | .
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Uma vez que
| Vu+t0xVo |<|Vu |+ | V|

e ¢(t)t é crescente para t > 0, obtemos de (¢2)

(| Vu+tVe |) — (| Vu )

t
(| Vu |+ Ve (| Vul+|Ve|)| Ve |
(| Vu|+| Ve (| Vu |+ | Ve |)?
mo(| Vu |+ | Ve |) e LY(Q).

—~~

<
<
<



Por (6) e (7)

lim
t—0
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Q
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Por (6) e (7)

. / O(| Vu+ Ve |) — &(| Vu |
t—0 Jq t

)dx = / (| Vu |)VuVedx,
Q
mostrando assim a Afirmacao 2.

P .
3. 9P & continua sobre W, ®(Q)*.

o(.)
De fato, considere ¢ € W(; ®(Q), tal que [Vplo < 1, e

{un} € W) *(Q) tal que up, — uem W, ®(Q). Segue da
Desigualdade de Holder que

o) - g’;(m\ - ] 60190 )90~ 601 Vu V07 00k

< 2|V o] ¢(| Vun [)Vun — (| Vu [)Vulg
< 2[¢(] Vun |)Vun— ¢(| Vu |)Vulg.
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onde K > 0.

< K[O(¢(] Vun|) | Vun )+ S(¢(] Vu ) | Vu )]

< K[®@2 | Vun )+ (2| Vu )]

< K[o(| Vun [) + o(| Vu |)]
(

< K[O(| Vun |) + o(] Vu )],
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Agora, como (up — u) — 0 em W, *(Q),
/ o(] Vup — Vu|)dx — 0,
Q

e assim, considerando uma subsequéncia se necessario, existe
ne L'(Q) tal que

9) | Vup— Vu|— 0, g.t.p.emQ

(10) o(| Vup—Vu|) <nag.tp.emQ.
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De (8) e (10) obtemos que

o] (| Vun [)Vun — o] Vu|)Vu )
< K[®(| Vun [) + o] Vu )]
< K[(®(| Vup — Vu )+ &(| Vu |))]
(11) < Kln+ (| Vul)] € L'(Q).

Além disso, de (9)
(12) & ¢(| Vun )Vun— (| Vu |)Vu|) — 0 g.t.p. em Q.
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De (11) e (12)
(13) /96(| (| Vun )V un— 6(] Vu )Vu [)dx — 0.

Agora, como ¢ satisfaz Ao, entao
| o(| Vun |)Vun — o(] Vu [)Vu ’$—> 0,
donde segue-se que

oP oP
‘m(un) — %(u) — 0.

Das Afirmagées 1, 2 e 3, segue que P € C'(W, ®(Q),R) e

/

(P = [ o Vu)VuViox, parau.y Wi (). m
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Usando a convexidade de P, vale que

P(up) — P(u) > (P'(u),un — u), neN.
Dai,
liminf P(un) > lim inf[P(u) + (P'(u), up — u)]

n—-o00

= P(u) +liminf(P'(u), up - u)



Proposicao 5.2

Se ¢ satisfaz (¢1) e (¢2), entédo P é sequencialmente fracamente
semicontinuo inferiormente.

Demonstrag&o: Seja {un} ¢ W, ®(Q) tal que u, — uem W, ®(Q).
Usando a convexidade de P, vale que
P(un) — P(u) > (P'(u),up — u), neN.
Dai,

liminf P(uy) > mm{P(u)ﬂP’(u),Un—w]

n—-+o00
= P(u)+ mnfm’(u), Up — U)
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Proposicao 5.2

Se ¢ satisfaz (¢1) e (¢2), entédo P é sequencialmente fracamente
semicontinuo inferiormente.

Demonstrag&o: Seja {un} ¢ W, ®(Q) tal que u, — uem W, ®(Q).
Usando a convexidade de P, vale que

/

P(un) — P(u) > (P (u),up— u), neN.
Dai,
liminf P(un) = liminf[P(u) + (P'(u), tn — u)]
= P(u) +liminf(P'(u), up - u)
= P(u),

mostrando que P é sequencialmente fracamente semicontinuo
inferiormente. B
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Proposicao 5.3
Assumindo que P satisfaz (¢1) e (¢2), tem-se que

P & coercivo em W, ®(Q).

Demonstragcao: Decorre do Lema 5.2 (iii) que
o vuDox =&l Tule). ve wg*(@)
e, portanto,

P(u) = / (| Vu |)dx — +o0, quando | Vu [¢— +oo. B
Q
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(/) lim sf(s) =0e lim sf(s) = oo;
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Seja f: (0,00) — (0, c0) uma fungado continua satisfazendo
(/) lim sf(s) =0e lim sf(s) = oo;
s—0 §—00

(i) s+ sf(s) é estritamente crescente em (0, o).



Lema 5.4
Seja f: (0,00) — (0, c0) uma fungado continua satisfazendo
() slino sf(s)=0e SIL[go sf(s) = oc;
(i) s+ sf(s) é estritamente crescente em (0, o).
Entao
(F(I x Dx = £y )y, x=y) >0,

para todo x,y € RN, com x # y.
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Proposicao 5.4

O operador P’ : W(; Q) — Wg ®(Q)* é estritamente monotdnico,
isto €,

(P(u)—P(v),u-v)>0,

para todo u, v € Wg ""(Q), com u # v.

Demonstragdo: Sejam u,v € W, ®(Q), tais que u # v. Assim,
considerando
Qo :={x € Qu(x) # v(x)},

e observando que f(s) = ¢(| s ), s € R, cumpre as condicdes (i) e
(i) do Lema 5.4 (ver (¢1) e (¢2)), temos

(¢(| Vu |)Vu —¢(] Vv )Vv,Vu —Vv) > 0em Q,



donde segue-se que
(P'(u)— P (v),u—v)
- / (61 Vu )V — o(] Vv [)Vv, Vi — Vv)dx
Q



donde segue-se que
(P'(u)— P (v),u—v)
= [0l Vu )y -6 9V )V, Vu - Tvdx
Q

> / (6| VU VU — (] Vv [)Vv, Vu — Vv)dx
Qo



donde segue-se que
(P'(u)— P (v),u—v)
= [0l Vu )y -6 9V )V, Vu - Tvdx
Q

> / ($(| Vu )Vu— (| Vv [)Vv, Vu — Vv)dx > 0. B
Qo



Sejam 3 : RN — RN um operador estritamente monotdnico

DAL MASO, G., MURAT, F. Almost everywhere convergence of gradients of
solutions to nonlinear elliptic systems, Nonlinear Anal.31, 405-412,1998.



Lema 5.5

Sejam 3 : RN — RN um operador estritamente monotdnico e
{vn} c RN uma sequéncia verificando

(B(vn) — B(V))(vh—Vv) — 0, emR,

para algum v € RV,

DAL MASO, G., MURAT, F. Aimost everywhere convergence of gradients of
solutions to nonlinear elliptic systems, Nonlinear Anal.31, 405-412,1998.



Lema 5.5

Sejam 3 : RN — RN um operador estritamente monotdnico e
{vn} c RN uma sequéncia verificando

(B(vn) — B(V))(vh—Vv) — 0, emR,
para algum v € RN, Entao,

vy — vemRN.

DAL MASO, G., MURAT, F. Aimost everywhere convergence of gradients of
solutions to nonlinear elliptic systems, Nonlinear Anal.31, 405-412,1998.



Lema 5.5

Sejam 3 : RN — RN um operador estritamente monotdnico e
{vn} c RN uma sequéncia verificando

(B(vn) — B(V))(vh—Vv) — 0, emR,
para algum v € RN, Entao,

vy — vemRN.

Demonstragdo: Ver Dal Maso e Murat.! B

DAL MASO, G., MURAT, F. Aimost everywhere convergence of gradients of
solutions to nonlinear elliptic systems, Nonlinear Anal.31, 405-412,1998.



Condicéo do tipo S, 2

Sejam u € W,**(Q) e {un} uma sequéncia limitada de W, *(Q)

2Alves, C.O., De Holanda, A.R.F. and Santos, Jefferson A. . Existence of positive
solutions for a class of semipositone quasilinear problems through Orlicz-Sobolev
space. Proceedings of the American Mathematical society, v. 147, p. 285-299, 2018.
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Condicéo do tipo S, 2

Sejam u € W,°(Q) e {un} uma sequéncia limitada de W, *(Q)
verificando

/(cb(l Vun )\Vup — ¢(| Vu |)Vu)(Vup — Vu) dx — 0.
Q

Entao,
up — uem W) °(Q).

Demonstragdo: Considerando 5 : RN — RN, uma aplicagao dada por

B(x) = é(] Vx |)Vx,x € RV,

2Alves, C.O., De Holanda, A.R.F. and Santos, Jefferson A. . Existence of positive
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space. Proceedings of the American Mathematical society, v. 147, p. 285-299, 2018.



Condicéo do tipo S, 2

Sejam u € W,°(Q) e {un} uma sequéncia limitada de W, *(Q)
verificando

/(cb(l Vun )\Vup — ¢(| Vu |)Vu)(Vup — Vu) dx — 0.
Q

Entao,
up — uem W) °(Q).

Demonstragdo: Considerando 5 : RN — RN, uma aplicagao dada por
B(x) = ¢(] Vx )Vx,x € RY,

tem-se da Proposicao 5.4, que 3 é estritamente monotonico.

2Alves, C.O., De Holanda, A.R.F. and Santos, Jefferson A. . Existence of positive
solutions for a class of semipositone quasilinear problems through Orlicz-Sobolev
space. Proceedings of the American Mathematical society, v. 147, p. 285-299, 2018.
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Deste fato, uma vez que
(14)  (¢(] Vun |)Vun — ¢(] Vu )Vu)(Vup — Vu) — 0, em L1(Q)
temos
(&(] Vun )Vun — o(| Vu |)Vu)(Vu, — Vu) — 0, g.t.p. em Q,
donde segue-se, pelo Lema 5.5, que
(15) Vup(x) — Vu(x) q.t.p. em Q.
Agora, vejamos os seguintes fatos:

(1) (| Vup—Vu ) < C(é(| Vun ) | Vup [2
+¢(| Vu )| Vu [?),neN.



De fato, usando (¢2), a convexidade e a monotonicidade em R de
b,
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o, existe K > 0 tal que

o(| Vup, —Vu )

IN

K(®(| Vun |) + o(| Vu [))

IN

20 Vun 1) | Vun 2 (| Vu ) | Vu ).

Segue de (15).



De fato, usando (¢2), a convexidade e a monotonicidade em R de
o, existe K > 0 tal que

o(| Vup, —Vu )

IN

K(®(| Vun |) + o(| Vu [))

IN

20 Vun 1) | Vun 2 (| Vu ) | Vu ).

(ih) ®(| Vup—Vu|) — 0q.t.p. em Q.
Segue de (15).



(iil) C(&(I Vun ) | Vun 2 +6(| Vu ) | Vu ?) € L'().



(iil) C(&(I Vun ) | Vun 2 +6(| Vu ) | Vu ?) € L'().

Basta usar (¢»).



(iil) C(&(I Vun ) | Vun 2 +6(| Vu ) | Vu ?) € L'().

Basta usar (¢»).

(V) &(I Vun ) | Vun 2= ¢(] Vu]) | Vu [? q.t.p. em Q.



(iif) C(&(| Vun ) | Vup [2 +¢(| Vu |) | Vu ?) € L'(9).
Basta usar (¢»).

(V) &(I Vup )| Vun P= ¢(| Vu ) | Vu [? a.t.p. em Q.
Segue de (15).



(V) Joo(IVun|) | Vun 2 dx — [oo(| Vu|) | Vu [ dx.



(V) Joo(IVun|) | Vun 2 dx — [oo(| Vu|) | Vu [ dx.

Inicialmente, observe que

/ (| Vun|) | Vup |? dx = / o(| Vun )Vua(Vu, — Vu)dx
Q Q



(V) Joo(IVun|) | Vun 2 dx — [oo(| Vu|) | Vu [ dx.

Inicialmente, observe que

/ (| Vun|) | Vup |? dx = / o(| Vun )Vua(Vu, — Vu)dx
Q Q

(16) +/Q¢(! Vun |)Vu,Vudx.



(V) Joo(IVun|) | Vun 2 dx — [oo(| Vu|) | Vu [ dx.

Inicialmente, observe que

/ (| Vun|) | Vup |? dx = / o(| Vun )Vua(Vu, — Vu)dx
Q Q

(16) +/Q¢(! Vun |)Vu,Vudx.

Uma vez que {up} C W, ®(Q) é limitada,



(V) Joo(IVun|) | Vun 2 dx — [oo(| Vu|) | Vu [ dx.

Inicialmente, observe que

/ (| Vun|) | Vup |? dx = / o(| Vun )Vua(Vu, — Vu)dx
Q Q

(16) +/Q¢(! Vun |)Vu,Vudx.

Uma vez que {up} C WJ"”(Q) é limitada, temos para cada
ie{l,..,N}

L 8(otvunZr)ax < [ S Tunl) | Vun o



(V) Joo(IVun|) | Vun 2 dx — [oo(| Vu|) | Vu [ dx.

Inicialmente, observe que

/ (| Vun|) | Vup |? dx = / o(| Vun )Vua(Vu, — Vu)dx
Q Q

(16) +/Q¢(! Vun |)Vu,Vudx.

Uma vez que {up} C WJ"”(Q) é limitada, temos para cada
ie{l,..,N}

L 8(otvunZr)ax < [ S Tunl) | Vun o

IN

K, / (| Vup [)dx
Q



(V) Joo(IVun|) | Vun 2 dx — [oo(| Vu|) | Vu [ dx.

Inicialmente, observe que

/ (| Vun|) | Vup |? dx = / o(| Vun )Vua(Vu, — Vu)dx
Q Q

(16) +/Q¢(! Vun |)Vu,Vudx.

Uma vez que {up} C WJ"”(Q) é limitada, temos para cada
ie{l,..,N}

L 8(otvunZr)ax < [ S Tunl) | Vun o

8x,~
K1/<D(\ Y, |)dx
Q
C, neN.

IN

N



Desse modo, a sequéncia

{¢(| Vup |)8un} é limitada em Lz(Q2), paracada i € {1,..., N}.
2 neN

®Sejam Q ¢ RN aberto, ® : R — [0, oo) uma N-fungéo verificando (¢1) e (¢2). Se
{f,} é uma sequéncia limitada em L (), verificando

fr — fq.t.p.emQ,

temos que
fo — fem Lo(Q).



Desse modo, a sequéncia

{¢(| Vup |)8un} é limitada em Lz(Q2), paracada i € {1,..., N}.
2 neN

Além disso, de (15),

o Tunl) N2 o Vux) D25 qtp. em @

®Sejam Q ¢ RN aberto, ® : R — [0, oo) uma N-fungéo verificando (¢1) e (¢2). Se
{f,} é uma sequéncia limitada em L (), verificando

fr — fq.t.p.emQ,

temos que
fo — fem Lo(Q).



Desse modo, a sequéncia

{¢(| Vup |)8un} é limitada em Lz(Q2), paracada i € {1,..., N}.
2 neN

Além disso, de (15),

Aun(x)
aX,'

du(x)

3| Vtn(x) | o

= (] Vu(x) [)

g.t.p. em Q.

Destes fatos, usando Brézis e Lieb para N-fun¢oes?®,

®Sejam Q ¢ RN aberto, ® : R — [0, oo) uma N-fungéo verificando (¢1) e (¢2). Se
{f,} é uma sequéncia limitada em L (), verificando

fr — fq.t.p.emQ,

temos que
fo — fem Lo(Q).



Desse modo, a sequéncia

{ (| Vun |)8un} é limitada em L3(Q), para cada i € {1,..., N}.
2 neN

Além disso, de (15),

o Tunl) N2 o Vux) D25 qtp. em @

Destes fatos, usando Brézis e Lieb para N-fun¢oes?®,

(| Vun au,,

= ¢(] VUI) emL (%),

®Sejam Q ¢ RN aberto, ® : R — [0, oo) uma N-fungéo verificando (¢1) e (¢2). Se
{f,} é uma sequéncia limitada em L (), verificando

fr — fq.t.p.emQ,

temos que
fo — fem Lo(Q).



consequentemente

Z/mv )G e Z/wwr (24)



consequentemente

Z/mv )G e Z/wwr (24)

ou seja,

(17) /Q¢(| Vun|)VUnVUdX—>/Q<]5(| Vul|) | Vu 2 dx.



Afirmamos agora que

/ (] Vun )\Vun(Vu, — Vu)dx — 0.
Q



Afirmamos agora que
/ (] Vun )\Vun(Vu, — Vu)dx — 0.
Q

De fato, utilizando (14) tem-se que
(18)

/ (| Vit )V tn(V tn—V ) dx = / (1 VU )V U(V Un—V u)dx-+0n(1).
Q Q



Afirmamos agora que
/ (] Vun )\Vun(Vu, — Vu)dx — 0.
Q

De fato, utilizando (14) tem-se que
(18)

/ (| Vit )V tn(V tn—V ) dx = / (1 VU )V U(V Un—V u)dx-+0n(1).
Q Q
Por outro lado, desde que

{g‘)’é’} ¢ limitado em Lo ()



Afirmamos agora que
/ (| Vitn |)Vtn(Vtn — Vur)ax — 0.
Q
De fato, utilizando (14) tem-se que
(18)
/ (| Vit )V tn(V tn—V ) dx = / (1 VU )V U(V Un—V u)dx-+0n(1).
Q Q

Por outro lado, desde que

ou AT
{8)(7} é limitado em Lo (Q)
e
Oun ou

ax; X 7 gy (X) atp.emQ,



segue novamente do Teorema de Brézis-Lieb para N-funcdes que

ouy _ ou
oX; oX;



segue novamente do Teorema de Brézis-Lieb para N-funcdes que

Oun ou
— Lo(Q
X X em ¢( )’
isto &,
On =) ) em Lo(9)



segue novamente do Teorema de Brézis-Lieb para N-funcdes que

Oun ou
87)(,- 87)(, em L¢(Q),
isto &, ( )
o(up —
ox; 0em L¢(Q)
Deste fato,
N
ou d(up — u)
Z/Qqs(wuna s ok o,



segue novamente do Teorema de Brézis-Lieb para N-funcdes que

Oun ou

87)(,' 87)(, em L¢(Q),
isto &, ( )

o(up —
ax; 0em L¢(Q)
Deste fato,
Z/¢|V aua(ax % gy s 0,

ou seja,

(19) /Q¢(| VU )V u(Vup — Vu)dx — 0.



segue novamente do Teorema de Brézis-Lieb para N-funcdes que

Oun ou
87)(,- 87)(, em L¢(Q),
isto &, ( )
o(up —
ox; 0em L¢(Q)
Deste fato,
Z/¢|V aua(ax % g 0,
ou seja,
(19) / (| Vu |)Vu(Vin — Vu)dx — 0.
Q

De (18) e (19),
(20) / (| Vit )V n(Vin — Vu)ax — 0,
Q

COMO queriamos provar.



Agora, utilizando (16), (17) e (20),
o unl) | Tun ok [ o1 Vul) | Vul? dx.
Q Q

mostrando assim a afirmagao (v).

“Sejam {f,}, {gn} sequéncias de fungdes integraveis em Q e f, g integraveis em
Q, tais que:

@ f—fatp.emQ,

@ g»— gaq.tp.emQ,

9 | fr|< g,

0/g,,—>/g.
Q Q

Entao,
/fna /f



Agora, utilizando (16), (17) e (20),
o unl) | Tun ok [ o1 Vul) | Vul? dx.
Q Q

mostrando assim a afirmacao (v). De (i)-(v), segue do Teorema
Generalizado de Lebesgue que*

“Sejam {f,}, {gn} sequéncias de fungdes integraveis em Q e f, g integraveis em
Q, tais que:

@ f—fatp.emQ,

@ g»— gaq.tp.emQ,

9 | fr|< g,

0/g,,—>/g.
Q Q

Entao,
/fna /f



Agora, utilizando (16), (17) e (20),
o unl) | Tun ok [ o1 Vul) | Vul? dx.
Q Q

mostrando assim a afirmacao (v). De (i)-(v), segue do Teorema
Generalizado de Lebesgue que*

/ ®(] Vup — Vu |)dx — 0,
Q

“Sejam {f,}, {gn} sequéncias de fungdes integraveis em Q e f, g integraveis em
Q, tais que:

@ f—fatp.emQ,

@ g — gaq.tp.emQ,

9 | fr|< g,

0/g,,—>/g.
Q Q

Entao,
/fna /f



Agora, utilizando (16), (17) e (20),
o unl) | Tun ok [ o1 Vul) | Vul? dx.
Q Q

mostrando assim a afirmacao (v). De (i)-(v), segue do Teorema
Generalizado de Lebesgue que*

/ ®(] Vup — Vu |)dx — 0,
Q

donde, segue-se que
up — uem WS""(Q). [ |

“Sejam {f,}, {gn} sequéncias de fungdes integraveis em Q e f, g integraveis em
Q, tais que:

@ f—fatp.emQ,

@ g — gaq.tp.emQ,

9 | fr|< g,

0/g,,—>/g.
Q Q

Entao,
/fna /f



Proposicao 5.5
Se ¢ satisfaz (¢1) e (¢2), entao

P Wy ®(Q) — Wy ®(Q)* é pseudomonotdnico?.

4Seja X um espago de Banach reflexivo. Um funcional T : X — X* é dito
pseudomonotonico se toda sequéncia {u,} C X tal que

Q@ up—~vuemX

@ limsup,_, .. (T(Un),un—u) <0

implicar que
T(up) — T(u) em X*

(T(un), un) = (T(u), u).



Proposicao 5.6

Seja ¢ uma fungao verificando (¢1) e (¢2). Se
° u, —~ uem W) *(Q)




Proposicao 5.6

Seja ® uma fungao verificando (¢4) e (¢2). Se
° up —~uem W) °(Q) e

@ limsup(P (up), up — u) <0,
n—oo



Proposicao 5.6

Seja ® uma fungao verificando (¢4) e (¢2). Se
° up —~uem W) °(Q) e

@ limsup(P (up), up — u) <0,
n—oo

entao
up — uem W) °(Q).



Proposicao 5.6
Seja ® uma fungao verificando (¢4) e (¢2). Se
° up —~uem W) °(Q) e
@ limsup(P (up), up — u) <0,
n—oo
entao
up — uem W) °(Q).

Neste caso, diz-se que P’ é um operador do tipo (S, ).



Propriedades do operador

Agora verificaremos algumas propriedades sobre o operador
®-Laplaciano definido por

—Aou = —div(¢(| Vu|)Vu),u e Wy ®(Q).



Propriedades do operador

Agora verificaremos algumas propriedades sobre o operador
®-Laplaciano definido por

—Aou = —div(¢(| Vu|)Vu),u e Wy ®(Q).

Dada uma fungéo h € W, ®(Q)*, dizemos que u € W, *(Q) é uma

solugao fraca de
1) —div(¢(] Vu |)Vu)=h, em Q
u=0, em 0ON.



Propriedades do operador

Agora verificaremos algumas propriedades sobre o operador
®-Laplaciano definido por

—Aou = —div(¢(| Vu|)Vu),u e Wy ®(Q).

Dada uma fungéo h € W, ®(Q)*, dizemos que u € W, *(Q) é uma

solucao fraca de
1) —div(¢(] Vu |)Vu)=h, em Q
u=0, em 0ON.

se satisfaz

/ ¢(| Vu |)VuVedx = (h, ) para todo ¢ € W,*(Q),
Q



Propriedades do operador

Agora verificaremos algumas propriedades sobre o operador
®-Laplaciano definido por

—Aou = —div(¢(| Vu|)Vu),u e Wy ®(Q).

Dada uma fungéo h € W, ®(Q)*, dizemos que u € W, *(Q) é uma

solucao fraca de
1) —div(¢(] Vu |)Vu)=h, em Q
u=0, em 0ON.

se satisfaz

/ ¢(| Vu |)VuVedx = (h, ) para todo ¢ € W,*(Q),
Q

onde (., .) denota a dualidade entre os espagos Wg Q) e
1,0
W, ™ (Q).



Sejam u, v € W'*(Q). Dizemos que

—Apu < —AgpVv emq,



Definicao
Sejam u, v € W'*(Q). Dizemos que
—Apu < —AgpVv emq,

se
/ o(| Vu [)VuVe ox < / o] Vv VvV d,
Q Q

para todo ¢ € W,**(Q), com ¢ > 0.



Proposigao 5.7 (Maximum Principle)

Sejam u,v € W'*(Q). Se

—ApUu < —Agpvemq



Proposigao 5.7 (Maximum Principle)

Sejam u,v € W'®(Q). Se

—AgpU < —Agpvem)

u < vnadf (ou seja, (u—v)t e Wy °(Q)),



Proposigao 5.7 (Maximum Principle)
Sejam u,v € W'®(Q). Se

—AgpU < —Agpvem)

u < vnadf (ou seja, (u—v)t e Wy °(Q)),
entao

u<vemAQ.



Demonstracdo: Assumindo que
0 —Apu < —Apvem,



Demonstracdo: Assumindo que
0 —Apu < —Apvem,
o (u—v)T e W, %),



Demonstracdo: Assumindo que
0 —Apu < —Apvem,
o (u—v)T e W, %),

temos

/¢(| VU )Vuv(u — v)tax < / (| Vv )YV (U — v)*dx.
Q Q



Demonstracdo: Assumindo que
0 —Apu < —Apvem,
o (u—v)T e W, %),

temos

/¢(| VU )Vuv(u — v)tax < / (| Vv )YV (U — v)*dx.
Q Q

Dessa forma, considerando Q1 = {x € Q; u(x) — v(x) > 0},
obtemos

/Q @I Vu)Vu — & Vv )YV, V(U - v))dx



Demonstracdo: Assumindo que
0 —Apu < —Apvem,
o (u—v)T e W, %),

temos

/¢(| VU )Vuv(u — v)tax < / (| Vv )YV (U — v)*dx.
Q Q

Dessa forma, considerando Q1 = {x € Q; u(x) — v(x) > 0},
obtemos

/Q @I Vu)Vu — & Vv )YV, V(U - v))dx

= [ (01 VU DT o VY DTV, V(u 1))k



Demonstracdo: Assumindo que
0 —Apu < —Apvem,
o (u—v)T e W, %),

temos

/¢(| VU )Vuv(u — v)tax < / (| Vv )YV (U — v)*dx.
Q Q

Dessa forma, considerando Q1 = {x € Q; u(x) — v(x) > 0},
obtemos

/Q @I Vu)Vu — & Vv )YV, V(U - v))dx

/Q (6 VU )Vu - 6] TV Vv, V(u — v)*)ox
0.

IN



Segue da Proposicao 5.4 que

V(u-v)=0, g.t.p. em Qq,



Segue da Proposicao 5.4 que
V(u-v)=0, g.t.p. em Qq,
donde segue-se que

V(u—-v)T =0, gtp. emQ.



Segue da Proposicao 5.4 que
V(u-v)=0, g.t.p. em Qq,
donde segue-se que
V(u—-v)T =0, gtp. emQ.

Portanto, usando o fato de que (v — v)* € WS""(Q)



Segue da Proposicao 5.4 que
V(u-v)=0, g.t.p. em Qq,
donde segue-se que
V(u—-v)T =0, gtp. emQ.
Portanto, usando o fato de que (u — v)* € WS""(Q) , obtemos que

(u—v)t=0emQ,



Segue da Proposicao 5.4 que
V(u-v)=0, g.t.p. em Qq,
donde segue-se que
V(u—-v)T =0, gtp. emQ.
Portanto, usando o fato de que (u — v)* € WS""(Q) , obtemos que
(u—v)t=0emQ,

isto &,
u<v,qtp.emQ. Nl



Proposicgao 5.8

O operador —Aq(.) é um homeomorfismo de W, ®(Q2) em W,*®(Q)*.




Proposicao 5.8

O operador —Aq(.) é um homeomorfismo de W, ®(Q2) em W,*®(Q)*.

Demonstragao: Utilizando o fato de ¢ € Ay, existe k > 0 tal que

S(p()t) < d(21) < ko(t), t=>0.



Proposicao 5.8

O operador —Aq(.) é um homeomorfismo de W, ®(Q2) em W,*®(Q)*.
Demonstragao: Utilizando o fato de ¢ € Ay, existe k > 0 tal que
S(p()t) < d(21) < ko(t), t=>0.

Assim,
/5@5(\ vul)| Vu\)dxgk/ (| Vu [)ax,
Q Q

para todo u € W, ®(Q).



Afirmamos que

| ¢(] Vu |)Vu [5< max {1,k/ﬂ¢(\ Vu \)dx}.



Afirmamos que

| 6(] Vu VU 5< max{1,k/ (| Vu \)dx}.
Q
De fato, para todo u € W, ®(Q2) ndo identicamente nulo vale que

(| Vul) | Vu|)dx

X
22) Qka S(vuhax =




@ Sek [ ®(] Vu|)dx > 1,



@ Sek [®(] Vu|)dx > 1, tem-se

Jo ®(e(| Vul) | Vu [)ax o(| Vul) | Vu|
Qkfg o(| Vu [)ax Z/¢( k([o ®( ywydx))dx



@ Sek [®(] Vu|)dx > 1, tem-se

Jo ®(@(| Vul) | Vu |)dx o(|Vul) [ Vu|
Qka (| Vu )dx Z/q’( k(J., o ]Vu]dx))dx’

donde segue-se, de (22), que

G amrs




@ Sek [®(] Vu|)dx > 1, tem-se

Jo ®(e(| Vul) | Vu [)ax o(| Vul) | Vu|
Qkfg o(| Vu [)ax Z/¢( k([o ®( !Vu]dx))dx

donde segue-se, de (22), que

G amrs

implicando que

| 6(] Vu )V |5< k /Q o(| Vu |)dx



@ Sek [o¥(| Vu|)dx < 1.



@ Sek [o¥(| Vu|)dx < 1.
Segue de (22),

/{ﬁ(qﬁ(! VU1D | Vu ’)dx< 1,



@ Sek [o¥(| Vu|)dx < 1.
Segue de (22),

/£5<¢UV“ﬂ)!VU!)dX<17

logo
| o(| Vu)Vu [g< 1.



@ Sek [o¥(| Vu|)dx < 1.
Segue de (22),

[B(HTD 1T gy,

logo
| o(| Vu)Vu [g< 1.

Portanto,

[ 6(] Vu )Vu |g< max{nk/Qq»(\ VU\)dX}.



Agora, usando a desigualdade de Holder, segue que

‘/ﬂqﬁ(\ Vu |)VuVvax| < 2.1¢(|Vu|)Vulz.|VV]e



Agora, usando a desigualdade de Holder, segue que

‘/ﬂqﬁ(\ Vu |)VuVvax| < 2.1¢(|Vu|)Vulz.|VV]e

< 2.max{1,k/¢(yw|)dx}.|vV|¢,
Q

para todo u, v € W, ®(Q).



Agora, usando a desigualdade de Holder, segue que

‘/ﬂqﬁ(\ Vu |)VuVvax| < 2.1¢(|Vu|)Vulz.|VV]e

< 2.max{1,k/¢(yw|)dx}.|vV|¢,
Q

para todo u, v € W, ®(Q).
Isto mostra que Agu € W, ®(Q)* para todo u € W, *(Q).



Usando as Proposigcdes 5.1, 5.3 e 5.4, obtemos que o operador é
continuo, coercivo e monotonico em WS""(Q),

5Sejam E um espaco de Banach reflexivo e A : E — E* um operador continuo,
monotdnico e coercivo. Entao para cada f € E* existe uma Unica solugao u € E da
equagao Au = f.



Usando as Proposigcdes 5.1, 5.3 e 5.4, obtemos que o operador é
continuo, coercivo e monoténico em WS""(Q), e dai segue do

Teorema de Browder-Minty®

5Sejam E um espaco de Banach reflexivo e A : E — E* um operador continuo,
monotdnico e coercivo. Entao para cada f € E* existe uma Unica solugao u € E da
equagao Au = f.



Usando as Proposigcdes 5.1, 5.3 e 5.4, obtemos que o operador é
continuo, coercivo e monoténico em WS""(Q), e dai segue do

Teorema de Browder-Minty> que, para h € W,®(Q)*, o problema

—Aou=h, em Q
u=0, em 90

possui Unica solugao.

5Sejam E um espaco de Banach reflexivo e A : E — E* um operador continuo,
monotdnico e coercivo. Entao para cada f € E* existe uma Unica solugao u € E da

equagao Au = f.



Usando as Proposigcdes 5.1, 5.3 e 5.4, obtemos que o operador é
continuo, coercivo e monoténico em WS""(Q), e dai segue do

Teorema de Browder-Minty> que, para h € W,®(Q)*, o problema

—Aou=h, em Q
u=0, em 0Q

possui Unica solugdo. Dessa maneira, fica bem definido o operador
inverso de —Ag, dado por

(—Ae) ™ WP (Q) = W P(Q)
h — (-Ae) 'h=u.

5Sejam E um espaco de Banach reflexivo e A : E — E* um operador continuo,
monotdnico e coercivo. Entao para cada f € E* existe uma Unica solugao u € E da
equagao Au = f.



Agora, provaremos a continuidade do operador inverso. Tome
hn, hy € Wg’q’(Q), com h, # hy e hy — hg em WS""(Q)*, e
Un, tp € Wy ®(Q) solugbes de

—div(¢(] Vun |)Vun) = hp,

—div(é(] Vu [)Vup) = ho,

respectivamente.



Afirmamos que {up} é limitada em WJ""(Q).

De fato, caso contrério existiria uma subsequéncia {u,, } C {un} tal
que | Vup, |o— oo.
Dai,

| o vun ax < [ 1 Vu [ 6( Vun, o
Q Q

= <hnkaunk>
1Anll« | Vn, o

IA

donde segue-se, pelo Lema 5.2

Jo ®(| Vup, [)ax
| vunk “b

&o(l Vun, |o)
| Vp, o

1hn, [l =

)

0 que é um absurdo, j& que {h,, } é convergente, e portanto, limitada.
Logo, {up} & limitada em W, ®(Q).



Deste modo,
/(¢>(| Yt )Vt — 6| Vo )V to).-(Vtin — Vi) dx
Q
= (hp — hg, up — Up) — 0, n— oco.
E segue do Lema 5.3 que

Un — Up em W, (). m



Em [1]6 e [2], Lieberman mostrou resultados de regularidade para
solucoes fracas de problemas de valores de contorno do tipo:

divA(x,u,Vu) + B(x,u,Vu) =0, em Q
u=, naof.

Aplicando seus resultados para o operador —Ag U, temos o seguinte
lema.

6LIEBERMAN, G. M. Boundary regularity for solutions of degenerate elliptic
equations, Nonlinear Anal 12, 1203-1219, 1988.

"LIEBERMAN, G. M. The natural generalization of the natural conditions of
Ladyzhenskaya and Ural’tseva for elliptic equations, Comm. Partial Differential
Equations 16, 311-361, 1991.



Lema 5.7
SejaheL*(Q)euc WJ""(Q) uma solugao fraca de

—div(¢(] Vu |)Vu)=h, em Q
u=0, em 09.

Entdo u € C'%(Q) para algum o > 0 dependente de ay, ay, / e m.
Além disso, existe uma constante K = K(|| h || ~(q)) > 0 tal que

[ ullgre@m=< K-

Essa constante K tende a 0 quando || h ||~ (q) se aproxima de 0.



