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Condicao A,

Vimos anterormente que nem sempre a classe de Orlicz Ky(Q2) sera
um espaco vetorial.

Apresentaremos a seguir alguns resultados para N-fungdes que
satisfazem uma condicao especial (condicao A,) e, posteriormente,
verificaremos que esta condicao é necessaria e suficiente para que
Ko (£2) seja um espago vetorial, ou melhor para que Ko (2) = Lo ().

Definicao

A funcao ¢ satisfaz a condicao A,, e escreve-se ¢ € A,, se
existirem k > 0 e fy > 0, tais que

o(21) < ko(1), t > 1.

Para o caso onde | Q |= +oo, dizemos que ¢ € A, se ¢ verificar esta
desigualdade para f, = 0.



A funcao ¢ satisfaz a condicao A se, e sO se paracada s > 1,
existirem ks >0efp >0




A funcao ¢ satisfaz a condicao A se, e sO se paracada s > 1,
existirem ks > 0 e ty > 0 tais que

d(st) < ksd(1), > lo.



Lema 2.1

A funcao ¢ satisfaz a condicao A se, e sO se paracada s > 1,
existirem ks > 0 e ty > 0 tais que

d(st) < ksd(1), > lo.

Para o caso onde | Q |= 40 0 resultado vale para ty = 0.
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up — uem Le(Q) & / o(| up — u |)dx =50 0.
Q

Demonstragdo: Se u, — u em Ly (), entédo
| Un — U |o— O,

donde
| up— U o< 1,

para n suficientemente grande. Entao, segue pelo fato de ¢ ser par
que

/d><u”_u>dx§1 N / ®(up — U)dx < 1
Q |Un—U|¢ |Un—U|q>

= /cb n—u)ax <| up — U o

= /(D dx "2 0.

Q

Q
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Vn Vn Vn
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Vn
< b — dx+k/ d(vy)dx.
AWKM <S> *Jy (V)

Vn|>1s]

A

Por outro lado, como fQ ®(vy)dx — 0, entao

ks/ ®(vp)ax "5 0.
[[vn|>ts]
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Afirmamos que f[\vn|<ts] ®(%2)dx — 0 quando n — .

De fato, consideremos

Vn
Xp = o(—)dx, neN.
! /HVn|§t5] ( S)

Como [, ®(vn)dx — 0, entdo existe uma subsequéncia {v;, } tal que
Vn, (X) — 0, q.t.p. em Q.

Assim,

Vn (X
(1) $ < nké )> X[|Vnk|§fs](x) — 0, qtp em Q,

onde X[‘Vnk|§t5](x) é a fungao caracteristica do conjunto
{x € Q:| vy (x) < ts}.
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Observemos ainda que

(2) ® (Vnk(x)> X[jval<ts] (X) < ® <tss> e L'(Q).

S

De (1) e (2), segue que

Vp (X
/ ® ( il )) X[jval<ts] (X)dx — 0,
Q S

Avﬂgts] @ (%) dx — 0.

/Q<D(V;k)dx§1,

para ny suficientemente grande. Portanto,

ou seja,

Dessa forma,

| vn, l6< s, para ny suficientemente grande.
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Logo,
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Repetindo esse argumento, concluimos que toda subsequéncia de
{vn} admite subsequéncia convergindo para 0 em L¢().
Logo,
| Vi o™ =257 0,
ou seja,
| Up—Ule"=5°0. 1

Observacao

Para o caso Q = RV, tendo em vista que t; = 0, a demonstracao é
feita de modo analogo.
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Proposicao 2.2
Ko (Q2) € um espago vetorial (isto € Ko(Q2) = Lo (R2)) se, e so se, ¢
satisfaz a condigao As.

Demonstragcao: Suponha que ¢ satisfaz a condi¢cao A».
Para mostrarmos que Ky (£2) € um espago vetorial, devemos mostrar
que

(1) 0 € Ko(Q2);

(i) u+v e Ko(Q2), u,v e Ko(Q);
(i) lue Ko(), e Re ue Ko().
A verificagao de (/) é imediata.
Provemos a validade de (ii) e (iii).
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Verificacao de (iii): Dado / € R, fixe n € Ntal que | / |< 2".
Logo

O(lu(x)) = (1] u(x))
®(2"u(x))

<
< K"®(u(x)), u(x) >thexeQ,

(3)

para algum f, > 0.
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Considerando
N={xeQ;|u(x)|< b}

obtemos de (3), que

/Q¢(/u)dx - /Q\A q>(/u)dx+/A¢(/u)dx
< k”/Q\A ¢(u)dx+//\<b(/u)dx,

donde

/ d(lu)dx < k”/ d(u)dx + d(lf) | N |< +o0,
Q Q

implicando que lu € Ko(Q2). No caso em que Q = RN, teriamos A
vazio, e assim o resultado continuaria valido.
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Verificacao de (ii): Dados u, v € Ko(Q2), segue do fato de ¢ ser
convexa

/Q¢(;(u+ v))dx <

N =

(/Q<D(u)dx+/ﬂd>(v)dx> < 00.



Verificacao de (ii): Dados u, v € Ko(Q2), segue do fato de ¢ ser
convexa

/Q¢(;(u+ v)) dx <
Segue de (iii)

(/Q<D(u)dx+/ﬂd>(v)dx> < 00.

N =

u+v= 2(%(u+ v)) € Ko(Q).
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Assim, existe {f,} C R tal que t, — +oo verificando
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Sem perda de generalidade, suponha que {t,} seja uma sequéncia
crescente. E considere {Q2,} uma sequéncia de subconjuntos de Q
disjuntos, satisfazendo:

(5) Q= 5
nz2o(t,)
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Assim, existe {f,} C R tal que t, — +oo verificando
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c
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Reciprocamente, suponha por contradicdo que ¢ nao verifica a
condigao Ao.
Assim, existe {f,} C R tal que t, — +oo verificando

(4) ,1—7d>(2tn) > ®(ty), neN.

Sem perda de generalidade, suponha que {t,} seja uma sequéncia
crescente. E considere {Q2,} uma sequéncia de subconjuntos de Q
disjuntos, satisfazendo:

c

nzo(ty)’
onde ¢ > 0 é tomado suficientemente pequeno, de tal forma que

dolanl<lal,
n=1

(3) | Q0 |:=

jaque

Z 31 < +o00.

n=1 n§¢(tn)
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Observe que no caso Q = RN a constante ¢ é desnecessaria.
Considerando

u(x) = taxa,(x), x € Q,
n=1

temos

/Qd)(u)dx = /Q<D(;tnxgn)dx
- /Zd)(tn)xgndx
Qn:1



Observe que no caso Q = RN a constante ¢ é desnecessaria.
Considerando

X) = Z tnXQn(X)7 X e Qa

temos

/Qd)(u)dx = /ch(;tnxgn)dx

k—H—oo

k
Q
—1



Segue do Teorema da Convergéncia Mondtona que
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o(u)dx = | d(th)xq,d
/Q k—iToo/Z nXQnX

donde segue-se de (5)

K
/QCD(u)dx = kmoo; O(tn) | Qn |
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Segue do Teorema da Convergéncia Mondtona que

o(u)dx = | d(th)xq,d
/Q k—iToo/Z nXQnX

donde segue-se de (5)

k 0
1
d(u)dx = lim O(th) | Q| =C)Y — < +oo.
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Segue do Teorema da Convergéncia Mondtona que

o(u)dx = | d(th)xq,d
/Q k—iToo/Z nXQnX

donde segue-se de (5)

k 0
1
d(u)dx = lim O(th) | Q| =C)Y — < +oo.
[ o DR OIEIED W
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Segue do Teorema da Convergéncia Mondtona que

o(u)dx = | d(th)xq,d
/Q k—iToo/Z nXQnX

donde segue-se de (5)

k 0
1
d(u)dx = lim O(th) | Q| =C)Y — < +oo.
[ o DR OIEIED W

Por outro lado, por (4) e (5)
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Segue do Teorema da Convergéncia Mondtona que

o(u)dx = | d(th)xq,d
/Q k—iToo/Z nXQnX

donde segue-se de (5)

k 0
1
d(u)dx = lim O(th) | Q| =C)Y — < +oo.
[ o DR OIEIED W

Por outro lado, por (4) e (5)

/d>(2u Z¢2tnyﬂny>2n¢tnmn\
Q

cZn 2= 4

n=1

0 que é uma contradi¢cao. B
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Observacao
Dado uma N-fungéao ¢ € A,, existem a, b > 0, tais que

o(t) < at®,

para t suficientemente grande. Ou seja, ¢ vai para infinito abaixo de
uma fungao polindmial.

Considere k > 1 e fy > 0 tais que
d(21) < kd(t), t>th > 1,

sendo assim,
d(2"th) < k"o(1y).
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o(f) < d2™)
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Dado t > 0 suficientemente grande, tome n € N tal que
t € [27, 2™ 1], logo

o(t) o2 ty)
K1 (D(to)

= ko(i)(2"%")

VARV



Dado t > 0 suficientemente grande, tome n € N tal que

t € [27, 2™ 1], logo

o(1)

VARV

IN

¢(2n+1 to)

kn+1 (D(to)

ko (1o)(2"'°82%)
ko (ty) 082k,



Dado t > 0 suficientemente grande, tome n € N tal que
t € [27, 2™ 1], logo

o(t) o2 ty)
K1 (D(to)
= kd(fp)(2"'8k)

ko(to) o8z,

VARV

IN

assim
o(t) < at®,

onde a = kd(fp) e b = logy k.



Dado t > 0 suficientemente grande, tome n € N tal que
t € [27, 2™ 1], logo

o(t) o2 ty)
K1 (D(to)
= kd(tp)(2""e2k)

kd(to)t'oe2 X,

VARV

IN

assim
o(t) < at®,

onde a = kd(fp) e b = log, k.

Observacao

O fato de ¢ ser uma N-fungao que vai para o infinito abaixo de uma
fungéo polinomial, ndo me garante que ¢ satisfaz a condigdo A..






|tP
, pell,+00).
5 P (1 )

1. o(t) =
A funcao ¢ satisfaz a condicao Ao, pois
d(2t) = ko(1),

onde k = 2P.



|tP
, pell,+00).
5 P (1 )

1. o(t) =
A funcao ¢ satisfaz a condicao Ao, pois
d(2t) = ko(1),

onde k = 2P.
2. o1()=e —1edy(t)=elfl— | 1| 1.



[t

1. &(t) = 5 —, pe(1,+00).

A funcao ¢ satisfaz a condicao Ao, pois
d(2t) = ko(1),

onde k = 2P.

2. di(t)=ef" —1edy(t)=elll— | t] 1.
Nao satisfazem a condicdo A,, pois as fungcbes ¢ e ¢, vao mais
rapido para o infinito que qualquer fungao polinémial.
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Proposicao 2.3
Se ¢ satisfaz Ao, entao
{un} é limitada em Lo (Q) <= { [, (| un |)dx} € limitada.

Demonstragcédo: Sendo {u,} limitada em L4 (2), existe K > 0 tal que
| un |o< K, ou seja,
| Un |o

<1.
K_1

Dai, usando a condigao Ao,

. | Unlo Un
/Qd>(un)dx = /QCD( 7 %)dx

| Un |¢/ Un
— = [ o(K dx
K Ja ( | Un |¢)

IN
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Proposicao 2.3
Se ¢ satisfaz Ao, entao

{un} é limitada em Lo (Q) <= { [, (| un |)dx} € limitada.

Demonstragcédo: Sendo {u,} limitada em L4 (2), existe K > 0 tal que
| un |o< K, ou seja,
| Un |o

<1.
K_1

Dai, usando a condigao Ao,

. | Unlo Un
/Qd>(un)dx = /QCD( 7 %)dx
| Un |o / Un
< —— | (K dx

|Un |¢/ Uun
C () ax
K g <| Un |¢>

IN
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Proposicao 2.3
Se ¢ satisfaz Ao, entao

{un} é limitada em Lo (Q) <= { [, (| un |)dx} € limitada.

Demonstragcédo: Sendo {u,} limitada em L4 (2), existe K > 0 tal que
| un |o< K, ou seja,
[unfo _ 4.
K=

Dai, usando a condigao Ao,

. | Unlo Un
/Qd>(un)dx = /QCD( 7 %)dx

| un |¢/ Un
< == [ ¢(K ax
|Un|¢/ Un
= Gk K Q¢<|Un|¢v>dx
< Cg.



|

Proposicao 2.3
Se ¢ satisfaz Ao, entao

{un} é limitada em Lo (Q) <= { [, (| un |)dx} € limitada.

Demonstragdo: Sendo {up} limitada em L4 (2), existe K > 0 tal que
| un lo< K, ou seja,
| tn o <1
K=

Dai, usando a condigao Ao,

. | Un o Un
/Qd>(un)dx = /ch( 7 |u}n(lq))dx

| un |¢/ Un
< oK ax
|Un|d>/ Un
<
S A ranl
< Cg.

Portanto, { [, (| un |)dx} é limitada.



Reciprocamente, suponha por contradi¢do que {un} ndo seja
limitada em Lo ()
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Reciprocamente, suponha por contradi¢do que {un} ndo seja
limitada em Lo (2), ou seja, | un |o— oo, @ menos de subsequéncia.
Assim, para n suficientemente grande temos que | u, |¢> 1, 0 que

implica
u
/¢(|un ol > |¢/¢(|'u”|' )dx,
Q Q n o

para n suficientemente grande




Reciprocamente, suponha por contradi¢do que {un} ndo seja
limitada em Lo (2), ou seja, | un |o— oo, @ menos de subsequéncia.
Assim, para n suficientemente grande temos que | u, |¢> 1, 0 que

implica
u
/¢(|un ol > |¢/¢(|'u”|' )dx,
Q Q n o

para n suficientemente grande. Fazendo n — oo na desigualdade
acima, segue que

/ O(| up |)dx — co. B
Q



O Espaco E,(Q)

Considerando ©Q um dominio limitado, definamos

Es(Q) := Io(Q)1°.
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Considerando Q um dominio limitado, definamos

Es(Q) := [o(Q)°.

Sera visto que 0 espago E4(£2) é o maior espaco vetorial contido na
classe de Orlicz K¢ ().
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O Espaco Ex(2)

Considerando Q um dominio limitado, definamos

Es(Q) := [o(Q)°.
Sera visto que 0 espago E4(£2) é o maior espaco vetorial contido na
classe de Orlicz Ky(2). Além disso, este espacgo sera igual ao
espaco de Orlicz Ly () se, e s6 se, ¢ satisfizer a condigdo As.
Se Q = RV, considere

Eo(RY) := Bo(RM) ",

onde By(RN) = {u € L=(RN); supp(u) cc RN}.
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Afirmamos que
Eq;(Q) C K¢(Q)

De fato, seja u € Eo(Q2). Entao, existe v € L>(Q) tal que

1
27

/Qq’(Usz)dXS 1

|u—vle<

donde




Afirmamos que
Eq;(Q) C K¢(Q)

De fato, seja u € Eo(Q2). Entao, existe v € L>(Q) tal que

1

\u—v|¢<§,

donde

ou seja



Afirmamos que
Eq;(Q) C K¢(Q)

De fato, seja u € Eo(Q2). Entao, existe v € L>(Q) tal que

1

\u—v|¢<§,

donde

Qq’(quV)C"XS 1

ou seja

d(2(u—v))dx <1,
Q

mostrando que 2(u — v) € Ko(Q).



Desde que 1 1
u= §(2u —2v)+ §(2v),



Desde que
u= %(2u —2v)+ %(2v),

temos

/th(u)dx = /£2¢<;(2u—2v)+;(2v)> dx



Desde que
u= %(2u —2v)+ %(2v),

temos

/th(u)dx = /£2¢<;(2u—2v)+;(2v)> dx

1/<I>(2u—2v)dx—|—1/<I>(2v)dx<+c>o,
2 Q 2 Q

IA



Desde que
u= %(2u —2v)+ %(2v),

temos

/th(u)dx = /£2¢<;(2u—2v)+;(2v)> dx

1/<I>(2u—2v)dx—|—1/<I>(2v)dx<+c>o,
2 Q 2 Q

IA

donde u € Ko ().



Desde que
u= %(2u —2v)+ %(2v),

temos

/th(u)dx = /£2¢<;(2u—2v)+;(2v)> dx

1/<I>(2u—2v)dx—|—1/<I>(2v)dx<+c>o,
2 Ja 2 Ja

IA

donde u € Ky(Q2). E portanto E¢(Q2) C Ko ().



Vimos anteriormente que Ky () esta, em geral, estritamente contido
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Vimos anteriormente que Ky () esta, em geral, estritamente contido
no espago de Orlicz Ly ().

Deste fato, podemos concluir que, em geral, L*°(Q2) ndo € denso em
Lo ().

Veremos a seguir que o espago vetorial E¢(2), esta, em geral,
estritamente contido em Ko (2).
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D= {u € Lo(Q):dy, (u. Eo(2)) < 1} ’
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esta contido em Ky (Q2), isto é D C Ko ().
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Lema 2.2
O conjunto

D= {U € Lo($2): 0y 1, (u; Eo () < %} ’

esta contido em Ky (Q2), isto é D C Ko ().

Demonstragdo: Sejam u € De w € E¢(Q), tais que

N =

|u—w o<

Deste fato,
(6) u—w| <1—6
(] ) )

para algum ¢ > 0.



Seja v € L*(Q), tal que

(7) | W — Vo<



Seja v € L*(Q), tal que
(7) | w—V|p< 0.

De (6) e (7)

|u—v\¢§|u—w|¢+|w—v|¢<§,



Seja v € L*(Q), tal que
(7) | w—V|p< 0.

De (6) e (7)

1

|u—v\¢§|u—w|¢+|w—v|¢<§,

donde

/ ®(2(u—v))dx <1,
Q



Seja v € L*(Q), tal que

(7) | w—V|p< 0.
De (6) e (7)
[u—viesfu—wlo+|w-Vvle< 3,
donde
/Qd>(2(u— v))dx <1,
implicando

u= %(Z(U— v)) + %(Zv) € Ko(Q),

como queriamos mostrar. B



Seja A= {u € Lo(Q); dist(u, E4(Q2)) < 1}




Seja A= {u € Lo(Q); dist(u, Ex(2)) < 1}. Entdo Ky (Q2) C A.
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Note que {un} C L>°(Q).
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Lema 2.3
Seja A= {u € Lo(Q); dist(u, Ex(2)) < 1}. Entdo Ky (Q2) C A.

Demonstragdo: De fato, dado u € Ky (£2) considere

u(x), selu(x)|<n
0, c.c.

un(x) = {

Note que {un} C L>°(Q).

Considerando

Qoo ={y € @ u(y) = +oo},
temos
(8) | Q% [=0,

pois [, d(u)dx < 400



Lema 2.3
Seja A= {u € Lo(Q); dist(u, E4(2)) < 1}. Entao Ko(Q2) C A.

Demonstragdo: De fato, dado u € Ky (£2) considere

u(x), selu(x)|<n
0, c.c.

un(x) = {

Note que {un} C L>°(Q).

Considerando

Qoo ={y € @ u(y) = +oo},
temos
(8) | Q% [=0,

pois [, ®(u)dx < +oco. De (8), podemos concluir que

O(U(X))xu=n(X) 570 g.tp. x € Q.



Sendo assim, desde que

S(U(X))X[u>n(X) < ®(u(x)) gtp. x€eQeneN,



Sendo assim, desde que
S(U(X))X[u>n(X) < ®(u(x)) gtp. x€eQeneN,

temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

[ o unax = [ o()xup-n(dx "0
Q Q



Sendo assim, desde que
S(U(X))X[u>n(X) < ®(u(x)) gtp. x€eQeneN,
temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/ q)(U— Un)dX = / ¢(U)X[|u|>n](X)dX n—>_+>oo 0,
Q Q

donde segue para n suficientemente grande

/ O(u—up)dx <1,
Q



Sendo assim, desde que
S(U(X))X[u>n(X) < ®(u(x)) gtp. x€eQeneN,
temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/ q)(U— Un)dX = / ¢(U)X[|u|>n](X)dX n—>_+>oo 0,
Q Q

donde segue para n suficientemente grande

/ d(u— up)dx <1,
Q

implicando
| U—Unlo<T,

para n suficientemente grande



Sendo assim, desde que
S(U(X))X[u>n(X) < ®(u(x)) gtp. x€eQeneN,

temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

[ o unax = [ o()xup-n(dx "0
Q Q

donde segue para n suficientemente grande

/ d(u— up)dx <1,
Q

implicando
| U—Unlo<T,

para n suficientemente grande, logo
d(u, Es(R2)) < 1,

como queriamos mostrar. &



Dos Lemas 2.2 e 2.3, temos geometricamente o seguinte:




Dos Lemas 2.2 e 2.3, temos geometricamente o seguinte:

D c Ko(2) C A.
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Demonstragdo: Seja u € Ko(Q2), tal que
AU € Ko(Q2), A e R.
Mostraremos agora que
(U) C Eo(Q),
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Proposicao 2.4
E»(2) € 0o maior subespago vetorial contido em Ko (£2).

Demonstragdo: Seja u € Ko(Q2), tal que
AU € Ko(Q2), A e R.
Mostraremos agora que
(U) C Es(9),
ou seja u € E(Q2). Suponha por contradi¢ao que u ¢ E4(Q2), logo

(9) d|_|¢(U, E¢(Q)) > 0.



Para A > 0, temos

de)()\U, E¢(Q)) = WeiE:(Q) ’ AU— W |¢



Para A > 0, temos

d |, (AU, Eo(Q?)) = WEiEq;f(Q) [ AU—=W o
= inf ’ il

u PR —
weEy(Q) Alo



Para A > 0, temos

d ., (AU, Es(2)) = WEiEq;f(Q) | AU— W o
. w
= inf ’u - —
weEy(Q) Alo
= A inf ‘ u—w ‘q>

AWEEH(Q)



Para A > 0, temos

d ., (AU, Eo(Q))

inf AU — W
WEIEq,(Q) ’ |¢

. w

inf ’u - =
weEy(Q) Alo
A R inf ‘ u— w ‘q>

)\WEE@(Q)

)‘d|.|¢ (Ua Ed)(Q))a



Para \ > 0, temos

d.|o (AU, Eo ()

inf AU — W
WEIEq,(Q) ’ |¢

. w

inf ’u - —
weEy(Q) Alo
A R inf ‘ u— w ‘q>

)\WEE@(Q)

)‘d|.|¢ (u, Es(9)),

donde segue-se de (9), que para A > d| |, (u, Eo(Q))!



Para \ > 0, temos

Ao Eo(@) = inf  [AU—wlo
—  inf A ’u v
weEy(Q) Alo
= A R inf ‘ u— w ‘q>
)\WEE@(Q)

= )\d|.|¢(U, Eq)(Q)),
donde segue-se de (9), que para A > d| |, (u, Eo(Q))!

a1, (AU, Es(Q2)) > 1,



Para \ > 0, temos

Ao Eo(@) = inf  [AU—wlo
—  inf A ’u v
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Para \ > 0, temos

Ao Eo(@) = inf  [AU—wlo
—  inf A ’u v
weEy(Q) Alo
= A inf ‘ u— w ‘q>
AWEEH(R)

= )\d|.|¢(U, Eq)(Q)),
donde segue-se de (9), que para A > d| |, (u, Eo(Q))!
a1, (AU, Es(Q2)) > 1,

implicando do Lema 2.3 que \u ¢ Ko(2) para A > d |, (u, Eo(Q)71,
contradizendo o fato de

AU € Ko(2), A e R.

Logo, u € E»(©2). H
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Corolario

Es(Q) = Lo(Q) se, e s0 se, ¢ satisfaz a condigao As.

Demonstragdo: Se E4(Q2) = Lo(Q2), entdo o fato de

Eq;(Q) C K¢(Q) C Lq)(Q),
temos
Ko () = Eo(Q) = Lo(Q),

donde segue-se que Ky () é um subespago vetorial, e portanto ¢
satisfaz a condigao As.

Reciprocamente, se ¢ satisfaz a condicao A,, entao
Ko () = Lo(©2),

donde segue-se, pelo fato de E4(£2) ser o maior subespago vetorial
que esta contido em Ke(Q2), que

Eo(Q) = Ko(Q2) = Lo(2). B
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Proposicao 2.5
O espaco Eq(Q2) € separavel. Além disso o espago Cy(€2) das
funcdes continuas com suporte compacto em Q € denso em Eq4 (),
isto & ¥

Co(Q)"® = Eo(Q).

Proposicao 2.6
Lo(Q2) € separavel se, e sé se, ¢ satisfaz a condigao As.
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