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Sobre o Problema

Sob certas condi¢cdes para o parametro A > 0, obteremos uma
solugao positiva para uma classe de problemas quaselineares,
dados por:

—div(¢(| Vu |)Vu) = M(x,u), em Q
(P) { u=0 na 09,

onde ¢ : (0, +00) — (0, +o0) satisfaz (¢1) — (¢3) e f: QA xR, — R
verifica as seguintes condicoes:

(f;) fe C(Qx R4, R), f(x,0) =0 para x € Q;

(f2) f(x,t) > 0parax e Q,t>0, e existe um aberto Qy C Q

tal que
f(x,t) >0parax e Qpet>0;



(f3) existe Co > 0 tal que

f(x,t)t < Cod(t)parax € Qet>0;



(f3) existe Co > 0 tal que

f(x,t)t < Cod(t)parax € Qet>0;

f
(f4) JTOO ((;((’tt))t — 0 uniformemente em 9.



A-Priori Estimate

Inicialmente, observe que uma solugéo (fraca) para o problema (P,),
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Inicialmente, observe que uma solugéo (fraca) para o problema (P,),
é uma fungéo u € W, ®(Q), que satisfaz a equagéo

(1) /Q¢(\ Vu [)VuVedx — /\/Q f(x, u)pdx = 0

para todo ¢ € Wg "D(Q). Uma vez que estamos interessados apenas
por solucdes positivas, assumiremos que

f(x,t)=0, parax € Qet<0.
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Verificaremos agora, através do lema a seguir, a regularidade das
solugdes de (P,).

Lema 6.1
Sejam ¢(t) e f(x, t) satisfazendo (¢1) — (¢3) e (f3), respectivamente.
Seue WJ’“’(Q) é uma solucéo de (P,), entdo u € C'*(Q), para
algum « € (0,1). Além disso,

| u ||c1,a(§)§ d,

para algum d = d(\, N, | U |o).
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Demonstragdo: Sendo u € WS""(Q) uma solugao de (P, ), temos
/ (| Vu|) | Vu |2 dx = )\/ f(x, u)u dx,
Q Q
implicando de (f3) que
@) /¢(| Vul) | Vul? dx < )\Co/ o(| u ) dx.
Q Q

Veja, também, que
(3) o(lul)lull Vul<o(lul)|ul?+o(l Vul)| Vu P,

para todo u € W, ®(Q).



Utilizando (3), obtemos:

/V(¢(|UI))|dX = /¢(|UI)|UHVU|dX
Q Q



Utilizando (3), obtemos:
/!V(¢(IUI))|dX = /gb(lul)luHVuldx
Q Q
/Q(d>(| ul) [u?+e(] Vul)| Vu[?)dx

IN



Utilizando (3), obtemos:
[ive@quyiac = [ s(upiullvu]ox
Q Q
< [ ul) uP +oll Vu)) | Vo Plox
Q
[ leun+o@(upiup]ax

Q



Utilizando (3), obtemos:

[ive@quyiac = [ s(upiullvu]ox

Q Q

L@u v o Tul) | Vo Py
= [ [otun+owiupup]ox

+/Q¢(|Vu|)rw|2dx,
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donde, segue-se, de (2), que
Livequnyiaxc < [ o(uax+ [ o] ulax
2
+/Q<z>(|w|)|w| dx
< [ e(uhax+Ci [ o(ular

2
+/Qd>(]Vu|)]Vu| ax



donde, segue-se, de (2), que
Livequnyiaxc < [ o(uax+ [ o] ulax
2
+/Q<z>(|w|)|w| dx
/cb(y u|)dx+C1/<D(| U [)dx
Q Q

2
+/Qd>(]Vu|)]Vu| ax

IN

(4) < C1/Qd>(IUDdx,

para alguma constante C, > 0.
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Agora, considerando » = 5 e K > 0 a constante obtida pela
imersao continua W(;’1 (Q) — L"(2), segue-se da desigualdade de
Sobolev e de (4) que

1
L

([otuyax)” < K [ 1v@(uD)dr

(5) cg.K/ch( u|)dx.

IN

Por outro lado, fixe g > 1, de sorte que ®(| u|) € LI(Q).
Considerando
&/ (t) ;= d(min{t,L}), L>0,

defina o, = &, (| u )9 'u.
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Neste caso,
Vo =¢.(|u|)Vu,
onde

()T + (g 1)(1)I (D)2, se 0<t<L,
) (1) = { (L)1, se t>L

Visto isto, usando (f3) e o fato de ¢, € Wg’q)(Q),
Louneqvuly | Vulae = [ feuou )t udk

(7)

IN

)\Co/ &(| u |)9dx.
Q



Por (¢2), para | u |< L, obtemos

di(lul) = o(luI T+ (g-ne(ul)T2(lul) | ul?



Por (¢2), para | u |< L, obtemos
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Por (¢2), para | u |< L, obtemos

Yol uf) o ul)¥ "+ (g-Ne(uI el ul)u?
O(lu¥ T+ g —1)o(| u)I2e(| ul)

o(lu? T+ g —1)o(|u )
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Por (¢2), para | u |< L, obtemos
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Assim, usando (7) e (8), temos

/ V(@ u)) | dx =g (| u )T 1(| )| Vu | dx
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Por outro lado, de (¢2), para | u |< L, temos

Yol uf) O ul)¥ " +(g-1e(uT 26| ul) | uf?
(@ ul)? "+ (g - 1)me(lu)?T)
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donde segue-se que

(10) v ule( ul) [ ulP< (m+(q—1)mP)e(| u )9,
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Por outro lado, de (¢2), para | u |< L, temos

Yol uf) O ul)¥ " +(g-1e(uT 26| ul) | uf?
(@ ul)? "+ (g - 1)me(lu)?T)
(1+(g—1)m)o(lu )",

donde segue-se que

(10) il uo(lul) [ uP< (m+(g—1)m?)o(| u ),
para | u |< L. De (9)e (10), obtemos
(11)

\vn2
1906 )% o< 2Co (M)q/QCD(qudx.

VAN
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Afirmacgao 1.

Existe uma constante C > 0 independente de g > 1 tal que

m+ (g —1)m?
— =2 7 < C > 1.
Trig-1) ~ 9
De fato, se definirmos
. 2
(t) - m+(t—=1)m £ 1,

A1)
observamos que
@ ~(t) —» m,quando t — 17;

2

m

@ (t) — R quando t — +oo;

@ v é continua em (1, 400).
Por estes fatos, v é limitado em (1, 4+c0) e, consequentemente, existe
C > 0, tal que

_ m+(q-1)m?

- <C 1.
7(q) Ttig-n ¢ 9~
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Da desigualdade de Sobolev, temos que

([eutupran) <k [ |9@uu]ox

o que implica de (11) e da Afirmacao 1,

([ ewturan)” < cq [ o uliar

onde C > 0 independe de q. Passando ao limite de L — oo,
obtemos

(12) (/ch(\ u\)wdx)l < Cq./QCD(| u)%dx.

. : 1
Multiplicando (12) por CN=" e elevando posteriormente a 7 temos

(/ch(y u |)qCNdx)‘1”.

Ql—=

([ )% CVax)* < g
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Fazendo g = v!, t = 0,1,2,..., e usando o procedimento iterativo,
obtemos

1
(13) Fo(ul) < @) e ul) e, t=0,1,2,...

onde || . || denota a norma usual de Lebesgue com a medida
CNdx. Logo,
(14)

1
| & ul) <y [ o ul) 1< K(N) [ S ul) 1, teN.
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Logo, passando ao limite de t — oo em (14), obtemos

e ul) flo< K1(N)/Q¢(| u)ax < Ki(N)&1(| U fo),

implicando que u € L>*(Q2) e, consequentemente,
U lloe@)< KA N, [ U o).

Deste fato,
h=f(x,u) € L~(Q),

e portanto, segue que u € C'*(Q) para algum a > 0 e existe
d=d(\N,|ule) >0, tal que

| U 1o < O

como queriamos demonstrar.ll



(Preprint) with Alves, C.O. (UFCG) and Zhou, J.(UnB)
Theorem

Assume (¢1) — (¢4) and let u; € Wg’q’(Q) be a solution of the
quasilinear problem

(15) — div(¢(IVy ) V) = gi(x, uj) inQ,

where the Caracthéodory function g; satisfies the uniform growth
condition

t
(16) 19i(x, )] < Cy + Co |(t|| |), te R\ {0}.
Assume that (u;) remains bounded in Wg ®(Q) and that

/ ®.(|uj]) dx — 0as|E| — 0, uniformly inj.
E

Then (u;) remains bounded in C'*(Q), for some 0 < a < 1.



Existéncia de uma solucao positiva

Para mostrarmos a existéncia de uma solugao para o problema (P,),
utilizaremos o método variacional.



Existéncia de uma solucao positiva

Para mostrarmos a existéncia de uma solugao para o problema (P,),
utilizaremos o método variacional. Por este fato, seja
I : Wg’q’(Q) — R o funcional energia associado a (P,),



Existéncia de uma solucao positiva

Para mostrarmos a existéncia de uma solugao para o problema (P,),
utilizaremos o método variacional. Por este fato, seja
I : W&’q’(Q) — R o funcional energia associado a (P,), dado por:

I(u) = / o) Vu |)dx — )\/ F(x,u)dx, para u c W, *(Q).
Q 0



Existéncia de uma solucao positiva

Para mostrarmos a existéncia de uma solugao para o problema (P,),
utilizaremos o método variacional. Por este fato, seja
I : W&"”(Q) — R o funcional energia associado a (P,), dado por:

I(u) = / o) Vu |)dx — )\/ F(x,u)dx, para u c W, *(Q).
Q 0

onde

F(x,t) = /Ot f(x, s)ds.



Existéncia de uma solucao positiva

Para mostrarmos a existéncia de uma solugao para o problema (P,),
utilizaremos o método variacional. Por este fato, seja
I : W&"”(Q) — R o funcional energia associado a (P,), dado por:

I(u) = / o) Vu |)dx — )\/ F(x,u)dx, para u c W, *(Q).
Q 0

onde

F(x,t) = /Ot f(x, s)ds.

O funcional /y é de classe C' em W, ®(Q).



Existéncia de uma solucao positiva

Para mostrarmos a existéncia de uma solugao para o problema (P,),
utilizaremos o método variacional. Por este fato, seja
I : W&"”(Q) — R o funcional energia associado a (P,), dado por:

I(u) = / o) Vu |)dx — )\/ F(x,u)dx, para u c W, *(Q).
Q 0

onde

F(x,t) = /Ot f(x, s)ds.

O funcional /, é de classe C' em WS"”(Q). Vejamos agora que 0s
pontos criticos de /) ndo-triviais, sdo solugdes positivas de (P,).
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Os pontos criticos nao-triviais de /) sdo solucdes positivas de (P,).

Demonstragao: De fato, sejam uy um ponto critico de [, ndo-trivial e
v € W) ®(Q), com ¢ > 0. De (),

/ (] Vuy )VurVpdx = )\/ f(x, ux(x))e(x)dx > 0,
Q Q

logo,
/ o(] Vuy [)VurVedx > 0,
Q
0 que implica
—Agpuy > 0.

Além disso, uy, = 0 na 99, portanto, pelo Principio de Comparacao,
segue que
uy >0em Q.
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Agora, desde que uy € L>(Q) (ver Lema 6.1) e f € C(Q x R, R),
temos que f € L>°(Q2). Deste fato, segue pelo Lema Hopf que

uy>0emQ.

Mostrando assim, que os pontos criticos, nao-triviais, de /, sao
solugdes positivas de (P,). &
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Assuma (¢1) — (¢3), (fi) — (f4). Entéo, existe uma constante Ao > 0,
tal que (P,) tem uma solugao positiva para todo A > .

Demonstragdo: De (f4), para todo A > 0, existe uma constante
T, > 0 tal que

1 P(F)
(17) |f(x,t)|§20¢)\ T xeQet>T,.
Observando que
o(t)\ _ o() + (1)
(18) <T> == >0, parat >0,

(1)

temos que & é crescente em (0, +00).
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Deste fato, segue de (17),

F(x,t) = /Otf(x,s)ds
Tx

t

—/ f(x,s)ds + f(x,s)ds
0 T

1 /f (s)

< ——=ds+ T su f(x,

2Co )\ 7, S A(x,t)le[O,TA]’ Lo

1 [fo(s)

< )

< 20¢)\/0 S ds + Cy
1

< N

< 5o 0+ 0 () eQx(0o

onde Cy = T, sup | f(x, 1) |.

(x,H)eQ2x[0,T,]
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Utilizando a desigualdade de Poincaré, segue que
h(u) = /<b( Vu ])dx)\/ F(x,u)dx
Q Q

_ /Qd>( Vu])dx—A(/ngqu)(u)dij/QCAdx)
- /QCD(VU!)dX—Z-ICCD/Q(DUUDdX—)\CHQ‘

> /¢(Vu])dx—21CC¢/¢(| VU )dx — ACy | Q|
Q (O] Q
1

_ /¢(\VU\)dx—ACA|Q|
2 Ja

(19) > 26l Vule) = ACy |9

para todo u € W, ®(Q).
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Assim, [ é limitado inferiormente em W01’¢(Q) e existe uma
constante p, > 0 tal que

(20) Ih(u) >0, com | VU |e= p,
para p > p.

Agora, tomando ¢ € C3°(92) tal que ¢ > 0 e () # suppy C Qo (onde
Qo C Q verifica (f)), tem-se que

(21) h(e) = /Q (| Ve Jox — A /Q F(x, p)dx < 0,

para A > 0 suficientemente grande.
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Fixado A > 0 suficientemente grande, tome p > max{py,| V¢ |o}.
Desde que /, é limitado inferiormente e

p € B, ={uec Wy®Q)| Vulo< p},
temos

(22) my := inf I)\(U) S (—O0,0).

ueB,

Mostraremos agora que m,, é atingido. Para isto, observe que o
funcional

(23) P(u):/QCD( Vul)dx, ue W (@),

€ sequencialmente fracamente semicontinuo inferiormente.
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Afirmacao 1

O funcional J(u) = /Q F(x, u)dx é fracamente continuo em Wg 2(Q)
Seja {un} C WJ""(Q) tal que u, — uem Wg ®(Q). Deste fato,

(24) F(x,un(x)) = F(x,u(x)), g.t.p. em Q,

a menos de subsequéncia, e existe n € L'(Q), tal que

(25) | F(x,un(x)) |[<n, xeQ.

Logo, de (24) e (25), segue, do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, que

/F(x, u,,(x))dxa/F(x, u(x))dx,
Q Q

provando a Afirmagao 1.
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De (23) e da Afirmacéao 1, o funcional /, é sequencialmente
fracamente semicontinuo inferiormente. Além disso, de (19), I, é
COErcivo.
Uma vez que

@ B, é fracamente fechado em WJ""(Q) (pois B, é fechado e

convexo),

@ [, é fracamente semicontinuo inferiormente,

@ |, é coercivo,
temos da Teoria de Andlise Funcional, que existe uy € B, tal que

h(uy) = my.
Além disso, de (20) e (22), temos que uy ¢ 0B,. Por este fato,

concluimos que uy é um ponto critico de I, e portanto solugao
positiva de (P,). &



