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Dualidade

A ideia agora é identificar quem é o espaço dual de um espaço de
Orlicz.

No que segue considere f : R→ (−∞,+∞) um funcional
semi- contı́nuo a direita e convexo. Assim

epi(f ) = {(s,b) ∈ R× R; f (s) ≤ b}

é um conjunto diferente do vazio e convexo sobre R× R.

Definição

Definimos como função conjugada (ou transformada de
Legendre) de f a função f̃ : R→ R dada por

f̃ (t) = sup{st − f (s); s ∈ R}.
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Lema 3.1
Considere

Λ = {(t ,a) ∈ R2; a ≥ f̃ (t)} = epi (̃f )

e para cada (t ,a) ∈ Λ defina

At ,a = {(s,b) ∈ R2; b ≥ st − a}.

Então
epi(f ) =

⋂
(t ,a)∈Λ

At ,a.

Lema 3.2
Dado t ∈ R, considerando

At = {(s,b); b ≥ st − f̃ (t)},

temos
epi(f ) =

⋂
t∈R

At =
⋂

(t ,a)∈epi (̃f )

At ,a.



Lema 3.1
Considere

Λ = {(t ,a) ∈ R2; a ≥ f̃ (t)} = epi (̃f )

e para cada (t ,a) ∈ Λ defina

At ,a = {(s,b) ∈ R2; b ≥ st − a}.

Então
epi(f ) =

⋂
(t ,a)∈Λ

At ,a.

Lema 3.2
Dado t ∈ R, considerando

At = {(s,b); b ≥ st − f̃ (t)},

temos
epi(f ) =

⋂
t∈R

At =
⋂

(t ,a)∈epi (̃f )

At ,a.



Lema 3.1
Considere

Λ = {(t ,a) ∈ R2; a ≥ f̃ (t)} = epi (̃f )

e para cada (t ,a) ∈ Λ defina

At ,a = {(s,b) ∈ R2; b ≥ st − a}.

Então
epi(f ) =

⋂
(t ,a)∈Λ

At ,a.

Lema 3.2
Dado t ∈ R, considerando

At = {(s,b); b ≥ st − f̃ (t)},

temos
epi(f ) =

⋂
t∈R

At =
⋂

(t ,a)∈epi (̃f )

At ,a.



Lema 3.1
Considere

Λ = {(t ,a) ∈ R2; a ≥ f̃ (t)} = epi (̃f )

e para cada (t ,a) ∈ Λ defina

At ,a = {(s,b) ∈ R2; b ≥ st − a}.

Então
epi(f ) =

⋂
(t ,a)∈Λ

At ,a.

Lema 3.2
Dado t ∈ R, considerando

At = {(s,b); b ≥ st − f̃ (t)},

temos
epi(f ) =

⋂
t∈R

At =
⋂

(t ,a)∈epi (̃f )

At ,a.



Lema 3.1
Considere

Λ = {(t ,a) ∈ R2; a ≥ f̃ (t)} = epi (̃f )

e para cada (t ,a) ∈ Λ defina

At ,a = {(s,b) ∈ R2; b ≥ st − a}.

Então
epi(f ) =

⋂
(t ,a)∈Λ

At ,a.

Lema 3.2
Dado t ∈ R, considerando

At = {(s,b); b ≥ st − f̃ (t)},

temos
epi(f ) =

⋂
t∈R

At =
⋂

(t ,a)∈epi (̃f )

At ,a.



Lema 3.3

A função conjugada de f̃ (isto é ˜̃f ) é a função f

, ou seja f ≡ ˜̃f .
Lema 3.4

Se f é uma N-função, então f̃ também será uma N-função.
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Proposição 3.1
Considere Φ uma N-função dada por

Φ(t) =

∫ |t |
0

φ(s)ds,

onde φ : R+ → R+ satisfaz as condições de (I) à (IV) do Lema 1.1.
Definindo

φ̃(s) = sup{t ∈ R+;φ(t) ≤ s}

e

Φ̃(t) =

∫ |t |
0

φ̃(s)ds

segue que Φ̃ é uma N-função.
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Obsevações

1. As funções definidas Proposição 2.7, φ̃ e Φ̃ são funções
conjugadas de φ e Φ, respectivamente.

2. É possı́vel mostrar que, se φ e φ̃ forem funções contı́nuas em R+,
então φ é a inversa de φ̃ em R+.
3. A função φ pode ser definida da seguinte forma:

φ(t) = sup{s; φ̃(s) ≤ t}, t ∈ R+.
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Observando as definições de Φ e Φ̃,

temos geometricamente:

f( )u

u

v
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Da figura anterior, conclui-se que

(1) uφ(u) = Φ(u) + Φ̃(φ(u)), u ∈ R+

e

(2) v φ̃(v) = Φ(φ̃(v)) + Φ̃(v), v ∈ R+.

Desigualdade de Young

Sejam Φ uma N-função e Φ̃ a função conjugado de Φ. Então

ts ≤ Φ(t) + Φ̃(s), t , s ∈ R.
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Lema 3.5

Sejam Φ e Φ̃ um par de N-funções complementares.

Então as
seguintes propriedades se verificam:

a) Φ̃(φ(t)) ≤ Φ(2t), para todo t ≥ 0;

b) Φ̃
(Φ(t)

t

)
< Φ(t), para todo t > 0;

c) t < Φ−1(t)Φ̃−1(t), para todo t > 0.
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A função Φ̃ pode ser definida da seguinte forma:

Φ̃(t) = sup
s∈R+

{st − Φ(s)}, t ∈ R+.

De fato, desde que

st ≤ Φ(s) + Φ̃(t), s, t ∈ R+,

temos
Φ̃(t) ≥ st − Φ(s), s, t ∈ R+.

Em particular, para s = φ(t)

Φ̃(t) = φ(t)t − Φ(φ(t)), t ∈ R+.

Logo,
Φ̃(t) = sup

s∈R+

{st − Φ(s)}, t ∈ R+.

Mostrando assim que Φ̃ é a função conjugada de Φ.
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A seguir, construiremos algumas funções conjugadas a partir de
N-funções dadas.

1. Fixado p > 1, seja

f (t) =
1
p
| t |p, t ∈ R.

Afim de encontrarmos a conjugada de f , considere

ξ(s) = st − 1
p

sp, s ∈ R+.

Neste caso os pontos de máximo de ξ determinam a função
conjugada f̃ . Por este fato, iremos agora obter estes pontos de
máximo. Observando que

ξ′(s) = t − sp−1, s ∈ R+,

tem-se
ξ′(s) = 0 se, e só se t − sp−1 = 0,

ou seja
s = t

1
p−1 .
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máximo. Observando que

ξ′(s) = t − sp−1, s ∈ R+,

tem-se
ξ′(s) = 0 se, e só se t − sp−1 = 0,
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Assumindo que t ≥ 0, obtemos:
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Logo
η′(s) = 0 se, e só se s = ln(1 + t).

Deste fato,

f̃ (t) = max
s∈R+

{st − f (s)}

= t ln(1 + t)− f (ln(1 + t))

= (1 + t) ln(1 + t)− t , t ≥ 0.

Se t < 0, mostra-se de modo análogo que

f̃ (t) = (1 + (−t)) ln(1 + (−t))− (−t), t < 0.

E portanto,

f̃ (t) = (1+ | t |) ln(1+ | t |)− | t |, t ∈ R.
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Proposição 3.2

Sejam Φ uma N-função e Φ̃ a função conjugado de Φ.

Se

u ∈ LΦ(Ω) e v ∈ L
Φ̃

(Ω),

então
(i) uv ∈ L1(Ω);

(ii)
∫

Ω uvdx ≤ 2 | u |Φ| v |Φ̃ . (Desigualdade de Holder)
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É possı́vel mostrar agora que o espaço L
Φ̃

(Ω) está contido no
espaço dual de LΦ(Ω), LΦ(Ω)∗.

E caso Φ não cumpra a condição ∆2,
então esta inclusão é estrita.

De fato, dado v ∈ L
Φ̃

(Ω) seja ϕv : LΦ(Ω)→ R um funcional dado por

ϕv (u) =

∫
Ω

vudx , u ∈ LΦ(Ω).

Segue da Proposição 2.8 que ϕv ∈ LΦ(Ω)∗.
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De fato, dado v ∈ L
Φ̃

(Ω) seja ϕv : LΦ(Ω)→ R um funcional dado por

ϕv (u) =

∫
Ω

vudx , u ∈ LΦ(Ω).

Segue da Proposição 2.8 que ϕv ∈ LΦ(Ω)∗.



É possı́vel mostrar agora que o espaço L
Φ̃
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De fato, dado v ∈ L
Φ̃

(Ω)

seja ϕv : LΦ(Ω)→ R um funcional dado por

ϕv (u) =

∫
Ω

vudx , u ∈ LΦ(Ω).

Segue da Proposição 2.8 que ϕv ∈ LΦ(Ω)∗.
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Suponha agora que Φ não cumpre a condição ∆2.

Neste caso,
EΦ(Ω) é um subespaço próprio de LΦ(Ω).
Sabendo que EΦ(Ω) é fechado em LΦ(Ω) (já que

EΦ(Ω) = L∞(Ω)
‖.‖Φ), existe f ∈ LΦ(Ω)∗, f 6≡ 0, tal que

(3) f (u) = 0, u ∈ EΦ(Ω).

Suponha por contradição que exista v ∈ L
Φ̃

(Ω), tal que

f (u) =

∫
Ω

uvdx , u ∈ LΦ(Ω).

Considerando u = sgn v ∈ EΦ(Ω), segue de (3)

0 = f (u) =

∫
Ω

uvdx

=

∫
Ω
| v | dx ,

donde
v(x) = 0 q.t.p. x ∈ Ω,

implicando que f ≡ 0, o que é uma contradição.
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EΦ(Ω) = L∞(Ω)
‖.‖Φ), existe f ∈ LΦ(Ω)∗, f 6≡ 0, tal que

(3) f (u) = 0, u ∈ EΦ(Ω).

Suponha por contradição que exista v ∈ L
Φ̃

(Ω), tal que

f (u) =

∫
Ω

uvdx , u ∈ LΦ(Ω).

Considerando u = sgn v ∈ EΦ(Ω), segue de (3)

0 = f (u) =

∫
Ω

uvdx

=

∫
Ω
| v | dx ,

donde
v(x) = 0 q.t.p. x ∈ Ω,

implicando que f ≡ 0, o que é uma contradição.
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A seguir serão mostrados dois lemas, que serão úteis para verificar
que o dual do espaço EΦ(Ω) (equivalentemente, o dual de E

Φ̃
(Ω))

pode ser identificado com o espaço de Orlicz L
Φ̃

(Ω) (equivalente-
mente, o espaço LΦ(Ω)).

Lema 3.6
Seja w ∈ LΦ(Ω). Se

| w |Φ> 1,

então
| w |Φ≤

∫
Ω

Φ(w)dx .
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que o dual do espaço EΦ(Ω) (equivalentemente, o dual de E

Φ̃
(Ω))

pode ser identificado com o espaço de Orlicz L
Φ̃

(Ω) (equivalente-
mente, o espaço LΦ(Ω)).

Lema 3.6
Seja w ∈ LΦ(Ω). Se

| w |Φ> 1,

então
| w |Φ≤

∫
Ω

Φ(w)dx .



A seguir serão mostrados dois lemas, que serão úteis para verificar
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No que segue consideraremos Ω ⊂ RN um conjunto aberto de
medida finita.

Teorema 3.1
EΦ(Ω)∗ = L

Φ̃
(Ω) (equivalentemente E

Φ̃
(Ω)∗ = LΦ(Ω)).

Demonstração: Primeiramente, afirmamos que

L
Φ̃

(Ω) ⊂ EΦ(Ω)∗.

De fato, para cada v̂ ∈ L
Φ̃

(Ω) podemos definir

Ψv̂ : EΦ(Ω) → R

u 7→ Ψv̂ (u) =

∫
Ω

uv̂dx ,

de modo que Ψv̂ ∈ EΦ(Ω)∗.
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Mostraremos agora que

EΦ(Ω)∗ ⊂ L
Φ̃

(Ω).

Tome Ψ ∈ EΦ(Ω)∗ e considere

Σ = {U ⊂ Ω; U é mensurável}.

Seja µ : Σ→ R, dada por

µ(U) = Ψ(χU), U ∈ Σ,

onde χU é a função caracterı́stica com relação ao subconjunto U.
Se | U |= 0, temos

χU(x) = 0 q.t.p. x ∈ Ω,

donde Ψ(χU) = 0, isto é µ(U) = 0.
Mostrando que µ é uma medida absolutamente contı́nua com
respeito a medida de Lebesgue.
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isto é µ(U) = 0.
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Segue do Teorema de Radon-Nikodyn

1, que existe uma função
v ∈ L1(Ω) tal que

µ(U) =

∫
U

v(x)dx .

Deste fato, considerando w =
n∑

i=1

αiχAi , onde Ai ⊂ Ω, i ∈ {1, ...,n},

são subconjuntos mensuráveis e {αi}ni=1 ⊂ R, temos

Ψ(w) =
n∑

i=1

αiΨ(χAi )

=
n∑

i=1

αi

∫
Ai

vdx

=

∫
Ω

wvdx .(4)

1Seja ν uma medida de Radon, tal que ν << LN . Então existe uma única
f ∈ L1(Ω) tal que

ν(S) =

∫
S

f (x)dx ,

para todo subconjunto mensurável S ⊂ Ω.
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Justificaremos agora que v ∈ L1(Ω), obtida pelo Teorema de
Radon-Nikodyn

, pertence a L
Φ̃

(Ω).

Dado n ∈ N, considere vn a função truncamento de v , dada por:

vn(x) =

{
v(x), se | v(x) |≤ n,
0, se | v(x) |> n

e

ũn(x) =

{
Φ̃(vn(x)/λ)

vn(x)/λ , se vn(x) 6= 0
0, c.c.

onde λ =‖ Ψ ‖∗. Note que (ũn) ⊂ L∞(Ω).
Para justificarmos que v ∈ L

Φ̃
(Ω), basta provar que

(8)
∫

Ω
Φ̃
(vn

λ

)
dx ≤ 1, n ∈ N,
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ũn(x) =

{
Φ̃(vn(x)/λ)

vn(x)/λ , se vn(x) 6= 0
0, c.c.

onde λ =‖ Ψ ‖∗. Note que (ũn) ⊂ L∞(Ω).
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Para justificarmos que v ∈ L

Φ̃
(Ω), basta provar que

(8)
∫

Ω
Φ̃
(vn

λ

)
dx ≤ 1, n ∈ N,



pois assim segue do Lema de Fatou∫
Ω
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dx ≤ 1,

implicando que v ∈ L
Φ̃

(Ω) e além disso

| v |
Φ̃
≤ λ =‖ Ψ ‖∗ .

Desde que (ũn) ⊂ L∞(Ω), temos de (7)

Ψ(ũn) =

∫
Ω
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∫
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Φ̃(vn/λ)

vn/λ
vdx

= λ
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v
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[vn 6=0]

Φ̃(vn/λ)dx .(9)
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= λ | ũn |Φ, n ∈ N.(10)

Afirmamos que
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| ũn |Φ≤ 1 para todo n ∈ N.
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Acabamos de concluir que dado Ψ ∈ EΦ(Ω)∗,

existe v ∈ L
Φ̃

(Ω), tal
que

Ψ(u) =

∫
Ω

uvdx , u ∈ L∞(Ω).

Se tomarmos agora u ∈ EΦ(Ω), basta tomar uma sequência
{un} ⊂ L∞(Ω) tal que

| un − u |Φ
n→+∞−→ 0,

e teremos da Desigualdade de Holder∫
Ω

unvdx n→+∞−→
∫

Ω
uvdx .

E portanto

Ψ(u) =

∫
Ω

uvdx , u ∈ EΦ(Ω),

como querı́amos demonstrar. �
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Teorema 3.2

LΦ(Ω) é reflexivo se, e só se, Φ e Φ̃ satisfazem a condição ∆2.

Demonstração: Se Φ e Φ̃ satisfazem a condição ∆2, temos

EΦ(Ω) = LΦ(Ω) e E
Φ̃

(Ω) = L
Φ̃

(Ω).

Logo,

(11) LΦ(Ω)∗ = EΦ(Ω)∗ = L
Φ̃

(Ω)

e

(12) L
Φ̃

(Ω)∗ = E
Φ̃

(Ω)∗ = LΦ(Ω).
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Considere agora que LΦ(Ω) seja um espaço reflexivo

, isto é

LΦ(Ω)∗∗ = LΦ(Ω).

Reciprocamente, desde que EΦ(Ω) é um subespaço fechado de
LΦ(Ω),

EΦ(Ω) é reflexivo, isto é, EΦ(Ω) = EΦ(Ω)∗∗.

Segue do fato de

LΦ(Ω) ⊂ L
Φ̃

(Ω)∗ = [EΦ(Ω)∗]∗ = EΦ(Ω),

que EΦ contém LΦ(Ω).
Mostrando que EΦ(Ω) = LΦ(Ω), e portanto Φ satisfaz a condição ∆2.
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LΦ(Ω),
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