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Dualidade

A ideia agora é identificar quem é o espaco dual de um espaco de
Orlicz. No que segue considere f : R — (—o0, +00) um funcional
semi- continuo a direita e convexo. Assim

epi(f) = {(s,b) € R x R; f(s) < b}
€ um conjunto diferente do vazio e convexo sobre R x R.
Definicao

Definimos como fungao conjugada (ou transformada de
Legendre) de f a fungéao f : R — R dada por

f(t) = sup{st — f(s); s € R}.
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Lema 3.1

Considere _ B
A={(t,a) € R?; a> f(t)} = epi(f)

e para cada (t, a) € A defina
Ata={(s,b) € R? b > st — a}.

Entao

epi(f)= [ Ata

(t,a)en

Lema 3.2
Dado t € R, considerando

Ar = {(s,b); b > st — f(1)},

temos
epi(f)= (A= () A

teR (t,a)cepi(f)
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A fungao conjugada de f (isto & f) é afungado f, ou seja f = 1.

Se f é uma N-fungéo, entdo f também sera uma N-funcao.
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Proposicao 3.1
Considere ¢ uma N-fungao dada por

1t
*(f) = | ls)ds,

onde ¢ : R, — R, satisfaz as condigoes de (I) a (IV) do Lema 1.1.
Definindo

(s) = sup{t € Ry; ¢(1) < s}

B 1
(1) = /0 3(s)ds

segue que ® é uma N-funcio.
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Obsevacoes

1. As funcdes definidas Proposicéo 2.7, 5 e ¢ sdo funcdes
conjugadas de ¢ e ®, respectivamente.

2. E possivel mostrar que, se ¢ e ¢ forem fungoes continuas em R,
entao ¢ € ainversade ¢ em R,

3. A fungao ¢ pode ser definida da seguinte forma:

o(t) = sup{s; p(s) < t}, t € R,.



Observando as definicdes de ¢ e P,



Observando as definicdes de e ®, temos geometricamente:

A
v .................................. /
7
d(v) /-
o(u) |
B(d(u)) :
o) | : :
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Da figura anterior, conclui-se que

(1) ug(u) = d(u) + P(¢(u)), U € Ry
e
(2) Vo(v) = O((v)) + d(v), v € Ry

Desigualdade de Young

Sejam ¢ uma N-funcdo e ® a fungdo conjugado de ®. Entio

ts < ®(t) + d(s), 1,5 € R.
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Lema 3.5

Sejam ® e ® um par de N-fungdes complementares. Entdo as
seguintes propriedades se verificam:

a) ®(4(t)) < ®(2t), para todo t > 0;
b) 6(@) < ®(t), para todo t > 0;

c) t< o 1(H)d~(¢), para todo t > 0.
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A funcéo @ pode ser definida da seguinte forma:

®(t) = sup {st — d(s)}, t € Ry.
SseRy

De fato, desde que

st < o(s) + <T>(t), s, te Ry,
temos N

d(t) > st — P(s), s,t € Ry.
Em particular, para s = ¢(t)

&(1) = d(1)t — (1)), t € R,

Logo, B
®(t) = sup {st — ®(s)}, t € R;.

SER,

Mostrando assim que ® é a funcdo conjugada de ®.
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A seguir, construiremos algumas fungdes conjugadas a partir de
N-funcdes dadas.
1. Fixado p > 1, seja

1
f(y=—|tPP, teR.
()= It

Afim de encontrarmos a conjugada de f, considere
1
£(s) = st— l—)sp, seER,.

Neste caso os pontos de maximo de ¢ determinam a fungao

conjugada f. Por este fato, iremos agora obter estes pontos de
maximo. Observando que

gs)=t—sP' seR,,
tem-se
£'(s)=0se eséset—sP~! =0,
ou seja
S=trT,
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f(t) = max{st—f(s)}

1 1
onde — + — = 1.
p q _
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1 1
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Assumindo que t > 0, obtemos:

f(t) = max{st—f(s)}

1 1
onde — + — =1.
p q _
Agora, utilizando o fato que f € par, podemos concluir:

=119 leloq
q p q
b) f(t) = elll— | t| 1.
Se t > 0, considerando
n(s)=ts+s+1-¢e° s>0,

temos
n'(s)=t+1-¢€° s>0.
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Logo
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Deste fato,

f(t) = max{st—f(s)}

sERy
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Logo
n'(s) =0 se, eséses=In(1+1).

Deste fato,

f(t) = max{st—f(s)}

seR;
= tin(1+1t)—f(In(1 4+ 1))
— (141 +8)—t t>0.



Logo

n'(s) =0 se, eséses=In(1+1).

Deste fato,

(1) =

max{st — f(s)}

seR;
tin(1+1t)—f(In(1+1))
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Logo

n'(s) =0 se, eséses=In(1+1).

Deste fato,

(1) =

max{st — f(s)}

seR;
tin(1+1t)—f(In(1+1))
(1+8)h(1+1)—t t>0.

Se t < 0, mostra-se de modo analogo que

F(t) = (1 + (—1)) In(1 + (= 1)) — (=), t < O.

E portanto,

f(=A+|t))In(1+[t)—=|t], teR.



Proposicao 3.2

Sejam ¢ uma N-fungdo e @ a fungdo conjugado de ¢.




Proposicao 3.2

Sejam ¢ uma N-fungdo e @ a fungdo conjugado de ¢.
Se

ueLe()eve Lyz(Q),



Proposicao 3.2

Sejam ¢ uma N-fungdo e @ a fungdo conjugado de ¢.
Se

ueLe()eve Lyz(Q),

entao
(i) uv € L'Y(Q);



Proposicao 3.2

Sejam ¢ uma N-fungdo e @ a fungdo conjugado de ¢.
Se

ueLe()eve Lyz(Q),

entao
(i) uv € L'Y(Q);
(i) Jquvdx <2 ule| v |z . (Desigualdade de Holder)
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E possivel mostrar agora que o espago L3(Q2) esta contido no
espaco dual de L(R), Lo(2)*. E caso ¢ ndo cumpra a condicdo A,
entdo esta inclusao é estrita.

De fato, dado v € L(92) seja ¢y : Lo(£2) — R um funcional dado por
ov(U) :/ vudx, u € Lo ().
Q

Segue da Proposigao 2.8 que ¢, € Lo(Q)*.
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Suponha agora que ® ndo cumpre a condi¢cdo A,. Neste caso,
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Sabendo que E4(Q2) é fechado em Lo (Q2) (j& que

Es(Q) = [2(9)1%), existe f € L*(Q), f 0, tal que
€)) f(u) =0, ue Es().
Suponha por contradigao que exista v € L(2), tal que
f(u) :/ uvdx, u € Lo(R).
Q

Considerando u = sgn v € E¢(Q2), segue de (3)

0=f(u) = /qudx



Suponha agora que ® ndo cumpre a condi¢cdo A,. Neste caso,
E»(2) € um subespaco proprio de Ly ().
Sabendo que E4(Q2) é fechado em Lo (Q2) (j& que

Es(Q) = [2(9)1%), existe f € L*(Q), f 0, tal que
(3) f(u)y=0, u e Es(Q).
Suponha por contradigao que exista v € L(2), tal que
f(u) :/ uvdx, u € Lo(R).
Q
Considerando u = sgn v € E¢(Q2), segue de (3)
0=f(u) = / uvdx

Q
= | v | dx,
Q



Suponha agora que ® ndo cumpre a condi¢cdo A,. Neste caso,
E»(2) € um subespaco proprio de Ly ().
Sabendo que E4(Q2) é fechado em Lo (Q2) (j& que

Es(Q) = [2(9)1%), existe f € L*(Q), f 0, tal que
(3) f(u)y=0, u e Es(Q).
Suponha por contradigao que exista v € L(2), tal que

f(u) :/qudx, ue Lp(Q).

Considerando u = sgn v € E¢(Q2), segue de (3)
0=f(u) = / uvdx
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Suponha agora que ® ndo cumpre a condi¢cdo A,. Neste caso,
E»(2) € um subespaco proprio de Ly ().
Sabendo que E4(Q2) é fechado em Lo (Q2) (j& que

Es(Q) = L=(Q) 1), existe f € L®(Q)*, f 0, tal que
(3) f(u)y=0, u e Es(Q).

Suponha por contradigao que exista v € L(2), tal que

f(u) :/qudx, ue Lp(Q).

Considerando u = sgn v € E¢(Q2), segue de (3)
0=f(u) = / uvdx

Q
= | v | dx,
Q

donde
v(x)=0q.t.p. x € Q,
implicando que f = 0, 0 que é uma contradicao.
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A seguir serdo mostrados dois lemas, que serdo Uteis para verificar
que o dual do espago E4(f2) (equivalentemente, o dual de E(£2))
pode ser identificado com o espago de Orlicz L3(Q2) (equivalente-
mente, 0 espaco Lo (Q)).

Lema 3.6
Seja w € Ly(Q2). Se

| w |¢.> 1,
entao

| w o< /Q(D(W)dX.
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No que segue consideraremos Q ¢ RN um conjunto aberto de
medida finita.

Teorema 3.1
Eo(Q)" = L5(Q2) (equivalentemente E5(Q2)* = Lo(2)).

Demonstragao: Primeiramente, afirmamos que

De fato, para cada v L$(Q) podemos definir
\UV . E¢(Q) —- R

u \Up(u):/u?dx,
Q

de modo que V;; € Eo(Q2)*.
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Mostraremos agora que

Eo(Q)* C L3(Q).
Tome V € E4(Q2)* e considere
Y ={U c Q; U é mensuravel}.
Seja p : ¥ — R, dada por
w(U) =V(xu), UeL,

onde xy € a fungao caracteristica com relagao ao subconjunto U.
Se | U |=0, temos

xu(x)=0gq.tp. x € Q,

donde W(xy) =0, isto é u(U) = 0.
Mostrando que ;. € uma medida absolutamente continua com
respeito a medida de Lebesgue.
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n
Deste fato, considerando w = » " ajx4,, onde A; C Q, i € {1,..., n},
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Segue do Teorema de Radon-Nikodyn ', que existe uma funcao
v e L'(Q) tal que

n
Deste fato, considerando w = » " ajx4,, onde A; C Q, i € {1,..., n},
i=1
s&o subconjuntos mensuraveis e {¢;}] ; C R, temos

n
V(w) = > aV¥(xa)
i=
n
= Za,-/ vax
=1 A

(4) = /Q wvax.

'Seja v uma medida de Radon, tal que v << £N. Entéo existe uma Gnica
fel'(Q) tal que

y(S) = /S f(x)dx,

nara tAadA citherAanitinta mMmanciiraval €@ — O
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Dado u € L>(Q), segue que existem {u}}, {u2} sequéncias de
fungdes simples nao-negativas, tais que

n
u! "2yt pontualmente em Q

e
u2 "2E° u~ pontualmente em Q,
além disso
ulx)<ut(x)xeQeneN
e

us(x) <u (x)xeQeneN.
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Neste caso, para cada ¢ > 0 temos

NCELRY

- ) "21° 0 pontualmente em Q

o (W = 0) =00 (2181 g e

€ €

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que
1,2 _
/ ¢(M)dxg 1, ¢>0,
Q €

para n suficientemente grande, donde
1 2
| (U — up) — U o<,

para n suficientemente grande.
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Jaque ¥ € E4(Q)*, temos
(5) v(uh — u?) "5 w(u) emR.
Por outro lado, desde que

| (up — i3)v <l uv |e L1(Q)
(u} — u?)v "2 uv pontualmente em Q,

temos novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue que

(6) /(u), — u?)vdx 'H—JSOO/ uvax.
Q Q



Temos de (4)

v (

uf — uj

)

v, (

uy

) = Vu(

up

)
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Temos de (4)
Vy(uf —ug) = Wy(uf) - Vy(u3)
= /(uq7 — ug)vdx,
Q

passando ao limite de n — 400, segue de (5) e (6)

\Il(u):/qudx.

Mostrando que o funcional ¥ € E4(Q)* restrito a L>°(Q)



Temos de (4)
Vy(uf —ug) = Wy(uf) - Vy(u3)
= /(uq7 — ug)vdx,
Q

passando ao limite de n — +o0, segue de (5) e (6)
V(u) = / uvax.
Q
Mostrando que o funcional ¥ € E4(Q)* restrito a L>°(2) é dado por:

(7) V(u) :/qudx, ueL>(Q).
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Justificaremos agora que v € L'(Q), obtida pelo Teorema de
Radon-Nikodyn, pertence a L(<2).

Dado n € N, considere v, a fungao truncamento de v, dada por:

[ v(x), se | v(x)|<n,
Vn(X) = { 0, se | v(x)|>n

S(vn(X)/A)

Un(x) = { wi)/x o S€ Va(X) # 0
0, cc.

onde A =|| V ||.. Note que (up) C L*(Q).

Para justificarmos que v € L3(Q2), basta provar que

(8) /S)<T>(‘j\”>dx§1, neN,
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implicando que v € L(f2) e além disso
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pois assim segue do Lema de Fatou
~(V .. ~(Vn
— < RAL <
/gzd)(A)dX = 'ATJEE/J’( X\ )dx =1,
implicando que v € L(f2) e além disso
[VIgSA=[ V..

Desde que (up) C L>=(Q), temos de (7)

V(u,) = /Qﬁnvdx

= / q>(Vn/)\)vdx
va0]  Vn/A

— A S(vn/N)~ dx
[vn7£0] Vn
(9) = A ®(vp/\)ax.

[vn#0]
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Afirmamos que
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Se | Up |¢> 1 para algum n € N, segue do Lema 3.6
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implicando do Lema 3.2 que

(11) | Tn |o< /{VH#O]EB(‘K’)dx:/Q&V)(‘K’)dx.
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De (10) e (11)

@ <A f &(*)ax = A/QE>(‘;”)dx,

0 que é uma contradicdo com (9). Logo, | U, |[¢< 1, n€ N.
Segue de (9) e (10) que

A S| W(E) = (AL&(‘;”)dx),

/S?<T>(‘;”)dxg1,

ou seja,

mostrando assim (8).
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w(u) :/qudx, U € Eo(Q),

E portanto

como queriamos demonstrar. B
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Teorema 3.2

Lo(Q2) € reflexivo se, e s se, ¢ e ® satisfazem a condigdo A,.

Demonstragdo: Se ¢ e & satisfazem a condigao A, temos
Logo,

(11) Lo(Q)" = Eo(Q)" = Lg()

(12) L3 ()" = E5(Q)" = Lo().
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Considere agora que L () seja um espagco reflexivo, isto €
Lo(Q)™ = Lo (Q).

Reciprocamente, desde que E4(2) € um subespaco fechado de
Lo (2),

Es () é reflexivo, isto é, E¢(Q2) = Eo(2)**.
Segue do fato de
Lo(Q) C Lg(Q)" = [Eo(Q)']" = Eo(Q),

que Eq contém Le(Q).
Mostrando que E¢(Q2) = Lo(R2), € portanto ¢ satisfaz a condigcdo A.
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Mostraremos agora que & satisfaz a condigao As.

Com efeito, suponha por contradi¢cdo que ® ndo satisfaz a condicao
As.
Entao

L5() ¢ Lo(Q).

No entanto, como ¢ € A,
Eo(Q) = Eo()™ = L3(Q2)" Z Lo(9),

0 que é uma contradi¢cao. B



