EXAME DE QUALIFICAGCAO EM ALGEBRA LINEAR
(05/03/2014)

1) (1.0) Seja T : C* — My(C) a transformagao linear (entre C-espagos vetoriais)
definida por

T+ 2562 + x3 + 7584 21‘1 + 4I2 + 3563 + 17I4

Ty, w2, 23, 24) = T1 + 220 + 33 + 1324 0

a) Determine uma base {v1,v2} para o nicleo de T.
b) Determine vs, vy € C* tal que {T'(v3), T(v4)} seja uma base para a imagem
de T

2) (0.5) Seja U um K-espago vetorial e seja W um subespaco de U. Prove: se
U tem dimensdo finita, entao

dimg(U/W) = dimg U — dimg W.
3) (0.5) Seja T : R® — R3 a transformacao linear
T(x,y,2) = (x — 3y — 22,y — 4z, —2).
Prove que T ¢ um isomorfismo linear e determine 71.
4) (1.5) Considere o operador linear T : P»(R) — P»(R) definido por
T(a+ bz + cx?) = (a + 2b) + (2a + b)z,

onde a, b, c € R.
a) Calcule a matriz [T)¢, onde C = {1,z,72} é a base canénica de P(R).
b) Determine o polinémio caracteristico de T'.
¢) Determine os autovalores de T'.
d) Determine uma base B de Py(R) formada por autovetores e também [T 5.
e) Determine uma matriz P tal que

[T)g = P YT)cP.

5) (1.0) Seja T': V' — V um operador linear, onde V' é um C-espago vetorial de
dimensao 4. Suponha que B é uma base de V' tal que
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a) Sabendo que my(z) ndo tem grau 3, encontre mr(x).
b) Determine a forma de Jordan de T.



c) Se G : V — V é operador linear tal que pg(x) = pr(z), encontre as 4
matrizes (ndo semelhantes) candidatas a forma de Jordan de G.

6) (1.0) Seja V um K-espago vetorial com base infinita enumerdvel
B = {v1,v2,v3,...}.
Defina B’ = {f1, f2, f3,...} C V* por
fi(vj) = 64

para todo %,j. O conjunto {fa, f3,...} é uma base para o anulador de {v1}?
Justifique.

7) (1.0) Seja V = P;(R) e sejam f1, fo € V* definidos por

fr(p(x)) = / p(z)dz e folp(e)) = p(2).

a) Mostre que B* = {f1, fo} ¢ uma base de V*.
b) Encontre a base B de V' cuja base dual é B*.

8) (1.0) Considere no R-espaco vetorial R* o produto interno canonico. Seja W
o conjunto solugao do sistema

z+y+z+w = 0
z—w = 0

a) Encontre uma base ortonormal para W.
b) Encontre o elemento de W mais préximo de (0,0, 1, 0).

9) (1.0) Considere no R-espaco vetorial R? o produto interno canénico. Defina
o operador linear T : R? — R? por

T(x,y) = (v +2y,27 + y).

a) Mostre que T' é um operador autoadjunto.
b) Se C é a base candnica de R?, encontre uma matriz invertivel P € Ma(R)
tal que
P'-[Tlc-P

seja diagonal.

10) (0.5) Exiba dois operadores T; e Ty normais, cuja soma 77 + 75 néo seja
normal.

11) (1.0) Seja V um espago vetorial de dimensao finita com produto interno.
Mostre que se f € V*, entao existe tnico v € V tal que

f(u) = (u,v), paratodou € V.



NOTACOES
K : corpo.
M, (K) : matrizes n x n com entradas em K.
U/W : Espaco quociente de U por W.
P, (K) : conjunto dos polindémios de grau < n com coeficientes em K.
[T]5 : matriz do operador linear T' com relagéo a base B.
mrp(z) : polinémio minimal do operador 7.
pr(x) : polindmio caracteristico do operador T
V* : espago dual de V.

P! : matriz transposta de P.



