EXAME DE QUALIFICACAO - ANALISE - MARCO 2015

ANALISE FUNCIONAL

Prove todas as suas afirmacoes. Defina os conceitos e enuncie os
teoremas que utiliza.

1 Questao: (a) Sejam E e F' dois espagos de Banach e seja B: Ex F — R
uma forma bilinear satisfazendo:

(i) Para cada = € E fixo, a aplicacao y — B(x,y) é continua.
(ii) Para cada y € F fixo, a aplicacdo x — B(z,y) é continua.

Prove que existe uma constante C' > 0 tal que
|B(z,y)| < Cllzlelyllr. VzeE, VyeF.

Sugestao: Defina um operador linear 7' : E — F™* e prove que T' ¢ limitado.
Notacgao: [ é o espaco dual de F'.

22 Questao: (a) Sejam E um espaco de Banach e L£(E) o conjunto dos
operadores lineares limitados definidos em E a valores em E. Se ||T] < 1
entdo mostre que (I —T) é invertivel e

(I-T) "= Z T?  (convergéncia uniforme).
=0

Aqui I é o operador identidade.

(b) Use (a) para mostrar que o subconjunto J(E) de L(E) de operadores
invertiveis em L£(E) é um subconjunto aberto.

(c) Mostre que a aplicacao J(E)> T — T~ ' € J(F) é continua.



Escolha uma e somente uma das duas questoes abaixo:

32 Questao: Seja E um espago normado e seja xg # 0 um elemento de
E. Prove que existe um funcional linear limitado f definido em E tal que
| flle- =1e f(xg) = ||zo]|p. Notagao: E* é o espago dual de E.

4* Questao: Sejam (e,),>1 uma base ortonormal num espago de Hilbert
separavel H e (a,),>1 uma sequéncia limitada em R. Considere o operador
linear T € L(H) definido por Te,, = ane,, onde L(H) o conjunto dos oper-
adores lineares limitados definidos em H a valores em H. Mostre que T é

compacto se, e somente se, lim a, = 0.
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