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Resumo

Neste trabalho, mostramos relagoes entre invariantes de germes de aplicagoes. Primeiro,
consideramos um germe de fungdo analitica f : (X,0)—(C, 0) sobre uma singularidade deter-
minantal isolada e apresentamos uma relacao entre a obstrucao de Euler de f e o ntimero de
Milnor determinantal de f. No caso particular em que (X, 0) é uma intersegdo completa com
singularidade isolada, obtemos um modo simples de calcular a obstrugao de Euler de f como
a diferenca entre dimensoes de duas algebras. Depois, trabalhamos com germes de aplicagoes
f:(X,0)—=(C?,0), onde (X,0) é uma curva plana com singularidade isolada. Introduzimos o
numero de Milnor da imagem para estes germes de aplicagoes e apresentamos uma resposta
positiva para a conjectura de Mond neste contexto. A conjectura de Mond propoe uma de-
sigualdade entre outros dois invariantes, a 7.-codimensao e o numero de Milnor da imagem,
para o caso de germes de aplicacoes f : (C",0)—(C"*!,0) quando as dimensoes (n,n + 1)
estao nas boas dimensoes de Mather. A conjectura é verdadeira paran = 1,2, e para os casos
n > 3 é um problema em aberto.

Palavras-chave: obstrugao de Euler de uma fung¢do, nimero de Milnor determinantal,
singularidade determinantal isolada, .2-codimensao, nimero de Milnor da imagem, curvas

singulares.






Abstract

In this work, we show relations between invariants of map germs. First, we consider an
analytic function germ f : (X,0)—(C,0) on an isolated determinantal singularity and we
present a relation between the Fuler obstruction of f and the determinantal Milnor number
of f. In the particular case where (X,0) is an isolated complete intersection singularity, we
obtain a simple way to calculate the Euler obstruction of f as the difference between the
dimension of two algebras. After, we work with map germs f : (X,0)—(C?,0), where (X,0)
is a plane curve with isolated singularity. We introduce the image Milnor number to these
map germs and we present a positive answer to the Mond’s conjecture in this context. The
Mond’s conjecture proposes an inequality between two other invariants, the .@7.-codimension
and the image Milnor number, in the case of map germs f : (C", 0)—(C"*!,0) when the
dimensions (n,n + 1) is in Mather’s nice dimensions. The conjecture is true for n = 1,2, and
for the cases n > 3 is an open problem.

Keywords: Euler obstruction of a function, determinantal Milnor number, isolated de-

terminantal singularity, 7-codimension, image Milnor number, curve singularities.
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Introducao

Em Teoria de Singularidades é comum associar invariantes a germes de aplicagoes e de varie-
dades que reflitam as propriedades de tais germes. Dentre eles estd um importante invariante,
a saber, o nimero de Milnor. Este conceito foi introduzido por Milnor ([41]) para o caso de
germes de hipersuperficies com singularidade isolada, desde entdo, muitos autores buscam
formas de generalizd-lo. H. A. Hamm ([34]) abordou o caso para intersegoes completas com
singularidade isolada e obteve o ntimero de Milnor neste caso. Posteriormente, Buchweitz
e Greuel ([10]) definem este conceito para curvas com singularidade isolada. Recentemente,
foi apresentada uma generalizacdo do nimero de Milnor para o caso de singularidades deter-
minantais isoladas, a qual foi estudada independentemente por varios autores, Damon, Pike
([15]), Nuno-Ballesteros, Oréfice-Okamoto, Tomazella ([49]) e Pereira, Ruas ([58]).

Muitas abordagens foram realizadas sobre este conceito, destacamos também a genera-
lizagdo do nuimero de Milnor para germes de funcoes com singularidade isolada sobre germes
de variedades. Para um germe de funcao finita sobre uma curva reduzida o nimero de Milnor
foi definido por Goryunov ([27]) para curvas em C? e por Mond, van Straten ([47]) para o
caso geral. No caso de germes de fungoes sobre uma intersecao completa com singularidade
isolada, o nimero de Milnor pode ser considerado através da conhecida férmula de Lée-Greuel
(ver [38]). Lé D. T. ([60]), generaliza o nimero de Milnor para germes de funcoes analiticas
sobre um germe de espacgo analitico complexo satisfazendo que a profundidade homotdpica
retificada é igual a sua dimensao, esta generalizacao é conhecida como o nimero de Milnor-
Lé. No caso de germes de fungoes sobre uma singularidade determinantal isolada, o ntimero
de Milnor foi definido por Nuno-Ballesteros, Oréfice-Okamoto, Tomazella ([49]), ao qual nos
referimos como o niimero de Milnor determinantal de uma funcao.

Um invariante para um germe de espago analitico complexo foi introduzido por MacPher-
son em ([39]), a obstruc@o de Euler local, ou simplesmente obstrugao de Euler. Para germes
de fungoes sobre um germe de espago analitico complexo, um outro invariante é a obstrugao
de Euler de uma funcao, definida por Brasselet, Massey, Parameswaran e Seade em ([5]).

Neste mesmo artigo, os autores demonstram um resultado que compara a obstrucao de Euler
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e a obstrucao de Euler de uma funcao.

Dados invariantes definidos para um mesmo germe, um dos objetivos na Teoria de Sin-
gularidades é buscar relagoes entre eles. Um exemplo disto é a relacdo dada por Nuio-
Ballesteros, Oréfice-Okamoto, Tomazella ([49]) entre a obstrucao de Euler e a caracteristica
de Euler evanescente (a qual é a generalizagao do nimero de Milnor para o caso de singulari-
dades determinantais isoladas). Outro exemplo é um resultado de Seade, Tibar e Verjovsky
em ([55]), considerando germes de funcoes analiticas com singularidade isolada sobre uma
interse¢ao completa com singularidade isolada, os autores mostram uma relagao entre a obs-
trucao de Euler de uma funcao e o nimero de Milnor-Lé. Estas relagbes nos motivaram a
encontrar uma relagao entre o nimero de Milnor determinantal de uma funcao e a obstrugao
de Euler de uma funcao sobre uma singularidade determinantal isolada.

Novamente no caso de interse¢ao completa com singularidade isolada, denotada por (X, 0),
podemos considerar, além do nimero de Milnor, o qual é o nimero de esferas na fibra de
Milnor de (X,0), um outro invariante definido por Tjurina em ([62]), o nimero de Tjurina,
o qual é o nimero minimo de parametros necessarios em uma deformacao versal de (X,0).
Greuel em ([29]), mostrou que o nimero de Tjurina ¢ igual ao nimero de Milnor se, e somente
se, (X,0) é quase homogénea. Looijenga e Steenbrink em ([37]), mostraram que o nimero de
Tjurina é menor ou igual ao nimero de Milnor.

No caso particular em que (X,0) é um germe de hipersuperficie com singularidade iso-
lada, também o niimero de Tjurina é menor ou igual ao nimero de Milnor, com igualdade
se, e somente se, (X,0) é quase homogénea. Inspirados por esse resultado, alguns autores
obtiveram uma desigualdade similar no contexto de germes de aplicacées. Considerando ger-
mes de aplicagoes f : (C",0)—(C"*1,0) (com (n,n + 1) nas boas dimensoes de Mather),
podemos considerar para estes germes dois invariantes: a @7.-codimensao definida e abordada
nos artigos de Mather (ver [63]), a qual é o nimero minimo de pardmetros necessédrios em
uma deformagao versal de f e o nimero de Milnor da imagem definido por Siersma ([57]) e
Mond ([42]), o qual é definido considerando fs uma estabilizacao de f, entao X, a imagem
de fs, tem o tipo de homotopia de um bouquet de esferas de dimensao real n e 0 nimero de
Milnor da imagem foi definido como o ntimero de esferas no bouquet.

Mond em ([43]) considera o caso n = 1 e demonstra que a %%-codimensao é menor ou igual
ao numero de Milnor da imagem com igualdade se, e somente se, f é quase homogénea. Para
n = 2 este mesmo resultado foi demonstrado independentemente por De Jong e Van Straten
([18]) e Mond ([42]). Para n > 3, esta desigualdade é um problema em aberto, conhecida
como a Conjectura de Mond.

Motivados pelo trabalho de Mond ([43]), estudamos o caso de germes de aplicagoes entre
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curvas planas. Mais precisamente, introduzimos para estes germes de aplicagoes, o nimero
de Milnor da imagem e utilizando a definicao de “Z-codimensao dada por Mond e Montaldi
([45]), obtivemos uma resposta positiva para a conjectura de Mond neste contexto.

Para facilitar a compreensao deste trabalho, buscamos apresentar no Capitulo 1 algumas
das definigoes utilizadas. Observamos que este trabalho possui duas partes independentes,
ligadas apenas pelo fato de serem formas de obter relagoes entre invariantes de germes de
aplicagoes.

No Capitulo 2, consideramos germes de aplicagoes com singularidade isolada sobre uma
singularidade determinantal isolada, denotamos por f : (X,0)—C. Para esses germes Nuno-
Ballesteros, Oréfice-Okamoto, Tomazella em ([49]) definem a caracteristica de Euler eva-
nescente da fibra, denotada por v(X N f~1(0),0). Nesse trabalho, mostraremos uma ca-
racterizagao para a caracteristica de Fuler evanescente da fibra, a partir deste resultado

demonstramos a seguinte igualdade
Buyx(0) = (=1)*(v(X N f71(0),0) = (X N p~1(0),0)), (1)

onde Euy x(0) denota a obstrucdo de Euler de f e p : CN—C é uma fungao linear genérica.
A partir do resultado (1), mostramos uma férmula que apresenta o nimero de Brasse-
let, definido por Dutertre e Grulha , Jr. em ([20]), em termos da caracteristica de Euler
evanescente da fibra
Byx(0) = (1) (X 1 f71(0),0) + 1.

Também utilizando (1) e uma férmula do tipo Lé-Greuel, dada por Nuno-Ballesteros,
Oréfice-Okamoto, Tomazella em ([49]), demonstramos a relagdo entre o nimero de Milnor
determinantal de uma funcao, pup(f), e a obstrucao de Euler de uma funcao, Euf x(0), a

saber,
Buyx(0) = (=1)%(up(f) — ma(X,0)),

onde mg(X,0) é a d-ésima multiplicidade polar definida neste caso por Nuno-Ballesteros,
Oréfice-Okamoto, Tomazella em ([49]).

Como consequéncia dos resultados citados acima, considerando o caso particular em que
(X,0) é uma curva reduzida, relacionamos a obstrugao de Euler de f com o nimero de Milnor
como definido por Goryunov ([27]). E para o caso em que (X,0) é uma interse¢ao completa
com singularidade isolada, obtivemos uma forma de calcular a obstrucao de Euler de f a
partir das dimensoes de duas algebras.

No Capitulo 3, demonstramos um resultado que estende a conjectura de Mond para o caso
de germes de aplicacoes entre curvas planas. Fazemos primeiramente um estudo sobre a .o7,-

codimensao, #7- codim(X, f), utilizando resultados dados por Mond e Montaldi ([45]) para o
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caso mais geral de germes de aplicagoes f : (X,0)—CP, onde (X, 0) é uma interse¢ao completa
com singularidade isolada. Nosso objetivo é dar uma caracterizagdo para a @.-codimensao
de f: (X,0)—(C2,0) onde (X,0) é uma curva plana com singularidade isolada.

Em seguida, introduzimos o nimero de Milnor da imagem, pu;(f), através da topologia
da imagem de uma perturbacao estavel de f. A imagem de uma perturbacao estavel de f
tem o tipo de homotopia de um bouquet de esferas de dimensao real 1 e definimos o nimero
de Milnor da imagem como sendo o nimero de esferas no bouquet.

A partir desses resultados para a @7.-codimensao e para o numero de Milnor da imagem,
obtemos o resultado que generaliza a conjectura de Mond neste contexto, mais precisamente,
sendo (X,0) uma curva plana com singularidade isolada e f : (X,0)—(C?,0) uma aplicagio

finita de grau 1 sobre sua imagem, entao,
He- codim(X, f) < pr(f),

com igualdade se, e somente se, (Y,0) é quase homogénea.

Finalizamos o capitulo com alguns exemplos apresentando os calculos destes invariantes.

O Apéndice A apresenta uma outra forma de demonstrar a igualdade entre a 27.-codimensao
e o nimero de Milnor da imagem para germes de aplicacdes f : (X, 0)—(C?,0), no caso par-
ticular em que (X,0) é uma curva irredutivel e ambas (X,0) e f sdo quase homogéneas com
mesmos pesos. Observamos que a leitura deste apéndice nao é necessaria para a compreensao
do trabalho, no entanto, resolvemos anexa-lo, pois este caso particular nos permitiu entender
melhor o problema e nos preparou para o caso geral.

Ressaltamos que os resultados do capitulo 2 compoem o artigo [2] e os do capitulo 3

pertencem ao artigo [1].



Capitulo 1
Pré-Requisitos

Temos como objetivo para este capitulo apresentar alguns conceitos e resultados que utiliza-

remos neste trabalho, buscando facilitar a compreensao do tema que abordaremos.

1.1 Anéis Cohen-Macaulay

Nesta secao, apresentamos a definicao de sequéncia regular e de anéis Cohen-Macaulay, para

mais detalhes sugerimos ([31]).

Definicao 1.1.1. Dizemos que um anel A é um anel local se A tem exatamante um ideal

maximal M. Denotamos um anel local por (4, M).

Definigao 1.1.2. Sejam A um anel e M um A-mdédulo. Uma sequéncia de elementos em A,

ai,--- ,an, ¢ uma sequéncia regular com respeito a M, ou uma M-sequéncia, se

M

e a; nao é um divisor de zero de
(a1, ,a;—1

T parat=1,---,n;
o M # (ay, - ,an)M.

Definicao 1.1.3. Sejam A um anel, I C A um ideal e M um A-moédulo. Se M # IM, entao o
comprimento maximo n de uma M-sequéncia ay,--- ,a, € I é chamada a I-profundidade de
M e denotada por depth(Z, M). Se M = IM entao a I-profundidade de M é por convengao
00. Se (A, M) é um anel local, entdao a M-profundidade de M é simplesmente chamada a

profundidade de M, i.e., depth(M) := depth(M, M).

Definigao 1.1.4. Seja A um anel. Seja C(A) o conjunto de todas as cadeias de ideais primos

estritamente crescentes em A, ou seja,

C(A)={P=(PyC---C P, C A); P ideal primo}.

21



1.1 Anéis Cohen-Macaulay 22

Seja P = (Py C--- Py, CA) e C(A), definimos lenght(P) :=m.

A dimensdo de Krull de A é definida como
dim(A) := sup {lenght(P); P € C(A)}.

Seja P C A um ideal primo e seja C(A, P) o suconjunto de C(A) que contém todas as

cadeias de ideais primos estritamente crescentes terminando em P, ou seja,
C(A,P)={P=(PyC---CPy)cC(A); P, =P}.

Definimos ht(P) := sup {lenght(P); P € C(A, P)}.
Para um ideal I C A arbitréario, ht(I) = inf {ht(P); P D I, P primo} e a dimensao de
Krull de I é definida como
dim(]) := dim(A/I).

Para M um A-mdédulo, a dimensao de Krull de M é definida por
dim(M) := dim(A/Ann(M)),
onde Ann(M) denota o ideal anulador de M.

Definicao 1.1.5. Sejam (A, M) um anel local, M um A-mddulo finitamente gerado. Dizemos

que M é um médulo Cohen-Macaulay se M =0ou M #0 e
depth(M) = dim(M).
Dizemos que A é um anel Cohen-Macaulay se ele é Cohen-Macaulay como um A-mdédulo.

Lema 1.1.6 ([31], Proposicao 7.7.9). Seja (A, M) um anel local Cohen-Macaulay e seja

T1, -, Ty € M. Entdo sdo equivalentes:
1. x1, -+ ,xp € uma A-sequéncia;
2. ht({x1,--- ,x;)) =1, para todo 1 < i < n;
3. ht({x1,--+ ,xpn)) =n;

4. T1,--+ , Xy € parte de um sistema de parametros de A.
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1.2 Germes de aplicacoes

Nesta secao, apresentaremos algumas defini¢oes da teoria de singularidades que serao utiliza-

dos no decorrer deste trabalho. Como referéncia para este assunto, recomendamos ([61, 63]).

Defini¢ao 1.2.1. Sejam S = {p1,---,p,} um subconjunto de C" e aplicagoes f : U—CP e
g : V—=CP, definidas em U,V C C" vizinhancas abertas de S. Dizemos que f é equivalente a

g, e denotamos f ~ g, se e somente se, existe uma vizinhanca aberta de S, W C U NV tal

que f|W = 9|W‘

As classes de equivaléncia segundo esta relagao sao chamadas de multigermes de aplicacoes
em S e denotadas por f: (C",S) — CP além disso, chamamos (C™, S) de fonte e CP de meta.
Quando S consiste de um tnico elemento x € C" as classes sao chamadas germes de aplicacoes
em z e denotadas por f: (C", z) — CP.

A colegao dos germes de aplicagoes em x é denotada por O, (n,p). Se x = 0, escrevemos
O(n,p). Além disso, se p = 1, escrevemos simplesmente O,,.

Observamos que, com as operagoes usuais de soma e multiplicagao das aplicagoes repre-
sentantes, O, é um anel comutativo com elemento unidade, noetheriano e local, cujo ideal
maximal é dado por M,, = {f € O, : f(0) =0}.

Dado um germe f = (f1,---, fp) € O(n,p), denotamos por Jf(x) := (gj:; (;1:)) a matriz

jacobiana de f em z, onde (z1,--- ,2,) é um sistema de coordenadas em C".

Defini¢ao 1.2.2. Dizemos que z € C" é um ponto singular de f se Jf(z) nao tem posto
maximo. Se x é o Unico ponto singular de f em uma vizinhanca de x em C", entao dizemos

que f tem uma singularidade isolada em z.

1.3 Germes de variedades analiticas

Nesta sec¢ao, introduzimos o conceito de germes de variedades analiticas, para mais detalhes
sugerimos ([32, 30]).

Para isso, consideramos a relacao de equivaléncia.

Definigao 1.3.1. Sejam X e Y subconjuntos de C", dizemos que X e Y sdo equivalentes na
origem se existe uma vizinhanca U de 0 tal que X NU =Y NU. Uma classe de equivaléncia
segundo esta relacao é chamada germe de conjunto na origem e denotado por (X,0), onde X

é um representante do germe.
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Definigao 1.3.2. Definimos um germe de variedade analitica (X, 0) como o germe na origem

de um conjunto da forma
X ={:€Cfi(z) = ... = fy(z) = O},

para fi,..., fr € Op.
Quando
X ={z€C" f(z) =0},

chamamos (X,0) um germe de hipersuperficie.

Definigao 1.3.3. Dado um ideal I de O, definimos a variedade de I por
o(I) ={z € C" f(z) =0,Vf € I},
e definimos o ideal de um germe de variedade X por
1 X)={f€0,: f(z)=0,Vx € X}.

Definicao 1.3.4. Dizemos que um germe de variedade X é irredutivel, quando para quaisquer

germes X e X5 tais que X = X U X3 entao X = X; ou X = Xo.

Proposicao 1.3.5. Seja X um germe de variedade, entao existem um inteiro positivo p e
X1,..., X, variedades irredutiveis, com X; ndo contida em X;, para todo i # j, tais que
X = X1U...UX,. Essas variedades sao unicamente determinadas, a menos da ordem, e

sao chamadas de componentes irredutiveis de X .

Definigao 1.3.6. Seja X um germe de variedade analitica, dizemos que um ponto z de X
é um ponto regular ou suave, se para alguma vizinhanga U de z, o conjunto V' N X pode
ser descrito como o conjunto dos zeros de um nimero finito de funcoes analiticas em V' que
possuem z como ponto regular. Um ponto de X nao regular é chamado de ponto singular de
X. Quando um ponto z é o unico ponto singular em uma vizinhanca de X, dizemos que x é

uma singularidade isolada.

Agora apresentamos a definicdo de hipersuperficie quase homogénea, para mais detalhes

sugerimos ([30]).

Definigao 1.3.7. Um polinémio

f= Z a,x® € C[x],

aeN"
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onde x = (1, - ,2y), é chamado quase homogéneo do tipo (w1, - ,wy;d) se wi, -+, wy,d

sao inteiros positivos satisfazendo
wieq + -+ wpay, = d

para cada o € N" com a, # 0. Os nimeros w; sao chamados os pesos e d é chamado o grau
de f.

Observamos que um polindmio quase homogéneo f do tipo (wi,--- ,wy;d) satisfaz a

relagao de Euler

7

- 0
d.f:Zwixia—;j em C[x]
i=1

e a relagao
f 2y, -ty =t f(2y, - ,xn) em Clx,t].

Definigao 1.3.8. Uma hipersuperficie com singularidade isolada (X, 0) C (C",0) é chamada

quase homogénea se existe um polinémio quase homogéneo f € C|zq,--- ,x,] tal que

Observamos que se (X,0) é uma hipersuperficie quase homogéna, entdo o nimero de
Milnor e o nimero de Tjurina coincidem. A reciproca foi demonstrada por Saito em ([54]),
logo (X,0) é uma hipersuperficie quase homogéna se, e somente se, o niumero de Milnor é

igual ao namero de Tjurina.

1.4 Curvas planas

Para mais detalhes sobre o tema abordado nesta secao, sugerimos ([30]).

Uma curva plana reduzida com singularidade isolada, é um germe de hipersuperficie 1-
dimensional com singularidade isolada, dada por uma série de poténcias reduzida f € M C
Clz,y}-

Mais especificamente, uma curva plana (C,0) é um germe de variedade analitica dado por
(C,0) == v(f) C (C%,0),

onde f € M C C{z,y} é uma série de poténcias e v(f) denota o germe do conjunto de zeros
de f, tal f é chamada uma equagao local para (C,0).

Além disso, se f = f{'"* -+ f}'" ¢ uma decomposicao irredutivel de f C C{z,y}, entao,

v(f) =v(f)U---Uu(fr)
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eparai=1,---,r, chamamos (C;,0) = v(f;) um ramo de (C,0), o qual é reduzido se n; = 1.
O germe (C, 0) é reduzido se, e somente se, para todoi = 1,--- ,r, tem-se n; igual a 1. Temos
que f é irredutivel se, e somente se, 7 = 1 e n; = 1. Logo, uma série de poténcias irredutivel
f define um germe irredutivel e reduzido (C,0). Para simplificar a notagdo, sempre que
nos referirmos a um germe irredutivel, estaremos considerando que o germe é irredutivel e
reduzido.

Agora, apresentamos a definicao de parametrizacao de uma curva plana com singularidade

isolada.

Definicao 1.4.1 ([30]). Seja (C,0) uma curva plana irredutivel com singularidade isolada.
Uma parametrizacao de (C,0) é um germe de aplicacdo analitica ¢ : (C,0)—(C2,0) dado por
t — (x(t),y(t)), tal que ¢(C,0) C (C,0) e satisfaz a propriedade da fatorizagao universal,
i.e, todo germe de aplicacdo analitica 1 : (C,0)—(C2,0) tal que (C,0) C (C,0), fatora ¢
de modo tinico, ou seja, existe uma tnica aplicacio analitica ¢ : (C,0)—(C,0) satisfazendo
p=voy .

Se (C,0) se decompdem em vdrios ramos, entdo uma parametrizacao de (C,0) é um

sistema de parametrizagoes dos ramos.

1.5 Intersecao completa com singularidade isolada

Nesta secao apresentamos as definicoes de intersecao completa com singularidade isolada,
para mais detalhes sugerimos ([38]).

Seja f : C"**—CF uma aplicacio holomorfa e consideremos X = f~1(0).

Definicao 1.5.1. Dizemos que X é uma intersecao completa geométrica se dimcX = n e
X for definida como o conjunto comum de zeros de k fungoes holomorfas. Dizemos que X é
uma interse¢do completa se o ideal 1(X) é gerado por k func¢oes holomorfas.

Proposigao 1.5.2. Sejam f : C"tF—CF uma aplicagio holomorfa e X = f~(0). Entdo, X
€ uma intersecao completa geométrica se, e somente se, € uma intersecao completa.

Quando X tem singularidade isolada, ou seja, X é uma interse¢do completa com singu-

laridade isolada, abreviamos por ICIS.

1.6 Transversalidade

Segundo o Teorema da Transversalidade de Thom (ver [25, Coroldrio 4.12]), se X e Y sao

variedades suaves com W uma subvariedade de Y, o conjunto das aplicagoes suaves de X em
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Y que interseptam W transversalmente é denso em C*°(X,Y).

Lema 1.6.1 ([25], Lema 4.6 - pagina 53). Sejam X, B e Y wvariedades suaves com W
uma subvariedade de Y. Seja j : B—C>®(X,Y) uma aplica¢io e defina ¢ : X x B=Y
por ¢(x,b) = j(b)(x). Supondo que ¢ € suave e que ¢ € tranversal a W, o conjunto {b €
B; j(b)é€ tranversal a W} é denso em B.

Lema 1.6.2 ([4], Lema 4.2). Sejam f : (C",0)—(CP,0) um germe de aplica¢ao e J um ideal
P

de O tal que 07 é uma anel regular. Seja I = f*(J) e suponhamos que v(I) e v(J) tenham

a mesma codimensao. Entao, as sequintes condigcoes sao equivalentes:
o f € tranversal a v(J);

On 4 .
=+ € regular;

% tem multiplicidade 1.

1.7 Aplicacoes finitas

Sejam X e Y espagos topologicos e f : X—Y uma aplicagdo. Dizemos que f é fechada se a
imagem de cada conjunto fechado em X é também fechado em Y. E dizemos que f é finita

se f é continua, fechada e f~'{y} é um conjunto finito, para todo y em Y.

Lema 1.7.1 ([17]). Seja f : (X, x)—(Y,y) uma aplicagdo entre germes de espagos analiticos.

Sao equivalentes:
e f ¢ finita;

o Ox, € um Oyy- médulo finitamente gerado;

. OX,ac
MY,yOX#c

o« /) ={x}.

Lema 1.7.2 ([28]). Se V' C (C",0) € um germe de conjunto analitico e w : V—(CP,0) € uma

€ um C-espaco vetorial de dimensdo finita;

aplicagao finita, entao (V') é um conjunto analitico.

1.8 &7.-codimensao

Nesta secao apresentamos resultados relacionados a o7.-codimensao, para mais detalhes su-

gerimos [63].
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Definigao 1.8.1. Dois germes f,g : (C",S)—(CP,0) sdo «7-equivalentes se existem germes
de difeomorfismos ¢ : (C", S)—(C", S) e 1 : (CP,0)—(CP,0) tais que g = o fo L.

O grupo & é o conjunto
{(e. )i : (C*,5)=(C", 5),¢: (C7,0)=(CP,0)}
dos pares de difeomorfismos com a operacao de composicao.

Apresentaremos a seguir a definicdo de germe estdvel, para isto consideremos uma de-

formagao do germe.

Definigao 1.8.2. Seja f : (C",S)—(CP,0) um germe de aplicacdo. Uma deformagcao a r-
parametros de f é um germe de aplicacao F' : (C" x C", S x {0})—(CP x C",0) dada por
F([L‘,U) = (fu(aj)’u) tal que fO = f

Na definicao a seguir, damos a nogao de .@7-equivaléncia para duas deformagoes.

Defini¢ao 1.8.3. Dizemos que duas deformacgoes F' : (C" x C", S x {0})—=(CP x C",0) e
G : (C"xCrS x{0})—(CP x C",0) sao 7-equivalentes (como deformacoes) se existem
difeomorfismos @ : (C" x C", S x {0})—(C"* x C", S x {0}) e ¥ : (CP x C",0)—(CP x C",0)

as quais sao deformagoes da identidade em C" e CP, respectivamente, tais que
G=VoFod !
Dadas essas defini¢oes, podemos definir germe estével.

Definicao 1.8.4. Dizemos que uma deformacdo F ¢é o -trivial se ela é o7/-equivalente &
uma deformagao constante f x id : (C" x C", S x {0})—(CP x C",0). O germe de aplicacao
f:(C" 8)—(CP,0) é estavel se toda deformagao é o7-trivial.

Observamos que se f é estavel, entao o quociente

d
TUF) — {Gifili=o: fo=f} |
(f) {%(% o f © ¢t_1)’t:0 : (,250 = ld, wo = 1d}

é igual a 0. Em geral, T'(f) é um espago vetorial cuja dimensdo, a o7-codimensio de f,
mede a falha da estabilidade.

Em outras palavras, se O(f) é o O,-mé6dulo dos campos de vetores ao longo de f, ©,, é
0 O,,-médulo dos campos de vetores em (C",0), tf : ©,—0O(f) é o morfismo de O,-mddulos
dado por tf(§) = df o ewf : ©,—0O(f) é o morfismo de O,-médulos dado por wf(n) =no f
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(onde O(f) é considerado como um O,-médulo via f* : O,—0,). Entao, a .a-codimensao

de f é dada por
o(f)
tf(On) +wf(Op)

Dizemos que f é o/-finito se esta dimensao é finita. Denotamos

- codim(f) = dim¢

Taef =tf(On) +wf(6p),
o qual é chamado de espago tangente estendido.

Definigao 1.8.5. Dizemos que uma deformacao F' é uma estabilizacdo de f, se para todo
u#0, fi: (C",S)—(CP,0) é estdvel .

Consideramos a defini¢ao e o resultado a seguir, para mais detalhes, sugerimos [14].
Definicao 1.8.6 ([14]). Seja f : (C",S)—(CP,0) germe de aplicagao, definimos
Lift(f) = (f) ™ (t£(On)),

ou seja, dado £ € O, temos £ € Lift(f) se, e somente se, existe n € ©,, tal que {o f =df on,
logo, wf (&) = tf(n), consequentemente, & € (wf) 1 (tf(On)).

Lema 1.8.7 ([14]). Seja f : (C",S)—(CP,0) germe de aplicagao comn < p, o -finito. Entdo,
Lift(f) = Derlog(Im f),

onde Derlog(Im f) € o Op-submddulo de ©, consistido de todos os campos de vetores tan-

gentes a imagem de f.

Agora analisamos o caso em que f : (X,0)—(CP,0) é um germe de aplicacao analitica e
(X,0) C (C",0) é um germe de variedade analitica, e apresentamos resultados os quais foram

adaptados da teoria cldssica de Thom-Mather quando (X, 0) é suave.
Definicao 1.8.8. Dois germes de aplicagoes f,g : (X,0)—(CP,0) sao «7/-equivalentes se
existem difeomorfismos ¢ e 1 tais que o seguinte diagrama é comutativo:

(X,0) —L~ (cr,0)

Pk

(X,0) —L= (CP,0)
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Definigao 1.8.9. Uma deformacao a r-parametros de f : (X,0)—(CP,0) é um par (F,n)
onde F : (X,0)—(C" x CP,0) e 7 : (X,0)—(C",0) é uma deformagao flat de (X,0), tal que
o diagrama

(x,0) —E= (Cr x CP,0)

l“ /
p1
(C,0)
comuta e ps o F|x = f, onde p1,p2 sdo as projegoes naturais de C" x CP a C",CP res-
pectivamente. Para simplificar, assumimos que (X,0) C (C" x C",0) e que 7(u,z) = u.

Entdo, F(u,z) = (u, fu(z)) e fo = f. Para cada u € C", escrevemos X, = 7 '(u) e
fu=(Flx,) : Xu—CP.

Definic¢do 1.8.10. Duas deformacdes F : (X,0)—(C" x CP,0) e G : (X,0)—(C" x CP,0) séo

o/ -equivalentes (como deformagoes) se existem difeomorfismos ® e U tais que o diagrama

(x,0) —E= (C" x CP,0)

b

(X,0) —%= (C" x CP,0)

comuta e, além disso, ® e ¥ sao deformacoes de suas respectivas aplicagoes identidades.

Definicao 1.8.11. Dizemos que uma deformacao F' é 7-trivial se ela é &/-equivalente a
uma deformacao constante id x f : (C" x X,0)—(C" x CP,0). O germe de aplicagao f :
(X,0)—(CP,0) é estavel se toda deformagao é .o7-trivial.

Definicao 1.8.12. Dizemos que uma deformacao F' é uma estabilizagao de f, se para todo

u#0, fu:(Xu, 0)—(CP,0) é estavel, isto é, X, é suave e f, é estavel no sentido usual.

Definicao 1.8.13. Dada F : (X,0)—(C" x CP,0) uma deformacao de f e h : (C*,0)—(C",0)
um germe de aplicacao analitica, o pull-back de F' por h é a deformacao h*F definida pelo
diagrama
(C* x¢r X,0) 225 (C# x €7, 0)
o
(C*,0)

onde C* xcr X = {(v, (u,z)) € C°* x X : h(v) = u}, (v, (u,x)) = v e W*F(v,(u,z)) =
(v, fr)(7)). Dizemos que F' é versal se toda deformacdo de f é o7-equivalente a h*F para

algum h.
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Definicao 1.8.14. A <7.-codimensao de f : (X,0)—(CP,0) é definida como

o(f)
f(Ox0) +wf(Op)
onde Ox o = O0,/I1(X,0) é o anel local de (X, 0) sendo I(X,0) o ideal de O,, das funcoes que

se anulam em X, ©(f) é o Ox p-médulo dos campos de vetores ao longo de f, i.e., germes

- codim(f) = dim¢ ;

holomorfos & : (X,0)—=TCP tal que mo& = f (onde 7w : TCP—CP é a projecao canonica), © x o
¢ 0 Ox p-moédulo dos campos de vetores em (X, 0), i.e.,
Ox o Derlog(X, 0)7

’ 1(X,0)0,
onde Derlog(X, 0) é o Op,-submédulo de O,, consistido de todos os campos de vetores tangentes
a X, 0, éo O,-mbédulo dos campos de vetores em (C",0), tf : O x o—O(f) é o morfismo de
Ox o-médulos dado por tf(§) = df o€ ewf : ©,—0O(f) é o morfismo de Op-médulos dado por
wf(n) =mno f (onde O(f) é considerado como um O,-mddulo via f* : O,—+Ox ). Dizemos

que f é «/-finito se esta dimensao é finita. Dizemos que f é do tipo finito se

m o(f)
dime tf(©x,0) + (f*mp)Ox = oo

Observamos que a .-codimensao de f : (X,0)—(CP,0), foi denotada da mesma forma

que a ,.-codimensao de f : (C™, 0)—(CP,0), por isso sempre deixaremos claro a meta da
aplicacao para a qual estamos considerando a @7.-codimensao.

No caso em que (X,0) é uma ICIS também podemos considerar a o7.-codimensao no
sentido de Mond e Montaldi [45]: .oZ-codim(X, f) é igual ao nimero minimo de parametros
em uma deformagao versal (onde deformamos simultaneamente X e f), temos os seguintes

resultados de Mond e Montaldi.

Observacao 1.8.15. Sejam (X,0) uma ICISe f : (X,0)—(CP,0) é do tipo finito. Denotamos
por h : (C"F 0)—=(C*,0) o germe de aplicacdo tal que X = h~1(0) e denotamos por f :
(C"** 0)—(CP,0) uma extensdo holomorfa de f. Entdo, por Mond e Montaldi ([45]), existe
uma deformacao estavel G : (C*t* x C",0)—(CF? x C,0) de (h, f) : (C*t*,0)—(Ck+P,0),
tal que o diagrama

(CvHk % €7, 0) —% (CHHP x C7,0)

d il
(X7 0) L ((CP7 O)
comuta, onde i(x) = (z,0) e y(u) = (0,u,0). Além disso,
e(v)

Acodim(X. f) — d .
codim(X, f) = dimc tv(0,) + v* Derlog D(G)
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Teorema 1.8.16 ([45]). Seja (X,0) uma ICIS e f : (X,0)—(CP,0) € do tipo finito. O

numero minimo de pardametros em uma deformagao versal de f € igual ao nimero
,-codim(X, f) = -codim(f) + 7(X,0),

onde 7(X,0) € o numero de Tjurina de (X,0), isto é, o nimero minimo de parametros em

uma deformagao versal de (X,0).

Deste teorema segue o seguinte resultado, no qual a segunda afirmacao é uma genera-

lizacao do critério de Mather-Gaffney (ver [63]).
Corolério 1.8.17. Seja (X,0) uma ICIS e f: (X,0)—(CP,0) € do tipo finito.
1. f € estavel se, e somente se, X € suave e f € estdvel no sentido usual.

2. f é .o -finito se, e somente se, f tem instabilidade isolada (i.e., existe um representante

f: X—B: tal que para todo y € B.\ {0}, o multigerme de f em f~1(y) NS € estdvel).

Outra consequéncia do Teorema 1.8.16 é a existéncia de uma estabilizagao para germes de
aplicacoes analiticas f : (X,0)—(CP,0) quando f é &/-finito e (d, p) estao nas boas dimensoes
de Mather (d = dim(X,0)).

1.9 Obstrucao de Euler

O objetivo nesta secao é expor alguns resultados da obstrucao de Euler. Como referéncia
bésica para esse assunto sugerimos [7].

A obstrucao local de Euler, ou simplesmente obstrugao de Euler, foi introduzida por
MacPherson em [39] como uma de suas principais ferramentas na demonstracao da conjec-
tura de Deligne e Grothendieck sobre a existéncia e unicidade de classes caracteristicas de
variedades singulares. Uma definicao equivalente deste conceito foi dada por Brasselet e
Schwartz em [6] utilizando teoria de obstrugao, neste trabalho os autores provaram que as
classes de Schwartz de uma variedade singular coincide com as classes de MacPherson.

Usando a definicao de MacPherson, a obstrucao de Euler nao é facilmente calculada, o
que motivou a obtengao de férmulas que facilitassem o seu calculo. Em [8], Brasselet, Lé e

Seade apresentaram uma féormula de natureza topolégica para a obstrugao de Euler.

Definigao 1.9.1. Uma forma linear complexa genérica (com respeito a X) é uma forma
linear complexa p : U—C tal que 0 € p~1(0) e Ker(p) é transversal a todos os limites de

espacos tangentes {1, V;}, para todo estrato V; e toda sequéncia {x,} C V; convergindo a 0.
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Teorema 1.9.2 ([8], Teorema 3.1). Sejam (X,0) um germe de variedade analitica compleza
e {Vi} uma estratificagao de Whitney de X. Seja p : U—C uma forma linear genérica, onde

U € uma vizinhanca aberta de 0 em C". Temos entao:

Bux(0) =Y x(VinB. Np~'(to)). Bux (Vi)
i
onde B, é uma pequena bola fechada em torno da origem em C™, tg € C\{0} tal que |[to] << 1
e Bux(V;) é a obstrucao de Euler de X em qualquer ponto do estrato V.

Uma sequéncia natural deste resultado é o trabalho [5], de Brasselet, Massey, Parameswa-
ran e Seade, no qual os autores introduzem um novo conceito, a obstrugao de Euler de uma
funcao e demonstram um resultado que compara a obstrucao de Euler e a obstrucao de Euler

de uma funcgao pela férmula:

BEux(0) = <Z x(VinB: N fl(to)).EuX(w)> + Eug x(0).
i
Observagao 1.9.3. Algumas propriedades importantes da obstrucao de Euler:
e A obstrucio de Euler em um ponto regular é igual & 1.

e A obstrugdo de Euler em um ponto de uma curva é exatamente a multiplicidade do

ponto sobre a curva [26].
e A obstrugao de Euler é constante ao longo de cada estrato de uma estratificagdo Whit-
ney.

e Fuyxyxy(a,b) = Eux(a)- Euy(b),Va e X,Vbe Y.

1.10 Obstrucao de Euler de uma funcao

Como observado na se¢ao anterior, a obstrucao de Euler de uma funcao f foi introduzida por
Brasselet, Massey, Parameswaran e Seade em [5]. Em certos aspectos, a obstrucao de Euler
de uma funcado é uma generalizacao do importante invariante da Teoria de Singularidades,
o numero de Milnor. O resultado a seguir apresenta uma comparacao entre a obstrucao de

Fuler e a obstrugao de Euler de uma fungao.

Teorema 1.10.1 ([5], Teorema 3.1). Seja f : (X,0)—(C,0) com singularidade isolada na
origem e {V;} uma estratificagao de Whitney de X. Entao,

Bux(0) = (Z x(VinB. N f‘l(to)>-EuX(W)) + Euf x(0)



1.10 Obstrucao de Euler de uma funcgao 34

onde € € suficientemente pequeno, to € C\{0} € tal que |[to]| << 1 e Eux(V;) € a obstrugao

de Fuler de X em qualquer ponto do estrato V.

Observagao 1.10.2 ([5], Observagdo 3.4). Se X = C? e f : (C% 0)—(C,0) é uma fungdo

analitica com singularidade isolada na origem e nimero de Milnor u(f), entao

Buyea(0) = (=1)%u(f).

O caso em que (X,0) tem uma singularidade isolada

Quando (X, 0) é uma variedade analitica com singularidade isolada, segue dos Teoremas 1.9.2

e 1.10.1 e da observacao 1.9.3, as seguintes equagoes

Eux(0) = x(X Np~'(to)) (1.1)

Buyx(0) = Bux (0) = x(X N f " (to)- (1.2)

De fato, do Teorema 1.9.2 temos
Bux(0) = 3" x(Vi 1 Be 1 p~ t0) B (V0),
(X,0) tem singularidade isolada, entao os estratos sao {X \ {0}, {0}}, logo
Bux(0) = x({0} N B N p~"(to))- Bux ({0}) + x(X \ {0} N B N p~"(to))- Bux (X \ {0}),
como p~ () ndo contém a origem temos
{0}np~tt)) =0 e x({0}NB.Np '(ty)) = 0.

Também, da observagao 1.9.3, segue que Fux (X \{0}) = 1 e ainda, como p~! (o) ndo contém
a origem entdo X \ {0} Np~L(tg) = X Np~L(to).

Portanto,
Eux(0) = 0.Eux ({0}) + x(X Np~'(t)).1 = x(X Np~'(to))-

Da mesma forma, do Teorema 1.10.1 temos
Fux(0) = <Z x(VinB. N f—l(to)).EuX(w)> + Eug x(0),
i
das observacoes feitas anteriormente e do fato que f~!(¢y) ndo contém a origem, temos

Eux(0) = 0.Eux({0}) + x(X N f~1(t0)).1 + Euy x(0).

Portanto,
EU,ﬂx(O) = EUX(O) - X(X N fﬁl(to)).



Capitulo 2

Numero de Milnor determinantal e

obstrucao de Euler de uma funcao

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar uma férmula que relaciona o nimero de Milnor
determinantal & obstrucao de Euler de uma funcao.

O numero de Milnor determinantal foi definido por Nuno-Ballesteros, Oréfice-Okamoto,
Tomazella em ([49]), para germes de fungoes sobre uma singularidade determinantal isolada.
Neste mesmo artigo, os autores apresentam uma relagao entre a obstrucao de Euler e a
caracteristica de Euler evanescente. Um resultado de Seade, Tibar e Verjovsky em ([55]),
mostra uma relacao entre a obstrucao de Euler de uma funcao e o nimero de Milnor-Lé no
caso de germes de fungoes analiticas com singularidade isolada sobre uma interse¢ao completa
com singularidade isolada. Estas relacoes nos motivaram a encontrar uma relacao entre o
numero de Milnor determinantal e a obstrucdao de Euler de uma funcao.

Para melhor compreensao do resultado que relaciona a obstrugao de Euler de uma fungao
ao numero de Milnor determinantal, comecaremos este capitulo, introduzindo definicoes a
respeito das variedades determinantais.

Uma variedade determinantal com singularidade isolada é um tipo de variedade analitica
que pode ser naturalmente considerado como uma generalizacao para ICIS. Estes germes de
variedades em C%, sdo dados como zeros de certos menores de matrizes cujos elementos sao
germes de funcao em Opy.

Variedades determinantais aparecem de maneira natural em teoria de singularidades.
Um exemplo é o conjunto dos pontos singulares, S(f), de um germe de aplicacdo f :
(C™,0)—(CP,0), o qual é dado pelos menores de ordem maximal da matriz jacobiana de

f. Muito autores estudaram estas variedades ([15, 22, 24, 33, 49, 58]).

35



36

Nosso objetivo é apresentar a definicao de singularidade determinantal isolada (SDI), um
tipo especial de variedade determinantal e apresentar alguns resultados relacionados a SDI,
para mais detalhes sugerimos ([3, 49]).

Consideramos 0 < s < m < n numeros inteiros, denotamos por M,, , o conjunto das
matrizes complexas de ordem m X n e por My, , o subconjunto de My, que contém as
matrizes com rank menor que s. O conjunto My, ,, é uma subvariedade algébrica irredutivel
de My, ,, com codimensao igual a (m—s+1)(n—s+1) e é chamado a variedade determinantal
genérica do tipo (m,n;s). Seja F : (CN,O)—>(Mm7n,0) o germe de aplicacdo definido por
F(x) = (fij(z)) com fij € Oy, para0 <i<me0<j<n. Seja (X,0)C (CV,0) o germe
analitico dado por (X,0) = (F~1(M§, ,,),0).

Dizemos que (X,0) é uma variedade determinantal do tipo (m,n;s) em (CV,0) se a

dimensao de (X, 0) é igual a
N—-—(m—-s+1)(n—s+1).

Seja (X,0) uma variedade determinantal do tipo (m,n;s) em (CV,0) satisfazendo a
condicao

s=1louN<(m-—s+2)(n—s+2). (*)

Dizemos que tal (X,0) é uma singularidade determinantal isolada (SDI) se X é suave em x
e rank F'(x) = s — 1, para todo = # 0 em uma vizinhanga da origem.

Observamos que se s = 1, entao a condigao (*) é autométicamente satisfeita e neste caso
(X,0) é uma SDI se, e somente se, (X,0) é uma ICIS.

Seja (X,0) uma SDI, para uma matriz A € My, n, seja Fa : (CV,0)—M,,,, a aplicacio
definida por Fy(x) = F(x) + A, denotamos X4 := FZI(M;‘;’M)

A caracteristica de Euler evanescente de (X,0) é definida em ([49]) por
v(X,0) = (=1)"(x(Xa) = 1),

onde d = dim X e A é tal que X4 é suave e rank(F4(z)) = s — 1 para todo z € X 4.

Como observado em ([49]) a caracteristica de Euler evanescente de uma SDI generaliza o
nimero de Milnor. Porém nao é possivel garantir que v(X,0) é igual ao d-ésimo nimero de
Betti de (X, 0), o que geralmente se pede do niimero de Milnor p(X,0) para os demais casos.

Agora, considerando (X, 0) uma SDI e f : (CV,0) — (C,0) um germe de funcio analitica
tal que f|X tem singularidade isolada na origem.

A caracterfstica de Euler evanescente da fibra (X N f71(0),0) ¢é definida em ([49]) por

v(X N F7H0),0) = ()T ((Xan fi(e) — 1),



37

com (a,A,c) € CN x My,,, x C genérico, tal que, X4 é suave e rank(F4(x)) = s — 1 para
todo © € Xy; fq é funcdo de Morse e ¢ é um valor regular de f,|x,.

Observamos que se (X,0) é uma ICIS, entdao v(X,0) e v(X N f~1(0),0) sdo iguais aos
nimeros de Milnor u(X,0) e u(X N f~1(0),0), respectivamente, como definido por Hamm
em ([34]).

No caso em que (X,0) é uma SDI e f : (X,0) — (C,0) é um germe de fungao analitica

com singularidade isolada. O nimero de Milnor determinantal de f é definido em ([49]) por

1o (f) = #X (falxa)

com A € My, e a=(a,...,an) € CY genéricos tal que f,|x, : Xa—C é uma funcio de
Morse, onde fo(z1,...,2n) = f(x1,...,2N) + @121 + -+ anzy .

Em [49], aparece uma férmula do tipo Lé-Greuel para o caso em que (X,0) é uma SDI.

Teorema 2.0.3 ([49]). Dada f : (X,0)—(C,0) um germe de fun¢ao com singularidade iso-
lada e (X,0) wuma SDI. Entdo,

pp(f) = v(X,0) +v(X N f71(0),0).
Pelo teorema 2.0.3 e pela férmula de Lé-Greuel, se (X,0) é uma ICIS definida pela
aplicacdo (¢1,---,éx) : (C™,0)—(C*,0) , entdo

O,
¢17"' 7¢k>+‘](¢17 7¢]€7f)'

Ainda no caso em que (X,0) é uma ICIS, Gaffney em ([23]), define a d-ésima multiplici-

pp(f) = dimc (

dade polar de (X,0) (onde d é a dimensao de X) como
On
(D1, o) + (b1, Pk, D)
onde (X,0) = ((¢1,---,¢r)"1(0),0) € (CN,0) e p: (CV,0) — C é uma aplicacio linear

genérica.

md(X, 0) = dim(c

Seguindo isto, em ([49]), foi definida a d-ésima multiplicidade polar de uma SDI por

mq(X,0) == #X(p[x,),

entao, mg(X,0) = up(p), onde p: (X,0)—C é uma aplicacdo linear genérica.
Se (X,0) é uma SDI por [49] existe uma relacdo entre a obstrugdo de Euler e a carac-

teristica de Euler evanescente.
Teorema 2.0.4 ([49]). Seja (X,0) wma SDI de dimensao d. Entao,

Eux (0) 4+ (=1)%mg(X,0) = 14 (-1)%v(X, 0).
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A seguir, apresentaremos o resultado que relaciona a obstrucdo de Euler de uma funcao
ao nimero de Milnor-Lé, dado por Seade, Tibar e Verjovsky em ([55]).

Em [60], Lé D. T. generaliza o nimero de Milnor para funcoes analiticas definidas em
(X,0) um germe de espaco analitico complexo tal que a profundidade homotépica retificada
de X em 0, denotada por rhd(X,0) satisfaz

rhd(X,0) = dime(X,0).

Sendo X um representante suficientemente pequeno de (X, 0), a fibra de Milnor da funcao
analitica complexa f, definida em X, com singularidade isolada na origem, tem o tipo de
homotopia de um bouquet de esferas. O nimero de Milnor-Lé denotado por ur(f) é definido
como o numero de esferas no bouquet.

No caso em que (X,0) é uma ICIS e f : (X,0)—C é um germe de funcao analitica com
singularidade isolada, em [55], os autores mostram uma relagao entre a obstrucao de Euler

de f e o nimero de Milnor-Lé de f.

Teorema 2.0.5 ([55]). Sejam (X,0) uma ICIS de dimensdo d, f: (X,0) — C um germe de

funcdo analitica com singularidade isolada e p uma forma linear genérica. Entdo,

Bug x(0) = (1) [ur(f) = pr(p)].

Um dos objetivos na se¢ao 2.1 é provar um resultado do tipo do teorema anterior quando
(X,0) é uma SDI. Para isto, observamos que a obstru¢ao de Euler de uma fungao é definida
para germes de funcao f : (X,0)—C com singularidade isolada para qualquer variedade
analitica (X,0). E em [49] os autores definem um analogo ao niimero de Milnor-Lé do germe

f :(X,0)—C quando (X,0) é uma SDI, a chamada caracteristica de Euler evanescente da
fibra X N £71(0).

2.1 Relacionando o nimero de Milnor determinan-
tal a obstrucao de Euler de uma funcao

Nesta secao, relacionamos o ntimero de Milnor determinantal & obstrucao de Euler de uma
funcao. Os resultados desta secao foram apresentados no artigo [2].

A caracterfstica de Euler evanescente da fibra v(X N f71(0)) foi definida em [49]. Com
os resultados a seguir damos uma caracterizacao para a caracteristica de Euler evanescente

da fibra, ou seja, mostraremos que

v(X N F7H0),0) = (DT (X N fTHe) - 1),
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onde ¢ é um valor regular de f suficientemente proximo da origem. Utilizaremos esta carac-
terizagao, para mostrar a relagdo entre a obstrucao de Euler de uma fungao e a caracteristica
de Euler evanescente da fibra.

Seja (X,0) = (F_l(Mﬁw),O) C (CY,0) uma SDI. Para uma matriz A € My, ,,, seja Fj :
(CN,0)—M,,, a aplicacio definida por Fa(z) = F(x) + A, denotamos X4 := Fgl(ann)
Seja f : (X,0) — (C,0) é um germe de funcdo analitica com singularidade isolada. Para
a = (ay,...,an) € CN seja falx, : Xa—C, definida por fy(x1,...,2n) = f(z1,....2N) +

air1+---+anNTn .

Lema 2.1.1. Sejam (X,0) uma SDI e f: (X,0) — (C,0) um germe de fun¢ao analitica com
singularidade isolada. Entdo, existe um aberto de Zariski nao vazio W C CN x My x C
tal que para todo (a, A,c) € W temos Xa N f1(c) suave e rank(Fa(z)) = s — 1, para todo
r€Xan fl(e).

Demonstracio. Escolhemos uma bola aberta B C CV tal que X é suave em x, rank(F(z)) =

s —1e f éregular em x, para todo z € B\{0}. Denotamos

C= {(a,A,¢,2) €CN X My, xCxCN:z€ Xan f7(c) e ouz éum
ponto singular de X4 N f,1(c) ou rank(Fa(z)) < s — 1}.

e
C= {(a,A,c) € CN x My, x C: XaN f;1(c) ndo é regular ou
rank(Fa(z)) < s — 1, para algum z € X4 N f, (c)}.
Entdo, C' é um subconjunto analitico de CV x M. x C x CN. De fato,
C = v(Leodimx+1(Ja,ac) + (14, gra, b)) Uv(Ts—1(Fa(x)) + (gra, -+ gra, b)),
onde gi14, - ,9kA € ONitmn s80 os menores de ordem s de F' + A, I.(M) denota o ideal

gerado pelos menores de ordem r da matriz M, h : CV x C x CV — C é definido por
h(a,c,x) = fo(x) —ce

9914 ... 9914
aCEl 8:BN

J =
a4 Ogka ... Ogka
o1 oxr N
Oh . Oh
o1 oz N

Agora, consideramos:

T (C,0) — (CN x My, x C,0)
(a7 A’ C’ x) H (a’ A7 C)
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Temos 7~ 1(0) = {0}, pois se rank(F(z)) < s — 1 ou z é ponto singular de X N f~1(0),
entao x = 0. Assim, pelo Lema 1.7.1, 7 é uma aplicacao finita e, pelo Lema 1.7.2, C' = W(C’)
é um subconjunto analitico de CN x My, x C.

Tomamos o aberto de Zariski W = CV x My, x C\ C. Precisamos mostrar que W é
nao vazio.

De fato, dado (0,0,c) € CV x M, x C, com ¢ um valor regular de f suficientemente
préximo da origem. Temos X N f~1(c) suave, pois S(XNf~1(c)) € S(f), f tem singularidade
isolada na origem e X N f~!(c) ndo contém a origem. Temos também que rank(F(z)) = s—1,
para todo x € X N f~!(c), pois X é uma SDI.

Portanto, (0,0, c) pertence a W e, consequentemente, W é um conjunto nao vazio. ]

Lema 2.1.2. Seja ¢ : CN x My, , xCxCN — M, ,, xC a aplicagdo definida por ¢(a, A, c,x) =
(Fa(z), fa(z) — ¢). Denotamos ¢q.a.c: Cn — My, n X C a aplicagcdo ¢q.a.(x) = ¢(a, A, c,x).
Se (a, A, c) pertence a W, o aberto de Zariski dado pelo Lema 2.1.1, entdo ¢q 4 € transversal
a X571 x {0}.

Demonstragao. Podemos identificar M,,, x C = C™ x C com sistema de coordenadas
((mij)mxn’z)‘

Fixamos um representante (a, A,c) € W, entdo pelo Lema 2.1.1, X4 N f; !(c) é suave
e posto(Fa(z)) = s — 1, para todo z € X4 N f;1(c). Mostremos que ¢q 4 ¢ transversal a
¥ x {0},

Seja (B,0) € ¢a,4,(CY)N (71 x {0}). Como £*71 x {0} ¢ aberto em My, ,, x {0}, entao

O(mn+1,(3,0))

(mn+1,(B,0)
(25 Tx{0}) 7

o anel local é igual ao anel local © , onde

J = IS((I'ij)an)—F < z >.

O mn z ’ . p—
%’(3’0)) ¢ um anel regular e OTN é regular, onde I = ¢Z,A76(J), pois XANf1(c)

Assim,
é suave e rank(Fa(z)) = s — 1, para todo z € X4 N f; (c).

Portanto, pelo Lema 1.6.2, ¢q 4. ¢ transversal a £°~1 x {0}. O

Para relacionar a obstrucao de Euler de uma funcao a caracteristica de Euler evanescente
da fibra, precisamos mostrar que a caracteristica de Fuler evanescente da fibra pode ser

escrita como
v(X N f710),0) = (=) (X N 7 (e) - 1)

Observamos que a caracteristica de Euler evanescente da fibra foi definida em ([49]) por

(X N F7H0),0) = (=) ((Xa N £ (e) — 1),
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com (a,A,c) € CN x My,,, x C genérico, tal que, X4 é suave e rank(F4(x)) = s — 1 para
todo = € Xy4; f, é fungao de Morse e ¢ é um valor regular de f,|x,. Estes valores (a, A, c) €
CN x M., » x C satisfazendo essas condicoes, pertencem ao aberto de Zariki W dado pelo
Lema 2.1.1.

Entao, precisamos provar que x(X4 N f; !(c)) independe de (a, A, ¢) no aberto de Zariski
dado pelo Lema 2.1.1.

Proposigao 2.1.3. Sejam (X,0) = (F~1(M§,,,),0) C (CV,0) uma SDI e f : (X,0) — (C,0)
um germe de funcdo analitica com singularidade isolada. Entdo, x(XaNf,1(c)) ndo depende

de (a, A, c) pertencente ao aberto de Zariski W dado pelo Lema 2.1.1.

Demonstragao. Seja W o aberto de Zariski nao vazio dado pelo Lema 2.1.1. Consideramos
a aplicacao,
T g (EIx{0}) - W
(a,A,c,x) = (a,A4,c)
Entdo, m é uma submersao. De fato, dado (a,A,c) € W, entdo ¢, 4, € transversal a
¥5~1 x {0}, pelo Lema 2.1.2. Logo, para cada x € qﬁ;i‘,c(ES*l x {0}),

da,acl,(TeCV) + Ty, 4 (@)(Z57" ¥ {0}) = Ty, 4 () (M X C).

Entao,
d¢|(a,A,c,m) (0 x 0 x0x TxCN) + T(]ﬁ(a,A, (Es ! X {0}) T¢ aAc:C)( m,n X (C)
Temos
dﬂ-‘ (a,A,c,x) : T(a,A,c,x)¢_1(ES_1 X {0}) — T(a,A,c) ((CN X Mm,n X (C)
Logo,

T(a,A,c,z) ((CN X Mm,n x C x CN) = (dgb’(a,A,c,:p))il(T¢(a,A,c,x)CN X Mm,n X (C)
=0x0x0xT,CN+ (dg) A7C’z))_1(T¢(a7 Aeny S x {0})
=0x0x0xT,CN +Tigacmd H(Z7! x {0}).
Assim,

dﬂ-| (a,A,c,x) ( (a,A,c,x)¢_1(Zs_1 X {O})) = T(a,A,c) ((CN X Mm,n X (C)
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Portanto, (a, A, c) é um valor regular de 7. Logo, 7 é submersao e, consequentemente, 7

é uma fibracao sobre o conexo W. Como,

e
=
o
8
S~— :_./ N—
ASS
—~
e
=
o
8
S~—
m
™
v
|
—_
X
~
(e}
——
—

temos,

X(Xan f1 () =x({(a, 4,¢) x XaN fi(0)}) = x(77(a, 4, c)).

Portanto, x(Xa N f; !(c)) ndo depende de (a, 4,c) € W. O

Coroldrio 2.1.4. Sejam (X,0) = (F~'(M;,,),0) C (CV,0) wma SDI ¢ f : (X,0) — (C,0)
um germe de funcdo analitica com singularidade isolada. Dado c valor reqular de f sufici-

entemente prézimo da origem, a caracteristica de Euler evanescente da fibra X N f~1(0) é

dada por
v(X N f710),0) = (=) (x(X N T (e) D).

Demonstragdo. Por definicio, a caracteristica de Euler evanescente da fibra X N f~1(0) é
y(X N f710),0) = (=) (x(Xan £ () - 1),

onde (a, A, c) € CN x M, ,, x C sio valores genéricos tais que X4 é suave, f,| x, ¢ uma fungao
de Morse e ¢ é um valor regular de f| x,- Entao, (a, A, c) pertence ao aberto de Zariski W,
dado pelo Lema 2.1.1.

Logo, pela Proposicao 2.1.3, a caracteristica de Euler evanescente da fibra X N f~1(0)
nao depende de (a, A, ¢) pertencente a W.

Assim, dado (0,0,c) € CN x M,,,, x C, com ¢ um valor regular de f : (X,0) — C, entdo
(0,0, c) pertence a W, logo

v(X N o) = (DT X N ) - D).
O

Recordamos as equagoes 1.1 e 1.2, as quais sao vélidas quando (X,0) tem singularidade

isolada

Eux(0) =x(XNp~'(to)) e Euypx(0)=FEux(0)—x(X N f'(t)),



2.1 Relacionando up(f) e Eusx(0) 43

estas equagoes serao utilizadas nos préximos resultados.
Agora podemos demonstrar o principal resultado desta secao, o qual relaciona a obstrugao

de Euler de uma funcao a caracteristica de Euler evanescente da fibra.

Teorema 2.1.5. Sejam (X,0) = (F~*(M;,,),0) C (CN,0) wma SDI, f : (X,0) — C um
germe de func¢do analitica com singularidade isolada e p : (X,0) — C € uma aplicagdo linear

genérica. Entao,
Buyx(0) = (=1)*(v(X N f7(0),0) = (X N p~1(0),0)).

Demonstragao. Pelas equagoes 1.1 e 1.2, obtemos,

Buyx(0) = x(X Np~"(to)) — x(X N f~"(t0))-

Pelo Corolério 2.1.4,

v(X N f710),0) = (1) (x(X N (ko)) — 1)

v(X Np~1(0),0) = (1) ((X Np~' (ko)) — 1),
portanto,
Eug x(0) = (=) ((X N f71(0),0) — (X N p~'(0),0)).

O]

Segue deste resultado, a relacao entre a obstrucao de Fuler de uma funcao e o niimero de
Milnor determinantal.

Pelo Teorema 2.0.3 e pelo Teorema 2.1.5, temos

Busx(0) = (-1)*w(X N f740),0) — v(X Nnp~(0),0))
= (=D @(X N f7(0),0) + ¥(X,0) — v(X,0) — v(X Np~'(0),0))
= (=D)%up(f) — ma(X,0)),

o que demonstra o corolario a seguir.

Corolario 2.1.6. Sejam (X,0) = (F~'(Mj,,),0) C (CV,0) wma SDI ¢ f : (X,0) — (C,0)

um germe de func¢ao analitica com singularidade isolada. Entdo,

Buyx(0) = (=1)%(up(f) — ma(X.0)).
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Para germes (X,0) C (CV,0) e f : (X,0)—C, o niimero de Brasselet foi definido por
Dutertre e Grulha Jr ([20]). Em particular, quando f tem singularidade isolada, o nimero
de Brasselet é igual a

B¢ x(0) = Eux(0) — Euys x(0).

Das equacoes 1.1 e 1.2, sabemos que
Eux (0) = Buyx(0) = x(X N f~}(c)),
para ¢ um ndmero complexo genérico. Além disso, pelo corolario 2.1.4, temos
X(X N ) = (1) (X N f710),0) + 1.

Assim, temos a seguinte proposicao, a qual relaciona o niimero de Brasselet & caracteristica
de Euler evanescente da fibra.
Proposi¢ao 2.1.7. Sejam (X,0) C (CV,0) uma SDI e f : (X,0) — (C,0) um germe de
funcdo analitica com singularidade isolada. Entao,

By x(0) = (=) 'u(X N £71(0),0) + 1.

Podemos, também, relacionar a obstrugao de Euler de uma fungao Fuy x (0) ao nimero de
Milnor u(f), para um germe de funcao finita f : (X,0)—(C,0), onde X é uma curva reduzida
e u(f) é o nimero de Milnor como definido por Goryunov ([27]) e Mond, van Straten ([47]).

Pelas equagoes 1.1 e 1.2, temos

Euyx(0) = x(X Np~H(c) = x(X N f7H(e)),
onde p é uma aplicacao linear genérica e ¢ é um niimero complexo genérico. Observamos que
X(X Np~1(c)) é igual a multiplicidade de (X,0), mo(X,0) e x(X N f~!(c)) é o grau de f,
deg f. Nuno-Ballesteros e Tomazella ([50]) provam que

deg f = p(f) — p(X,0) + 1,

onde p(X,0) é o nimero de Milnor da curva como definido por Buchweitz e Greuel ([10]).

Além disso, temos (ver [50])
mo(X,0) =1+m1(X,0) — u(X,0),
onde m1(X,0) é a primeira multiplicidade polar como definida em [50]. Portanto,
Bufx(0) = mo(X,0) —deg f
= 1+mi(X,0) — pu(X,0) = p(f) + p(X,0) -1
= mi(X,0) - ()
= (=Dp(f) —m(X,0)].
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Obtemos a seguinte proposigao.

Proposicao 2.1.8. Seja f : (X,0)—(C,0) um germe de fungao finita com singularidade

isolada em uma curva reduzida (X,0). Entao,

Eug x(0) = (=D[u(f) —mi(X,0)] e Byx(0) = deg(f).

2.2 Alguns exemplos e aplicacoes

Exemplo 2.2.1. Seja F : (C*,0)—Ma3 o germe de aplicagio definido por

Fa,yzw)y=| " 7 °
Yy oz ow

e considere (X,0) = F~!(M33). Seja também f : (X,0)—=C dado por f(z,y,z,w) = 2* +

y2 + zw.
6 —8 5
4L |
100\ 1 8 7

p = 2x — 3y + 4z — w e fazendo os calculos com o Mathematica, obtemos

Considerando, por exemplo,

ma(X,0) = #5(plx,) = 3 ¢ up(f) = 10.

Portanto,
EUfjx(O) =10—-3="7.

Exemplo 2.2.2. Seja F': (C*,0)—Ma 3 o germe de aplicacio definido por

F(z,y,z,w) = vy
Yy 2z w

e considere (X,0) = F_l(M2273). Seja também f : (X,0)—C dado por f(z,y,z,w) = z* +
y* + w.

Fazendo os calculos com o Mathematica, obtemos
ma(X,0) =3 ¢ pup(f) = 9.

Portanto,
Fusx(0)=9-3=
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Observagao 2.2.3. No exemplo 2.2.2, (X, 0) é uma superficie térica. Dalbelo, Grulha Jr. e
Pereira ([13]) provam uma férmula para calcular mo(X,0) neste caso. Também, de acordo

com [13, Exemplo 5.1], a obstrucao de Euler de f, no exemplo 2.2.2, pode ser calculada

2

usando a férmula Fuy x(0) = n” —n, com n = 3.

Exemplo 2.2.4. Seja F : (C?,0)—Mas 4 o germe de aplicacio definido por

F@,y,z,w,v):<~’"’ vos w)

Yy z ow v

e considere (X,0) = F~'(M3,). Seja também f : (X,0)=C dado por f(z,y,z w,v) =
m3+v+yz.

Considerando, por exemplo,

-1 9 -7 -4
AL |
100\ 4 7 -8 -5

p = 4x + 6y — 5z + 8w — 8v e fazendo os calculos com o Mathematica, obtemos
ma(X,0) = #X(p|x,) =4 e up(f) = 12.

Portanto,
Fuyx(0) =12 -4 =38.

Exemplo 2.2.5. Seja F': (C°,0)—Ma 3 o germe de aplicagio definido por

X z
F(x;.%%wyv): Y
zZ w v

e considere (X,0) = F_l(M2273). Seja também f : (X,0)—C dado por f(z,y,z,w,v) =
w2+y2—|—z2+w2+v2.

Fazendo os calculos com o Mathematica, obtemos
m3(X,0) =0e up(f) =10.

Portanto,
Euﬁx(()) = —10.

Lembramos que quando (X,0) é uma ICIS definida pela aplicacdo ¢ : (C",0)—(C*,0) ,

entao

| o,
upf) = dime 7555 )
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On
(¢) +J(¢,p)

Portanto, no caso em que (X,0) é uma ICIS, aplicamos o Corolério 2.1.6 e obtemos uma

md(X, 0) — dim(c

maneira facil de calcular a obstrucao de Euler de um germe de funcdo com singularidade

isolada definida em uma ICIS.

Teorema 2.2.6. Seja (X,0) = (¢71(0),0) C (C™,0) uma ICIS e seja f : (X,0)—(C,0) um

germe de funcdo com singularidade isolada. Entao,

Bupx(©)=(-1) (d T E T C<¢>+J<p,¢>>’

onde p : (X,0)—C € uma aplicagdo linear genérica.

Exemplo 2.2.7. Considere (X,0) C C? o germe definido como os zeros da funcdo ¢(z,y, 2) =
224+ y3 - 25 e f:(X,0)—=C o germe de funcio f(x,y,2) = 22 + y* + 210,

Podemos calcular a obstrucao de Euler de f usando o teorema anterior. Para isto, toma-
mos uma aplicagao linear genérica, por exemplo, p(x,y, z) = 2z + 3y — 2. Usando o software

Singular [19], calculamos as dimensoes das dlgebras

. O3 _ : O3 _
R PYNTS 1520 By S Ty By

Portanto,
Euy x(0) = (—1)%(25 — 10) = 15.

Exemplo 2.2.8. Considere (X, 0) C C* o germe definido como os zeros da funcio ¢(z, y, z, w) =
2?2+ 3 -2+ w? e f:(X,0)=(C,0) o germe de fungio f(z,y,2) = 22 +y3 + 22 — wz.
Tomamos uma aplicacao linear genérica p(x,y,z) =+ y + 7z — 5w. Usando o software

Singular, calculamos as dimensoes das dlgebras

. Oy B : Oy _
dme G~ 2 ¢ Mg e

Portanto,
Euy x(0) = (—1)3(21 — 10) = —11.

Também, podemos aplicar o resultado
Buyx(0) = (=1)%(up(f) — ma(X,0)),

para mostrar que o numero de Milnor determinantal ser constante para uma familia é equi-

valente a obstrucao de Euler de uma fungao ser constante para a familia.
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Proposicao 2.2.9. Seja (X,0) C (CV,0) uma SDI e G : (CV x C",0) — C uma familia de

fungées com singularidade isolada, denote G(x,u) = g,(x). Entdo sao equivalentes:
1. Eug, x(0) € constante para a familia;
2. up(gy) € constante para a familia.

Observamos que no caso em que (X, 0) é ICIS, o resultado anterior foi provado por Grulha
Jr. ([16]).



Capitulo 3

Conjectura de Mond para

aplicacoes entre curvas planas

A conjectura de Mond propoe uma desigualdade entre dois invariantes definidos para germes
de aplicagdes f : (C",0)—(C"*!, 0) quando (n,n+1) estdo nas boas dimensoes de Mather. Es-
tes invariantes sao a oZ-codimensao, #- codim(f), a qual é o nimero minimo de parametros
necessarios em uma deformacao versal de f e o nimero de Milnor da imagem, p(f), definido
por Siersma ([57]) e Mond ([42]), o qual é definido considerando fs uma estabilizagao de f,
entao X, a imagem de fs, tem o tipo de homotopia de um bouquet de esferas e o nimero de
Milnor da imagem foi definido como o ntimero de esferas no bouquet.

A conjectura foi inspirada pela desigualdade entre dois invariantes definidos para germes
de hipersuperficie com singularidade isolada (X, 0), o nimero de Tjurina, o qual é o nimero
minimo de pardmetros necessarios em uma deformacao versal de (X, 0) e o nimero de Milnor,
o qual é o nimero de esferas na fibra de Milnor de (X, 0). Neste caso, o nimero de Tjurina
é menor ou igual ao nimero de Milnor, com igualdade se, e somente se, (X,0) é quase
homogénea.

Seguindo isto, a conjectura de Mond sugere a seguinte desigualdade,

- codim(f) < pr(f),

com igualdade se, e somente se, f é quase homogénea.

Mond em ([43]) demonstra a conjectura no caso n = 1. Para n = 2, foi demonstrada
independentemente por De Jong e Van Straten ([18]) e Mond ([42]). Para n > 3, ainda é um
problema em aberto, a qual é suportada por muitos exemplos e em alguns casos particulares
foi resolvida (por exemplo, [11, 12, 35, 36, 48, 52, 56]). Para mais detalhes sobre a conjectura
de Mond, sugerimos [44].

49
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Motivados pelo trabalho de Mond ([43]), estudamos o caso de germes de aplicagoes entre
curvas planas. Neste capitulo, introduzimos o nimero de Milnor da imagem para germes
de aplicacdes f : (X,0)—(C20), onde (X,0) uma curva plana com singularidade isolada.
Damos uma caracterizagao, baseados em [43], para a 27.-codimensao e finalizamos o capitulo

apresentando o teorema que responde afirmativamente a conjectura de Mond neste contexto.

3.1 @.-codimensao para aplicagoes entre curvas pla-
nas

Nesta se¢ao, consideramos germes de aplicagoes entre curvas planas e mostramos uma relacao
para a “Z.-codimensao, isto nos permitira relacionar a .27.-codimensao com o ntimero de Milnor
da imagem, o que serd feito na se¢ao seguinte. Observamos que a relacao para o7.-codimensao
dada por Mond na demonstragao do Teorema 2.3 ([43]) nos motivou a obtermos um resultado

similar. A férmula dada por Mond para germes de aplicacdes f : (C,0)—(C2,0) é a seguinte,
. . /
- codim(f) = dimg ker(ev) + dimg ———=

onde (Y,0) é a imagem de f, g : (C2,0)—C é tal que (Y,0) = (¢71(0),0) e

. G(f) _)JgO(C,O
) tf(@l) + wf(eg) JgOY70’

€ev

é definida por ev([a]) = [a(g)].

A partir deste ponto, consideramos nesta secao f : (X,0)—(C2,0) onde (X,0) é uma
curva plana com singularidade isolada.

Denotamos por (x,4) e (u,v) as coordenadas em C? na fonte e na meta, respectiva-
mente. Assumimos que f é a restricio de um germe de aplicacdo holomorfa f = (f1, f2) :
(C2,0)—(C2,0). Consideramos g € Oy e h = g o f tais que g(u,v) = 0 e h(x,y) = 0 sao as
equagoes reduzidas de (Y,0) e (X,0), respectivamente. Se f é o/-finito, entdo X é suave e f
é regular fora da origem. Entao,

Ox,0

J(h f)

onde J(h, f) é o ideal jacobiamo de (h, f), i.e., é o ideal em Ox o generado pelos menores de

dimg¢ < 00,

ordem 2 da matriz jacobiana de (h, f1, f2). Denotamos estes menores por,

fi ofr Oh  0h oh  9h

— or Jy — ox oy — ox Jy
o=lon op |0 M= on an |0 2T 0 op
oz dy oz oy oz y
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Seja J, o ideal jacobiano de g. Consideramos a aplicacao avaliacao

. o(f) _)JgoX,U
tf(Ox0) +wf(O2)  JyOvp

ev

definida por ev([¢]) = [£(g)], para cada campo de vetor £ € O(f). Temos = a% + b%, com
a, b€ Ox, entao {(g) = a% of+ b% of.
Recordamos, ver segao 1.8, a definicao da «7-codimensao de f neste caso,

o(f)
f(©x,0) +wf(O2)

Proposigao 3.1.1. Sejam (X,0) uma curva plana e f : (X,0)—(C2?,0) uma aplicacdo finita.

- codim(f) = dimc "

Entao, a aplicacdo ev estd bem definida e é sobrejetora, logo

JgOXQ

- codim( f) = dimc ker(ev) 4+ dim¢ .
J3Oy 0

Demonstragao. Primeiramente, observamos que J,Oy,o C J,Ox . De fato,

o 0
J,0x.0 = {a <8Zof> +b<azof>; a,beox,o}.

Considerando f : X—Y a restricio de f & imagem, logo f* : Oyo—0O x,0- B consideramos

a inclusdo i : Y—C?, logo i* : 0Oy—0y. Entao,

JyOy o = {(aof) <<gzoi) of> +(bo f) <<gzoi> of>; a,bEOKO}.

Portanto J;Oy,g C J4Ox .

A aplicacao ev estd bem definida. De fato, seja £ € tf(Ox ) +wf(O2).

Se £ € tf(Oxyp), entdo & = tf(n), n € Ox o = Derlog(X,0)/((h) ©2), com n(h) = 0 em
Ox . Lembramos que g é a equacao que define Y = f(X) e foi escolhida de forma que
go f=h. Assim,

£(g) = tf(n)(g) = (df on)(g) = n(g o f) = n(h) = 0.
Se £ € wf(O2), entdo £ = (o f, ¢ € Oq. Escrevemos ( = dag —HN)@@, com @,b € Oy. Logo,
N 0 - 0
§=Cof=(acf) 5 +(bof) 5

Assim,
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com (G o), (5 ° z) € Oyy.
Portanto, se { € tf(Ox,) +wf(O2), entao £(g) € J4Oy,0. Logo, a aplicacao ev estd bem
definida.
Agora, seja
a% Of+b% of e J,Oxp,
Lofo, tomando & = a% + ba% € O(f), obtemos

_ Og dg
§(g)—a%of+b%of.

Portanto, ev é sobrejetora. O

A aplicagao avaliagao nao é injetiva em geral. Entao precisamos conhecer seu nicleo para
obter uma caracterizagao para a @/.-codimensao de f. No Teorema 3.1.4, mostraremos um

isomorfismo entre ker(ev) e ker(ev), onde a aplicagao

~ . _0(f)

ev: ————J,0x,
tf0xo) 7 x0

é definida por ev([¢]) = £(g). Observamos que pela prova do Lema 3.1.1 segue que év estd
bem definida e é sobrejetora. A vantagem de se trabalhar com év é o fato da aplicacao ser
um morfismo de Ox o-mddulos.

Para mostrar o isomorfismo, necessitamos de alguns lemas.

Primeiramente, consideramos G uma deformagao estavel da aplicacao
(h, f) : (C%,0)—(C3,0),

denotamos por (Z,0) a imagem de G.

Da observagao 1.8.15, temos o seguinte diagrama comutativo:

(C2 x C",0) —%— (C3 x C",0)

d d
(Xa 0) % ((C27 0)
onde i(z) = (z,0) e y(u,v) = (0,u,v,0).
Seja C(G) o ideal condutor de Qa4 em Oz, o qual é o maior ideal de Oz que também
um ideal em Og4,. Por R. Piene ([53]), C(G) é gerado em O, por Ag tal que

OH

Ow: oG = (_1)1)\0 det(dle o 7dGz'—1a dGi+17 o 7dG3+T)7

onde H : C3*"—C ¢ a equacdo implicita de (Z,0) ei=1,---,3 + 7.
Definimos Ay = Ag oi € Ox e denotamos por C(f) o ideal gerado por Ay em Ox .
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Lema 3.1.2. Com estas notagoes, temos

dg

ou

o f=AsJ

99
Ov

(&

Demonstragao. Da observacao 1.8.15, yo f = G o, entao,

OH oy OH o

Jg

99
Owo Ows ou

f

0H

€
awg

OGOZ:@

o f = *)\le.

0H

w3

—~ 0 f = ()\G @) Z) det(dGl, dG37 Tt 7dG3+T) 01

ou

dg

—Z o f = —(\g0i)det(dGy,dGy,dGy, -+ ,dGsy,) o i,

ov

Por outro lado,

det(dGl, ng, cee 7dG3+r) =

dg

Gy
ox
9G1
Oy
9G1
0s1

0G1
sy

ox
Oy

0sq

o171 =

e
det(dGl, dGQ, dG4, cee ,ng.;.r) =
Assim,
det(dG1,dGs, - -+ ,dGs4y)
e
det(dG1,dGa,dGy, -+ ,dG34,) 00 =
Consequentemente,

0G1
0G1

0Gy

dG:
o 0
9G3
Jy
9Gs
0s1

0G3
08y 0

9G2
ox
0G2
oy 0
G2
0s1

0G2
0sp 0

0G1 . 0G3

0f —= o014
Ox y

Oh O fs

Oh O fs

0G1

0G

Jy

dg

ovyof=_—of.

ov

_ 9G10G3  9G1 9Gs

Oz

Jy

ele

oy Oz

0G1 0Go

Oz

ay_

. 0Gs .

Z@x

Oy Ox

Ox
~ 0hOfi

- Oz Oy

Oh 0 f1

0y Ox

fOf = ()\Goi)JQ = )\fJQ

ou

= Ji.
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0 ,
a—g o f = —()\G OZ)Jl = —)\le.

Lema 3.1.3. Seja f : (X,0)—(C?,0) finita e de grau 1 sobre sua imagem (Y,0). Entdo,
wf(Derlog(Y,0)) € £(Ox).

Demonstragdo. Consideramos « : (C, S)—(X,0) uma parametrizagao de (X, 0), entdo a com-
posicao foa: (C,S)—(C?,0) é também finita e tem grau 1 sobre sua imagem (Y, 0), logo é
o/ -finita. Aplicamos o Lema 1.8.7 para f o a, como Lift(f o a) = Derlog(Y,0), temos

€(f 0 @)(O1) 2 w(f o a)(Derlog(Y. 0)).

Para cada £ € Derlog(Y,0), existe n € O tal que ¢(f o a)(n) = w(f o a)(§), ou seja,
d(foa)on=CEo(foa)e pelaregra da cadeia,

df odaon=Eo foa.

Definimos ¢ em ©x o por o, = da(n:), onde z = «a(t), i.e., deon = o o . Obtemos,

df oo oa =¢o foa, consequentemente,

tflo) =dfoo=go f=wf(¢).
Entao, wf(&) € tf(Ox). O

Teorema 3.1.4. Seja (X,0) uma curva plana e seja f : (X,0)—(C2,0) um germe de
aplicagao < -finito. Entdo,

ker(ev) = ker(ev).

Demonstragdao. Definimos o morfismo ker(ev)— ker(ev) por [¢] — [¢], onde as classes sao
consideradas nos seus respectivos quocientes. Como ¢f(Ox ) C tf(Ox ) +wf(O2), 0o mor-
fismo estd bem definido e é sobrejetor. Para ver que o morfismo é injetor, temos que provar
que se ] € ker(ev) é tal que & € tf(Ox,0) +wf(O2), entdo £ € tf(Ox,). De fato, seja
§=28& + &, com & €1f(Oxp) e & € wf(O2). Consequentemente, 0 = &(g) = &1(g) + &2(9)
e como &1(g) = 0, segue que &(g) = 0. Consideramos ( € Oy tal que & = wf(¢), onde
(= aa% + B%, para algum «, 8 € Oy. Entao,

9 o) ) )
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Assim, ((g) o f = 0, o que implica que ((g) = kg, para algum k € Oy. Por definigao, segue
que ¢ € Derlog(Y,0) e pelo Lema 3.1.3,

§2 = wf(C) € tf(Oxy)-
Portanto, £ € tf(Ox). O

Pelo Teorema 3.1.4, obtemos
dimc ker(ev) = dimc ker(év).

Usando a igualdade acima mostraremos que,

Ox,0
(J1, J2)

onde 7(X,0) é o numero de Tjurina de (X, 0) definido por Tjurina em ([62]).

Para isto, necessitamos dos seguintes lemas.

dim¢

— dimc ker(ev) = 7(X, 0),

Lema 3.1.5. Seja (X,0) uma curva plana e seja f : (X,0)—(C?,0) um germe de aplicagdo

4 -finito. Entdo, Ay nao é um divisor de zero de Ox g.

Demonstragao. Observamos que Oy é Cohen-Macaulay, pois é regular. Logo, podemos aplicar
Lema 1.1.6.

Mostraremos que ht({h,As)) = 2. Entao, pelo Lema 1.1.6, teremos que h,As é uma
sequéncia regular em Oy. Consequentemente, Ay nao é um divisor de zero de Ox g = %

Temos ht((h, Af)) = 2, de fato, segue de ([31], Coroldrio 7.7.10) que,

O
dim Oy = ht((h, As)) + dim <h’j 7
como dim Oy = 2, basta mostrar que dim <hOT2f> = 0. Observamos que dim <hoff> =0 se, e

. . o . .
somente se, dimg 02 5o Agora veremos que dime =22 < o0o. Isto é equivalente a mostrar
’ A s) & 4 s

que A nao ¢é identicamente nulo em cada ramo (X;,0) de (X,0). Seja a : (C,0)—(X;,0)
uma parametrizagado do ramo. Aplicamos o resultado de Piene a «, entao o ideal condutor
de Oy, 0 em Op é gerado por A\, em O; tal que
Oh , Oh
Jdy

o= —A\y.

Por outro lado, pela regra da cadeia,

Oh _9d(gof) (9y oh 99 ¢\ 9f2 _ ofi . 0f2
or O _<8uof>8:r+<8v f> 83:_>\f<J26x J16w>'

Compondo com «,

ox ox ox

Mas isto implica que Ay o @ nao pode ser identicamente nulo. ]

@oa:()\foa) <J28fl—J18f2> oaq.
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Para simplificar a notacao, usaremos as coordenadas na fonte e na meta para identificar

2 2 . . ~ . .

Oxpo = Oxo e O(f) = Ok, Com estas identificagoes, o morfismo tf : Ox0—0(f) ¢
identificado com o morfismo tf : (’)§< 0—>O§(0, cuja matriz na base candnica é a matriz

jacobiana de f.

Lema 3.1.6. Seja (X,0) uma curva plana e seja f : (X,0)—(C2,0) um germe de aplicagdo
& -finito. Denotamos por E o epimorfismo E : (’)3(70—><J2, —J1) dado por E(a,b) = aJy—bJ;.

Entao,
ker(FE)

tH(O%0)
Demonstragao. Considere a aplicagao, ¢ : O§,0%Jgox,0, dada por

69

ker(ev) =

(a,b)r—>aa— f+b o f.

Do Teorema 3.1.4, temos ker(ev) = ker(év), entao,

~ ker (o)
tf(0%0)

Resta mostrar que ker(¢) = ker(F). Seja (a,b) € ker(FE), entao aJy —bJy = 0. Pelo Lema
3.1.2, temos

ker(ev)

99
ou
Como aJs — bJ; = 0, entao,

)
of=ApJy (%of:_Ale.

dg
O—Af(an—le)—a)\fJQ—b/\le—a—of+b o f,

portanto, (a,b) € ker(¢). Por outro lado, seja (a,b) € ker(¢), logo ag—g of+ b% of =0.

Entao, 9g 9g

O_Qaf f—l—bef—a)\fJQ—b)\le—)\f(aJQ—bjl)
Pelo Lema 3.1.5, Ay nao é um divisor de zero em Oy g, portanto, aJo — bJ; = 0. Logo,
(a,b) € ker(FE). O

Observagao 3.1.7. Podemos assumir sem perda de generalidade que

<j§>0 < 0. (3.1)

Consequentemente, Jy nao ¢ um divisor de zero em Ox .

dim¢

De fato, como Ox  é 1-dimensional e (Jy, Ji, J2) é um ideal de definigdo, para valores
genéricos a, b, c € C, a combinagao linear aJy + bJ; + cJo define um ideal de parametros, i.e.,

Ox.,0
(aJo + bJ1 + cJ2)

dimg < 00,
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(ver [40, Teorema 14.14]). Sendo verdade para valores genéricos a, b, ¢, podemos escolher tais

valores com a condigao adicional a # 0. Agora definimos

f= (A fi + Aigh, A1 fa + Aazh),

para \;; € C. A restricao de fa (X,0) é um germe de aplicagao o qual é A-equivalente a f.

Agora, o determinate Jacobiano Jy de f é
Jo = M1 Jo — A1 a2 1 + Ai2dar Jo,
entdo é suficiente tomar A;; = 1, Ao; = a, Aoa = —b e A2 = ¢/a.

Lema 3.1.8. Seja f : (X,0)—(C?,0) um germe de aplicacdo satisfazendo (3.1).

Entao,
Ox,0

(Jo)

Demonstragao. Consideramos primeiramente o caso em que (X,0) é suave e f é regular. Isto

dimc coker(tf) = dimc

implica que J(h, f) = Ox o e assim, um dos geradores J;, i = 0, 1,2 deve ser uma unidade em
Ox . Se Jp é uma unidade, entdo Ox ¢ = (Jp), mas ¢ f é um isomorfismo, entao coker(tf) = 0
e temos a igualdade. Suponha agora que J; é uma unidade, o caso para Js serda andlogo.
Entao, J1(0) # 0 e entdo, (f1,h) tem posto 2. Depois de uma mudanga de coordenadas

holomorfa em (C2,0), podemos assumir que (f1,h)(z,y) = (z,y). Ento,

2 2
0% O%x - Oxo Oxp

_ ~ 9w _ Oxo,
7o) O”{(ai )(? >} (G )
Oz oy

Agora, provamos a igualdade no caso geral. Seja F : (X,0)—(C3,0) uma estabilizacio
de f. Denotamos F' = (f;,t), assim fy = f e fi : X;—C? é estédvel para todo t # 0. Em

particular, X; é suave e f; é regular se t # 0. A existéncia de tal estabilizacao é garantida
pelo Teorema 1.8.16.
Denotamos por tF : (9%570—%’)%(70 o morfismo de Oy o-médulos induzido pela matriz Ja-

cobiana de f; (com respeito as varidveis x,y). Seja M = coker(tf) entdo, por hipStese

M
dim¢ O = dimc coker(tf) < oo,

consequentemente M tem dimensao < 1. Desde que (X, 0) é Cohen-Macaulay de dimensao 2
e M tem uma representacao sobre Oy o por uma matriz 2 x 2, M é um mdédulo determinantal
no sentido de Buchsbaum-Rim [9]. Portanto, M é Cohen-Macaulay e temos a propriedade
da conservacdo da multiplicidade. Isto significa que para todo ¢ # O:

dimg coker(tf) = Z dimg coker({tf; : (’)g(w—%’)_%(t,x}).
reXy
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Mas, o mesmo argumento pode ser aplicado ao médulo N = Ox o/(Jo(ft)), onde Jo(fi) é

o determinante Jacobiano de f;. Por um lado,

) N . Oxp
d ——=d — <
1mge <t>N umc <J0> oo,

entdo N tem dimensao < 1. Por outro lado, assuma que (X,0) = V(H) para algum H € Os,
entdo N = Os/(H, Jo(fi)) e assim, N é uma intersegao completa. Novamente, N é Cohen-
Macaulay e temos a coservacao da multiplicidade:

. Oxp Ox, o
dimp —— = e
(o) ZX (Jo(f2))

para todo t # 0. O resultado segue entdo da primeira parte da prova. ]

Teorema 3.1.9. Seja (X,0) uma curva plana e seja f : (X,0)—(C%0) um germe de
aplicacao o -finito. Entdo,

O
dimc ker(ev) = dim¢ i Xj)> —7(X,0).
1,J2

Demonstragdo. Pela observacao 3.1.7, podemos supor que f satisfaz a condigao (3.1). Defi-

nimos a aplicacao F : 03(70%(%, g—’;> dada por

Consideremos o diagrama:

0 —— ker(F) —— 0% SN (G, ) —— 0

al tfl vl
0 —— ker(E) —— 0%y —— (Jo,~J1) — 0

onde « é a restricao de tf e 'y(a% + bg—Z) = Jo(a% + bg—;). Veremos que o diagrama é

comutativo. Primeiramente, temos yo F'= Fotf, de fato,

df1 Ofs df1 df2
R e
COfy (0h0fy OnOf\ Ofs (OhOfi OROf
_3$<3w8y_0y8w>_3$<3$0y_0y5w>
_ <afl8f2_8f23fl>ah_J3h
-\ 0z Oy or Oy ) 0 09

—(§2) =rtFa.o,

e analogamente para (0,1). Portanto, yo F' = Eotf.
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Além disso, temos tf(ker(F")) C ker(E). De fato, se F'(a,b) = 0, temos

oh oh

_ oh  ;0f o _ 5 0f
—a)\f (JQ 0z J1 81‘) +b)\f <J2 ay J1 8@/)
_ ofh ORN (002, ,0f
—/\f|:<aax+bay>J2 <a8x+b8y>Jl]

= \E(tf(a,b)).

Como Af nao é divisor de zero (Lema 3.1.5), E(tf(a,b)) = 0 entao tf(a,b) € ker(E).
As filas sao sequéncias exatas e o diagrama é comutativo, entdao pelo Lema da Cobra

temos a sequéncia exata:
0 — ker(a) — ker(tf) — ker(y) — coker(a) — coker(tf) — coker(y) — 0

Temos que v é injetora. De fato, dado a% + bg—z € ker(v),
oh oh oh oh
—+b— | =J —+b— | =0
7 (aax * 8y> 0 <a8x * 8y> ’
Jo nao é um divisor de zero de Ox o pela condigao 3.1, portanto, a% + bg—z =0.

Entao, obtemos a sequéncia exata curta

0 — coker(a)) —» coker(tf) — coker(y) — 0

Temos
ker(E) O%o (J2,—J1)
coker(a) = ——5—~, coker(tf) = —2—, coker(y) = —F——.
t(0%y) (0% ) Jol 2k, 2y
Agora, pelo Lema 3.1.6 e pelo Lema 3.1.8, temos
ker(E) (9?( 0 Oxo
ker(ev) = ——=—— = coker(a) e coker(tf) = = =,
= ipoz,) ke D= 0% W)
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Dessas observagoes, obtemos

dimc ker(ev) = dimc coker(c)

= dimg coker(tf) — dimc coker(7)

— dime (Z;; >° ~ dimg m + dime ﬁ
— dimg (Z;;; _ dime (Z])Z;) ~ dime éng?Z) + dimg ﬁ
— —dimg <§2X§OZ> + dimc <J§9)31>

o
= dimg —2 — 7(X,0).

Do Teorema 3.1.9, segue uma férmula para a «7-codimensao.

Corolério 3.1.10. Seja (X,0) uma curva plana e seja f : (X,0)—(C2,0) um germe de
aplicagao < -finito. Entdo,

JyOx 0 Ox,0

J4O0v J17<]2>.

Demonstragao. Do Teorema 1.8.16, do Lema 3.1.1 e do Teorema 3.1.9, segue que

o-codim(X, f) = dimc + dimg <

- codim(X, f) = - codim(f) + 7(X,0)
JgOX,O

= dimg ker(ev) + dim¢
Jg Y,0

+ 7(X,0)

JgOXO .
—~ + dim .
JyOv0 © (J1,J2)

= dim¢
O

Observagao 3.1.11. Quando (X,0) é suave, podemos assumir X = C, logo J1 = f] e
Jo = f4. Neste caso, o ideal gerado por Ji,Jy é igual ao ideal de ramificacdo de f. Para
germes de aplicagoes f : (C,0)—(C?,0), Mond na demonstragao do Teorema 2.3 ([43]) mostra

o seguinte isomorfismo,

O
ker(ev) = ,
=
e J4Oc N )
sendo ev : G IS e Logo, para germes de aplicagoes f : (C,0)—(C*#,0), Mond
obtém a seguinte féormula para a @7.-codimensao,
J,0 @)
- codim(f) = dime —2 L 4 dimg ——-—

JQOY,O <f{afé>
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Portanto, para o caso em que (X,0) é suave, a férmula dada no Corolario 3.1.10,

Oxpo
Ji, Jo)’

JyOx 0
J4Ov0

- codim (X, f) = dime + dim¢ <

coincide com o resultado de Mond citado acima.
No caso em que (X, 0) é singular, o ideal de ramificacao de f é gerado por Jy, Ji, J2, mas

nao verdade em geral que este é igual ao ideal gerado por Ji, Js (ver Exemplo 3.1.12).

2

Exemplo 3.1.12. Seja (X,0) uma curva plana definida por h(z,y) = 22 — y* e considere

f: (X,0)=(C2,0) a aplicacdo dada por f(z,y) = (z,y%). Entdo a imagem (Y,0) é a curva
definida por g(u,v) = u% — v*.

Mostraremos que,

JyO0x 0 + dime Oxp

- codim( X, f) = dim )
X, 1) © J,0v0 (J1, Ja)

Para isto, considere G : (C? x C3,0)—(C3 x C3,0), dada por

G(z,y,5,p.9) = (2° —y" +py* + sy, 2,9° + qy, 5,p. q),
uma deformacao estavel de (h, f) : (C2,0)—(C3,0).
Segundo Mond e Montaldi (ver Observagao 1.8.15),

()
tv(©2) + v* Derlog D(G)

- codim (X, f) = dim¢
Usando o software Singular [19], obtemos
- codim(X, f) = 9.

Por outro lado,

. J4Oxp . Oxpo . Oy : Ox.0
dime === = dimc¢ — + dim¢ — —dimg ————=6+15-17=4.
JgOv,0 Oy,o J4Ov0 J4O0x 0
Neste caso, J; = 4y> e Jo = 6zy?, assim,
Ox . ) . )
d —— =d =d =5
MRy T T @ ey T T @ g )

Portanto,

J,0 0]
Ap-codim(X, f) =9 =4+ 5 = dime 222 + dime —2.

J4Oyvo (J1, J2)
Para completar, temos Jy = 332, logo
. Ox,0 . Os . @ ) Oxo
dim¢g ———— = dim =dim¢ ——= = 4 # dim .,
C oy, Ja) M B )~ e ey = 4 # dime g5
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Exemplo 3.1.13. Seja f : (X,0)—(C2,0) o germe de aplicacdo dado por f(z,y) = (z,y>),
onde (X,0) é a curva plana definida por h(z,y) = 2° + y% + 22y?. A imagem (Y,0) tem
equacao

g(u,v) = u'® + 3u®v? 4 3uPv* + ubv? + oS
Como no exemplo 3.1.12, usamos o mesmo método para calcular - codim(X, f). Neste

caso, a deformacao estavel G é dada por
G(z,y,5,p,9) = (@ +9° + 29" + sv® + py, 2, 4° + qy, 5,0, 9),

e obtemos 7- codim (X, f) = 24.

Iel (O8]
: == dilllC7’+dill|(c : _di“l :

. = 17441 — 48 = 10.
J4Ov0 Oy JyOv0 JyOx 0

dim¢

Neste exemplo, J; = —613° — 222y e Jy = 152%y? + 6zy*, logo

dim, X0 14
© <‘]17 J2>
Portanto,
. . JyOx0 | .. Ox0
- codim(X, f) = 24 = 10 + 14 = dim¢c === + dim =
(X, f) ©7,0v0 )

3.2 Numero de Milnor da imagem para aplicagoes
entre curvas planas

Para obtermos o nimero de Milnor da imagem para aplicagoes entre curvas planas, precisamos
de dois conceitos: o nimero de Milnor para uma curva plana e o delta invariante da aplicacao.

A definicao de nimero de Milnor para curva plana com singularidade isolada foi definida
por Milnor em ([41]), observando que a curva plana é um caso particular de hipersuperficie. O
seguinte resultado foi apresentado por Milnor em ([41]) para curvas planas, uma generalizagao

pode ser encontrada em ([10]).
Proposigao 3.2.1 ([41]). Seja (X,0) uma curva plana com singularidade isolada. Entado,

onde 6(X,0) € o delta invariante de (X,0) e r(X,0) € o nimero de componentes irredutiveis
de (X,0).
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O delta invariante de f foi introduzido em [51] para aplicagdes de grau 1 entre curvas.

Definigao 3.2.2. Seja f : (X,0)—(Y,0) uma aplicagao analitica de grau 1 entre curvas (X, 0)

e (Y,0). O delta invariante de f é a dimensao

Observamos que o delta invariante de f satisfaz
5(Y,0) = 6(X,0) + 8(/).

Nuno-Ballesteros e Tomazella em ([51]), demonstram o seguinte resultado sobre o delta

invariante.

Teorema 3.2.3 ([51]). Seja f: (X,0)—(Y,0) uma aplicagcdo analitica de grau 1 entre curvas

irredutiveis. Entdo,

u(Y,0) = (X, 0) + 26(f).
Em ([46]), Mond e Pellikaan apresentam o seguinte resultado.

Teorema 3.2.4 ([46]). Seja (X,0) um germe de curva reduzida e f : (X,0)—(C?,0) finita e

de grau 1 sobre sua imagem (Y,0). Entao,

5(Y,0) = §(X, 0) + dimg f?(?f)

onde F1(f) € o primeiro ideal de Fitting da representacao de Ox o como um Oz-mddulo via
I
Deste resultado obtemos que, quando (Y,0) é uma curva plana

@

Fi(f)

Agora, seja (X,0) uma curva plana e f : (X,0)—(C?,0) um germe de aplicagdo finita

6(f) = dime

de grau 1 sobre sua imagem (Y,0). Observe que pelo Coroldrio 1.8.17, f é estavel se, e
somente se, X é suave e f é uma imersao com somente pontos duplos transversais, chamados
nds. Consequentemente, f é o/-finito se, e somente se, f é finita e tem grau 1 sobre sua
imagem. Suponha também que f é do tipo finito. Segue do Teorema 1.8.16 que f admite
uma estabilizacdo F : (X,0)—(C x C2,0), dada por F(s,z) = (s, fs(x)), com fs : Xs— B
estdvel, para todo s # 0 suficientemente pequeno, onde B, é uma pequena bola centrada na
origem em C2. Assim, a imagem Y; = f(X;) tem o tipo de homotopia de um buqué de

1-esferas.
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Defini¢ao 3.2.5. Definimos o nimero de Milnor da imagem p(f) como o nimero de 1-

esferas em Y.

Com o resultado a seguir, demonstramos que uy(f) estd bem definido, isto é, independe

da estabilizagao e do representante escolhidos.

Teorema 3.2.6. Seja f : (X,0)—(C2,0) uma aplicacio finita de grau 1 sobre a sua imagem

(Y,0), onde (X,0) € uma curva plana. Entao,

ur(f) = u(Y,0) = a(f).

Demonstragdo. Por resultados de Buchweitz e Greuel ([10]), temos

pr(f) = dime H'(Y;,C) = u(Y,0) = > p(Ys,p),
yeS(Ys)

onde S(Y;) denota o conjunto dos pontos singulares de Ys. Mas, Y tem somente singulari-
dades do tipo ng, entao a soma ZyGS(YS) 1(Ys,y) é o nimero de nés de Y. Segue de Mond e
Pellikaan [46], que o nimero de ndés em Y é igual a dim¢ %(Qf) Lembramos que este ntimero

é igual a 0(f) quando (Y,0) é uma curva plana. Portanto,

pr(f) = u(Y,0) = o(f).

Observagao 3.2.7. Se (X,0) é uma curva irredutivel, entao pelo Teorema 3.2.3,
u(Y,0) = (X, 0) + 25(f).
Logo, do Teorema 3.2.6,
pur(f) = p(Y,0) = 0(f) = u(X,0) +6(f).

Observacao 3.2.8. Quando (X,0) é suave, podemos assumir X = C. Para germes de

aplicagoes f : (C,0)—(C?,0), Mond no Lema 2.2 em ([43]) demonstra o seguinte resultado,
pr(f) = 0(Y,0) = r(Y,0) + 1,

onde (Y,0) é a imagem de f.

Logo, no caso em que (X,0) é suave, a igualdade

pr(f) = p(Y,0) = o(f),

do Teorema 3.2.6, coincide com o resultado de Mond citado acima.
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Para o préximo resultado, lembramos que denotamos por C(f) o ideal gerado por Ay em

Ox e segundo o Lema 3.1.2, Ay satisfaz,

g 99

—of=2A o f==AsJi.

ou ¢} f fJQ (S v o f fJ1

Lema 3.2.9. Sejam (X,0) uma curva plana e f : (X,0)—(C2,0) uma aplicagio finita de

) .0 L
grau 1 sobre sua tmagem. Entdo, <J1Xj‘;> € Jc(g{()o sdo isomorfos.
) g B

Demonstragdo. A multiplicacdo por Ay define um isomorfismo ¢ : Ox o—C(f), ja que Ay
nao ¢ um divisor de zero de Oy (ver Lema 3.1.5). Além disso, do Lema 3.1.2, segue que
o((J1, J2)) = J4Ox o e portanto, ¢ induz um isomorfismo

Oxp C(f)
AN .
(J1, J2) J4O0x 0

O]

Apos introduzirmos a definicdo de nimero de Milnor da imagem para aplicagbes entre
curvas planas e considerando considerando a férmula para a @.-codimensao dada na secao

3.1, apresentamos uma resposta positiva para a conjectura de Mond neste contexto.

Teorema 3.2.10. Seja (X,0) uma curva plana e f: (X,0)—(C?,0) uma aplicacdo finita de

grau, 1 sobre sua imagem. FEntdo,
%'COdim(Xa f) < lu](f)v
com igualdade se, e somente se, (Y,0) é quase homogénea.

Demonstragao. Pelo Corolario 3.1.10 e pelo Lema 3.2.9,

) . JyO0xo .. C(f)
- codim(X, f) = dime === + dim .
e ( f) C Jg OY7O C Jg OX,O

Como J,Oy,y C J;Ox 0 C C(f), temos a sequéncia exata,

J4O0x0 () c(f)
— L= —
J4O0v J4Ov J4O0x 0

— 0,

logo,

: - C(f)
dp-codim(X, f) =d .
codim(X, f) imc 7,0vs0

Agora, seja € a pré-imagem de C(f) em Oz com respeito a projegdo quociente 7 :
02— 0y. Entao, por Mond e Pellikaan [46] e pelo Teorema 3.2.6,
Oq Os

€
dim¢ — = dime — — dim¢ —> = p(Y,0) — 6(f) = pr(f)-
7 7, %
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Para completar a prova, observamos que C(f)/(J,O0v,0) = €/({g) + J4). Portanto,

. . C(f) . 4 . (3
p-codim(X, f) =d =dim¢g ——— < dim¢ — = .
im(X, f) = dim¢ 7,03 CT AT, T, i (f)

Além disso, a igualdade segue se, e somente se, g € J,, o qual é equivalente a (Y,0) ser

quase homogénea por Saito [54]. O

Observagao 3.2.11. Observamos que se (X,0) e f sdo quase homogéneas com os mesmos

pesos, entao (Y,0) é quase homogénea e temos a igualdade no teorema.

Exemplo 3.2.12. Seja (X,0) uma curva plana definida por h(z,y) = 22 — y* e considere
f: (X,0)=(C2,0) a aplicacdo dada por f(z,y) = (z,y%). Entdo a imagem (Y,0) é a curva

6 — % No exemplo 3.1.12, obtemos,

definida por g(u,v) = u
- codim(X, f) = 9.

Observamos que (X,0) é quase homogénea de pesos (2,1) e grau 4. Também, f é quase

homogénea de pesos (2,1) e graus (2,3). Entao (X,0) e f sdo quase homogéneas com os

mesmos pesos, logo (Y,0) é quase homogénea. Mostraremos que,
He-codim(X,, f) = pr(f).

Temos p(X,0) =3, u(Y,0) =15 e (f) = 6. Pelo Teorema 3.2.6,

ur(f) = u(Y,0) = 5(f) = 15— 6 = 9.
Portanto,

He- codim (X, f) =9 = pr(f).

Exemplo 3.2.13. Seja f : (X,0)—(C2,0) o germe de aplicagao dado por f(z,y) = (z,v?),
onde (X,0) é a curva plana definida por h(z,y) = 2° + y% + 22y%. A imagem (Y,0) tem
equacao
g(u,v) = u'® + 3u®v? 4 3uPv? + ubv? + 0.
No Exemplo 3.1.13, obtemos,
- codim (X, f) = 24.
Neste exemplo, u(X,0) = 12, 7(X,0) = 11 e pu(Y,0) = 46, 7(Y,0) = 41, logo (X,0) e

(Y,0) nao sao quase homogéneas. Temos, §(f) = 17 e pelo Teorema 3.2.6,
pr(f) = p(Y,0) = 6(f) = 46 — 17 = 29.

Portanto,
- codim (X, f) =24 < 29 = us(f).
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3.3 Exemplos

Nesta se¢ao, apresentamos exemplos com os detalhes dos cdlculos utilizando o software Sin-
gular [19].

Exemplo 3.3.1. Seja (X,0) C (C2,0) uma curva definida por h(z,y) = 22 —y3 e f :
(X,0)—(C?,0) uma aplicagao definida por f(x,y) = (z,y?). Entdo, (X, 0) é quase homogénea
do tipo (3,2;6). Considerando (Y,0) a imagem de f, entao (Y,0) é uma curva plana definida
por g(u,v) = u* —v3.

Temos 1(X,0) = 2 e u(Y,0) = 6, entao 0(f) =2 e pur(f) = u(¥,0) = 6(f) =6 —2 = 4.
Veremos que - codim(X, f) = ur(f).

Lembrando que (observacao 1.8.15),

O(v)

e codimlX 1) = A0 4, T4 3 (Derlog D(@))

onde G : C*—C* é dada por G(z,y,s) = (z,y%, 2> — 4> + sy, s) é estabilizacdo da aplicacio
(f,h) : C2—=C3, dada por (f,h)(z,y) = (x,y%, 22 —y3). Observamos que neste caso, D(G) =
Im(G), pois G nao é sobrejetora, entao Derlog D(G) = Derlog Im/(G).

Para calcular @- codim(X, f), devemos encontrar H : C*—C tal que Im(G) = H~1(0).

Para isto usaremos o software Singular. Método para encontrar H:

ring r =0, (z,y, s, u, v, 2, w), ds;

ideal i =u—x,v—9y2,2 — 22 +y3 — sy, w — s;
ideal il = eliminate(i, zys);

ring rl1 =0, (u,v, z,w), ds;

ideal 12 = imap(r,il);

poly H = i2[1];

H;

22 —v3 — 2u2z 4 202w — Vw2 + ud

Portanto, H (u,v, z,w) = 2% — v3 — 2u?z + 2v%w — vw? + u*.

Agora encontramos Derlog Im(G) usando H:

ideal j = jacob(H);
module m = syz(j);
print(m);

1,0,0,0,

0,2v,0,2z — 2u2,
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2u, 0, —v2 4+ vw, 3v2 — dvw + w2,
0,3v—w,z—u2,0

Obtemos uma matriz 4 x 4. Temos, 7 : C2—C* definida por y(u,v) = (u,v,0,0). Entdo

0o 0
tf}/(@Q) - {8u7 8’1),070}
o 0 o0 0
@(’Y)—{auvav,azaaw}.

O(v)
t7(02) + v*(Derlog Im(G))’

Agora, para calcular

dim¢

basta considerar as duas tltimas linhas de Derlog Im(G) e fazer z =0 e w = 0.

module mt = transpose(m);
module m1t = mt[3], mt[4];
module m1 = transpose(mlt);
print(ml);

2u, 0, —v2 4+ uw, 3v2 — dvw + w2,
0,3v—w,z—u2,0

module m2 = subst(m1, z,0,w,0);
ring r2 =0, (u,v), ds;

module m3 = imap(rl, m2);
print(m3);

2u, 0, —v2, 3v2,

0,3v, —u2,0

vdim(std(m3));

4

Portanto,

O(v)
t7(©2) + v*(Derlog Im(G))

- codim (X, f) = dim¢

Temos também

dim¢ zgi = - codim(X, f).
Podemos calcular dim¢ JC;(T]:)/, usando o Singular. Para isto, vamos calcular
Oy Oy
dimg —— e dim .
“C) ©J,0y

=4 =pr(f)-
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LIB " Presmatriz.lib”;

ring r =0, (z,y), ds;

ring R =0, (u,v), ds;

setring r;

map f = R,x,y2;

ideal i = x2 — y3;

presmatriz(f,i);

//Generators = 1,y,y2

JJRMEM Rh s O —5 0;h=3,R=R
v,0,—1,

—u2,v,0,

0, —u2,v

//To access the presentation matrix PM, type: setring RT Pr; PM;
setring RT Pr;

poly g = det(PM);

95

v3 —ud

ideal j = minor(PM,2);
J = std(j);

J;

Jl]=w

jl2] = u2

qring q = std(g);
ideal j1 = u2,v;
ideal j2 = u3,v2;
vdim(std(j1));

2

vdim(std(j2));

6

Portanto, dim¢ % =2 e dim¢ Jf(})/y = 6. Logo,

dim¢ fg})/ =6—2=4=d-codim(X, f) = ur(f).
9

Exemplo 3.3.2. Seja (X,0) C (C%,0) uma curva definida por h(z,y) = 2° + ¢% + 2252 e
f: (X,0)—(C?,0) uma aplicacio definida por f(z,y) = (z,y>), entdo (Y, 0) é uma curva plana
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definida por g(u,v) = u!® + 3ul%? 4 3uSv? + ubv? + 0. Assim, u(X,0) =12, 7(X,0) =11 e
w(Y,0) =46, 7(Y,0) = 41, logo (X,0) e (Y,0) nao sdo quase-homogéneas. Temos o(f) = 17
e ur(f) = u(Y,0) = 3(f) = 46 — 17 = 29.

Para calcular no Singular 7(X,0) e u(X,0):

ring r =0, (z,y), ds;
poly h = x5 + y6 + x2y?2;
ideal j = jacob(h);

ideal i = j + ideal(h);
vdim(std(1));

11

vdim(std(j));

12

Temos

/)

Ae-codim(X, f) = dimg¢ 7,00

LIB " Presmatriz.lib”;

ring r =0, (z,y), ds;

ring R =0, (u,v),ds;

setring r;

map f = R,x,y3;

tdeal © = x5 4 Y6 + x2y?2;
presmatriz(f,i);

//Generators =1,y,y2,y3,y4,yd

JJRM EM Rh s 02 — 0;h=6,R=R
v,0,0,-1,0,0,

0,0,0,0,—1,0,

0,0,v,0,0,—1,

u9,0,u2,v,0,0,

0,ud,0,u2,v,0,

0,0,ub,0,u2,v

//To access the presentation matrix PM, type: setring RT Pr; PM;
setring RT Pr;

poly g = det(PM);

g;
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06 + ubv2 + 3udbvd + 3ul0v2 + ulb
ideal j = minor(PM,5);

J = std(j);

Js

J[1] = u2v2 4+ u7
J[2] = vd + 2ubv2
J[3] = udv

J[4] = u9

qring q = std(g);

ideal j1 = u9, udv, v4 + 2udv2, u2v2 4 uT;

ideal j2 = 15ul4 + 30u9v2 + 15udvd + 6udv2, 6ulOv 4+ 12udv3 + 2ubv + 6v5;
vdim(std(j1));

17

vdim(std(52));

41

Entao, C(f) = (u?, utv, v* + 2udv? u?v? + u7), logo

. Oy . Y
d — =1 d
img () 7 e dimc 7,0y

=7(Y)=41

assim,

Y . Oy
= —dimeg——= =41 - 17 = 24.
© 7,0y © 7,0y o

Para calcular A.-codim(X, f).
Temos f = (h, f)(z,y) = (@® +4° + 2%y 2,y7)

R 5zt + 2xy? R 61° + 222y
g = 1 e g 0
or oy
0 3y?
5zt 4 2xy? 61° + 222y 1 0
TK.(f) = O 1 : 0 +@yys o | 1] fo
0 3y 0

= 0(f)
Entao, TR tem base sobre C dada por
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Os céalculos no Singular.

ring r =0, (z,y), ds;

module ml = [5x4 + 2xy2, 1,0], [6y5 + 222y, 0, 3y2];
ideal 1 = x,y3;

module m2 = [1,0,0], [0, 1,0], [0,0,1];
module m3 = i x m2;

module m4 = ml + m3;
kbase(std(m4));

[1] = 42 x gen(1)

2] = g+ gen(1)

-[3] = gen(1)

14 =y * gen(3)

5] = gen(3)

Assim, G(z,y,5,p,q) = (z° +y° +2%y* + sy + py, 2,9° + qy. 5,p, 9).-
Observamos que se G : C? x C"—=C? x C", H : C" x C3—=C tal que H~!

temos

Derlog(Im G) ={£ € 0,13;{(H) € (H)},

Derlog(H) = {€ € 0,15;€(H) = 0}.

Quando H é quase-homogénea, temos
Derlog(Im G) = Derlog(H) & (),

onde € denota o campo de Euler de H.

Fazendo os calculos com o Singular.

ring r =0, (z,y,5,p,q,u,v, z,w, k,1),ds;

ideal 1 =z — x5 — y6 — x2y2 — sy2 — py,u —x,v — Y3 — qy,w — s,k — p,l — ¢;

ideal il = eliminate(i, xyspq);
ring r1 =0, (u,v, z,w, k1), ds;
ideal 12 = imap(r,il);

0) = Im G,
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poly H =i2[1];

H;

23 — 30222 — Jvzwk — vk3 4 222wl + zk2l + 3vdz — V2w3 — 3u2vzk + Jv3wk + 2u222] +
202zwl — vw2kl + 5v2k2] + zw2l2 — Tvzkl2 + 222(3 — v6 — 3u2v2w?2 + 3u2v3k + 2u2v2z] —
dvdwl — 2u2vwkl + 2u2zwl2 — 202w212 — 5v3kl2 4 6v2213 — 2vwkl3 4+ 2zwl4 — 3udz2 —
3udv2w — 4u2vdl — udvkl + udzl2 — du202wl2 — 2u2vkl3 + 2u2z14 — v2wld — vkl5 + 216 —
ubv2 + 6udv2z + Judbvwk — dubzwl — ubk2l — 2udv2l2 — u2v2l4 — 3ubvd + JuTvk — 4uTzl —
2ubv2wl — ubw2l2 + Tubvkl2 — 4ubzl3 — 2uTv2l — 2uTwl2 — 6ubv23 — 2ubwld + 3ullz —
w912 — 2u7l4 — ubl6 — 3ulOv2 + 2ulOwl + 2ul12] + 2u10l3 — uld

ideal j = jacob(H);

ideal i3 = j + ideal(H);

module m = syz(i3);

print(m);

0,1,0,0,0,0,0,0,

0,0, —212, 3v,m[2,5],0,0,m[2, 8],

—z + v2 + ub, 5ud, m[3, 3], 6v2, m[3, 5], m[3, 6], m[3, 7], m[3, 8],

—w — u2 — 12, —2u, 3k — 24vl,m[4, 4], m[4,5], —k + 2vl,m[4, 7], m[4, 8],

—k + 2vl,0,ml5, 3], —k + 12vl, m[5, 5], m[5, 6], m[5, 7], m[5, 8],

0,0,9v,2l,m[6,5],0,0, 27k,

3,0,0,0,0,0,0,0

module ml = transpose(m);

module m2 = m1[3..6];

module m3 = transpose(m2);

module m4 = subst(m3, z,0,w,0,k,0,1,0);

ring 12 =0, (u,v), ds;

module mb = imap(rl, m4);

vdim(std(mb));

24

Logo,
Ae-codim (X, f) = 24.

Portanto,

Ae-codim (X, f) =24 < 29 = us(f).



Apeéendice A

O caso de curvas irredutiveis quase

homogéneas

Neste apéndice, consideramos o caso particular em que (X,0) é uma curva plana com sin-
gularidade isolada, irredutivel e quase homogénea. O germe f : (X,0)—(C2,0) de aplicacio
finita de grau 1 sobre sua imagem (Y, 0) é também quase homogéneo com os mesmos pesos.

Nosso objetivo é obter a igualdade
Ai-codim(X, f) = i (f),

onde .- codim(X, f) foi dada por Mond e Montaldi (ver Teorema 1.8.16) e p7(f) é o nimero
de Milnor da imagem como na Definicao 3.2.5.

Todos os resultados foram demonstrados de forma diferente da apresentada no capitulo
3, pois usamos em todos os resultados o fato da curva plana ser irredutivel e/ou o fato de ser
quase homogénea.

Além disso, usando os resultados de D. Mond para aplicacoes de (C,0) em (C2,0) (ver

[43]), mostraremos que

pr(f) = pr(a) + pr(foa)

- codim(f) = - codim(f o o) — - codim(cv),

onde a : (C,0)—(C2,0) é uma parametrizacao de (X, 0).

Como (X,0) é uma curva irredutivel e quase homogénea, entao (X,0) é definida pela
equacdo h(x,y) = 0 em C2, para algum germe quase homogéneo h € Oy = C{x,y}. Deno-
tamos por n,m os pesos das varidveis x,y respectivamente, com mdc(n,m) = 1. Desconsi-

derando o caso em que (X,0) é suave (o qual é um caso trivial), segue que (X,0) pode ser

74
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parametrizada por uma aplicagio monomial « : (C,0)—(C2,0) da forma
a(t) = (a1t", agt™), ag,az € C\ {0}.

O anel local de (X,0) neste caso é Ox o = C{t",t™}, o qual é um subanel de 0. Denotamos
por I'x o semigrupo associado, isto é, I'x = (n,m) = {an + bm : a,b € N}. O principal
invariante de (X,0) é o delta invariante, o qual é neste caso dx = (n — 1)(m — 1)/2. Como
(X,0) ¢é irredutivel, o nimero de Milnor é ux = 20x = (n — 1)(m — 1), pela férmula de
Milnor.

Seja f : (X,0)—(C?,0) um germe de aplicagdo finita de grau 1 sobre sua imagem (Y, 0),
tal que f é também quase homogénea com os mesmos pesos. Isto significa que f é a restricao
de um germe de aplicacdo f = (f1, f2) : (C2,0)—=(C2,0), onde fi, fo sao polinémios quase
homogéneos. Denotamos por di,ds os graus de fi, fo respectivamente, com respeito aos
pesos (n,m). Entao, (Y,0) é também uma curva plana irredutivel quase homogénea com

pesos (di,ds) e admite uma parametrizagao da forma

fla(t)) = (Bit™, Bot®),  B1,B2 € C\ {0}

Temos Oy, = C{th 142} c Ox0, 'y = (di,d2) CT'x e 0y = (di —1)(d2 —1)/2. Finalmente,
assumimos que (Y, 0) é definida pela equagao g(u,v) = 0, onde g € C{u, v} é quase homogénea
ego f = h.

Através de uma mudanca de coordenadas na fonte e na meta, podemos assumir, por

simplicidade, que a; = ap = B; = fo = 1. Entdo, h(z,y) = 2™ — y" e g(u,v) = u® — ¥,

-
Para obter os resultados citados anteriormente, necessitamos mostrar que 27,-codimensao
satisfaz algumas relagbes. Para isto, utilizando o Lema 3.1.1, obteremos uma caracterizagao
para ker(ev). Lembramos que a aplicagao avaliagao
© J,O
ev (f ) N g X,0
tf(@X,o) +wf(®2) JgOY70

é definida por ev([¢]) = [£(g)], para cada campo de vetor £ € O(f).

Teorema A.0.3. Consideramos a aplicacdo

~ . 0(f)

ev: ————J,0x,
tf(6x0) "

dada por ev([¢]) = &(g). Entao,

ker(ev) = ker(ev).

Demonstragdo. Pela demonstracao do Lema 3.1.1, a aplicacdo év estd bem definida e é so-

brejetora.
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Definimos o morfismo ker(ev)— ker(ev) dado por [£] — [¢], onde as classes s@o considera-
das em seus respectivos quocientes.

Observamos que se [¢] € ker(ev), existe um representante £ tal que

_ Og dg

— O
v

f=0.

Pois, se [¢] € ker(ev), escolhemos um representante £ = a% + b%, a, b € Ox, assim,

&(g) = ag—z of+ b% o f. Por outro lado, como [¢] € ker(ev), temos £(g) € J4Oy, logo,

¢(g) = (aoiof) <<gzoi> of> +(Boiof) <<gioi> of>,

com Goi,boic€ Oy,p. Obtemos,

(a—aoz‘of)(giof>+(b—l§ z‘of> (ggof> =0.

. _ - . 7 7 7 . R = — 0 70 .
Definimos a =a —aoio f,b=b—boio fe=ay, +bg,, assim,

(e]

0 0 0 -0 0
Soi=ag, gy T (“au”av) =(@oiof) 5, + (boiod) 5
- 0 ~ o =
=(@of) 5o+ (bof) 5 =Co .

onde ¢ = EL% + 5%, com @, b € Oy. Portanto, & — £ € wf(fy), ie., [£] = [£] com E(g) = 0.
Agora, mostraremos que o morfismo estd bem definido. De fato, seja [{] = [5] € ker(ev),
e, E+Tdf =&+ Td.f, entdo £ — € € Ted,f, com &(g) = g(g) = 0. Mostraremos que
§—Eetf(fx).
Como £ — € € T f, entdo € —E =df on+po f,n€bx, p€ba com0=~E(g) —E(g) =

df on(g) + po f(g), sendo df on(g) =0, entdo po f(g) = 0.
a . aof 3
Temos p = ; , com a,b € Oy, assim, po f = bo f tal que (ao f)g2 o f+ (bo
(e)

)¢ o f =0. Logo,
dg g
a=—=+b=—=]of=0, em Oy

ou v
ie.,
agz-i—bgi =g, A € Os.
Como g é quase homogénea,
9y 9y
g= dlu% + dgv%,

logo,
99 99 _\ _ 9y 9g
a8u+b(3v _)\g_)\<d1u8u+d2vav ,
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(a — )\dlu)@ + (b — A\dav) 0

9 _
ou N 0,
entao, 5 5
(aof —(No fdifi) gt o f +(bo f —(No dafa) 5 o f =0.
Logo, 5
aof— (e fldifi=—-5"0f
© 0
g
bo f— (Ao fldafs= 9 f
Portanto,

ao f dif1 —‘350]”)
of = =)o —+ .
oo (bof) f(dw%) <2f

Como ambas (X,0) e f sdo quase homogéneas, temos

Ao f ( Zlfl > € tf(0x),

2.f2

—%of

ou

mostraremos que

Como g—z of=ArJae % o f=—AsJy, entao

9g
—awol )\ _ [ Arh 9
(557 )= () e

também usando o fato de ambas (X,0) e f serem quase homogéneas.

Portanto, po f € tf(0x) e, consequentemente,
§-E=dfon+pofetf(fx).
Logo, obtemos que a aplicacao estd bem definida. Além disso, como
tf(0x) Ctf(0x) +wf(62),
a aplicacao ¢ injetiva e sobrejetiva. O

Podemos identificar ©(f) com Og{,o = Ox,0® Ox,p. O médulo ©x o pode ser visto como
o submoédulo de (9%0 dos elementos (a,b), tais que ah, + bhy = 0. Como (X,0) é quase

homogénea, © x o é um submddulo livre de posto 2 gerado pelo campo de Euler € = (nz, my)
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e por H(h) = (—hy, h;). Com estas identificagdes, o morfismo tf : Ox o—O(f) é a restrigao
da aplicagao tf : O%(,O%O%(,m cuja matriz na base candnica é a matriz Jacobiana de f.
Usando o fato de (X,0) ser irredutivel e ambas (X,0) e f serem quase homogéneas, é

possivel descrever os elementos em ker(ev).
Lema A.0.4. Seja k = ds — dy. Entao,

C {(dltr7d2tr+k) . (tr,tr+k) c 03{70,7” c N}
> <(d1td1,d2td1+k)7 (dltd1+ux—17 dgtd1+ux—1+k)>'

ker(ev)
Demonstragao. Para cada (a,b) € 03(,07 temos:
cv([(a,0)]) = agu o f +bgy o f = adapt™ =N — by T2,

Entdo, [(a,b)] € ker(ev) se,e somente se, (a,b) = c(dith92=% dytd1d2=d1) para algum ¢ €
Ox. Segue que ker(év) é gerado por pares de mondmios da forma (dit", dot"+¥), para algum
r € N tal que (t",t"F) € O% .

Desde que Ox é gerado em Ox o por {€,H(h)} entao, tf(Ox) é gerado em Ox g por
{df o€,df o H(h)}, onde

{((fnx <f1>y> (nw> ((fm <f1>y> (—@)}

(f)e (f2)y ) \my )\ (e (f2)y ha

_ {( fl)xnx+(f1)ymy> ((fl)xhy+(f1)yhx )}
(fo)anz + (fa)ymy )"\ —(fa)ahy + (f2)yha

Al )G

a ultima igualdade segue da féormula de Euler para polindomios quase homogéneos.

Além disso, temos

m—1 1

mx —ny™~ m—10f1 n_10f1
Ji ‘ % % m By + ny 9
Como v(z™™ 1Y) = n(m — 1), v(y™ 1) = m(n — 1), V(%) =di—ne V(%J;l) =d; —m,
entdo v(J1) =d; +mn—m —n =d; + ux — 1. Analogamente, v(Jo) =dy + mn—m —n =
diy +px — 1+ k. O

Teorema A.0.5. Denotamos por s o nimero de elementos da forma (t",t"+*) em 0%, tal
que 0 <7 < pux. Entao,
dimc ker(ev) =dy —0x +s—1
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Oxpo
(J1, J2)

dim¢ =di+6x +s—1.

Demonstragdo. Pelo Teorema A.0.3 e pelo Lema A.0.4,

C{Qhﬂ#bﬂ+ﬂ: @ﬁﬂ*%ezoﬁpﬂneN}

ker(ev) <(d1td1 , d21§d1+k)7 (dltdrl—ux—l7 thd1+Mx—1+k)> :

Consideramos o conjunto I' = {dy +i: i € I'x}U{d; + px — 1} o qual é um subconjunto
de I'y. Denotamos por I'x @ I'x o semigrupo associado ao 03(70 e tomamos os seguintes

conjuntos:
Tp={(rnr+k)elx®Tx} e To={(l+k): l€T}CTy

Podemos identificar os elementos de ker(ev) com os elementos de I'y \ I'g. Portanto,
vamos calcular o nimero de elementos em I'y, \ T'g.

Observamos que 'y, € igual a

{(r,r+k): 0<r <px}U{(px,px +k),(px +1,ux +1+Ek),---}

/

s elementos todos os elementos
e 'g é igual a
5x elementos
{(di+p,di+p+k): 0<p<pux, p€lx}
U{(di +ux —L,di+pux —1+k),(di +px,di + px +k),---}.

todos os elementos

Caso 1: d; > pux + 1.

Neste caso, I'y \ T'e é igual a

s elementos di—px elementos
{(r,r+k): 0<r <pux}U{(ux,px +k), - (d—1,di —1+k)}
U{(d1 +q,di+q+k): 1<qg<pux—1: q¢q¢T'x}.

§x—1 elementos

Portanto,

dimcker(ev) =s+dy —pux +0x —1=dy —ox +s— 1.

Caso 2: d; = pux.
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Neste caso, I'y \ T'e é igual a

{(r,r+k): 0<r<pux}
s elementos

U{(px +gpux +q+k): 1<qg<pux—1: q¢gTx}.

5x—1 elementos

Portanto,

dimcker(ev) =s+dx —1=d; —dx +s— 1.
Caso 3: d; < ux.
Neste caso, descrevemos I'y, \ I'e como

s elementos di;—1 elementos

{(r,r+k):relx}U{(px,ux +k), - ,(d1 +ux —2,di +px —2+k)}

\{(di +p,di +p+k): 0<p<ux, pelx}

5x elementos

Portanto,

dimcker(ev) =s+dy —1—-0x =dy —ox +s— 1.

Agora, calculamos a dimensao de Ox /(Ji, J2). Consideramos os conjuntos

Fle{dl—i—/Lx—l—i—’L': i€rx}

Lp={di+px—-1+k+j: jelx}

os quais sao subconjuntos de I'x. Podemos identificar os elementos de Ox /(Jy,J2) com os

elementos de I'x \ (I" 7, UT";,). Portanto, calculamos o nimero de elementos em I'x \ (" 7, UT 1,).

Observamos que existem elementos comuns nos conjuntos I'j, e I'j,, entao precisamos

conhecer estes elementos. Temos que todos os elementos apds di + pux + px + k sao elementos

comuns em I';, e I'j,. Entao, consideramos os subconjuntos

A={di+pux —1+i: 0<i<pux+kielx}

B={di+pux—-1+k+j: 0<j<px,jelx}.
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Dados r e r+k em I'x tais que 0 < r < ux, os elementos comuns em A e B sdo os elementos
da forma:

di4+px =1+ +k)=d +px —1+k+r

Como s é o numero de elementos r € T'x, 0 < r < ux, tal que r + k € I'x, entdo AU B
contém s elementos. Temos que A contém dx + k + 1 elementos e B contém Jdx elementos,
entdao AU B contém px + k + 1 — s elementos.

Assim, I'x \ (I'y, UT'y,) é equivalente a

5x elementos di+px+k elementos

{1elx;0<j <pux}U{px, - ,di+px +px +k—1}

\di+px —1+i: 0<i<pxpU{di+px+j: 0<j<px}.

ux+k+1—s elementos

Portanto,
. Oxo _
dim¢ =dx+di+pux+k—(ux+k+1—s)=d+dx+s—1
<J17 J2>
O
Corolario A.0.6. Nestas condicoes, obtemos
. . Ox,0 . J40xp0
o, -codim( f) = dim - + dime =222,
(f) e AR © . Ova
Demonstragao. Pelo Lema 3.1.1,
J,0
- codim(f) = dimg ker(ev) + dim¢ X0
Jgpr
E pelo Teorema A.0.5,
. Oxp : B B
dim¢ —dimcker(ev) =di+dx +s—1—(di —dx +s—1) = ux.
(J1,J2)
Portanto, o o
. . . Jy0xp
- codim = dim X0 _ + dime 2222,
(f) S AT © . Ova
O

Exemplo A.0.7. Seja (X,0) uma curva quase homogénea definida por h(x,y) = 22 — 3 e
f:(X,0)—(C?,0) uma aplicacio dada por f(z,y) = (z,%?). Entdo, (Y,0) é uma curva plana
quase homogénea definida por g(u,v) = u* — v®. Temos ux = 2, Oxo = C{t?, 3}, J; = 3t*
e Jy = 4t°. Assim,
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Por outro lado, J; = (u3,v?), entdo J,O0x o = (t?,t5)Ox o = C{t8,7,¢10,#11 ...} Temos
Oy = C{t3,t1}, logo J,O0y o = (12, 1%)Oy g = C{t8, 49,11, #12 ¢13 414 115 ...} Assim,

_ JyOxp
dime2—22 =
J4O0v
Portanto,
. . Ox,0 . J40xp0
.- codim( f) = dim - +dime =22 =3 -2+4+1=2.
(f) = dime 7775 = pax - dime 5 50

Lema A.0.8. Denotamos Ay = tHY X em Ox o, entao Ay satisfaz
guof=ArJa e gyof=—ApJ1.
Demonstragao. Por definicao, obtemos

guo f= d2td1(d271) e Jy= thdermnfmfn

gy O f _ —dltd2(d1_1) e Jl _ dltd1+mn—m—n

Portanto,
)‘f _ tdldg—dl—dg—(mn—m—n) — By THX

O]

Consideramos C(f) o ideal gerado por Ay em Ox . Na Proposi¢ao A.0.12, mostraremos
que dimc Oy,o/C(f) = §(f). Para isto, utilizamos a defini¢do e resultados sobre semigrupos

numéricos (ver [21]).

Definicao A.0.9. Sejam sq, - - - , s, nimeros naturais. Um semigrupo nimerico é o conjunto
das combinagoes lineares {Y ;" | a;s;; a; € N}, denotado por S = (s1,- -+ , s,). O maior inteiro

nao pertencente a S, é chamado o nimero de Frobenius de S e denotado por g(.5).

Lema A.0.10 ([59]). Sejam s1 e so dois nimeros naturais primos entre si. Entao, g(S) =
s1s2 — s1 — s2. Além disso, o intervalo [0,g(S)] contém exatamente tantos elementos per-
tencentes a S quanto nao pertencentes S. Quando S satisfaz esta propriedade é chamado

simétrico.

Lema A.0.11 ([21]). Seja S um semigrupo numérico. Entdo S é simélrico se, e somente

se, para cada x € 7 temos x € S ou g(S) —x € S.
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Proposicao A.0.12. Seja C(f) o ideal gerado por Ay em Ox . Entao,

. Oxp . Oyp
dim, = =26 e dim — =46(f).
e =) e % =
Demonstragao. Suponha deg(Af) = D, pelo Teorema
. Oxp . X . O, mnD
0 _ ZX0 _ — —D.
dimg¢ () dim ) dim¢ g o

0
oy
Entao, precisamos mostrar que deg(Af) = D = 26(f). De fato, pelo Lema A.0.8 temos,

Aj = thYTHX = $26(1)

Portanto, deg(Af) = D = 26(f) e

Agora, precisamos mostrar que C(f) C Oyy. Para isto precisamos mostrar que ot20(f)
pertence a Oy, para todo o pertencente a Ox . Consideramos os semigrupos numéricos
I'x e I'y. Temos mdc(m,n) = 1 e mde(dy,d2) = 1, entdo pelo Lema A.0.10, I'y e I'y sdo

simétricos, além disso,
gTx)=mn-m—-n=pu(X,0)-1 e g(I'y)=didy —dy —dy = p(Y,0) - 1.

Mostraremos que 26(f) pertence a I'y assim t26(f) pertence & Oy,. De fato, pelo Lema
A.0.11, como I'y é simétrico temos 26(f) em I'y ou u(Y,0) —1 — 26(f) em I'y. Suponha
w(Y,0) =1 —25(f) em I'y, entao

M(Y’O) _1_25(f) ZM(YaO)—l—M(YaO)JFH(XaO) ZM(X,O)—l ely CTI'x.

Mas, p(X,0) — 1 é o ntimero de Frobenius, entao x(X,0) — 1 ndo pertence a I'x. Portanto,
20(f) pertence a Ty, portanto t2°(f) pertence a Oy .

Agora, seja o = t¥™ 0" em Ox o com a, b inteiros positivos, entao 25( f)+am+bn pertence
aly. De fato, pelo Lema A.0.11 temos 26( f)+am+bn em I'y ou pu(Y,0)—1—(26(f)+am+bn)
em I'y. Se u(Y,0) — 1 — (20(f) + am + bn) pertence a I'y, entao

p(Y,0) —1—pu(Y,0) + pu(X,0) — (am+bn) = u(X,0) — 1 — (am + bn) € 'y C I'x.

Pelo Lema A.0.11 aplicado & I'x, temos am + bn nio pertencente a I'y, mas o = tem+on
pertence & Ox o. Assim, p(Y,0)—1—(20(f)+am+bn) nao pertence a I'y e consequentemente,
26(f) + am + bn pertence a I'y. Portanto, C(f) C Oy,. Obtemos,

. Oyvo .. Oxo . Oxo B _
dim¢ oo = dim¢ i dim¢ FOvo =25(f) —o(f) =o(f).
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Lema A.0.13. Sejam (X,0) uma curva plana irredutivel e f : (X,0)—(C2,0) um germe de

aplicacao finita de grau 1 sobre a sua imagem (Y,0), com ambas (X,0) e f quase homogéneas

) L
(com os mesmos pesos). Entio, <J1Xj2> e JC(,()JQO sao isomorfos.
) g s

Demonstragdo. A multiplicagdo por Ay define um isomorfismo ¢ : Ox —C(f). Além disso,
do Lema A.0.8, segue que ¢((J1,J2)) = J;Ox o e portanto, ¢ induz um isomorfismo

Oxp C(f)
— .
(J1,J2) JyOx 0

O]

Teorema A.0.14. Sejam (X,0) uma curva plana irredutivel e f : (X,0)—(C2%,0) um germe
de aplicagao finita de grau 1 sobre a sua imagem (Y,0), com ambas (X,0) e f quase ho-

mogéneas (com os mesmos pesos). Entao,
He-codim(f) = 6(f)

consequentemente,

Ae-codim(X, f) = pr(f)-

Demonstragdo. Pelo Coroldrio A.0.6 e pelo Lema A.0.13, obtemos

. . Ox,0 . J40xp0
.- codim(f) = dim . — + dime ===
(f) C gy X © . 0va
. C(f) . J40x0
=d — d =,
1m JgOX,O Wx + dimg JgOY,O
Temos a sequéncia exata,
J4O0xpo  C(f) C(f)
0—-L =2 — —0,
JyOvo  JyOyvp  J4Oxp
usando esta sequéncia exata e a Proposicao A.0.12, segue que
. . )
- cod =d —
codim(f) imc 7,0vs0
. Oyo . 0
=d — —d -
imgc 7,0v% Imc ) X

= py —6(f) — ux = 6(f).
Como (X, 0) é quase homogénea, temos px = 7(X, 0), e usando o Teorema 3.2.6, obtemos,

He-codim (X, f) = de- codim(f) + px = 6(f) + px = pi(f).
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No teorema a seguir, utilizaremos o resultado de Mond ([43]) para o nimero de Milnor

da imagem de germes de aplicacoes f : (C,S)—(C?,0) </-finito, a saber,
,U,](f) =0x — T‘(X, 0) +1,

onde r(X,0) é o numero de ramos da curva (X,0) definida por f. Além disso, também por

Mond ([43]), no caso em que f : (C,S)—(C?,0) é quase homogénea temos a igualdade,

lo-codim(f) = ur(f)-

Teorema A.0.15. Seja o : (C,0)—(X,0) uma parametrizacio de (X,0). Entao,

pr(f) = pr(a) + pr(foa)

o,-codim(f) = .- codim(f o o) — o7 - codim(ax)

Demonstragao. Utilizando os resultados de Mond citados acima para « : (C,0)—(X,0) e
foa: (C,0)—(Y,0) e utilizando o fato que (X, 0) e (Y, 0) sao irredutiveis, ou seja, r(X,0) = 1
e r(Y,0) = 1. Obtemos,

- codim(a) = pr(a) = 0x

- codim(f o ) = pr(f o) = dy.
Pelo Teorema 3.2.6,
pr(f) = px +0(f) = px + 0y — ox
= 0x + 0y = pr(a) + pr(f o a).

Agora, pelo Teorema A.0.14,

- codim(f) = d(f) = dy — dx
= .- codim(f o o) — - codim(«).

O]

Exemplo A.0.16. Consideramos (X,0) e f como no Exemplo A.0.7. Temos, pux = 2,
dx =1, uy =6 edy =3, entdo (f) =2 e pr(f) = pu(Y,0) = 6(f) =6 —-2=4.
Por Mond e Montaldi (ver Observagao 1.8.15),

. - 0(v)
e~ codim(X, f) = dimc ty(02) + v*(Derlog D(G))’
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onde G : C3—C* definida por G(z,y,s) = (x,%% 2% — y> + sy,s) é uma estabilizacio
da aplicacdo (h, f) : C2—=C?, dada por (h, f)(z,y) = (22 — 9, z,y%). Observamos que,
D(G) = Im(G), pois G nao é sobrejetiva, entao Derlog D(G) = Derlog Im(G). Para calcular
- codim(X, f), encontramos H : C*—C tal que Im(G) = H~1(0). Fazemos isto usando o

software Singular [19],

2

H(z,u,v,w) = 22 — v® — 2022 4+ 20%w — vw? + u*.

Usamos a aplicagdo H para calcular Derlog Im(G) e entdo podemos calcular

0(v)

17(62) + 7 (Derlog Im(G)) -

dimg

Portanto,

- codim(X, f) =4 = us(f).

- codim(f) = - codim(X, f) —pux =4 —2=2=0(f).

Agora, consideramos « : (C,0)—(X,0), dada por a(t) = (t3,t?), a parametrizacio de
(X,0). Entao, #-codim(a) = pur(a) = 0x =1 e -codim(f o) = pr(f o) = dy = 3.
Portanto,

pr(f) = pr(a) + pr(f o).

- codim(f) = - codim(f o ) — - codim(v).
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