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Resumo

Neste trabalho estudamos dois problemas distintos. No primeiro problema usamos o
método da fungao de Green e uma versao do teorema do ponto fixo de Schauder para
obter alguns resultados de existéncia de onda viajante periddica para modelos nao ho-
mogéneos de versoes generalizadas da equagoes BBM-Burgers e KAVB. Provamos que, se
a velocidade de propagacao da onda viajante é escolhida de forma apropriada, entao estas
equacoes admitirao onda viajante periddica.

No segundo problema utilizamos um método desenvolvido por Escauriaza, Kenig,
Ponce e Vega, para estudar as equagoes Schrodinger e KdV, e obtemos um resultado
de decaimento para uma versao generalizada da equacao de Kawahara. Provamos que,
sob certas condigoes, se uma solucao desta versao generalizada da equacao de Kawahara

possui um certo decaimento exponencial, entao essa solugao é nula.



Abstract

In this work we study two distinct problems. In the first problem we use the Green’s
function method and a version of the Schauder’s fixed point theorem to get some existence
results on periodic traveling wave solution for non-homogeneous models of generalized
versions of the BBM-Burgers and KdVB equations. We prove that, if the speed of the
wave propagation is suitable chosen, then those two equations will admit periodic traveling
wave solution.

In the second problem we used a method developed by Escauriaza, Kenig, Ponce and
Vega, to study the Schrodinger and KAV equations, and we obtain a result of decay to a
generalized version of the Kawahara equation. We prove that, under certain conditions,
if a solution of the Kawahara equation studied has a suitable exponential decay, then this

solution is zero.
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Lista de Simbolos

Cor = {u :[0,27] — R;u é continua e u(0) = u(27)};

C*(Q) = {u: Q — R;u é continuamente k vezes diferencidvel} ;

C*(02) = {u: Q@ — R;u é infinitamente diferencidvel} ;

Cr(Q) = {u € C*(); 0%u ¢ limitada, V|a| < k} ;

Cpo(Q) = {u € C*(Q); 0%u é limitada, Voo € N} ;

C§ () = {u € C*(2); 8*u se anula no infinito, V|a| < k} ;

C5o(Q) = {u € C>(Q); 0*u se anula no infinito, Va € N} ;

C¥() = {u € C*(Q2); supp(u) é compacto} ;

C(02) = {u € C*°(Q); supp(u) é compacto} ;

L*(Q) = {u Q = R;u é mensurdvel e [|ull »q) = [ [ u(z)*dz]? 3 < oo} ;
L7.(Q) = {u:Q— R;u é mensurdvel e [, u(z)*dz < 0o, VK C Q compacto} ;
D'(€2) representa o espago das distribuigdes definidas em €;

H*(Q) representa o espaco de Sobolev, em L2(f2), de indice s;

u representa a transformada de Fourier de u com relacao a varidvel espacial x;
[P, Py] = PP, — PPy

0., representa a distribuicao delta de Dirac concentrada no ponto xg;

T representa a distribuicao definida por uma funcao f localmente integravel.



Introducao

As equacoes que modelam o movimento de ondas em meios dispersivos, lineares e nao
lineares, tém suas origens na descoberta de uma onda solitaria por John Scott Russel, em
[33]. Por volta de 1834 ele observou ondas criadas na superficie da d4gua em um canal, que
propagavam de forma constante e sem mudar de forma. Apods esta descoberta, Russell
construiu um tanque de ondas e fez experimentos para fabricar ondas solitarias em série,
obtendo importantes observacoes das propriedades destas ondas. Em seus experimentos,
Russell foi capaz de deduzir empiricamente que o volume de agua na onda é igual ao
volume de dgua deslocado e, além disso, que a velocidade ¢ da onda solitaria satisfaz a
relacao

& =glh+ a),

onde a representa a amplitude da onda, h a profundidade da agua nao perturbada e g a
aceleragao da gravidade.

Os experimentos de Russell foram confirmados de forma independente por J. Bous-
sinesq em 1871, veja [8], e por Lord Rayleigh em 1876, veja [32]. Eles consideraram em
seus estudos que a onda solitaria possui uma escala de comprimento muito maior do que
a profundidade da agua. Eles deduziram, a partir das equagoes de movimento para um
liquido viscoso incompressivel, a formula de Russell para c. Eles também mostraram que

o contorno da onda de Russell v(¢,z) é dado por
v(t, ) = asech?[B(x — ct)], (1)

onde (% = MLQ?—ZM). Embora Boussinesq e Lord Rayleigh tenham encontrado a solucao

sech?, eles nao escreveram qualquer equacao que admitisse (1) como solucao. Entretanto,
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Boussinesq em 1872, veja [9], foi mais além e descobriu que se uma onda de dgua de
grande comprimento se propaga, sem ser perturbada, ao longo de um canal de fundo plano
e profundidade h tem uma amplitude pequena em comparacao com h, entao a elevagao
1 da superficie da onda considerada como uma funcao em x, cuja coodenada representa
a sua posicao no canal, e em t, representando o tempo, satisfara, aproximadamente, a
equacao nao linear
3 , h?
Nt — Ghiea — gh (ﬁn + gnm) = 0,

onde g representa a aceleracao da gravidade. Esta equagao é conhecida como a equacao
de Boussinesq. Usando esta equacao, ele obteve uma representacao explicita da onda

solitaria em ambas as direc¢oes, positiva e negativa, cuja formulagao é dada por

n(t,x) = aseChZ[\/%(x + ct)].

Em 1895 D. J. Korteweg ¢ G. de Vries, em [29], fizeram a formulacdo matematica defi-
nitiva do problema da onda solitaria observada por Russel. Eles utilizaram a equacao de
Navier-Stokes, de dinamica dos fluidos, e consideraram uma expansao perturbativa para
a propagacao de uma onda do tipo fabricada por Russel e obtiveram com isso a equagao

para a propagacao de ondas que hoje conhecemos por KdV. A forma original da equacgao

3 fa (1., 2 1
= A/ 5\ 5 - SO0 T)xx 5
M=o\ T\ TR T gt |

onde 1 é a elevacao da superficie do liquido sobre o seu nivel de equilibrio [, a é uma

do artigo é

constante relacionada ao movimento uniforme do liquido, g representa a aceleracao da

%l?’ — % a constante relacionada as forcas capilares de tensao T na

gravidade e 0 =
superficie do liquido de densidade p.

A equagao KAV é uma das mais importantes equagoes da teoria de sistemas integraveis.
Além disso, ela é uma equacao com grandes caracteristicas de universalidade, ou seja,

aparece em muitos contexto distintos. Estas varias aplicagoes da KdV se devem ao fato

dela ser uma das equagoes mais elementares que inclui efeitos nao-lineares e dispersivos.
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O sistema de equacoes

U + [(1 + au)w]x - %wx:m: = 07 (2)

Uy + Wy + QWW, — gwmt =0,

descreve a propagacao unilateral das ondas dispersivas na superficie de um liquido e foi
originado por Boussinesq. Sua deduc@o pode ser encontrada em [4] e [6]. Fisicamente,
as variaveis redimensionadas u e w estao relacionadas a amplitude e comprimento de
onda, respectivamente. A fim de obter um modelo matematico mais relevante em termos
de v e B e a0 mesmo tempo mantendo a propagacao em um unico sentido, considerou-
se algumas mudangas de varidveis em (2) e obteve-se duas equagbes que modelam a

propagacao unidimensional de ondas longas com baixa amplitude, a saber

W+ Uy + Sout, + Sy, =0, )

3
up + up + U, — %umt =0.

A primeira das equagoes é a famosa equacao de Korteweg-de Vries, a KdV, e a segunda
é a BBM, em homenagem aos matemédticos Benjamim, Bona e Mahony, veja [5]. Estas
equacgoes, e suas variagoes, ao longo dos anos tem se mostrado de grande utilidade na
modelagem de diversos fenomenos fisicos. Contudo, ha situagoes, como as descritas em
(7], [16], [22] e [23], em que um termo de dissipacdo €u,, deve ser introduzido nestas
equagoes, para que se obtenha uma modelagem mais precisa dos fendmenos. A introducgao

deste termo nas equacoes KdV e BBM geram as equacoes, que estudaremos mais adiante

neste trabalho, KdVB

Up + Uy + —QUUy — €Uz + = Uggr = 0,
! 2 6

e BBM-Burgers

U + Uy + §auux — €Ugy — gumt = 0.

Em 1972, Takuji Kawahara, em [25], generalizou a equacao KdV, e obteve a denominada
equacao de Kawahara ou equacao KdV de quinta ordem. Equagoes diferenciais dispersivas
de quinta ordem descrevem a propagacao de ondas de pequenas amplitudes em uma

dimensao. Muitos dos problemas relacionados a fluidos e fisica de plasmas sao, em geral,
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formulagoes fisicas que sao representadas por equacoes do tipo Kawahara. A equacao de

Kawahara é dada por
3

Tal equacao difere da KdV, por possuir um termo a mais, a derivada de quinta ordem.
Uma, dentre muitas, das formulacoes da equagao de Kawahara foi desenvolvida através
do modelo que estuda ondas de gravidade capilar em um canal de comprimento longo e
de fundo plano, veja em [20] e [34].

Neste trabalho abordamos dois problemas de origens distintas. No primeiro problema,
tratado no Capitulo 2, obtemos alguns resultados de existéncia de onda viajante periddica
para versoes generalizadas e nao homogéneas das equacoes BBM-Burgers e KAdVB. Este
resultado ¢é interessante, uma vez que em geral, para uma equacao arbitraria, nao ha
garantias de existéncia de onda viajante, mais ainda, quando se tem uma teoria que
garanta a existéncia, geralmente nao ¢é facil exibir uma férmula explicita para ela. Liu
Bao-Ping e C.V. Pao, em [30], utilizando o método da func¢ao de Green construiram uma

equacao integral capaz de produzir ondas viajantes periddicas para a equagao

sob as condigoes: §, 8 > 0 constantes, fy € C*(R) e hg € C(R) uma fungiao nao identica-

mente nula, 27-periédica para algum 7' > 0 com a propriedade

2T
/ ho(z)dx = 0.
0

Utilizando a formulacao integral que eles obtiveram, foi possivel provar que escolhendo
de forma apropriada a velocidade de propagacao da onda, é possivel garantir a existéncia
de onda viajante periédica para a equagao (4) e ainda controlar a amplitude desta onda.
O que pretendemos fazer aqui é utilizar as funcoes de Green para estender este resultado
para as equagoes BBM-Burgers e KAVB. Outros trabalhos envolvendo as func¢oes de Green
para a obtengdo de ondas viajantes periddicas podem ser encontrados em [11], [12] e [31].
O segundo problema que abordamos nesta tese, se encontra no Capitulo 3. Neste capitulo,

utilizamos uma técnica proposta por Escauriaza, Kenig, Ponce e Vega, veja [14] e [26],
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para provar um resultado de decaimento de solucao para uma versao generalizada da

equacao de Kawahara.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e alguns resultados elementares que
utilizaremos ao longo deste trabalho. Vamos ser bem sucintos uma vez que tal capitulo é,
basicamente, um apanhado de informacoes que tem por objetivo fornecer uma consulta
rapida, sobre fatos e defini¢oes que serao utilizados nos capitulos seguintes. Na Secao 1.1,
apresentamos alguns resultados conhecidos de analise matemética que serao necessérios
para o desenvolvimento do Capitulo 2. Na Secao 1.2, introduziremos o conceito de funcao
de Green na medida que utilizaremos no Capitulo 2. Para um estudo mais aprofundado
destas fung¢oes, indicamos [13] e [37]. Visando o Capitulo 3, os espagos de Sobolev mode-
lados em L? e algumas propriedades serdao abordadas na Secao 1.3. Observamos que nem
todas as definigoes e resultados que sao utilizados nos capitulos subsequentes estao aqui
apresentados, por exemplo, as defini¢oes de distribuicao e de transformada de Fourier,
além de alguns fatos basicos de calculo, sao usados sem qualquer mencao. Além disso,
também observamos que, a menos que se diga o contrario, todas as funcoes e espagos

utilizados neste trabalho sao reais.

1.1 Alguns Resultados de Analise Matematica

Apresentaremos aqui alguns resultados conhecidos de andlise matematica, que serao

utilizados no capitulo seguinte. O primeiro resultado que iremos citar sera sobre a teoria
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das distribuigoes e pode ser encontrado em [19].

Teorema 1.1.1 Seja X C R um subconjunto aberto. Para f € C(X), se u € D'(X)

satisfaz
d*u d*tu,
dk T g

e +...+au=f em D(X),
onde os coeficientes a; € C*(X), entdo u € C*(X) e a equagdo € satisfeita no sentido

classico.

O préximo resultado a ser enunciado, uma versao do famoso Teorema de Arzela-Ascoli,

pode ser encontrado em [15].

Teorema 1.1.2 Seja X um espago compacto de Haursdorff. Se F C C(X) € equicontinua
e pontualmente limitada, entao F € totalmente limitada na métrica uniforme e o fecho de

F em C(X) é compacto.

Concluimos esta se¢ao enunciando uma versao do teorema do ponto fixo de Schauder,

veja em [35].

Teorema 1.1.3 Seja M um subconjunto ndao vazio e convexo de um espa¢o normado
N. Se T € uma aplicacio continua de M num subconjunto compacto K C M, entao T

admite ponto fixo em K.

1.2 Método da Funcao de Green

Num estudo a respeito do fenomeno da condugao elétrica, George Green, em [17],

examinou solugoes da equacao diferencial parcial

no interior de um certo volume V' com fronteira S. Na notacao moderna, pode-se dizer

que Green abordou este problema examinando a equagao

vZ‘g(T’ TO) = _47T5r07 (12)
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onde ¢,, denota a distribuigao delta de Dirac concentrada em ry. Para o caso em que f
se anula em V', como solugao para (1.1), Green obteve

1
u(r) = yp jiqu -ndS,

desde que a funcao g, solugao de (1.2), fosse encontrada. Com o sucesso do método criado
por Green na resolucdo da equagao de Laplace, a fungao g descrita no problema (1.2)
ficou conhecida como funcao de Green e outras equacoes, como a do calor e a da onda,
passaram a ser estudadas utilizando-se essas fungoes, veja [2], [18], [28] e [36].

A aplicacao das funcoes de Green a problemas de valor de fronteira envolvendo equagoes
diferenciais ordindrias teve inicio com o trabalho de Burkhardt, em [10], que utilizou re-

sultados da teoria de Picard para obter uma funcao de Green para o problema

u'(x) = f(x), a<xz<hb,
u(a) = 0= u(b).

Nesta tese, utilizaremos as funcoes de Green apenas para resolver problemas de valor
de fronteira envolvendo equagoes diferenciais ordinarias a coeficientes constantes. Para
obtermos as fungoes de Green, para os problemas que abordaremos, utilizaremos apenas
resultados basicos da teoria das distribuicoes.

Fixada uma fungao f € C([a,b]), considere a seguinte equagao diferencial ordindria a

coeficientes constantes

du d?*u d*u
aou—l—al%%—ag@qh..—l—akw:f, a<z<hb. (1.3)

Diremos que uma funcao g € C([a,b] X [a,b]) é uma fungao de Green para (1.3), se

b
u(e) = [ gl 7€) (1.4)

for uma solugao de (1.3). A seguir, gostariamos de determinar quais condi¢oes uma fungao
g € C([a,b] x [a,b]) teria que satisfazer para que (1.4) seja solucao de (1.3). Para isto,

tomemos o operador diferencial

k .
dJ
LZQ%@*
]:
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e uma funcdo teste arbitriria ¢ € C°((a,b)). Considerando a fungao (1.4), podemos

trabalhar o lado esquerdo de (1.3), no sentido das distribuigoes, e obter

Por outro lado, trabalhando agora com o lado direito de (1.3), obtemos

Ty(p) = / F(E)p(e)de = / 5e(0) £ (€)d.

Portanto, para que (1.4) seja solucao de (1.3) é suficiente que a funcao g(z, &), para todo

¢ € (a,b), satisfaca a equagao
Lg<7§) :5£a €1l D/((a’ub))

A seguir, discutiremos alguns exemplos sobre a implementacao do método da funcao

de Green para a resolucao de problemas de valor de fronteira.
Exemplo 1.2.1 Para f € C([0,1]), considere o problema de valor de fronteira

u'(z) = —f(x), 0<z<1,

u(0) =0 =u(l).

(1.5)

Pelo método da funcao de Green, para obtermos uma solug¢do do tipo (1.4), precisaremos
de uma fungao g € C([0,1] x [0, 1]) tal que, para todo & € (0,1), definindo g¢(z) = g(z,§),

tenha-se

(1.6)
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Contudo, para obtermos tal func¢ao g € C(]0,1] x [0,1]), satisfazendo (1.6), € suficiente

que, para todo & € (0,1), ge(z) = g(x,€) satisfaca

ge(x) =0, xe(0,)\{}, (1.7)
9¢(0) = 0 = g¢(1), (1.8)
pl’g&gé(ﬁﬂtp) —ge(§—p)=—L (1.9)

De fato, fizada uma fungdo teste arbitrdria ¢ € C((0,1)), sejam a,b € R tais que

0<a<b<l1esupp(p) Cla,b]. Se& ¢ [a,b], entio p(&) =0, e por (1.7), obtemos

Agora, supondo £ € |a,b], seque que

b
ng’(SO) =T, (¢") = / ge(x)" (x)dz.

Usando a continuidade de ge em |0, 1] e integrando por partes, obtemos
b ¢ b
| sc@reas = [ getore'@do+ [ gele)s @i
a a 3
E—p b
= lim {/ ge(z) " (z)dx —|—/ gg(a:)go”(:c)d:c}
a 3

p—>0+ +p

= lim (566 — )€ — ) — gel€ + ) (€ + )

+ lim g€+ )PlE+ p) = g€ )€~ p)]

+ lim { /a g_pgg’(77)90(77)cln+ /5 b gg’(n)w(n)dn]-

p—0+ 1p

Por continuidade temos

[96(€ — )" (€ = p) — ge(§ + p)¢'(§ + p)] = 0.

lim
p—0t
A limitagdo de g¢ e a condigdo (1.9) implicam que

lim g7 (& + p)p(& + p) — ge(€ — p)p(€ — p)] = —0(€).

p—0+t
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Concluindo, por (1.7), temos

&—p b
T,0(0) = —(€) + lim [ [ dtmstnan+ /5 gé’(n)w(n)dn] — b,

p—0F +p
e, portanto, (1.7), (1.8) e (1.9) implicam em (1.6).

Construiremos, entdo, uma fung¢do g € C([0,1] x [0,1]) tal que, para todo & € (0,1),
ge(z) = g(x, &) satisfaca (1.7), (1.8) e (1.9). Para x # £, temos como solugao geral de
(1.7) a fungao

gelw) =4 T Vsrsd (1.10)
cs+eyx, E<ax<l,

com as constantes c1, co, c3 € ¢4 possivelmente dependendo de &.

Pela condigao de fronteira (1.8), obtemos c; =0 e c3 = —c4, € portanto

cr, 0<x <€,
ge(x) = (1.11)
—cy+cx, E<ax <1

A hipdtese sobre a continuidade de g(x,&) implica que

lim ge(z) = lim ge(2),

€~ &+

entao, utilizando esta propriedade em (1.11), obtemos

o€ = —cy4 + ch€. (1.12)
Aplicando também (1.9) em (1.11), concluimos que co = ¢4 + 1. Entdo, por (1.12), temos
co=1—¢& ecy = —&. Portanto,

E1l—z), £<x<1.

[ustrando um caso particular do Exemplo 1.2.1, se tomassemos f(x) = e*, entao pela

funcao de Green (1.13), teriamos como soluc¢ao do problema de fronteira (1.5), a funcao

u(z) = / o, €) F(€)de
=(1—1x) /Ozﬁefdf + :B/ (1 —€)etde

=—"+(e—1)z+1.
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E importante salientar que a funcao de Green para um problema de valor de fronteira
depende, em geral, nao somente da equacao diferencial, mas também da condicao de
fronteira utilizada. Para ilustrar este fato, vamos retornar ao problema (1.5), mas agora

com uma condicao de fronteira de Neumann.
Exemplo 1.2.2 Para f € C([0,1]), considere o problema de valor de fronteira

u'(z) = —f(x), 0<z<1,

(1.14)
w/'(0) =0 = u/(1).

Integrando de 0 a 1 a equagao do problema (1.14), obtemos
1
/ F@)dz = —u/(1) + o/ (0) = 0.
0

Assim, o problema (1.14) sd admite solugao, se fol f(z)dz = 0. Portanto, suponhamos que
f tenha esta propriedade. Como antes, queremos obter uma funcao g € C([0,1] x [0, 1])

tal que
u(z) = /0 g(z,€) F(€)de, (1.15)

seja solugdo para o problema de valor de fronteira (1.14). Observe que, pelo argumento

que demos anteriormente, poderiamos tomar qualquer funcao g € C([0,1] x [0, 1]) tal que

9¢(x) = g(,8) satisfaca

9¢ = —0¢, em D'((0,1)),

(1.16)
9¢(0) = 0 = ge(1).

Porém, nao existe uma distribuicao com tal propriedade, uma vez que o salto da func¢ao
Heaviside é de 1 e nao de 0, como seria determinado pela condi¢ao de fronteira em (1.16).
Portanto, devemos contornar esta dificuldade. De modo andlogo ao que fizemos no inicio
desta se¢do, queremos descobrir quais propriedades uma fun¢ao g € C([0,1] x [0, 1]) deve
satisfazer para que (1.15) seja solug¢ao do problema (1.14). De fato, tomando uma fungdao

teste arbitrdria ¢ € C°((0,1)) e definindo ge(x) = g(x,€), podemos considerar a fun¢dio
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(1.15) e trabalhar no sentido das distribuicoes para obter
1
T (o) = Tule") = | ula)(@)da
0
1,1
- [ [ s @)
0o Jo
1,1
— [ [ s @i sicra
0o Jo
1
- | Tt
1
SRCIGE

Por outro lado, lembrando que fol f(&)de =0, obtemos

ry0)=- [ soeeer [ [ s

= [(~ot©+ [ et sierae

1
S AR NGES
0
Portanto, para que (1.15) satisfa¢a o problema de valor de fronteira (1.14), € suficiente

que a funcao g € C([0,1] x [0,1]), para todo & € (0,1), satisfaca

(1.17)

gg =—0¢+1, em D'((0,1)),
9¢(0) = 0 = ge(1),

onde escrevemos ge(x) = g(x,§).
Com o0s mesmos arqumentos que utilizamos para reduzir o problema (1.6) ao problema

composto por (1.7), (1.8) e (1.9), podemos reduzir (1.17) ao problema
ge(x) =1, 2 € (0, )\ {}, (1.18)

9¢(0) = 0 = g¢(1), (1.19)

Jim ge(€+p) — ge(€ —p) = —L. (1.20)
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Portanto, obteremos a fungdo de Green de (1.14) resolvendo o problema composto por

(1.18), (1.19) e (1.20). Para x # &, a solugao geral de (1.18) é

2

T
C1+C2.§L’+3, 0§.§C<£,

ge(z) = (1.21)
.'l'2
63+C4$+E, f<$§1,

com as constantes c1, co, c3 € ¢4 possivelmente dependendo de &.

Pela condi¢ao de fronteira (1.19), obtemos c; =0 e ¢4 = —1. Portanto,

72
01+E7 0<z <,

ge(x) = (1.22)

22
03—1'—1—5, E<ax <1

Como queremos g(x,§) continua, devemos ter

lim ge(z) = lim ge(x),

T—E— €+

obtendo, assim, ¢, = c3 — & e portanto

:L.Q
CS_S_I_?a OSZBSg?

ge(x) = (1.23)
22
c;;—x—i-?, E<x <1,
Como a condigdo (1.20) € satisfeita para qualquer constante cz € R, concluimos que a

fungao (1.23), para qualquer escolha de constante c3 € R, serd uma fun¢ao de Green para

o problema de valor de fronteira (1.14).

Observe que os exemplos discutidos nesta secao foram todos de equagoes lineares.
Vimos que o método da funcao de Green pode ser utilizado em problemas nao homogéneos
de valor de fronteira para a obtencao de solucgoes, dadas por meio de uma representacao
integral. No Capitulo 2, o método da funcao de Green sera utilizado em problemas nao
lineares e como consequéncia nao obteremos, diretamente, solugoes para esses problemas,
mas sim equagoes integrais que serao equivalentes aos problemas de valor de fronteira

abordados.
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1.3 Espacos de Sobolev

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades dos espacos de Sobolev que serao
utilizadas no Capitulo 3. Os resultados que enunciaremos aqui podem ser encontrados
nas referéncias [1], [3] e [15]. Comegaremos esta se¢ao definindo os espagos de Sobolev

modelados em LZ.

Definig¢ao 1.3.1 Para s € R, o espago de Sobolev H*(R?) consiste das distribui¢oes

temperadas u tais que U € L} (R?) e

lul

o = | [+ lePr @R ]| < e (120

A partir da definicao de espacgo de Sobolev, as proximas duas proposicoes descrevem

as suas propriedades mais evidentes.

Proposigao 1.3.1 Para todo s € R, o espago de Sobolev H*(R?) munido do produto

mterno
(10 = [ (1 6P RETTETa

¢ um espaco de Hilbert.
Proposicao 1.3.2 Se s > t, entdo a inclusao H*(R?) C HY(R?) € continua.

Para os casos de indice inteiro, os espacos de Sobolev possuem uma segunda caracte-

rizacao, como descrevemos nas proximas proposicoes.

Proposicao 1.3.3 Se k é um inteiro nao negativo, entdao
HYRY) = {u e L*(RY) : 9*u € L*(R),V]a| < k}.

Além disso, a norma (1.24) € equivalente a

(NI

a, 12
||U||Hk(Rd) = Z 10 UHL?(Rd)

lal<k
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Proposicao 1.3.4 Se k € um inteiro positivo, entao

H*RY = u= Z 0%Ga : go € L*(RY), V]a| <k

laf<k

Além disso, a norma (1.24) € equivalente a

[N

||u||H*k(]Rd) = inf Z H%H%?(Rd) R Z 0%Gas Ga € L2(Rd)a Via| <k

o] <k || <k
A seguir, apresentamos um resultado de aproximacao para os espacos de Sobolev.
Proposigao 1.3.5 Para todo s € R, o espago C°(RY) ¢é denso em H*(R?).
Por fim, concluimos esta secao com um resultado de imersao.
Proposicao 1.3.6 Seja s > k + g.

(i) Se g € H*(R?), entdo 3/0‘\9 € L*(RY), V|a| < k, e, além disto,

para alguma constante C' > 0, dependente apenas de k e s.

g < Clyl

L(RY)

HS(]R‘i) 9 V|Oé| S ka

(ii) H*(R?) C CE(R?) e, além disto, existe uma constante C' > 0 tal que

D 109l ey < Cllglgpoey, Vg € HY(RY).

lal<k



Capitulo 2

Onda Viajante

O objetivo deste capitulo serd provar alguns resultados de existéncia de onda viajante
peridédica para versoes generalizadas e nao homogeéneas das equacoes BBM-Burgers e
KdVB. Para isto, nas Secoes 2.1 e 2.2, utilizaremos o método da funcao de Green para
obter formulagoes integrais para os problemas de onda viajante periédica dessas equagoes.
Na Secao 2.3, obtemos os nossos resultados de existéncia de onda viajante periddica usando
as formulacoes integrais, obtidas nas segoes anteriores, e uma versao do teorema do ponto

fixo de Schauder.

2.1 Formulacao Integral para o Problema BBM

Nesta segao, consideramos versoes generalizadas e nao homogéneas da equacao BBM-

Burgers

U+ (fo(u))e — €Uzy — Oggr = ho(z — B), r€e€R, t >0, (2.1)

Uy + (.fO(u))x — €Ugy + 5ua:xt = ho(ﬂf - 51;)7 S ]Ra t Z Oa (22)

onde ¢, §, 8 > 0 sao constantes, fo € C*(R) e hy € C(R) é uma fungao nao identicamente

nula, 27-peridédica para algum 7" > 0 com a propriedade

/2T ho(z)dx = 0. (2.3)

17
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Uma onda viajante periédica para as equagoes (2.1) e (2.2) é uma solugao da forma

onde v : R — R é uma funcao periddica.

O objetivo desta segao sera construir equagoes integrais que sejam capazes de produzir
ondas viajantes periddicas para as equagoes (2.1) e (2.2).

Em termos da fungao v, em (2.4), a equagao (2.1) é reduzida a equagao diferencial

ordindria de terceira ordem
V" —av” — N = —(fi(v)) + hq, (2.5)

onde hy = (68) the, fi = (08) " fo, N2 =01 ea=¢/(6p).

Para a equacao (2.2), em termos de (2.4), ocorre a redugao
V" +av” + 2N = (fi(v) = hy. (2.6)
Trabalhando no intervalo [0, 27 e adicionando aos problemas a condigao de fronteira
v®(0) =0v®(@2T),  k=0,1,2, (2.7)

é facil ver que qualquer solu¢ao do problema de valor de fronteira composto por (2.5)
e (2.7) pode ser estendida para uma onda viajante 27-periddica para (2.1). Do mesmo
modo, qualquer solugao do problema de valor de fronteira composto por (2.6) e (2.7) pode
ser estendida para uma onda viajante 27-periddica para (2.2).

Por fim, para viabilizar a utilizagao do método da funcao de Green, adicionamos aos

problemas de valor de fronteira a condicao

/0 v(n)dn = 0. (2.8)

Integrando ambos os lados de (2.5), por (2.7) e (2.8), obtemos o problema

v —av = N =—fi(v) + Hi + %/0 [f1(v(n)) — Hy(n)] dn, (2.9)

v (0) =0v®(@2T), k=01, (2.10)
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onde Hy = (63) ' Hy com Hy sendo qualquer primitiva de hq.

Reciprocamente, usando (2.10), podemos derivar (2.9) para obter (2.5) e (2.7) ou
integrar (2.9) de 0 a 27" para obter (2.8). Portanto, vemos que no intervalo [0, 27, uma
fungao é solugdo do problema composto por (2.5), (2.7) e (2.8) se, e somente se, é uma
solugdo para o problema (2.9) e (2.10). Do mesmo modo, integrando ambos os lados
de (2.6), por (2.7) e (2.8), vemos que o problema composto por (2.6), (2.7) e (2.8) é
equivalente, no intervalo [0, 27, ao problema constituido por (2.10) e pela equagao

1

v+ av + Mo = fi(v) - Hy - ﬁ/o [f1(v(n)) — Ha(n)ldn. (2.11)

A seguir, usaremos o método da funcao de Green para obter formulagoes integrais
para os problemas de valor de fronteira (2.9)-(2.10) e (2.11)-(2.10). A partir destas for-
mulagoes integrais provaremos, na Secao 2.3, alguns resultados de existéncia de onda
viajante periédica para as equagoes (2.1) e (2.2).

Nesta segao frequentemente trabalharemos no espago D’((0,27)), o Teorema 1.1.1 nos
faz observar que se uma fungao continua v satisfaz (2.9) ou (2.11) em D’((0,27")), entao
teremos v € C?((0,2T)) e as equagoes (2.9) ou (2.11) sendo satisfeitas no sentido cléssico.

No préoximo teorema obteremos as fungoes de Green que possibilitarao as formulagoes

integrais dos problemas de valor de fronteira (2.9)-(2.10) e (2.11)-(2.10).

Teorema 2.1.1 Euxistem fungoes continuas g e q em [0,2T] x [0,2T] tais que, para todo

£€(0,27), ge(n) = g0, &) e qe(n) = q(n,§) satisfazem

g — agi — Nge = —0¢ + %, em D'((0,27)), (2.12)
a0 =gPer), k=01, (2.13)

@ + age + Nqe = 0¢ — % em D'((0,2T)), (2.14)
¢?0)=¢21), k=01 (2.15)

Mais adiante, no Teorema 2.1.2, provaremos que as fungoes g e ¢ do Teorema 2.1.1 sao
as fungdes de Green respectivamente dos problemas de valor de fronteira (2.9)-(2.10) e
(2.11)-(2.10). Para demonstrar o Teorema 2.1.1, construiremos explicitamente as fungoes

g e q. Todavia, para possibilitar essas construcoes, necessitaremos do proximo lema.
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Lema 2.1.1 Seja & € (0,27).
(1) Se ge € C(]0,2T)) satisfaz
li . — gl —p)=-1 2.1
Jim ge(€+p) = g¢(€ — p) : (2.16)
9¢(n) — age(n) = Nge(n) = o ¥n € (0,2T)\ {¢}, (2.17)
entdo ge satisfard (2.12). Além disso, se ge também satisfaz (2.13), entdo
27
/ ge(m)dn = 0. (2.18)
0
(ii) Se qe € C([0,2T) satisfaz
li : —q(E—p)=1 2.1
Jim, 4§ +p) — g€ —p) =1, (2.19)
1
a¢ () + age(n) + Xae(n) = =5, Vo€ (0,20\{¢}, (2.20)
entdo qe satisfard (2.14). Além disso, se q¢ também satisfaz (2.15), entao
27
/ qe(n)dn = 0. (2.21)
0

Demontracao do Lema 2.1.1: Detalharemos a demonstracao do caso (i), o caso (i7)

segue de modo andlogo. Dada uma fungao teste p € C'2°((0,27")), sejam a, b € R tais que

0<a<b<2T esupp(p) C la,b]. Se & ¢ [a,b], entdo ¢(£) =0 e por (2.17) temos

(g7 — g — Nge)(¢) = Ty (19) = ~0e() + Ta ().

Agora, supondo £ € [a, b], segue que

(¢ — age — Nge) () = Ty (" + ag’ — M)

/ ge(n) [ (n) + o () — No(m)] di.

(2.22)
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Usando a continuidade de g¢ em [0, 277 e integrando por partes obtemos

b

gem" (mdn = [ gem)"(mdn+ [ ge(n)¢”"(n)dn
/ab /j /5
§—p b
= lim { / ge(n)¢" (n)dn + / gg(n)w”(n)dn}
a £

p—07+ 1p

= lim [ge(§ — p)@' (€ = p) — ge(§ + p)'(E + p)]

p—0t

+ lim g€+ p)plE+ p) = g€~ )o(€ — p)]

+ lim { / g_pgg’(n)w(n)dn+ /g b gg’(n)w(n)dn]

p—0t 1p

Por continuidade temos

[96(§ — )" (§ — p) — ge(§ + p)¢ (€ + p)] = 0.

lim
p—0t
A limitagao de g¢ e (2.16) implicam que

[9:(€+ p)p(E+ p) — ge(€ — p)p(& — p)] = —p().

lim
p—0t
Portanto,

b E—p b
/ ge(n)" (n)dn = —p(§) + lim { / 9¢ (m)p(n)dn + /E gé’(n)w(n)dn} (2.23)

p—>0+ +p

De modo similar obtemos

b E—p b
/a ge(m'(n)dn = — lim, { / 9e(m)p(n)dn + /g . gé(n)w(n)dn] : (2.24)
Portanto, (2.17), (2.22), (2.23) e (2.24) mostram que
§—p
(g€ — age = Nge) (o) = —p() + lim [9¢ () — age(n) — Nge(n)] (n)dn

b
+ lim [ [g¢(n) — agi(n) — Nge(n)] w(n)dn

p=0% Jetp
&=r 1 b1
= - I —p(n)dn + i —p(n)d
(&) + lim, i orP(dn + lim - 57 Pmdn

= (~8c+ T )(e).

assim, concluimos que a equagao (2.12) é satisfeita.
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Agora, supondo que g também satisfaga (2.13), podemos estender g periodicamente
em R para uma funcio g € C(R) tal que gc € C*(R\ {€ + 2nT : n € Z}). Prosseguindo,
por (2.16) e (2.17), obtemos

lim, G (E+2nT +p) — g (€+2nT — p) =1,  VneZ, (2.25)
p—

G )~ o (n) - NGeln) = m, VnE€R\{E+MmTinez}).  (226)

Similarmente a obtengao de (2.12), por (2.25) e (2.26), temos
1
g — age — N'ge = — Y Ocront + = D'(R). 2.27
e — oge Je ; gronr + 5 em D(R) (2.27)
Para cada k € N, seja ¢, € C°(R) uma funcado corte tal que

1

1
supp(gx) C [—E,QTvL E} , 0<@ge <1 e () =1, ¥pe0,27].

Por (2.27), para k suficientemente grande, segue que

o7+ 1
@'~ o = X5 (o) = —©) + 5 [ ntan

e portanto

lim (g¢" — age’ — Nge) (1) = 0. (2.28)

k—+o00

Por outro lado,
(G¢" — age' — Nge) (on) = Ty (0} + gy, — Noy)

N / " Je(m) [ (n) + agy(n) — Now(n)]dn,

bl

entao, integrando por partes, obtemos

k——+o00

o1
lim (3"~ g’ ~ N50) (o) = | gen)dn. (2.29)
0

Assim, por (2.28) e (2.29), segue (2.18). [

Demonstracao do Teorema 2.1.1: Pelo Lema 2.1.1 é suficiente construirmos fungoes
continuas g e ¢ em [0, 27 x [0, 27 tais que g¢(n) = g(n, §) satistaca (2.13), (2.16) e (2.17);
e qe(n) = q(n, &) satisfaca (2.15), (2.19) e (2.20).
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Para n # &, a solucao geral de (2.17) é

1
e + coe™ — TN’ 0<n<g,
9¢(n) = (2.30)
1
oy — €< < 2T
c3e” Tl + cqe T2’ §<n<2T,
onde
a4+ va?+4)\? a—va?+4)\2
2 = e 29 = (2.31)
2 2
e c1,Co, C3 € ¢4 constantes possivelmente dependentes do parametro &.
Por (2.13) e (2.30) temos
¢ = ez e ey = ¢y, (2.32)
Uma fungao continua ge em [0, 27 implica que
lim = lim ,
Jim. 9e(n) Jim, 9e(n)
portanto, por (2.30) e (2.32),
c 6Z2(£+2T) _ 622§
3 = — [ ) (2.33)

621§ — e*1 (§+2T)

Por fim, usando (2.16), encontramos

1
(o1 — 22) [t — eEraD]

Cy =

e, deste modo, obtemos

4 1 'ez1n721§+2Tz1 62277722£+2T22 1
- - - 0<n<
71 (€2Tz1 _ ]_) <€2ng _ 1) :| 2T)\27 =N §7
ge(n) =
1 [ exn—=¢ e2n—z28 1
- — — <n<2T
L v _(e2Tz1 _ 1) (62Tz2 _ 1)} 9T )2’ §<n< )

onde

v =Vva?+ 4\ (2.34)

Portanto, tomando

(2.35)
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podemos escrever

G(U—§+2T,Zl)_G(U—§+2T,Z2>—%AQ, 0<n<¢,
9(n,§) = (2.36)

1
G(U—szl)—G(ﬁ—vaQ)—W, §<n<2T.

Para a construcao da funcao ¢ procedemos da mesma forma. Contudo, nesta cons-

trucao, ha trés casos a considerar.

Caso 1: o —4)\* > 0, isto ¢, f < 5557

(1 [ewin—wil+2Tw: w2 —w2E+2Tws 1
M - - 0<n<
po| (1 —e?Twr) (1 — e2Tw2) } o2 -~ =T= 3
q(n,§) = < (2.37)
1 [ ewin—wié ew2n—w2§ 1
" - - <n<2T
\ M _(1—€2Tw1) (1—62Tw2)] 2T N2’ §<n< )

onde

p=vaz—4 2 | w; = —Q;L i wy = —a2— ay (2.38)

Portanto, tomando

(2.39)

podemos escrever

1
H(n—£+2T,w1>—H<n—£+2T,w2>—ﬁ, 0<n<g,

q(n.§) = (2.40)

1
Caso 2: o —4X* =0, isto ¢, f = 557

—a(n—£§+2T) —a(n—£+2T)

Q2[(E+2T)e—T—gle 2 o2(n12T)e =5 .

AN (1—e—oT)? + n4)\2(176—°‘T) T 9TAZ 0< n < 57
q(n,§) = (2.41)

—a(n=¢§) —a(n=¢§)

o2[(E+2T)e T —gle —F o2ne Y |

D2(1_e—ol)2 + 4)\;](1—6*0‘7“) ~ e §<n<2T.



2.1. Formulacao Integral para o Problema BBM 25

Caso 3: o —4)\* <0, isto é, > 5:575.

—a(n—E+2T
26%[%M—6*“T sin “L7-)] L., 0<n<
w(e=20T —2e—T coswT+1) - == §7
. (2.42)
—a(n—¢)
2e+[sjn @jfﬂ s S G §sn=2l
w(e—20T —2e=aT cos wT+1) 2TA%? - 7

onde w = V4)\2 — 2. I

As fungoes encontradas G(n,z) e H(n,w) gozam de importantes propriedades, des-
critas no proximo lema, que serao fundamentais na demonstracao de alguns dos nossos

principais resultados no final deste capitulo.

Lema 2.1.2 As funcées G(n,z) e H(n,w), definidas em (2.35) e (2.39), possuem as

sequintes propriedades:

(1) Considerando as constantes z1 e za, dadas em (2.31), tem-se
G(U; Zl) - G<n7 ZQ) Z 07 \V/Tl S [07 2T]7

(ii) Considerando a constante v, dada em (2.34), tem-se

n 2T 1
/ G(n— f,z)d§+/ G(n—E&+2T,2)dE = pout Vn € 10,27T], VzeR.
0 0

(11i) Considerando as constantes wy e wq, dadas em (2.38), tem-se

H(’?, wl) - H(7771U2) > 07 V77 S [07 2T]

(iv) Considerando a constante p, dada em (2.38), tem-se

n 2T 1
[ oo -+ [ HG - ¢+ 2mwnig = e par) vuer
0 n
Demonstracao: Observando que z; > 0, 2o < 0 e wy < wy < 0 obtemos (i) e (ii7). A

verificagao de (i7) e (iv) segue por célculo direto. [J

Lema 2.1.3 Seja v € C([0,2T)) tal que v € C*((0,2T)) e v(0) = v(2T). Se v satisfaz
(2.8) €(2.9), ou (2.8) e (2.11), entdo v’ ev” sao limitadas em (0,27T) e, portanto, v possui

derivadas primeira e sequnda na fronteira do intervalo [0,2T]. Além disso, v'(0) = v'(2T).
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Demonstragao: Suponha que v satisfaga (2.8) e (2.9), o outro caso segue de modo

analogo. Para 0 < a < b < 2T, integrando (2.9) de a a b, obtemos

V) =) = a o) ~ @) + 3 [odr— [ 1w6n) — il
(b—a) [*
T /O [/1(v(§)) — Hu(£)]dE. (2.43)

Olhando para o lado direito da igualdade em (2.43), concluimos que v" é limitada em
(0,2T); e pela equagao (2.9) obtemos a limitagao de v”. Assim, v tem derivadas primeira
e segunda na fronteira de [0,27]. Além disso, fazendo a — 07 e b — 27"~ em (2.43), por

(2.8), obtemos v'(0) = v'(27). O

Apresentaremos agora o resultado responsavel pelas representacoes integrais dos pro-

blemas de valor de fronteira (2.9)-(2.10) e (2.11)-(2.10).

Teorema 2.1.2 Seja v uma fung¢ao continua em [0,2T).
(i) v é uma solugao do problema de valor de fronteira (2.9)-(2.10) em [0, 27| se, e somente

se, € uma solucao da equacdo integral

o(n) = / g OLAW(E) — Hi(E)de,  0<n<2T, (2.44)

onde g(n,€) € a fungao construida no Teorema 2.1.1.
(i1) v é uma solugao do problema de valor de fronteira (2.11)-(2.10) em [0,27] se, e

somente se, € uma solucao da equacgado integral

o) = / (. O (w(©) — Hi(€)de, 0 <n<2T, (2.45)

onde q(n,€) € a funcao construida no Teorema 2.1.1.

Demonstracao: Seja v uma solu¢do do problema (2.9)-(2.10). Tomando as fungoes

Fi(€) = (@) —Hi(&) ex(n) = [y 9(n,€)Fi(€)de, para toda fungdo teste p € C2°((0,2T)),
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podemos trabalhar em D’((0,27)) e usar (2.12) para obter

Tli”fouilf)\Qn(SD) = TH(SO” + 0480/ — )\290>

' / 2
N Tfo2Tyg( )F1(§)dg(90 +ap’ — Ap)

N / / e F1(€)dE [¢"(n) + ' () — Np(n)] dn

(_5§ + T ) () Fa(€)dg

F1(‘;0) + Tle Fi(¢ )dg(@

0

Assim, concluimos que

=’ = N = =)+ Hi+ g [ () -

Portanto, tomando 9¥(n) = k(1) — v(n), obtemos

V"(n) —ad(n) = XN(n) =0, ne

¥(0) = 9(27),
02 J(n)dn = 0.

Como a fungao nula é a tnica solucao de (2.46), (2.47) e

o) = / o(m, )L (0(€)) — Ha (€)]de.

Reciprocamente, se v satisfaz (2.44), por (2.12), obtemos

V= av =W = =)+ i+ g [ () -

/ / ge(n) [¢" () + 0 (1) — Np(n)] dn 5 (€)de
Ty (" + ap' — N@) F1(€)dE

(9¢ — age — Nge) (@) F1(8)d€

2T 2T 2T
R d£+/ 1/ Fi(€)deo(n)dn

V() +H1+ 55 3T A () - 1 (¢))e ()

Hi(&)]d¢, em D'((0,27)).

(0,27, (2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.48), segue que

vn € [0, 27

Hy(§)ldg, em  D'((0,27)).
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Assim, pelo Teorema 1.1.1, teremos v € C?((0,2T)) e a equagao (2.9) satisfeita no sentido
classico. A partir de (2.18), (2.44) e Teorema de Fubini, obtemos (2.8). Portanto (2.13),
(2.44) e Lema 2.1.3 implicam em (2.10).

A demonstragao de (i7) segue como a de (7). O

No inicio desta secao, vimos que quaisquer solucoes dos problemas de valor de fronteira
(2.9)-(2.10) e (2.11)-(2.10) podem ser estendidas periodicamente para ondas viajantes
periédicas das equagoes (2.1) e (2.2) respectivamente. No préximo coroldrio, um resultado
imediato do Teorema 2.1.2, iremos atrelar a condicao de existéncia dessas ondas viajantes
periddicas as equagoes integrais (2.44) e (2.45).

Corolario 2.1.1

(1) Qualquer solugao continua v de (2.44) pode ser estendida para uma fun¢ao 2T -periddica

u € C3(R) tal que u(x — Bt) é uma onda viajante periddica de (2.1).

(11) Qualquer solugdo continua v de (2.45) pode ser estendida para uma fungio 27T -

periddica u € C3(R) tal que u(x — Bt) é uma onda viajante periddica de (2.2).

2.2 Formulacao Integral para o Problema KdVB
Nesta secao consideramos versoes generalizadas e nao homogéneas da equacao KdVB
U + (fo(u))z — EUgy — 5uxm = ho(l’ — ﬂt), xr e ]R, t> O, (249)

ur + (fo(u))e — €Uy + OUsgzy = ho(x — St), reR, t>0, (2.50)

onde €, §, B > 0 sao constantes, fo € C'(R) e hy € C(R) é uma funcao nio identicamente

nula, 27-periddica para algum 7' > 0 com a propriedade

/2T ho(a)dz = 0. (2.51)

Utilizaremos aqui o mesmo método da secao anterior para construir equacoes integrais
que sejam equivalentes aos problemas de onda viajante periddica das equacgoes (2.49) e

(2.50).
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Em termos da fungao v, em (2.4), a equagao (2.49) é reduzida a equagao diferencial

ordindria de terceira ordem
V" + 00" + p* = (f2(v)) — ho, (2.52)

onde hy = 6 thy, fo=0"1fo, p>=B/0 el =¢/d.

Para a equacgao (2.50), em termos de (2.4), ocorre a redugao
V" — 0" — p*' = —(fa(v)) + ho. (2.53)

Como na se¢ao anterior, adicionamos a condigao de fronteira (2.7) para que seja
possivel estender, periodicamente em R, quaisquer solugoes no intervalo [0, 27’ das equagao
(2.52) e (2.53) para ondas viajantes periddicas das equagao (2.49) e (2.50) respectivamente.
Também com o intuito de utilizar o método da fungao de Green, impomos a condigao (2.8)
aos problemas de fronteira (2.52)-(2.7) e (2.53)-(2.7).

Integrando ambos os lados de (2.52), por (2.7) e (2.8), obtemos

1

V0 4 g0 = o) = = 5 [ () = Hanlan, (2.54)

onde Hy = 61 Hy com Hj sendo qualquer primitiva de hy.

Reciprocamente, derivando (2.54), verificamos que no intervalo [0, 277, uma fungao é
solugao do problema (2.52)-(2.7)-(2.8) se, e somente se, ¢ solu¢ao para o problema (2.54)-
(2.10). Do mesmo modo, podemos integrar (2.53) e utilizar (2.7) e (2.8) para obter

o — 00— o =~ olv) + B+ o / Fa(o(n) — Ha(m)ldn, — (2.55)

e desta forma verificar que, no intervalo [0, 27, o problema (2.53)-(2.7)-(2.8) é equivalente
ao problema (2.55)-(2.10).

Assim como fizemos na se¢ao anterior, aqui também utilizaremos o método da fungao
de Green para obter formulagdes integrais para os problemas (2.54)-(2.10) e (2.55)-(2.10).
No proximo teorema, estabeleceremos as condicoes que as funcoes de Green deverao sa-

tisfazer.
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Teorema 2.2.1 Existem fungoes continuas q¢ e g em [0,2T) x [0,2T] tais que, para todo

£ € (0,27T), ge(n) = q(n,€) e ge(n) = g(n, &) satisfazem

~ ~ - 1
G +0q + p*G = 0¢ — o em D'((0,21)),

&) =g"en, k=01,

- - - 1

ge" — 00 — p*ge = —0c + o oM D'((0,21)),
"0 =g®er), k=o0,L

(2.56)

(2.57)
(2.58)

(2.59)

Demonstracgao: Utilizando o Lema 2.1.1 e os mesmos argumentos da demonstragao do

Teorema 2.1.1, construimos as fungdes ¢ e g. No caso da funcao ¢, ha 3 solugdes possiveis

dependendo da posicao relativa de 6 e p.

. 02 2 : ‘ €2
Caso 1: 6% —4p° > 0, isto é, B < 5.

1

H(n—£+2T,wl>—H(n—£+2T7zﬂ2)—pr 0<n<¢
a(m 6) =
B~ &) ~ Hip— &) — o <n<or
—&wy) — — & W) — —— :
n , W1 n s W2 2Tp27 =N
onde H ¢ dada por
~ ewn
H =
e
- ~ -0+ ~ —0—p
=/ 0%—4p?, wy = ;M e Wy = — ay
. , 2
Caso 2: 6° —4p* =0, isto ¢, f = .
5 0T _ 679(n7§+2T) 5 6*9(n*§+2T)
0 [(£+2Tip2(1_§”)2 2 L0 (U—ZKQJZ()I—e*G;) _ 27}p27 0<n<g,
q(n,§) =
—0(n-¢) —0(n=£)
92 A 2pe T
[(§+2T) ﬂ + Zpg(lfe_eT) - 2/1}p27 § S 77 S 2T

4p2(176_0T)2

Caso 3: 02 — 4p? < 0, isto é, 3 > Z—z.

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)
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—9(n— _ ~
Qew [sin 7W(n_§+2T) —e T sin w(nz—ﬁ)} 1 0<n<
w(e=20T—2¢=0T coswT+1) T 2Tp?y SN = 5’
qn,§) = (2.64)
—0(n— _ _
Qew[sin O=8) _—6T g 7L’J(n_§_2m} 1 < < oT
w(e 20T —2e=9T coswT+1) T 2Tp?y £<n< ’

onde
w=\/4p> — 62 (2.65)

Para a funcgao g, obtemos

~ - ~ - 1
9. ¢) = (2.66)
~ - ~ - 1
G(n—f,m)—G(n—f,zQ)—m, §<n<2T
onde G é dada por
G(n,z) = ST (2.67)

_ 0 0
F=0+42, FH= % ZH=—1. O (2.68)

As funcoes encontradas no Teorema 2.2.1 gozam de propriedades semelhantes das do

Teorema 2.1.1.

Lema 2.2.1 As fungées G(n,z) e H(n,w), definidas em (2.67) e (2.61), possuem as

sequintes propriedades:

(i) Considerando as constantes zy e za, dadas em (2.68), tem-se

G(nv ’51) - G(777 52) > 0.

(ii) Considerando a constante 7, dada em (2.68), tem-se

n __ 2T~ 1
/G(n—f,z)d§+/ Gn—§&+2T,2)dE = —, Vne|0,2T], VzeR.
0 n Nz

(11i) Considerando as constantes wy e wq, dadas em (2.62), tem-se

H(nvﬁjl) - H(Thﬁ;Z) 2 0, V77 € [07 2T]
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(iv) Considerando a constante ji, dada em (2.62), tem-se
n 2T - 1
/ H(n—f,w)d§+/ H(n—§&+2T,w)d¢ = T’ Vn € (0,27, Vw € R.
0 U]
Demonstracgao: Aniloga a do Lema 2.1.2. [J

Lema 2.2.2 Seja v € C([0,2T)) tal que v € C*((0,2T)) e v(0) = v(2T). Se v satisfaz
(2.8) e (2.54), ou (2.8) € (2.55), entdo v’ ev” sao limitadas em (0,27T") e, portanto, v possui

derivadas primeira e segunda na fronteira do intervalo [0,2T]. Além disso, v'(0) = o'(2T).
Demonstragao: Analoga a do Lema 2.1.3. [J

Para concluir esta se¢ao, com uma demonstragao analoga a do Teorema 2.1.2, enunci-
amos o teorema de representacao integral para os problemas de valor de fronteira (2.54)-
(2.10) e (2.55)-(2.10); e o seu corolario, dando assim uma caracterizagao integral para os

problemas de existéncia de onda viajante periddica das equagoes (2.49) e (2.50).

Teorema 2.2.2 Seja v uma fungao continua em [0, 2T].

(i) v € uma solugdo do problema de valor de fronteira (2.54)-(2.10) em [0, 27 se, e somente

se, € uma solucao da equacao integral
o7
o) = [ AnO©) - HaOlds,  0<n<am, (269)
0
onde q(n,&) € a fungdo construida no Teorema 2.2.1.

(1) v € uma solugao do problema de valor de fronteira (2.55)-(2.10) se, e somente se, é

uma solugcao da equagao integral

zmnzl GO a(0(©) — Hy©)de,  0<n<2T, (2.70)

onde g(n,€) € a fungao construida no Teorema 2.2.1.

Corolario 2.2.1

(1) Qualquer solugao continua v de (2.69) pode ser estendida para uma fun¢ao 2T -periddica

u € C3(R) tal que u(x — Bt) é uma onda viajante periddica de (2.49).

(11) Qualquer solug¢do continua v de (2.70) pode ser estendida para uma func¢ao 27T -

periddica u € C3(R) tal que u(x — Bt) é uma onda viajante periddica de (2.50).
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2.3 Existéncia de Ondas Viajantes Periédicas

Nesta secao utilizaremos as representacao integrais, obtidas nas Segoes 2.1 e 2.2, para
obter resultados de existéncia de ondas viajantes periédicas para as equagoes (2.1), (2.2),
(2.49) e (2.50).

Seja Cor o espaco das fungoes continuas, v(n), em [0,27], tal que v(0) = v(27T),
equipado com a norma do maximo ||-||. Tomamos B,(0), como notagao, para ser a bola
fechada de Cy7r com centro em zero e raio r > 0.

Para v € Cyr, definimos os operadores

Av(n) = / o, O (0(©) — Fi(O)dE, ¥ € [0,2T), (2.71)

2T
vuin) = [ anOLA(w(e) ~ M(elds, Ve 0.27) (272
onde g(n,&) e q(n,§) sao as fungoes do Teorema 2.1.1.

Lema 2.3.1 Os operadores A e U possuem as sequintes propriedades:

(Z) A,U : OQT — OQT.

(11) Os fechos A(B,(0)) e U(B,(0)) sao compactos em Cor, para todo r > 0.
(iii) As restrigoes Alp, ) € Ul|p, () sao continuas, para todo r > 0.

Demonstragao: Demonstraremos os resultados deste lema para o operador A, os resul-
tados para o operador U seguem de modo analogo.
Para demonstrar (7) é suficiente usar (2.13) e a continuidade uniforme de g no compacto

[0,277] x [0,27]. Para obter (ii), usamos a desigualdade

[Av(n)| < 2T sup |g(z, )] sup f1(2) = Hi(&)],

x,£€(0,27] (2,£)€[—r,r]x[0,2T)
para concluir que A(B,(0)) é uniformemente limitada. A continuidade uniforme de g e a

desigualdade

|Av(n) — Av(z)| < / 0.6 — gz 0lde  swp  |fi(z) — Hi(€)],

(2,£)€[—r,r]x[0,2T]
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leva-nos a concluir que A(B,(0)) é equicontinua, entdo pelo Teorema 1.1.2 obtemos a

compacidade de A(B,(0)) em Cor. Para obter (iii), ¢ suficiente usar a desigualdade

JAv—Aul| <27 sup lg(n, &) swp |FA() v —ull, Vo,ueB(0). O

1,£€[0,2T z€[—r,r]

Agora, estabeleceremos os teoremas de existéncia de onda viajante periédica. Antes

porém, fixado r > 0, definiremos a constante

M, = sup | fo(w) — Ho(&)]- (2.73)

(w,€)€[—r,r]x[0,2T7]
Teorema 2.3.1 Ser >0 ¢ > 2L onde M, ¢ dado por (2.73), entdo a equagdo (2.1)

admite onda viajante periddica na forma u(x — Bt) tal que |u(x — St)| < r.

Demonstracao: Por (i) do Lema 2.1.2 e (2.36), obtemos

l9(n, &) <
G(n_gazl)_G(n_§722)+ﬁv fSUSQT,

assim, por (i7) do Lema 2.1.2,

2T n 2T
de = d d
/0 l9(n, &)|d¢ /0 l9(n, &) §+/77 l9(n, &)| d§
n
< / G(n— & 21) — Gy — £, 22)de
02T 1
+/ G(n—§+2T,Zl)—G(n—§+2T,z2)df+F
7777 2T
— [(Gt-gads+ [ Glr—gramaag
0 n

n 2r 1
0 n

11 12
= — — 4+ —=—=2§ Vnel0,27].
T m TR e W [0, 277

Portanto,

2T
d 2.
s / 9(,€)|dé <

n€l0,2T
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Entao, para v € B,(0), desde que f; = %fo e H = %HO, temos

2M,
<r.

2T
JAv] < sup / 9.l ds | Aw) = Hal < =5 <

n€l0,27]
Assim, concluimos que A(B,(0)) C B,(0) e pelo Lema 2.3.1 e Teorema 1.1.3, A tem um
ponto fixo v € B,(0). Entao, recorrendo ao Coroldrio 2.1.1, obtemos a demonstracao do

Teorema 2.3.1. O

Teorema 2.3.2 Sejam r > 0 e M, dado por (2.73). Para qualquer um dos trés casos:

€

. 2M,
(i) . <p< 55172
1272 8717 M,
(”) —r T —— +1 <p= %7
§(1— e72)2  §(1 — eail?) r 201/
8T 1| M o e
(111) {(4525—62)%(1—e5%T)2 + ,8} r<leB>5mm

A equagdo (2.2) admite onda viajante periodica u(x — [t) tal que |u(z — Bt)| < r.

Demonstragao: A fungao de Green ¢(n, &), utilizada no operador definido em (2.72), é
dada em trés casos distintos, dependendo da posicao relativa de €, § e 3, de acordo com os
casos 1, 2 e 3 estabelecidos na demonstracao do Teorema 2.1.1. Portanto, considerando
(i), a fungao de Green deste caso serd a funcao (2.40). Entao, por (ii7) do Lema 2.1.2,

obtemos

H(n—&+2T,wy) — H(n— £+ 2T, ws) + 573, 0<1n <&,
lg(n, )] <
H(n_€7w1)_H<n_€7w2)+ﬁ7 €§77§2T,

assim, por (iv) do Lema 2.1.2,

2T n 2T
d€é = d d
/0 la(,€)|de / g(n.€)ldé + / la(n,€)|de

n 2T
< / H(n — €, wy)de + / H(n — € + 2T, wy)de

2T

n 1
- (/ H(n— & wy)d§ + H(n—§+2T,w2)d£) Y]
0 n
1 1 12
= 4~ 4 =2 95 VY 0,27.
R b ekl n € [0,27]
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Portanto,

2T
sup / 4(n,€)] de < 26,

n€(0,27]

Entao, para v € B,(0), obtemos

2T M
Jow]| < p/ \q(n,s>|d£||f1<v>—ﬂlusZBTsT.

n€l0,27]

Assim, concluimos que U(B,(0)) C B,(0) e pelo Lema 2.3.1 e Teorema 1.1.3, U tem um
ponto fixo v € B,(0). Entao, recorrendo ao Coroldrio 2.1.1, segue que a equagao (2.2)

admite onda viajante periédica u(x — ft) tal que |u(x — pt)| < r.

£

Agora, assumindo (i7), a funcao de Green serd a (2.41). Dal, observando que o = 3

e A2 =571, obtemos

6T AT 1
Iq(n,€)|§5[ —— + St om|. YnEE(0,27).
Il —es?)2  §(1—es?)

S

Portanto, para v € B,(0),

2T
o] < sup / lg(, )] dE || 1 (v) — || < 7.
1J0

n€l0,2T

Como antes, concluimos que U(B,(0)) C B,(0), entao recorremos ao Lema 2.3.1, Teorema
1.1.3 e Corolario 2.1.1 para concluir como no caso anterior.

Para (ii7), a funcdo de Green serd a (2.42). Assim, observando que

e 2T —2e T coswT +1> (1 —e )2 =(1— X

)27

obtemos

4 1

)| = —— + :
la(n, €] o1y e

Entao, para v € B,.(0),

T 1
—— + | M, <.

Uvl| <
|| UH — (4525_62>%(1 o )2 ﬁ

Concluindo como nos outros dois casos, o resultado segue. [



2.83. FExisténcia de Ondas Viajantes Periodicas 37

De modo anélogo ao que fizemos para obter os teoremas de existéncia de onda viajante
para as equagdes BBM-Burgers, podemos usar as fungoes g(n,€) e q(n,§), do Teorema

2.2.1, para definir os operadores

Av(n) = / 50,0 fa(0(€)) — Hu©)JdE, Y € [0,2T), (2.74)

2T
Totn) = [ AnOULv(e) - Ha©lde. ¥ e 0,21), (2.75)
0
e demonstrar os seguintes teoremas de existéncia de onda viajante periddica para as

equagoes KdVB.

Teorema 2.3.3 Sejam r > 0 e M, dado por (2.73). Para qualquer um dos trés casos:

2

) 2 < g <5
3T2 2 2T2 2 Mr 2
(/[/Z) 6—eT + 6—eT —I— 1 S /8 = 6_7
2(1—e5)2  §2(1—e™5) r 46
8T 1| My &
(”Z) |: 486— 52)7(1 e 6T)2 * B:| B S he 6 g 40

A equagao (2.49) admite onda viajante periddica u(x — Bt) tal que |u(x — St)] < r.

Demonstragao: A funcao de Green ¢(n, £), utilizada no operador (2.75), é dada em trés
casos distintos de acordo com os casos 1, 2 e 3 estabelecidos na demonstragao do Teorema
2.2.1. Portanto, considerando (i), a fungdo de Green deste caso serd a fungao (2.60).

Entao, por (ii7) do Lema 2.2.1, obtemos

H(n—&+2T,@1) — H(p— €+ 2T, ) + 57, 0<n<§,
la(n, &) <
ﬁ(n—f,@l)—ﬁ(n—f,@zHﬁ, §£<n<2T,
assim, por (iv) do Lema 2.2.1, obtemos

2T
5
Sup/ lq(n, €)|d§<2—

n€l0,2T] J 0 B

Entao, para v € B,(0), observanto que fo = %fo e Hy = %HO, segue que

|7o] < sup /2T|a(77,§)|d§||f2(v)_[_]2 . 2% _

n€[0,2T]
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Portanto, conclufmos que U(B,(0)) C B,(0) e pelo Lema 2.3.1 ¢ Teorema 1.1.3, U tem
um ponto fixo v € B,(0). Entao, pelo Corolario 2.2.1, segue que a equacao (2.49) admite
onda viajante periddica u(z — ft) tal que |u(z — Bt)| < r.

Agora, se supormos (77), a fungao de Green serd a (2.63). Daf, observando que 6 = §

e p? = 2, obtemos

~ ) 3Te? Te? 1
<2 —— + —— + == |, Vn,€ €[0,27T).
Ol = 3 [252(1_ = T e T T 1§ € [0,2T]

Portanto, para v € B,.(0),

oo < s [ neac i) - i <

n€l0,27)

Como antes, concluimos que U(B,(0)) C B,(0), entdo, pelo Lema 2.3.1, Teorema 1.1.3 ¢
Corolario 2.2.1, o resultado segue como no caso anterior.
Para (iii), a fun¢do de Green serd a (2.64). Assim, observando que

e —2e M cosT +1> (1 —e )2 =(1— e_TeT)2,

obtemos

Entao, para v € B,.(0),

~ 8T 1
o] < | <

VAl —e(l—e5 )2 B

Concluindo como nos outros dois casos, obtemos o resultado desejado. [J

Teorema 2.3.4 Ser >0 e 8> 22 onde M, ¢ dado por (2.73), entdo a equacdo (2.50)

admite onda viajante periddica u(x — 5t) tal que |u(x — pt)] < r.
Demonstracao: Na demonstragao do Teorema 2.3.1, tomando a fun¢ao de Green g, dada
por (2.66), no lugar da g e o operador A, definido em (2.74), no lugar de A, o resultado
segue. [

Como consequeéncia imediata dos Teoremas 2.3.1, 2.3.3 e 2.3.4 segue o ultimo resultado

desta secao.
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Corolario 2.3.1 Para qualquer r > 0, se [ for tomado suficientemente grande, as
equagoes (2.1), (2.49) e (2.50) admitirao onda vianjante periddica com amplitude limi-

tada por r.

Observacgao 2.3.1 O método da funcao de Green que empregamos neste capitulo para
estudar as equagoes (2.1), (2.2), (2.49) e (2.50) também poderia ser utilizado para estudar

as equacoes

wr + (fo(u))z + €Ugy — gy = ho(x — 5t), reR, t>0, (2.76)
w + (fo(u))y + €ugy + Oty = ho(z — ft), reR, t>0, (2.77)
us + (fo(u))z + €Uy — OUgry = ho(x — St), reR, t>0, (2.78)
uy + (fo(u))e + €Ugy + OUgas = ho(z — Bt), reR, t>0. (2.79)

As funcoes de Green para o problema da onda viajante periodica destas equacgoes, exceto
pela mudanga de sinal em alguns parametros, sao semelhantes as funcoes de Green que
encontramos para os problemas das equagioes (2.1), (2.2), (2.49) e (2.50). Sendo mais
preciso, as fungoes de Green de (2.76) e (2.79) sdo, respectivamente, as funcoes (2.36) e
(2.66), trocando-se o por —a e O por —0. Por estas semelhancas, para as equagoes (2.76)
e (2.79), pode-se obter eratamente os mesmos resultados dos Teoremas 2.3.1 e 2.3.4.
Quanto as funcgoes de Green de (2.77) e (2.78), este fenomeno também acontece, isto é,
estas fungoes sao, respectivamente, as fungoes de Green dos problemas das equagoes (2.2)
e (2.49), trocando-se a por —a e 0 por —0. Devido a estas semelhangas, os sequintes

resultados podem ser obtidos:

1. Sejam r >0 e M, dado por (2.73). Para qualquer um dos trés casos:

. 2Mr €
(i) —= < B < 357>
| 1212652 872002 M. )
(i) = + — 41 <B=o,
d(est’2 —1)2  §les’2 — 1) r 26
(’LZZ) STe% _|_l My 1 66 S _¢€
@po—e)d(eSF 1z P T T 2172

A equagao (2.77) admite onda viajante periddica u(x — Bt) tal que |u(x — St)] < 7.
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2. Sejam r > 0 e M, dado por (2.73). Para qualquer um dos trés casos:

2M, €

) < < —
3722655 OT22e% M, €2
i + +1 <B=—,
() 82(eT —1)2  §2(e5 —1) LT

2¢T
8Tc’5 1| M &
(%) {(45562)%’(6%?1)2 i B} rElelzi

A equagao (2.78) admite onda viajante periddica u(x — Bt) tal que |u(x — St)] < r.

3. Para qualquerr > 0, se B for tomado suficientemente grande, as equagoes (2.76), (2.78)

e (2.79) admitirao onda vianjante periodica com amplitude limitada por r.

Todavia, para que ndo houvesse uma exaustiva repeti¢io de argumentos, optamos por
nao mencionar, exceto nesta observagdo, os casos das equagoes (2.76), (2.77), (2.78) e

(2.79).



Capitulo 3

Equacao de Kawahara

Considere a seguinte versao generalizada da equacao de Kawahara
O+ BOPu — yOPu = a(u)0,u, (3.1)
onde B,y > 0 tais que (,7) # (0,0) e a(s) é uma fungao regular real satisfazendo
la(s)| < Mi(|s| + |s|?), para algum p > 1e M; > 0. (3.2)

Nosso objetivo neste capitulo sera buscar por condigoes de decaimento de solugcao que
sejam satisfeitas unicamente pela solug¢ao nula. Verificaremos que sob certas condigoes, se
uma solugdo da equagao (3.1) tem um decaimento exponencial linear, entao essa solugao

¢ identicamente nula. Para ser mais preciso, o resultado que provaremos é o seguinte:

Teorema 3.0.5 Ezistem constantes universais Cy > 1 e Cy > 0 tais que, se uma solu¢ao

real u € C' (R, H(R)) de (3.1) satisfaz

sup/ ANe= Gkt )2 da < oo, k=0,1,...,5, (3.3)
teR JR
onde »
2p+406 M2
e, além disso,
suplu(t, )2 ey < Mo (3.4)
teR

41
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sup/ T My2(t, 2)dx < Ms, (3.5)
R

teR

11
para constantes My > 0 e Ms > 0 tais que M3 M3 + Mz < 1, entao

No caso y =0e =1, em (3.1), quando se tem uma equagao do tipo KdV, Kenig,
Ponce e Vega, em [26], provaram que o resultado do Teorema 3.0.5 vale para qualquer
b € R. Contudo, se v > 0, h4 a necessidade da condicao b > A\°, no Teorema 3.0.5. No

Apéndice deste capitulo, veja que, se, nas hipdteses do Teorema 3.0.5, considerarmos

2T M2
)\<max{00(1+ﬁ+’7+5’7)amm{1 154_712}} ou b< N,

entao, pode existir uma solucao néo nula de (3.1) que satisfaca (3.3), (3.4) e (3.5). Além
disso, para o caso v = 0 e f = 1, em (3.1), a teoria sobre persisténcia de solugoes
desenvolvida por Kato, em [24], assegura que é suficiente, para a validade do Teorema
3.0.5, que, além das hipdteses (3.4) e (3.5), se tenha (3.3) apenas para k = 0, veja [26].
Para demonstrar o Teorema 3.0.5 nos basearemos no método, estabelecido por Escau-
riaza, Kenig, Ponce e Vega, em [14] e [26], utilizado para obter resultados de decaimento
para as equagoes KdV e Schrodinger. Seguindo este método, na Segao 3.1, construiremos
duas familias de operadores, {S(t) : t € R} com propriedades simétricas e {A(t) : t € R}
com propriedades antissimétricas, que serdo capazes de reescrever a equacao (3.1), como
veremos, de uma maneira bem conveniente. Uma vez obtidos estes operadores, o maior de-
safio deste método se encontrara na Secao 3.2 quando formos trabalhar com o comutador
[S, A]. A dificuldade que encontraremos sera devido ao tamanho deste comutador, o que
dificulta o uso desta técnica para equacoes de ordem mais alta como as equacoes KAV
de sétima e nona ordem, veja estas equagoes em [38]. Na Segao 3.3, obteremos alguns
resultados de limita¢do para o termo nao linear da equagao (3.1) e estabeleceremos uma
lei de conservacio da norma L? para as solugoes da equagao (3.1), que satisfizerem as
hipéteses do Teorema 3.0.5. Por fim, na Secao 3.4, demonstraremos o Teorema 3.0.5.
Esta demonstracao basicamente consistird em utilizarmos as propriedades dos operadores

S(t) e A(t) para verificar que, se uma solucao u(t, z) da equagao (3.1) cumpre as hipdteses
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do Teorema 3.0.5, entao
> 2
[t ey dt < o
1

e portanto u = 0, pela lei de conservacao da norma L? que estabeleceremos.

3.1 Linearizacao do Problema

Nesta se¢ao buscaremos por uma nova caracteriza¢ao para a equagao (3.1). Obteremos
aqui duas familias de operadores que utilizaremos para reescrever a equacao (3.1), de uma
forma como veremos na Secao 3.4, bem conveniente.

Considere, a serem escolhidas posteriomente, uma constante A\ > 0 e uma funcao
0 € C°(R?), nao necessariamente limitada, mas com derivadas limitadas. Para u €

Cl(R, H(R)) solugao de (3.1), tome
f(t,z) =MDyt ). (3.6)

Observando que

0y + B0y — ) (e f) = (0, + BI; — 707)(u)
= eMa(u)0,u = a(u) (0, f — \O0f),

(8, + B2 — D) (e f) = —AOS + Ouf + B (e f) — 4T3 (e ),
obtemos
Of =— [—A@tef + BN (e f) — ”76>\982(6_)\0f)] + a(u)(Opf — NOLOS). (3.7)

Mais adiante, veremos que a condigao (3.3) do Teorema 3.0.5 localiza as solugbes da
equacao (3.1), com respeito a varidvel espacial, no espaco de Sobolev H?(R). Este fato
serd de grande importancia para o nosso trabalho, uma vez que o espagco H°(R) possui
mais regularidade que H'(R). A seguir, definiremos operadores em H®(R) que serdo

utilizados para obter uma melhor caracterizagao para (3.7).
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Para j € {1, 2}, considere as aplicagoes

Tj:R— L(H(R),L*(R)),  Tj(t)g =007 (e 00g),

Tr:R— L(H(R),L*(R)),  Ti(t)g = —e MERguH(X00m)g),

J

Lema 3.1.1 Para j € {1,2} et € R, tem-se

/R(Tj(t)g)(x)h(l“)dﬂf = /Rg(fl?)(T}“(t)h)(év)dx, Vg.h € H*(R).

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 1.3.6, observamos que H?(R) C C§(R).

integrando por partes, obtemos a demonstracao do Lema 3.1.1. [

Agora, usaremos (3.8) e (3.9) para definir os seguintes operadores

S - BT +T7)
2
= —38X0,00% — 3800?00, — BI3(0,0)> — BAO20,
A, BT =T
2
= BO> + 3B8N%(0,0)%0, + 337?0,0020,
Sy = 00 — w

= — 00 + 5yA0L002 + 10700200 4+ 10723 (0,0)%0?
+107AD200? + 307\3(0,0)?02%00,, + 5y D200,

YA (0,0)° + 107X3(9,0)%0%0 + 157X30,0(020) + Y220,

—~ Ty — T3
./42:_7( 22 2)

= —70° — 107\3(0,0)20% — 307\20,00%00% — 5y\*(9,6)*8,
—207A\%0,00200, — 157A\*(0%0)?0, — 1097X\*(0,0)*0%0

—107A2020020 — 57)\?0,00:6.

(3.8)

(3.9)

Portanto,

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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Dai, tomando
Ay =0+ Ay, S=8+8, A=A+ A,

podemos usar o Lema 3.1.1 para obter

/R (S(8)g) (2)h(x)dz = / 9(2) (S(t)h) (@),

R

Além disso, por (3.7), segue que

AV:AI—F;&;)

Vg.h € HY(R),

Vg,h € H°(R).

Of = =(S+ A f +au) (0. f — N,0f).

Portanto, observamos que, se u satisfaz (3.1), entdo f = e*u satisfara (3.17).

3.2 O Comutador [S,A]

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Nesta se¢ao estudaremos o comutador [S,.A]. Primeiro, calcularemos este comutador

e, entao, obteremos uma formulagao que nos possibilitara no final desta secao verificar

que o comutador [S, A] é positivo definido.

Por (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) e (3.14) obtemos

S, A] = SA— AS

= [S1, Aq] + [S1, Ao] + [Se, Aq] +

onde

[827 A2]7

[S1, Ar] = 07(98%20;00;) + 0, ((68°10,0 — 186°X*(0,0)"9;0)0.)

—3B%N*(020)% — 1882 X30,0020020 — 35°X3(0,0)20:0 + *\0°0

+96205(0,0)1 026,

[S1, Ag] = [Sa, A

(3.18)

(3.19)
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= 02 (—15B7A02003) + 02 (15672 (9,0)2020 — 208vX0;0)02)
+0,((6087A30,0020020 + 156yX3(0,0)2020 + 1567X°(0,0)10%0 + 38)X02,0
—8BYNSO — 458y X3(020))0,) + 25B87A30,0020020 — BYNDSO — 608y N30%0(030)>
—3087X\3(020)2020 — 58y\5(9,0) 020 — 158y\30,00200°0 + 28v)\3(9,0)*9%0
—15B87A5(0,.0)%(920) — 308yX°(0,0)3020020 — 153y\7(0,0)°0%0 + BAI%,0
+3B8X%(0,0)202,0, (3.20)
[Sa, As] = 0, (2572X0200;) + 92 ((507220,6 — 1007 N*(8,0)%926) 52 )
+02((35v* 2050 — 107,60 4 15072 \°(0,0) 020 + 4507 X3 (926)* — 100> N\*(0,0)?020
—30072\30,0020020)0?) + 0, ((107?X950 — 1007*\7(0,0)°0%0 — 10y \0%,0
—607\*(0,0)202,0 + 4007 X\°(0,0)* 020020 — 3007 N\°(0,0)*(020)° + 507> \°(0,0)* 036
—14072X\3(0,0)%0%0 + T509°N*(920)? 020 + 14009*N\*0260(026)* + 700> N3 (920040
—20072X\30,0020020 4 10072 \3(9,0)2050 — 20072 X\20,00200°0 — 50072 \3(920)2016)0,,)
+2572X%(0,0)2020 — 1507*X7(9,0)*(026)® — 100v*\7(9,0)°9%0020 + v* 19100
+AI20 — 29A0%,0 — 2557*N\°(920)° — 109A*(0,0)*9%,0 + 130072 \3(920)2020
+725v2N2020(020) + 100072 \*020020020 — 507> \30,0020050 — 60y \*0,002002,,0
—3097\302,0(020)? — 207\3(0,0)?0%,0 — 407 \*0,00%,00°0 — 80072 \°(0,0)?0%0(920)?
—210072X°0,0(020)3020 — 60v*X*0,00200°0 + 1072 \°(0,0)* 050 + 13072\ (926)*050
—40v°N30,0020010 + 1007*N°(0,0)* 020020 + 1007°N°(0,0)* 020020 — 5v*N*(0,0)?0%0
—30072\3(0,0)%(026)2036. (3.21)
Destacamos aqui a forma como escrevemos os comutadores em (3.19), (3.20) e (3.21).
Com esta forma fatorada de escrita, podemos agrupar as derivadas da funcao 0(t,z) e
tomar fungdes P; € C27(R?), dependentes de 6(t, x), de modo a obter

4

[S(t), At)] =Y &2 (Pi(t,2)d5) . (3.22)

=0
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Esta caracterizacao serd de grande importancia para verificarmos a positividade do comutador,
na Proposicao 3.2.1. A seguir, descreveremos o comportamento do comutador [S,.A] no

espago de Sobolev H?(R).
Lema 3.2.1 Fizadot € R, o comutador

[S(t), A(t)] : H*(R) — H*(R),
€ uma aplicacao linear continua.

Demonstracao: Fixado t € R, por (3.22), podemos tomar fungoes a; € CZ(R2) e rees-

crever o comutador [S(t), A(t)] da seguinte forma

S(0), AW = 3 ay(t,2)5.

J=0

Portanto, para g € H°(R), podemos escrever

ag0Sg = 0,(as02g) — Drasdly,
cw@ig = (‘9§(a7629) — 835(2836@7829) + 8§a7029,

asdsg = 92(agd2g) — 02(30,a5029) + 0.(302as02g) — O2agdlg,

e, desta forma, obter fungoes g; € L*(R) e uma constante C' > 0 tais que

[S(t), A(t)]g = Z &g,

19l 2wy < Cllgll gy,  Vi=0,1,2,3.
Assim, pelas Proposigoes 1.3.4 e 1.3.2, teremos [S(t),.A(t)]g € H°(R) e, além disso,
1[S(0), A@)]Q”H*E”(R) <C H9HH5(R) 5

para alguma constante C>0.0

A seguir, gostariamos de definir uma operacao que tenha o comportamento de uma

forma bilinear continua quando restrita aos espagos H °(R) x H’(R) e L*(R) x L*(R).
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Para isto, considere a seguinte aplicagao

CP(R) x C*(R) — R,

(¢,w)'—>/R¢(x)w(x)d:1;.

Observando que

B(6,0)| = / ol
- / e
—en| [ ¢<5>w<—5>d5'
= )| [+ 1E T RO + ) -

< (27)_1 H¢HH—5(R) |W”H5(R) )

obtemos a continuidade de B. Portanto, sendo C2°(R) denso nos espagos de Sobolev,
veja na Proposicao 1.3.5, segue que podemos estender B de modo tinico para uma forma
bilinear continua no espago H °(R) x H®(R). Para representar esta extensao usaremos a
notagao (g, h),, V(g,h) € H°(R)x H*>(R). Por outro lado, se (g, h) pertence a intersecgao
dos espagos H°(R) x H*>(R) e L*(R) x L*(R), isto é, g € L*(R) e h € H*(R), entao pela
densidade do espaco Cg°(R), podemos obter sequéncias {¢n},cn € {¥n},ey €m CF(R)
tais que

¢n — g, em L*(R) e 1, = h, em H°(R). (3.23)
Pela Proposi¢ao 1.3.2 temos ¢, — g em H °(R) e, portanto, pela continuidade da ex-
tensao (-,-);, obtemos

(9,h); = lim R%(l’)wn(x)dx.

Desde que podemos usar (3.23) e provar

lim [ 6, () (o) = / g(x)h(x)d,

n—o0 R

segue que

(9, h>1=/Rg(:E)h(x)dx.
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Assim, podemos definir a operacao

(9, 1)y se (g,h) € H°(R) x H*(R),
(g,h) = (3.24)
/Rg(x)h(:c)dx, se (g,h) € L*(R) x L*(R),

com as propriedades que citamos no inicio deste paragrafo.

Lema 3.2.2 Considerando as fungoes P;(t, ), definidas em (3.22), tem-se
4
(S0, A®lg.9) = (-1 [ Pta)@lg(e)’ds,  VieR vge H(R)
R

Demonstragao: Fixados t € R e g € H(R), seja {¢n},cy uma sequéncia em C°(R)
convergindo para g em H?(R). Pelas continuidades do comutador [S(t), A(t)], estabelecida
no Lema 3.2.1, e da operagao (3.24) obtemos

(15(), ADlg,5) = lim ([S(E), AWDon, 61 (325)
Por outro lado, usando (3.22) e integrando por partes, temos

(S1), AD)n, Pn) = /R [S(2), A())(0n) () o () dez

= Z /R &2 (Pi(t, )0 dn(x)) ¢n(x)da

4

=31 [ Pt a)(@0, (o).

J=0

Portanto, observando que

lim [ Py(t,0)@0n(0) o = [ Pt,a)(@lg(e)dn, V5 € {0.1,2,3.0},

a demonstragao segue por (3.25). O

Lema 3.2.3 Se g,h € L*(R) e a > 0, entdo

A!g(m)h(rﬂ)\dw < % (a/Ryg(a:)Fderé/ﬂ%yh(x)ﬁdx) .
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Demonstracgao: Para a,b > 0, temos

1
ab < §(a2 + %)
Portanto,
1 1 1, 5 1,
ab = (a2a)(—b) < =(aa” + —b). (3.26)
(%) 2 «

A demonstracao segue integrando (3.26) para a = |g(z)| e b = |h(x)|. O

Na proxima proposicao, que sera o ultimo resultado desta secao, utilizaremos os dois
lemas estabelecidos acima para provar que o comutador [S,.A] é positivo definido com
relacdo a operacao (3.24). Antes, porém, definiremos a funcao (¢, z) que utilizamos em

nossas definigoes.

Lema 3.2.4 Eziste uma fungdio oy € C°(R) par e ndo negativa com as sequintes pro-

priedades:
oo ,
(1) ‘hnzfl lo(r)] > 0.
(ii) lep(r)| <3, Vr>0.
i) ghr) =1, Vil <&

(v) 0 < pp(r) <1, Vr > 0.

<3

(v) @) € decrescente para r > %

(vi) Eziste uma constante Cy > 0 tal que

e < e, Vr >0, (3.27)
R < Oplr), Y20, (3.28)

dk
iﬁ’,fr) <Owl(r),  Yr>0, k=3,4,5.0678,9,10. (3.29)

Demonstracao: Fixado 0 < e < %, considere a seguinte fungao

1, 7’6[0,%4—26},

Go(r) =1 ar+b, re[3+262— 2, (3.30)

In2
4r(lnr)2>

r € [2— 2€ 00),
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onde a,b € R sao tais que

a(34+2¢)+b=1,

Ly (3.31)
a(2—2¢) +b= 12—20)[In (2202
isto é, ¢g € C’([O 0)).
Seja ¢(r) = [ [ do(t)dtds. Calculando, obtemos
§7 TG[O,%+2€],
o(r)=q L +% 1o+ o, r € [2 4262 — 2, (3.32)
— fQT_Qe Aj?ﬂids +e3r+cy, 1T E[2—2€00),
onde as constantes ¢y, co, c3 € ¢4 sao dadas por
a,3 3 3
S —b(S 42 2
1 2(2+ €)’ —b(= +e)+2+e
a,3 b,3 1,3 3
cy = — 6(2+26) 5(24—26) +2(2+26) —Cl(§+2€),
a a 3 3 3 In2
=—-(2—-2 b(2 — 2¢€) — = 2 b 2 2¢e + —————

b
cy = %(2 —2€) + 5(2 —26)? +¢1(2 — 2€) + 3 — c3(2 — 2e).

Tomando ¢ = 0, temos

1 1
N W <24 —— Yr >0,
=2+ e P0I=2+oy s, V2

Portanto, por continuidade, podemos tomar ¢ > 0 suficientemente pequeno e obter
2<c3<3 e ¢’ (r)| <3, Vr>0. (3.33)

Entao, definindo ¢(r) = ¢(—r), para todo r < 0, teremos ¢ € C*(R), par e nao negativa.
Por outro lado, tomando . € C!°(R) tal que

Ve >0, Y (x) =10 (—x), supp(v.) C[—¢€,¢] e /R@Z)E(x)dx =1

teremos @y = ¢ x 1. € C'9(R) também par e nao negativa. Provaremos a seguir que esta
@o ¢ a fungdo procurada. De fato, por (3.30), observamos que ¢” > 0 e, portanto, ¢’ é

uma funcao crescente, assim, para r > 1 e y € [—¢, €], teremos r —y > 1 — € e, portanto,

©o(r) = @' * Ue(r /qzﬁr— Wely)dy > ¢'(1—€)=1—¢€,  Vr>1.
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Por outro lado, para r < —1 e y € [—¢, €], segue que r —y < —1 + €, assim,

©o(r) = ¢ x Pe(r /¢7’— Ve(y)dy < ¢'(—1+¢€) = =1+, Vr < —1,

donde concluimos a validade de (7). Por (3.33) obtemos (ii) e observando que ¢"(r) = 1,
para todo |r| < 3 + 2¢, segue (iii). Para obtermos (iv) é suficiente observarmos que
0 < ¢"(r) <1, para todo r € R. O item (v) segue do fato da fungao ¢, ser decrescente
para v > 0. Para concluir a demonstracao, resta-nos obter (vi). Primeiro, provaremos

que existe uma constante 6’1 > 0 tal que
e#0(n) < /C’vle‘gr, Vr > 0.

Como este resultado é imediato no intervalo compacto [0, 2], consideremos r > 2. Entao,

para y € [—¢, €], segue que r — y > 2 — 2¢. Assim, por (3.32) e (3.33), obtemos

polr) = 6 . (r /cbr— (y)dy

_/ _/Tyln2d+ (r—y) + 1| ©ely)d
= . - A0 s ST C3\I" =Y Cq e\y)ay

</ (Br 4 e (y)dy

€

= 3r + ¢4,

e portanto, e?0(r) < ec4e3” | para todo r > 2.
Provaremos, agora, que existe uma constante Cy > 0 tal que

vo(T

6'\;@6/(7") > 1, Vr > 0.

Para obter este fato, é suficiente que

lim wg(r)e%Tm = 00, (3.34)

7—00

entao, verifiquemos este limite. Dados r > 2 e y € [—¢, €], temos r —y > 2 — 2¢. Portanto,
@g(r)_ //*¢e / QSHT_ we y)dy

In2
N /_ A(r — y)[In(r — y)]ﬂe(y)dy

S In2
T A(r+e)[In(r+¢€)]*

(3.35)
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Além disso, lembrando que ¢z > 2, por (3.33), obtemos

wolr) = [ olr = wyvl)dy

‘ Y In2
> — 2 — ' |
= /_ [ /2_26 4lnsds +2(r —y) + ca| Ve(y)dy (3.36)

€

Por outro lado, observando que

" In2
27’—/ 1 ds >, Vr > 2 — 2e,
9_9c 4Ins

utilizamos (3.36) para obter
@o(r) > 1+ cy, Vr > 2. (3.37)

Assim, por (3.35) e (3.37), segue que

//( ) voﬁ(r) > 6(T+C4)/6 In2
T)e
Yo =4+ (r + P’

Vr > 2,

e, portanto,

#o(r)

. " o
rlggogoo(r)e 6 = 00.

Para concluirmos a demonstracao do lema, agora, provaremos que existe uma cons-

tante fC'\; > 0 tal que

< Capl(r), ¥r>0, k=34,5671,38,9,10. (3.38)

De fato, se r € |0, % +e)ey € [—€ €], entdo —e <r—y < % + 2¢ e, portanto,

"

e = [ o=ty =o.
Assim, concluimos que
(F) () — 3
o (r) =0, Vrel0,5+¢), k=3

Sendo ¢{(r) > 0, para todo r > 0, obtemos (3.38) para o intervalo [0, 2 +¢€). O caso

re [% +¢€,2+ €] é imediato, uma vez que as derivadas gp(()k) sao limitadas neste intervalo e
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@y > 0. Portanto, suponhamos r € (2 + €,00). Neste caso, teremos r — y > 2, para todo

y € [—€, €], e assim
A0 = [ 690 = yuo)dy
© L (k-2)
= / oy (r —y)e(y)dy, Vk € {3,4,...,10}.

Por outro lado, derivando, observamos que existe uma constante 53 > 0 tal que

667 (1)) < Cago(r),  Vr>2, k=3,...,10,
e portanto,

01 <G [ ol = vy
= Cypl(r), Vr>2, k=3,...,10.

Tomando C] = max {a, 6;, 6;}, concluimos a demonstragao do Lema 3.2.4. [

Agora, de posse da fungao ¢g, construida no Lema 3.2.4, estamos em condigoes de
definir a funcao 6(t,z) utilizada em nossas defini¢goes. Para b > 0 a ser escolhido na

Proposigao 3.2.1, tome ¢ = 2 e defina

O(t, z) = p(x — bt). (3.39)

Proposicao 3.2.1 FEzxiste uma constante universal Cy > 1 tal que, para todo t € R,

A>Co(l+B8+7+67) eb> N, tem-se
([S(1), A(t)]g, 9) > min {1, 5 +~°} / po(x —bt) [Ng* + X*(0,9)°] dz, Vg € H(R),
R
onde a fung¢ao o € dada pelo Lema 3.2.4 e 0 por (3.39).

Demonstracao: Para facilitar a notacao desta demonstracao, diremos, para quaisquer

ai(t), az(t) > 0, que ay1(t) S as(t), se existir uma constante C' > 0, independente de

t, tal que a1(t) < Cas(t), para todo t € R. Estabelecida esta notacdo, comegamos a
demonstragao fixando ¢ € R e definindo r = z —bt, onde b > X°>. Por (3.18), (3.19), (3.20)

e (3.21) temos

([S1), A1)]g, 9) = ([81(1), A1 ()] + 2[S1 (1), Ao ()] + [S2(t), A2(D)])g, 9) »
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onde, pelo Lema 3.2.2,
([Si(t), Ai(t)]g, 9) =

042\ / (1) (029)?di — 652\ / o)1) (0,g)d

J

v~ v~

(1) (2)

118520 / (1) (1) (Dag)2dx — 362N° / ()P
R R

4

g

) (4)

—1852)\3/go'(r)go”(r)w”’(r)dem—352)\3/<p’(7" QQO(IV)(T’)QQd.%’
R R

7

—

-~ -~

(5) (6)
402 [ GVD)f e+ 9520 [ ) (),
R R

~ "~

(7) (®)

2([S:(t), A2(t)])g, 9) =

3087\ /]R " (r)(059) dx + 305y \? /R ¢ (r)*¢" (r)(029) dx

N

) @
— 4087 / UV (1) (829)*dx — 12057\ / (1) (1" (1) (D) da
R R
3) (1)

3050 / o (12T (1) (Dag) e — 3059A° / & (1) 4" (r)(D,)%da

N J/ N J/
-~

(5) (6)
687 / &' (r)(sg)?d + 1689 / VD (r)(0,9)2de
R R

J/

-~

R ()

(1) (0,g)?dr +5087X3 / S ()" (1)) (r) g d
R

-~ -~

9) (10)

—Qﬁv)\/go(VIH)(r)g2dx—12057)\3/go"(r)cp”'(r)292dx
R R

J/

+908y\3 /

R

[\

-~

(11) (12)

—GOﬁ’y)\g/cp”(r)zap(lv)(r)fdx—1Oﬁ7>\5/cp/(r)4go(lv)(r)92dx
R R

J/

-~~~

(13) (14)
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—3057)\3/go’(r)gp”(r)go(v)(r)dea:—1—457)\3/gp’(r)zw(w)(r)gzdx
R R

(16)

.

(15)
—30ﬁ7/\5/gp’(r)zgp"(r)3g2dm—6067)\5/gp’(r)3cp"(r)gp"'(r)gzdx
R R

(17) 15

J/

(18)

—3067)\7/go/(r)6¢”(r)g2dx—26/\b/¢(Iv)(r)g2dx
R R
(19) (20)

—65\% / (12" (r)gda,
R

J/
-

(21)

([S2(1), Ax(t)]g, 9) =
2572)\/Rg0”(7")(8§g)2d:v—5072/\/Rgo(lv)(r)(8§g)2dx

-~

R )

(1)
—1—10072)\3/90/(7")290”(7“)(829)26136—i—35”y?)\/w(VI)(r)(agg)Qda:
R

R 7
3) (4)

+107>\b/cp”(r)(@ig)2d:c+15072)\5/gp’(r)
R R

(.
~~

N

(5) (6)

(5)
45072 / ()} (@2g)2dx — 1007203 / ()20 (1) (029) e
R

N R g
(7 (8)

—30072)\3/gp’(r)gp”(r)go"’(r)(aig)zdx—1072)\/gp(wn)(r)(axg)zdx
R R

J/
-~

(10)

N

®

11007207 / & ()00 (r)(Bp9)*de — 109AD / P ()(B,9)?da
R R
(H) (E)

607 A% / (1) (1) (9sg)*d — 40072N° / o (P
R R

(.
~~

~~

(14)

5 (1) (1) (09 P

J/

(13)
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£30072\° / (12" (1)} (De9)d — 5077 ° / (1) o) (1) (0,9)da
R

R
/
~~

.

(I?,) (16)
+1407°)? / ' (1) (r)(0,9)*dx — T507°N? / " (r)?e"V) (r) (0rg)*dx
) - (17) ’ - (18) ’
—14007°\* / " (r)@" (r)?(8zg)?dx — 7007 A* / " (12" (r)(8,9)*da
) - (19) ) - (20) ’
#2007 [ )" (0160010 = 10073 [ V1) 0.0) e
) (21) ’ (22) ’

R
2

R
.
~~

£20072? / (1) (1)) () (Bug)?dx + 50072X3 / (1)) (1) (D) da

@) (24)

+257°\° / ()% (r)g*de —1507° AT / ' (r)'e"(r)’g*dx
R R

J/
-~

(25) (26)

_1()()72/\7/gp’(r)5gp”(r)go”’(r)gzdx+72)\/w(x)(r)92d$
R

[\

R 7

(27) (28)

+)\62/<p”('r’)g2dx+2fy)\b/w(VI)(T)g2dx—25572>\5/gp”(r)5g2dx
R R R

(31)

-~ -~

(29) (30)

+109X°% / & (r)'e" (1) g*dx + 13007°A° / ()P (r)g?de
R R

J/
~~

(32) (33)

+7257°7° / " (r)e") (1) 9" dw + 10007A” / " ()" (r)e'™) (r)g*de
R R

(32) (35)

(.

—5072\° / ¢ (1™ (r)eV)(r) g*dz + 607 A*b / @' (r)g"(r)e" (r)g°da
R R

(36) (37)

+307>\Sb/gp”(r)Bdex+20fy)\3b/gp’(r)ng(W)(r)de:c
R R

S

~~

(gg) (39)
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H00XD [ () (1) (1) ~ 80X [ 0 () (1)
R R
(26) (ﬁ)
2100/7° / (1) (12" ()P — 607273 / (10" (1) oV D (1) gPd
R R
(42) (43)

J/

+1092X° / () (r)g*de +13077A° / ()"0 (r)g*de
R R

) (41) (45)
—4072\° /]R & ()¢ (r) "D (r)gdw +10097X° /]R ()" (r)e ") (r)g*da
) (46) " (47) ’
+1007%X° / o' (r)*e" (r)e") (r)g*dx — 59° N / ¢ (r)?eV T (r)g?da
R R
) (48) © (49) ’
—3007°\° / ¢ (r)*¢" (r)? ") (r) g*da
R
(50) ’

Devido a sua maior complexidade, trabalharemos primeiro com ([Ss(t), As(t)]g, g)

Para a regido |r| > 1, observando que ¢ = 2, utilizamos (i) do Lema 3.2.4 para obter

r|>1

72 /| | 00 (r)(0s9)°dz S 7°N? / @' (r)%" (r)(0,9)*dx,
ri>1

e assim, concluir a existéncia de uma constante Cy > 1 tal que, para A > Cj, tenha-se

™ /rzl (1) (0zg)?da < *NT /R ¢ (r)°¢" (r)(Ong)*da. (3.40)

Para a regiao |r| < 1, precisamos de uma funcao corte n € C?(R) tal que

N W

0<n(s) <1, Vs eR, nis)=1,V[s| <1 e n(s)=0, V|s| >

Observando, por (iii) do Lema 3.2.4, que ¢"(r) = 3, para todo |r| < 3, obtemos

[ nn@.grds =3 [ o072 () 0:?) do (3.41)

) /R @' (r)? [0 (r)(829)* + 4/ (r)Dog02g + 21(r)(039)* + 2n(r)Dug0ig] da.

2
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Pelo Lema 3.2.3, segue que
18 /gp’(r)%’(r)@xgﬁggda: =18 / ¢ (r)*n (r)0,90? gdx
R 1<|r|<3
<18 [ (S0P Piangl) (W 01H02]) da
1<|r|<3
<9 SO+ [ WP (3a2)
1<|r|<3 1<|r|<3
Entao, utilizando a limitacao de 1’ e (i7i) do Lema 3.2.4, temos
[ o002 5 [ e ) O
1<|r|<3 R
e
| W@k s [ eyt
1<|r|<3 R
Assim, por (3.42),
18 /80(7")2 '(r)0,90:9dx 5/90’(7“)290"(T)3(3z9)2dx+/s0 (r)(92g)*dx.  (3.43)
R R R
Ainda por (i7i) do Lema 3.2.4 e Lema 3.2.3, conseguimos
9 / ! / /!
3| [ S0P 5 [ P00 O, (3.44)
9 /w’('f’)gﬁ("”)(ﬁig)% 5/90"( )(979)*da, (3.45)
R R
[ erneigiots| < [ i o + [ i@ (340
Entao, por (3.41), (3.43), (3.44), (3.45) e (3.46), concluimos que
2 [ gn@gfde <23 [ ) @gPds
Ir|<1 R
SN [ G0 1) 0ugdn 2N [ (02
R R
Ipeie / ()2 (1) (DPg)2d. (3.47)
R
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Assim, aumentando a constante Cp, se necessario, e tomando A > Cy(1 + ), por (3.40) e
(3.47), obtemos
7PN / 0 (r)(0s9) da < 4*A? /
R

R

+ 7N /R (1) " (r)(029)dw + 7*N° /R ()" (r)*(Opg)de.  (3.48)

(7‘)2 //( )(839)2dm+7)\b/go”(r)(@ig)de

R

Desta forma, pelas estimativas que obtemos, vemos que podemos usar os termos (3), (5),
(11) e (15) de ([Sa(t), A2(t)]g, g) para obter um limitante superior para v*A? [, ¢f(r)(0,9)%dx.
Agora, buscaremos um limitante superior para A3 fR @i (r)g*dz. Comegaremos utili-

zando a identidade

1
(8.9)° = 5893(92) — 902y, (3.49)

para obter

(13)] = 607A% / & ()2 (1) (Ds0) %

R
:307)\36/ '(r)2" (1)0%(g*)dx 607)\36/ '(r)2" (1) g0 gdu.
R R
Segue por (ii) do Lema 3.2.4 que |¢'| < 1, entao pelo Lema 3.2.3 temos
S 60’}//\3b/ g 2 /l 829
[ (¢ lal) (¢ ()} [o2]) da
/! 75 >\2 !
Ptde+ T [0 @teras)
R b Jr

< 0,4/\b2/Rg0"(7“)g2dx—I—225072A5A¢"(r)(8§g)2dx. (3.50)

\aow% / (12" (r)gdRgda
R

b
752

< 307A\3D {

Por outro lado, integrando por partes, concluimos que
307)5”6/ "(r)?¢" (r)0%(g*)dx = 307)\3b/82( '(r)*¢"(r)) g°dx
R

= 307 A% /]R [ (r)? T (1) + 66 (r)" (r)¢" (r) + 20" (r)?] g*d. (3.51)

Por (i7) e (iv) do Lema 3.2.4 e (3.29), obtemos as seguintes estimativas

'307)\319/gp’(r)ng(W)(T)de:p
R

57P@/¢%MfMa
R

'180%% [ #0100
R

5vﬁ@/w%0fMa
R
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‘607)\317/ ©"(r)?g*dw
R

5’7)\35/@”(7“)92d1'.
R

Portanto, aumentando C se necessario e tomando A > Cy(1 + 7), por (3.51), obtemos

‘307)\%/d(r)%o"(r)@ﬁ(f)dw < 0,1)\b2/g0"(7’)92d:v, (3.52)
R R
além de
225072)\5/g0"(7’)(3§g)2dx < 7Ab/g0”(r)(6’§g)2dm. (3.53)
R R
Concluindo por (3.50), (3.52) e (3.53), segue que
1(13)] < 0,5)\b2/<p”(r)92da:—|—7/\b/ ©"(r)(0%g)*dx. (3.54)
R R

Ainda usando a identidade (3.49), obtemos

(12) = —107)\6/ V) (1) (Dpg)?da

=59 [ o)+ 10000 [ SV ()90 g
R R

Integragao por partes e (3.29) produzem

< 5yab / VD (1) g2z < 4Ab / ' (r)gd.
R R

\w [ s
R

Por (3.29) e Lema 3.2.3,

‘ 109 Ab / o) (r)gd2gdx
R

< 5yAb [x\ / }w“v’(r)!g%+§ / ) ()] (359)2%}
R R
" 2 1 Vi 2 \2
S0 3 [ gt 5 [ oot
R )\ R

Portanto, aumentando Cj se necessario, para A > Cy(1 + 7y), obtemos

(12)] < 0, 100 /

¢ (r)g*dx +7)\b/ gol/(r)(aig)zdx. (3.55)
R

R
Quanto aos outros termos de ([Sa(t),.A2(t)]g, g), podemos aumentar Cj, se necessario, e

usar o Lema 3.2.4 para concluir que

d*o(r)
dr¥

=0, Wre [—§ 5], Yk > 3,

22
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e assim, obter as seguintes estimativas, para A > Cp(1 + ),

KmrsVai/gam%wwx@m%m,

\@+@HﬂMS¢ﬁA¢W%%%%ﬁM,

(10) + (14) + (16) + ... + (24)] < 72/\7/}Rw'(r)ﬁw”(r)(axg)%,

1(26) 4+ ..+ (28) + (30) + (31) + (33) + ...+ (37) + (39) + ... 1 (50)| < 0,1)\b2/<,0”(r)g2dx.

Por estas estimativas, além de (3.54) e (3.55), verificamos que os termos (3), (5), (6), (11)
¢ (29) dominam o restante dos termos de ([Sa(t), A2(t)]g, g). Além disso, usando também

(3.48), para todo A > Cy(1+ ) e b > N°, obtemos
([S2(t), Aa(t)lg, 9) = (1) + ... 4 (50)
> 0,3\° / ¢ (r)g*dx + 2 N\? / (1) (0p9)*dx. (3.56)
R R
Agora, trabalharemos com 2 (([Sy(t), A2(t)]g, g). Usando as propriedades da fungao ¢,

obtidas no Lema 3.2.4, podemos aumentar Cj, se necessario, e tomar A > Cy(1+8+v+57)

para obter

(2) = 13) =0,

(7) = 1(4) + (5) + (6) + (8)] = 38D / " (r)(0:9)*dx > BA* /R 0 (r)(0:9)*dz,

R

0, 1/\b2/go”(r)gzdl‘ > |(10) + ... + (21)].
R

Portanto, por (3.56), para todo A > Co(1 + B+ v + 7) e b > A5, obtemos
((2[S1(), A2 ()] + [S2(2), A2()])g, 9)

> 0, 2A62/Rg0"(r)92d93 + (B + ’yz))\Q/Rgpg(r)(Oxg)2d:B. (3.57)

Para concluir a demonstragao da Proposicao 3.2.1, precisamos estimar a parcela cor-

respondente a [S;(t), A;(t)]. De fato, podemos aumentar Cj, se necessario, e obter

3) =12 =0,
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0, 1)\b2/Rg0"(7“)g2dx > |(4) + ...+ (7)].

Entao, por (3.57), para todo A > Co(1 + 8+~ + B7) e b > A5, concluimos que

(S(1), A®))g. g) = ((1S1(5), Ar(1)] + 2[S, (1), As()] + [S2(2), As(t)])g. 9)
>\ / S(r) gtz + (B + 42N / () (Org)da
> min {1, B+72}/ (z = bt) [Ng* + N\*(0,9)%] dz. O

Mais adiante, na Secao 3.4, mostraremos que as constantes Cy e C encontradas res-
pectivamente na Proposigao 3.2.1 e em (vi) do Lema 3.2.4 sdo exatamente as constantes

pedidas no Teorema 3.0.5.

3.3 Estimativas e Propriedades das Solucgoes

Discutiremos nesta se¢do algumas propriedades, das solugdes da equacao (3.1), que
decorrem diretamente das hipoteses do Teorema 3.0.5. Estabeleceremos aqui algumas
estimativas para o termo nao linear de (3.1) e concluiremos a se¢do com uma lei de
conservacao da norma L?, para as solugoes de (3.1) que tenham satisfeitas as hipdteses
do Teorema 3.0.5.

Iniciaremos a secao mostrando que a regularidade, com respeito a variavel espacial,

das solugoes de (3.1) podem ser melhoradas utilizando-se as hipéteses do Teorema 3.0.5.

Proposigao 3.3.1 Seja u € CY(R, H'(R)).
(i) Se u satisfaz (3.4), entdo u € L>=(R?).
(ii) Se u satisfaz (3.3), entdo u(t,-), e ~u(t,-) € H(R), Vt € R.

Demonstragao: Pela Proposicao 1.3.6, existe uma constante C' > 0 tal que
ulta)| = 20| [ e=<ate. e
R

< (2m) 7 < at, Mg

< Cllult, ) g, Yt R,
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Assim, usando (3.4), a verificacao de (i) segue pela desigualdade
1
[l oo g2y < C'sup Jult, )|l gy < C M5
teRr
Para demonstrar (ii), utilizamos (3.3) e (3.27) para obter
22
/Rez)‘“"(m_bt)(aﬁu)Q(t, x)dr < CP /Rew’”_btl(aiu)Q(t, x)dx
<oo, k=0,1,...5. (3.58)

Entao, sendo A > 0 e ¢ uma fungao nao negativa, temos u(t,-) € H°(R), Vt € R. Por

outro lado, observando que

k
ot (e 0) = 3 (M) os (e 0) a2t

=0 \J
[k
= Mgk, 4 E ( ) Polinémio(\, ¢, ", . .., W)er@=t) gk=iy,
, J
J=1

podemos utilizar o fato das derivadas de ¢ serem limitadas, pelo Lema 3.2.4, para obter

uma constante C' > 0 tal que

k
/Vﬁ@“““W@@H%xgéiz/&wxmﬁwﬂu@m,k:QLmﬁ
R =0 R

Portanto, por (3.58), concluimos que e’y (t,.) € H°(R), Vt € R. O

Nas proximas proposicoes, estabeleceremos as estimativas nao lineares que precisare-

mos para demonstrar o Teorema 3.0.5.

Proposigao 3.3.2 Sejau € C' (R, H'(R)) uma solugdo de (3.1) satisfazendo (3.3), (3.4)
e (3.5) com X e b dados por

b >\,

2p+4cg+1M2
Ame{%u+5+v+ﬂw, —

min {1, 8 + 72}
onde Cy e C sao as constantes encontradas respectivamente na Proposi¢ao 3.2.1 e em

(vi) do Lema 3.2.4. Para f = @y, tem-se

B++%}
2

a(t) (B — Ag' (- — ) )2y < AL / S — b) [N 1+ A@,)’] de.
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p(-—bt)

Demonstragao: Pelas Proposigoes 1.3.6 e 3.3.1, temos u(t, -),e” 2 u(t,-) € C¢(R), para

todo t € R. Portanto, utilizando o teorema fundamental do cédlculo e a desigualdade de
Cauchy-Schwarz, obtemos

x—bt z d —bt
ew(—2 b )UZ(t’ l‘) — / (6<P(y2 b )u2<t, y)) dy

o dy

d p(y—bt)
<[ |- (e#ﬁ(t,y)) ’ dy
/IR dy
<9119 2(—bt) p(—bt) 2 3 59
< 20t ey 7 e )|, o+ ST, 59)
Recorrendo a (3.4), (3.5) e (3.27), observamos que
1
[Ozult, ')HL2(R) < Mgz,
p(-—bt) % %
’ e 2 u<t7 )‘ L2(R) < Cl M3 )
p(-=bt) 2 1
7 t,- < Cf Ms.
€ U( ) )‘ L2(R) = Y1 3
Portanto, por (3.59), obtemos
pla=bt) o 111 1
que utilizado com (3.2) e (3.28) produz
la(w)[* < ME(Jul + [ul)?
< 2M2uf? + 202
< 2M? <|u|26w<z;bt) + |u|2pepw<z27bt)> 67¢(§7bt>
1 o
< 2M2(207 + 20CHChll (o — bt).
1
Entao, sem perda de generalidade, supondo que 2C} > 1, obtemos
2 p+2 7 12 %Jrl "
la(u)|* < 2°72MFCY gy (x — bt). (3.60)

Por outro lado, como ¢’ = %6, podemos utilizar (i7) do Lema 3.2.4 e obter

10.f — Mg/ (x — bt) f? < 2(0,. )% + 2)\2sup ¢/ (1) f2

reR

< 2[(0.f)* + X2 f7]. (3.61)
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Portanto, usando (3.60) e (3.61), temos

la(w) Duf — A&/ (- = b) )| 72

p+3 %J'_l 2
< 201% / o (x = bt) [N + X0 f)?] du. (362)
R

Pela hipétese sobre A, concluimos que

CE s i 1,5+ )
A - 2 '

(3.63)
Assim, por (3.62) e (3.63), obtemos o resultado desejado. [J

Proposigao 3.3.3 Sejau € C' (R, HY(R)) uma solugdo de (3.1) satisfazendo (3.3), (3.4)
e (3.5) com X e b dados por

b >\,

20T A2 }

A > max{Co(l +B++Bv), min {1, 8 +~2}

onde Cy e C sao as constantes encontradas respectivamente na Proposi¢ao 3.2.1 e em
(vi) do Lema 3.2.4. Existe uma constante Cy > 0 dependendo de (3.3), My, My e Mjs tal

que, para f = e’\‘P(l’_bt)u, tem-se

[{a(u) (Ouf = A (- = b1)f), )] < C.

—Ap(z—bt

Demonstracgao: Sendo u =e ) f, temos

PG = 0, f — A/ (z — bt) f,

assim,

/ a(u) (Opf — Ao (x = bt) f) fdx = / 2@ g () ud,udz. (3.64)
R

R

Integrando por partes obtemos

+o00

—00

/ 62’\‘p(z*bt)a(u)u8xudx = (ezA“”(’”*bt)UZOc(u))
R

_/62,\go(x—bt)2>\90/(x_ bt)UQQ(u)dm, (3.65)
R
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onde
1

— [ a(s)s'ds', s+#0,
a(s) =4 ¢ /0
0, s =0.

Por outro lado, segue por (3.2) e Proposigao 3.3.1 que «(u) é limitada e, portanto, recor-

rendo também a Proposicao 1.3.6, para concluir que e’ ~*)q, € C3(R), obtemos

(62)\4p(m—bt)u2a(u))i'z 0.

Assim, por (3.3), (3.27), (3.64) e (3.65), temos

/R a(u) (0uf — Ao/ (z — bt f) fda

/62)\<p(:v—bt)2/\(pl([p — bt)uQOz(U)dI < Oy,
R

para alguma constante C5 > 0 satisfazendo as condigoes desejadas. [J

O ultimo ingrediente a ser usado na demonstragao do Teorema 3.0.5 serd a conservacao
da norma L? para as solugoes de (3.1) que satisfizerem as hipéteses do Teorema 3.0.5. Este

resultado serd estabelecido na proxima proposigao.

Proposicao 3.3.4 Seja u € C' (R, H'(R)) uma solugdo da equacdo (3.1). Se u satisfaz
(3.3), entdo
||u(t7 ')HL?(R) = ||U(0, ')HL?(R) , vt € R.

Demonstragao: Multiplicando a equagao (3.1) por u, obtemos

u? ) 9, ((0,u)?
Oy (?) + 5|0, (u@xu) — %}
0, ((02u)?
— |0, (udiu) — 0, (O,udiu) + M =0, (G(u)), (3.66)

onde
G(z) = / a(w)wdw.
0
Pelas Proposigoes 1.3.6 e 3.3.1 sabemos que u(t, ) € C3(R), para todo t € R. Portanto,

usando (3.2) para obter
(G u)] < My(|uf® + [ul”?),
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concluimos que

lim G(u(t,z)) = 0.

r—+o0

Assim, integrando (3.66) na varidvel espacial, teremos

d

— [ W*(t,x)dx =0, VteR. O
dt Jx

3.4 Demonstracao do Teorema 3.0.5

Considere as hipdéteses do Teorema 3.0.5 para as constantes Cy e C encontradas,
respectivamente, na Proposigao 3.2.1 e em (vi) do Lema 3.2.4. Seja u € C* (R, H'(R))
uma solucao de (3.1) satisfazendo as hip6teses do Teorema 3.0.5. O objetivo desta segao
sera provar que u = 0.

Para f = @~y por (3.6), (3.17) e (3.39), temos

Ouf = —(S+A)f +F, (3.67)

onde F' = a(u)(0.f — A/ (x — bt) f).

A seguir estabeleceremos algumas identidades que serao utilizadas ao longo desta

demonstracao.
) %(f,ﬁ = —=2(Sf, f) +2(F, f), (3.68)
S, Al = S, A] - [0, 5], (3.69)
F=§8f+Af, (3.70)
(18, A1) =2 Af.SF). (3.71)
CAS) =~ IS AT ~ 2 (S1.6) + 2(F.S]). (3.72)

Fazendo um esbogo das provas destas identidades, por (3.16), temos <J2( fi f > = 0, entao
derivando com respeito a varidvel temporal e usando (3.67), obtemos (3.68). Para verificar
(3.69) e (3.70) ¢ suficiente usar A = 9, + A. Para obter (3.71), primeiro verificamos,
utilizando (3.15) e (3.16), que esta identidade ¢ verdadeira no espago das fungoes testes

e depois usamos a densidade do espaco das funcoes testes, nos espacos de Sobolev, para
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obter (3.71). Resta-nos entdo justificar (3.72), para isto, usamos (3.15), (3.67), (3.71) e

(3.69) exatamente como segue descrito abaixo

GAST.1) = 0S1.1) +(SF.0)
— ([0, SIS + SO, [} + (S1,0.)
— ([0, 811.£) + 2 (D0, S)
= (106 S)f.5) = 2(S£, 1) — 2 (A, SF) +2(F.5F)
= (198 = S, AN [, [) = 2(SF.S) +2(F,S/)
= — (S, AIf.f) = 2(S£.Sf) +2(F.8]).

Agora, por (3.68) e (3.72), podemos tomar uma funcao regular 7 : [a,b] — R e integrar

por partes para obter
’ / 1 / b ’ /
[t s syae==5 6 g+ [ v
b
[rounae @

N —

_|_

b b
/n’<t> <Sf,f>dt=(n<8f,f>)2+/ n(t) (S, Alf, f)di
‘ b ‘ b
+2 / n(t) (Sf,Sf)dt —2 / n(t) (F,Sf)dt. (3.74)

A seguir, desejaremos provar a seguinte estimativa

(S, Alf, ) +2(5f,8f) —2(F,Sf)

> (g8 + MHETETY [t pop 0 de 67)
R

De fato, por (3.72), temos

(1S, Alf, ) +2(S£,8) = 2(F,51) = =5 (ST. )
= @8I0~ SLan. (37
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Por outro lado (3.67), (3.69), (3.70), (3.71) e Proposigoes 3.2.1 e 3.3.2 produzem

OSF, f) + (SF.0F) = (OSF.§) + (SF.~(S + A f + F)

— (100, SIf + SOf. ) =SS, S1) = (I, AF ) + (S, F)

— (100, SIf + SO, [) = (SS,S1) = (SI,Af ) + (F = AJ, F)

— (106811, 5) = (S1,S1) = 2(SF.Af) = (AfAf) + (F.F)
—([S.AIf. ) = (SF.SF) = (AL, Af) + (F.F)
mm{lﬁ+72}/ bt) [N f2 + X2(0,.f)%) de — (S1.Sf).

Portanto, por (3.76), obtemos (3.75).
O préximo passo serd usar (3.75) para obter uma estimativa uniforme para (Sf,Sf).
Tome, para cada n € Z. , as fungoes
n+ =] =R, nn(t):sinw(t—njté).
Note que 7, (n £ 3) = 0, assim, por (3.74) e (3.75) obtemos
n+3i

[ senaz [ @ Isse a6

Por outro lado 7,, ., e n podem ser limitados por uma constante que independe de n.
Portanto, usando (3.3), (3.27) e a Proposi¢ao 3.3.3, concluimos que o lado direito de (3.73)

é limitado por uma constante C5 > 0 que independe de n. Entao, por (3.77), obtemos

1

n+z
[ OIS g <G5, e

2
Com isto, concluimos que existe uma sequéncia de tempos T;, € [n,n + }L] tal que

nn( )

1

n+y
ISHT sy < [ IS dt < G e

Assim, observando que

nn<Tn) Z s Vn - Z+7

[

obtemos

IS f (T, )”L?(IR < Vn € Zy. (3.78)

7
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O dltimo passo desta demonstragao consistira em obter uma estimativa global espaco-
tempo para f e, portanto, para u e deste modo usar a lei de conservacio da norma L?
para concluir que a solugao u se anula identicamente. Comecaremos tomando uma fungao
n :[0,00) — R regular e positiva tal que 7(0) = 0 e n(t) = 1, se t > 1. Por esta escolha
de 1, podemos trabalhar no intervalo [0,7},] e usar (3.3), (3.27) e Proposicao 3.3.3 para
concluir que o lado direito de (3.73) é limitado por uma constante C}, independente de

n. Para o lado direito de (3.74), usamos (3.75) para obter
Ty
| S de = (ST )
. 1 2 Th
N min { »254‘7 }/0 n(t)/R(pg(x —bt) [N*f2 + A2(0,f)?] davdt.
Assim, concluimos que
. Tn
Com (ST ), 5T ) 2 HETETY [P0y [ tta—n (07 + 320,07 dec.
2 0 R

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, (3.3), (3.27) e (3.78) segue que

sup (S f (T, -), [ (T, -))| < o0,

n>1

e, portanto, existe uma constante C, independente de n, tal que

Tn
/ n(t) / oo —bt) [N 2 + N0, f)?] dadt < Cs, Vn € Zy.
0 R

Entao, fazendo T,, — oo, obtemos

// (@ —bt) [N f? + N0, f)?] dadt < oo,

e como consequeéncia

QALpO(x bt)
/ / (x —bt)e u?(t, z)drdt < oco. (3.79)

Sendo A > 1, segue por (3.28) que

1nfg0()2wTo<r)>O.

reR

Portanto, podemos usar (3.79) para concluir que

/ / (t, z)dzxdt < oo,

e deste modo, utilizar a lei de conservacao da norma L2, estabelecida na Proposicao 3.3.4,

para obter u = 0. [
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3.5 Apéndice

Neste apéndice, com o objetivo de comprovarmos a necessidade das condigoes sobre
os parametros A e b do Teorema 3.0.5, construiremos dois exemplos de solugoes nao nulas
para um caso particular da equagao (3.1) que cumpra (3.3), (3.4) e (3.5) para

g+l
2.p+4016 M? o b=\
min {1, § + 2}

A< max{00(1+ﬁ+v+ﬁ7),

no primeiro exemplo e

2p+40%+1M2
S L e b< N,
min {1, § + 2}

)\:maX{Co(1+6+”y+ﬁ’y),

no segundo exemplo. Em ambos os exemplos que daremos a seguir iremos considerar,

paraa € R, > 0e vy >0, a equagao
Ou + BO2u — yOPu = —aud,u, (3.80)
que, segundo Joffrey e Mohamad, em [21], admite como solugao
u(t,x) = %sech4 [% (%)é (x — i%éj)] . (3.81)

Olhando para a equacao (3.1), vemos que (3.80) é um caso particular de (3.1) para

a(s) = —as. Neste caso, temos
la(s)] < lel(ls] +[s]), Vs eR,
isto é, a(s) satisfaz (3.2) para p=1e M; = |a|.

Exemplo 3.5.1 Sejam Cy e C; as constantes do Teorema 3.0.5 e tome k > 0 tal que

4 (%)5 > 4y, (3.82)
e ™.
95016
Co > ¢i (3.83)
K

Seja vo > 0, suficientemente pequeno, tal que

2505y < G, (3.84)
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K0+ 70 + 590 < 1, (3.85)
169 — Y ‘
€
M3ZM$ + M <1, (3.87)
onde
11025K02°  44100k°7,2° 11025k%92°
M, = Fls 4+ ENZ e M= 0T (3.88)
114244 (4£)% 1485172 (£5)° 28561[4(f§)2-—1}

1
Nestas condigoes tomando, em (3.80), = kY, ¥ =70 € a =73, obtemos a equagao

O + K0P — 0Pu = — 2 ud,u. (3.89)

Provaremos a sequir que a solucdao estabelecida por Joffrey e Mohamad

105522 1 1 3612t
u(t,z) = ﬁsech4 {— ( r > ’ ($ PR T >:| ) (3.90)

169 2\13 169

1
cumpre (3.3), (3.4) e (3.5) para A = (%) Teb= %, e que, além disto, tem-se,

para estas escolhas de X\ e b,

1
min {17 Ko + 78}

A< max{C’o(1+/<70+70+/-€7§), } e b=\, (3.91)

De fato, por (3.86), seque que

35279
169

1
250164_170 }

1
5
) < Ch < max {Co(l + K70 + Y0 + K5, min {1, k7o + 12}
; 0

portanto, desde que é imediata a igualdade b = N°, werificamos a validade de (3.91).

Agora, iremos verificar que a solug¢ao, nao trivial, (3.90) de (3.89) satisfaz as hipdteses
1

(3.3), (3.4) € (3.5) para \ = (M)g e b — 350

169 169

Verificagao de (3.5): Comecgaremos observando que

2 2

sech(s) = ——— < —
es+es el

Vs € R. (3.92)
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Portanto, fizado t € R, por (3.92), obtemos

11025k 1 3
/ e\x—bt\u2(t7 C(,’)dl‘ — J / eIos—btlsech8 - (i) (x — bt) dz
& 28561 Jg 2 \13

11025, 1/ KN\:
_ USRI lgech® _<_>
28561 /Re s {2 13) Y| W

- 11025447028 / elvl
R 4(

e 13
110256492 [ ¥
T 28561 W
0 64(T3> Y

1
Por outro lado, como Cy > 1, podemos usar (3.82) para obter 4 (1%)2 > 1 e, portanto,

concluir que

11025k%702°
/ elz=Y2 (¢, 2)dw < 020r7302° _ weRr (3.93)
R

" 28561 [4 ()" — 1]

Assim, por (3.88), obtemos

sup/ elT 2t 2)de < M.
R

teR

Verificagao de (3.4): Fizado t € R, usando (3.92), obtemos
Jat, ey = | (e

11025k, / 3 {1 ( /{)

= - sech — | —

28561  Jg 2 \13
11025k% 1
_ 110256799 / sech® |1

28561  Jg 2

4, 98
< 1102552 / 1 _dy
28561 R 64(i 2|
B 11025927 /°° 1
28561 0 4
11025k492°
= #O;' (3.94)
114244 () °

D=

Agora, observando que

1
210k27¢ L [1/K\3 1/K\3
— 2P0 soent | = (B (e — b= (22 (-
O,u(t, ) 169V13 sech” | o (13> (x —bt)| tan 5 (13> (x —0bt)|,
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seque pelo fato de |tanh(s)| <1, para todo s € R, que

1
210k3~¢ 1 3
|0, u(t, z)| < %\/Y_;sech4 {5 (%) (x — bt)} ,

e, assim, por (3.92), obtemos
Jos0(t. e = [ Ot )

44100%° 1 3
< a0 / sech® | = <£> *(z—bt)| do
371203 /s 2 \13
_ A100k%,2°

< Ll (3.95)
1485172 (1—”3)%

Portanto, por (3.88), (3.94) e (3.95), concluimos que
sup [|u(t, ')H?{l(R) < M.
teR

Verificagio de (3.3): Fizado t € R, procedendo como na verificagao de (3.5), teremos

1102552 1 2
/62>\x—btu2(t’1)dx _ YR 0 / oMbt g 8 {_ (ﬁ) p (x — bt)} dr
R R

28561 2\13
4 9 e8] 2y
R
2561 o gzl
Entao, por (3.82) e (3.86), obtemos
ox =2 (3250 %<20 <4<’€); (3.96)
S\ w9 ) = 13/ 7 '

e, portanto, concluimos que

sup/ ANy 2 (4 1) da < oo.
teR JR

Por outro lado, derivando e observando que |tanh(s)| < 1, para todo s € R, podemos

concluir que existem constantes k; € R, para j =1,...,5, tais que

o (sech4 B (1—’“;)) (x — bt)D ‘ < k; sech? B (%) (x — bt)} . (3.97)

Assim, utilizando (3.96) e (3.97), obtemos

sup/ M=V (i (t, 1)) 2dx < oo, Vi=1,...,5.
R

teR
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Exemplo 3.5.2 Considere as constantes k e 7y definidas no Exemplo 3.5.1. Provaremos

que a solugdo (3.90) de (3.89) satisfaz (3.3), (3.4) e (3.5), se escolhermos

36k2
A=Co(l+rmp+10+r12) e b= 169%. (3.98)

Além disto, também mostraremos que para estas escolhas de \ e b, valem

1
min {L K70 + 78}

)\:max{C’o(1~|—/€%+%+l-w§), } e b < M. (3.99)

De fato, comegaremos justificando (3.99). Por (3.83), seque que

149 1.9 149

CO_ 2
K K+ Y + 7%

portanto, por (3.84), obtemos

1
25016H%
~ min {1, k7o + 3}’

e, desta forma, concluimos que

1
min {L R0 + ’7(%}

max{C’o(l—i—/wg—l—%—l—/wg), } = Co(1+ Ky + 7 + K75) = A\

Por fim, por (3.86), obtemos

36K
b= % <Ch < [00(1+mo+70+m§)}5 =\

Agora, iremos verificar que a solug¢do, ndo trivial, (3.90) de (3.89) satisfaz (3.3), (3.4) e
(3.5) para A e b dados em (3.98).

Verificagoes de (3.5) e (3.4): Sequem exatamente como no Exemplo 3.5.1.
Verificagio de (3.3): Por (3.85), observamos que

2X = 2Co(1 + Ko + 70 + K75) < 4G,
entao, por (3.82), teremos

K\ 3
il > 2\, .
4 (13> > 40, > 2\ (3.100)
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7

Por outro lado, procedendo como no Exemplo 3.5.1, obtemos

4 9 00 2y
/ N1, ) < T T02 / ——dy,
R 28561 0 (%)%

e, por (3.100),

sup/ ANy (4 1) da < oo.
teR JR

Por fim, por (3.97) e (3.100), concluimos que

teR

sup/ A=t (Gl (t, x))%dx < oo, NVi=1,...
R

Vvt € R,
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