Exame de Qualificacao de Anélise - Doutorado
DM-UFSCar — agosto/2005

-) (X, A, p) denota um espago X, uma o-algebra A em X e uma medida p positiva
sobre A. Se nada for comentado, no caso de subconjuntos de IR" fica implicito que as
afirmacdes se referem aos borelianos.

-) resolva as questoes M1-M3 e apenas trés entre as F1-F4.

Questéo M1 (a) Se F é uma cole¢ao qualquer de subconjuntos de X, mostre

que
£ = m A,
FcA
em que A é o-dlgebra, é também uma o-dlgebra.
(b) Sejam f continua em @ = {(z,t) : 0 < z,t < 1} e g : [0,1] - IR em
L!([0,1]) e de forma que |f(z,t)] < |g(z)| para todos t,z. Mostre que a fungdo

h(t) = f[o 1 f(z,t) du(z) é continua.

Questao M2 (a) Se (n)m=1 é uma seqiiéncia de medidas de probabilidade em
(X, A), exiba uma medida de probabilidade p de forma que p, < u, Vn.
(b) Se p, A sao medidas o—finitas em (X, A), A< pe f = %, mostre que

/gd/\=/gfdu7 Vg € Ly (X).
X X

Questéo M3 Sejam X um espaco topolégico Hausdorff localmente compacto e
(A, 1) como no Teorema de Representagao de Riesz. Se X for também o-compacto,
mostre que

(a) para E € A e ¢ > 0 dados, existem um aberto A e um fechado F com F C
ECAep(A\F)<e.

(b) 1 é uma medida regular.



Questéo F1 Seja X um espago normado real.
i) Defina a nogéo de funcional sublinear p : X — IR.
ii) Mostre que p : £*° — IR definida por

p(z) = limsup zn, x = (zn),
n— o0

é um funcional sublinear.
iii) Dé um exemplo de um funcional sublinear p : IR — IR que nao seja linear.

iv) Dé um exemplo de um funcional sublinear p : R — IR que nao seja uma
seminorma.

Questéo F2 Seja X um espago de Banach, Y C X um subespago fechado.
Denote com Z a classe de z no espago quociente Z = X/Y, ou seja, o conjunto = + Y.
Defina a seguinte norma em Z:

l&llz = inf [l +yllx.
yey

Mostre que
i) Z é um espago de Banach.

ii) A aplicagdo II : X — Z definida por Ilz = & é linear, limitada, aberta e tem
norma 1.

Questao F3  Seja {e;} um sistema ortonormal infinito de um espago de Hilbert
H, §; > 0 uma seqiiéncia de nimeros positivos e seja @ o conjunto dos vetores z € H
que pode ser escrito da forma

o0
T = E cje; onde os escalares satisfazem |c;| < §;.

Jj=1

Mostre que @ é compacto se e somente se E]. 5;‘-’ < 00.

Questao F4  Fixe 1 < p < oo e seja g o expoente conjugado: (1/p) + (1/q) = 1.
Seja g : R™ — IR uma funcio mensurdvel com a propriedade de que gf € L'(IR")
para toda f € LP(IR"). Mostre que g € LI(IR"). Sugestio: Defina g,(z) = g(z)
caso |z| < n e |g(z)] < n, e gn(z) = 0 no caso contrdrio, n = 1,2,.... Entdo
gn € LY ~ (LP)*. Aplique uma conseqiiéncia do teorema de Banach-Steinhaus aos
funcionais A,

LP(R"™) 3 f o5 Anf = / F(@)gn ) dz.
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