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1. Sejam u,v : U — R funcbes harménicas, onde U é um aberto convexo. Suponha que

ou_ov | ou v,
oy Oz or Oy

Prove que (u,v) é o gradiente de uma fun¢ao harmonica h : U — R, isto é, (u,v) = (%, g—;).

2. Suponha que f seja inteira e |f/(z)| < |z|, Vz € C. Mostre que f(z) = a + bz? com [b] < 3.

3. Seja f holomorfa numa vizinhanga de D[P, r]. Se |f(z)| < M para todo z € dD(P,r), aplique
o teorema de Rouché para provar que |f(z)| < M, para todo z € D(P,r).

4. (a) Enuncie o Teorema de Runge.

(b) Mostre que a fungao f(z) = ﬁ nao é aproximada uniformemente por uma sequéncia de

polinémio em anéis em torno de a, A(a; Ry, R2) ={2 € C 0< R; < |z —a|] < Ry < oc0}.
(c) Mostre que se |b—a| < Ry entdo g(z) = -1 é aproximada uniformemente em A(a; Ry, Ry)
por fungoes racionais cujo tnico poélo é a.

(d) Por que o exemplo do item (b) nao contradiz o Teorema de Runge?

5. Suponha que f e g sejam holomorfas numa vizinhanga disco D[P, r]. Se g tem zeros simples

em Py,---, P, € D[P, r|. Calcule ﬁ $ g Ej; dz em funcao dos valores de f e ¢’ nestes pontos.

Escolha e resolva uma das duas questoes abaixo.

6. Seja F a familia das fun¢oes holomorfas em C que

e tém partes reais estritamente positivas;

e sao iguais a 1 em z = 0.
Mostre que F é uma familia normal’.

7. Suponha que { f,} seja uma familia uniformemente limitada de fun¢oes holomorfas no dominio
Q. Seja {z} uma sequéncia em 2 que converge para zp € 2. Suponha que existem lim f,(z)
n—oo

para k =1,2,---. Prove que {f,} converge uniformemente em compactos de €.

BOA PROVA

1 a - . ; . . .
Uma familia F de fun¢bes holomorfas com dominio comum U é normal se toda sequéncia em F admite uma subsequéncia
que converge uniformemente sobre compactos de U.



