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Abstract

In this work we study the Hamiltonian of the hydrogen atom in 1,2
and 3 dimensions. Especifically, it is defined as a self-adjoint operator in the Hilbert
space L*(R™), n = 1,2,3. Nevertheless, the main goal is to study the hydrogen
atom 1-D. Particularly, for this is model we address some problens related to the

singularity of the Coulomb potential.

Keywords: hydrogen atom, self-adjoint operator, Coulomb po-

tential.



Resumo

Neste trabalho vamos estudar o Hamiltoniano do &tomo de hidrogénio
em 1, 2 e 3 dimensoes. Especificamente, queremos defini-lo como um operador auto-
adjunto no espaco de Hilbert L?(R"), n = 1,2,3. No entanto, o principal objetivo é
estudar o atomo de hidrogénio 1-D. Em particular, para este modelo, abordaremos

algumas questoes relacionadas a singularidade do potencial de Coulomb —1/|z|.

Palavras-chave: atomo de hidrogénio, operador auto-adjunto,

potencial de Coulomb.
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Capitulo 0

Introducao

O Hamiltoniano de um elétron, com carga —e, se movendo livremente
no espago n-dimensional é
h2
—5-A
sendo A o Laplaciano em R", A a constante de Planck e m a massa do elétron.
Consideremos uma particula carregada positivamente Ze, sendo Z seu niimero ato-

mico, localizada na origem do sistema de coordenadas. Se o elétron é atraido por

Ze?
essa particula sob a influéncia do potencial atrativo de Coulomb V(z) = —ﬁ, 0
x
Hamiltoniano total é
h? Ze? 1)
2m |z]

Ao longo de todo o trabalho, o termo potencial atrativo de Coulomb
sempre se refere ao potencial —1/|z|, eventualmente, incluindo uma constante de
multiplicacao positiva.

O atomo de hidrogénio é o nome dado ao sistema composto por um
elétron e um proton carregado positivamente (Z = 1 acima) localizado na origem
do sistema de coordenadas. A for¢a entre o elétron e o proton é determinada pelo

potencial atrativo de Coulomb.

Neste trabalho vamos estudar o Hamiltoniano do 4&tomo de hidrogénio

em 1, 2 e 3 dimensoes, exatamente como representado por 1. O principal objetivo é
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definir 1 como um operador auto-adjunto no espago de Hilbert L*(R") (n = 1,2, 3).
Esta caracteristica é exigida por Axiomas de mecéanica quantica. Sendo assim, co-

mecamos nossa analise definindo
(KO)) = — 1o (Ap)@).  domK = HA®Y),
sendo H?(R") o espaco de Sobolev . Este operador é auto-adjunto. O fato é
que —(A%)(z) é unitariamente equivalente ao operador multiplicagdo (M 2¢)(p) =
p*¥(p), ou seja,
—(AY)(x) = (F '™ (p))(2),

sendo (F1))(p) = 1(p) denotando a transformada de Fourier em L2(R") (n = 1,2, 3).
A auto-adjungao de —A em H*(R") segue do fato que M, é auto-adjunto em
H?(R™). Em alguns momentos é conveniente considerar dom K = C5°(R"). Neste
caso, —A é essencialmente auto-adjunto em C5°(R") desde que M,z é essencialmente
auto-adjunto em C§°(R").

Uma demontracao detalhada da discussao acima envolve resultados

da teoria de distribuicoes e transformada de Fourier; nao entraremos em detalhes

neste trabalho. Como referéncia indicamos [2].

Agora fica natural pensar que o operador K + V também é auto-
adjunto em HZ(R™). Mas precisamos ter cuidado. Desde que o potencial de Cou-
lomb contém uma singularidade na origem, nem sempre é verdade que V(x)y(x) €
L*(R™), Vi € H*(R™). Assim, precisamos excluir a origem do dominio de definigao

de V(z). Definimos inicialmente

(H) @) = — 2 (ap)@) = ZCp),  domH = C(®M\{0}).

2m ||
Destacamos que no caso tridimensional o operador H esta bem-definido

em C5°(R?). Ao longo dos capitulos veremos porque isto ocorre somente com n = 3.

O Capitulo 1 é dedicado as defini¢oes e resultados da teoria de opera-

dores que serao tuteis ao longo de todo o trabalho.

1Se k] denota a k-ésima derivada fraca da funcdo v, o espaco de Sobolev H?2 (R™) consiste de

todas as funcdes ¥ € L*(R™) de forma que ¥ € L2(R"), k = 1,2.
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No Capitulo 2 estudamos o caso tridimensional. Mostramos que o
operador 1 & essencialmente auto-adjunto em C§°(R?) mas possui infinitas extensoes

auto-adjuntas quando considerado como um operador em C5°(R3*\{0}).

A unicidade da extensao auto-adjunta em CS°(R?) é devido ao Teo-
rema de Kato-Rellich [2]. No entanto, devido a singularidade do potencial, surge
a curiosidade de saber o que acontece com o operador retirando a origem de seu
dominio. Em C§°(R*\{0}) é conveniente a decomposigao do operador 1 por coor-
denadas esféricas (r,0, ). Por exemplo, o ponto x = (1,2, 23) em coordenadas
esféricas fica x1 = rsenfl cos ¢, x9 = rsenflseny e r3 = rcosf. Sem mais detalhes,

por enquanto, nosso estudo se reduz aos operadores unidimensionais

R (d® 2d I(1+1 Ze?
__<W+___ (0 + ))_ € [1=0,1,2,-,

om rdr r2 r’

com dominio C§°(0,00) C L*((0,00),r%dr). Fisicamente, [ ¢ chamado de momento
I(1+1)

r2

angular e de barreira centrifuga. Como veremos ao longo daquele capitulo,
a auséncia desta barreira, que corresponde ao valor [ = 0, é justamente a causa da

existéncia de infinitas extensoes auto-adjuntas.

No Capitulo 3 estudamos o atomo de hidrogénio bidimensional. Des-
tacamos que o Teorema de Kato-Rellich nao se aplica neste caso. Mostramos que o
operador 1 nao pode ser definido em C§°(R?) sendo, entao, definido em C§°(R*\{0})
onde possui infinitas extensoes auto-adjuntas. Fazemos decomposicao de 1 por co-
ordenadas polares x = (1, 22) = (rsenf,r cos ). O estudo se reduz aos operadores
unidimensionais

[ d? 1d 12 Ze?
o (L 22 )28 [=0.1.2.---
2m(dr2+ ) ’ A

com dominio C§°(0, 00) C L*((0, 00),rdr). Como no caso tridimensional, mostramos
que o valor [ = 0 é o responsavel pelas infinitas extensoes auto-adjuntas do operador
1 em C§°(R*\{0}).

Ao longo dos Capitulos 2 e 3 vamos mostrar em detalhes a decomposi-

cao do operador 1 por coordenadas esféricas e polares, respectivamente. Em ambos
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0s casos, serd conveniente fazer uso da transformacao unitéria
U: L*((0,00), 7" ") = L*(0,00)  (Up)(r) =r"D2p(r)  n=32,

a qual deixa C§°(0, 00) invariante. Assim, nosso estudo passa a se dirigir ao espaco

de Hilbert usual L?(0, 00).

O 4atomo de hidrogénio unidimensional é um interessante problema
matematico e fisico. H4 mais de quatro décadas este modelo vem causando contra-
digdes [3, 7,9, 12, 13, 14, 17, 26]. O motivo de tantos problemas: a singularidade
do potencial de Coulomb é muito forte em 1-D. Como exemplo, consideremos a
seguinte situagao: um elétron viaja sobre o eixo x e ao se aproximar da origem
existem duas possibilidades: ou ele é refletido ou é transmitido. Esta situacao vem
sido estudada de varias formas. Alguns autores acreditam que o elétron é refletido,
enquanto outros transmitido. Se o elétron é refletido (resp. transmitido) dizemos

que a singularidade atua como uma barreira impermeavel (resp. permeavel).

No Capitulo 4 mostramos que o operador 1 possui infinitas extensoes
auto-adjuntas em C§°(R\{0}). Devido a singularidade, o dominio de cada extensao é
caracterizado por condicoes de contorno na origem. Podemos pensar na possibilidade
de extensoes em que a singularidade atua como uma barreira permeével e outras
como uma barreira impermeavel. Ao longo do capitulo, esperamos esclarecer todas

essas questoes.

Como vimos, pode ocorrer de infinitos operadores auto-adjuntos se-
rem candidatos a representarem o mesmo Hamiltoniano. Em cada caso, sempre
que possivel, fixada uma extensao auto-adjunta vamos caracterizar o seu espectro
discreto. Quanto ao espectro essencial apresentaremos alguns resultados, mas sem

detalhes.

Os autofuncoes do Hamiltoniano 1 sao chamados de estados estaciona-
rios. Caso exista, o estado estacionario correspondente ao menor autovalor possivel é
chamado de estado fundamental. Nosso interesse neste trabalho é estudar os valores

de energia para os quais o atomo de hidrogénio “existe”. Mais precisamente, valo-
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res de energia em que o elétron se mantém ligado ao nicleo, ou seja, no subespaco

gerado pelos estados estacionarios.

Lembremos que o espectro discreto de um operador auto-adjunto cor-
responde aos seus autovalores isolados de multiplicidade finita. Sendo E autovalor

e ¢ a autofuncao correspondente vale a relacao
(Hy)(x) = Ev(x).

Esta equacao diz exatamente que o Hamiltoniano se mantém “cons-
n m u sej étron se mantém li ni . justi rci-
tante” e x), ou seja, o elétron se mantém ligado ao niucleo. Isto justifica parc

almente nosso interesse em relagao ao espectro discreto.

Alguns autores acreditam que o potencial de Coulomb acima nao é
o potencial correspondente ao Hamiltoniano do atomo de hidrogénio, mas sim, os

potenciais obtidos como solucao fundamental da equacao de Laplace
AV = 0.

Mais precisamente, segundo tal proposta, os potenciais a representa-
1 Ze?
rem o Hamiltoniano do atomo de hidrogénio seriam: (i) —4—v no caso tridimen-
T |x
e? e
sional; (ii) 2—1n |z| no caso bidimensional; (iii) 5|93| no caso unidimensional.
m
No Capitulo 5 vamos apresentar alguns resultados sobre este assunto;
com poucos detalhes. O objetivo é apenas uma breve comparacao com os resultados

obtidos com o potencial de Coulomb.

O principal objetivo deste trabalho é discutir o &tomo de hidrogénio
unidimensional e, por este motivo, seremos breves em algumas questoes relacionadas
aos casos tridimensional e bidimensional. Nao entraremos em detalhes na discussao
fisica do assunto dtomo de hidrogénio. Abordaremos as questoes principalmente do

ponto de vista matematico.



Capitulo 1

Operadores Auto-adjuntos

A primeira secao deste capitulo é inteiramente dedicada a definigoes e
resultados da teoria de operadores hermitianos. Nao apresentaremos demonstragoes.
Todas as afirmagoes podem ser encontradas em [18, 20, 24]. Nas proximas se¢oes
definimos formas de fronteira e triplas de fronteira que sao ferramentas titeis para a
caracterizagao de extensoes auto-adjuntas [18]. Incluimos uma sec¢ao especialmente
para operadores diferenciais da forma v” + V(z)iy com V(z) € L} (a,b) (—oo <
a < b < o0) [16]. Finalmente, na tltima se¢do, enunciamos e demonstramos o

Teorema de Weyl que nos diz sob quais condi¢coes um operador de determinada

classe é essencialmente auto-adjunto |18, 20].

1.1 Extensoes Auto-Adjuntas

Nesta secao vamos apresentar definicoes e resultados que citaremos ao
longo de todo o trabalho. H sempre representa um espaco de Hilbert e a notagao

A C B indica que o conjunto A é um subconjunto denso em B.

Definicao 1.1 O operador T': domT C 'H — 'H é simétrico se

<T€777> = <€7T77>, vf,n € dom7.

14
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T é hermitiano se é simétrico e dom7’ é um subconjunto denso em

Seja T : domT C 'H — H. Definimos dom 7™ como o espaco vetorial

dos elementos € ‘H de forma que o funcional linear
{— (n,T¢), § € domT,
pode ser representado por ( € H, ou seja,

(n,T¢) = (¢,€),  V&edomT.

Definicao 1.2 O adjunto de 7" é o operador T™ com dominio dom7™ definido

acima e, para n € domT™, T"n := (.

Observemos que é essencial que domT C H para que T esteja bem

definido.
Definicao 1.3 Dizemos que T': domT C 'H — H é auto-adjunto se 7' = T™.

Definicao 1.4 O grafico de um operador 7' : domT C 'H — H é o subespaco
vetorial G(T') := {(§,T¢) : £ € domT} de H x H.

A partir de agora, um operador 7' é sempre da forma 7" : domT C

H — H.

Dizemos que T é fechavel se o conjunto @ (o fecho do grafico de
T) é um grafico. Se T ¢ fechavel, T denota o tinico operador cujo gréifico & m
T também é chamado de fecho de 7. No caso em que 7 é hermitiano, T é sempre

fechavel e
domT = {¢ € H;3(§,) C domT, &, — € existe n € H com T&, — n}.

Seguem abaixo algumas propriedades:
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e 7' ¢ hermitiano se, e somente se, T' C T™;
e ™ ¢é fechado;
e se T' é hermitiano, entao 1" é fechavel e seu fecho 7" é hermitiano;

e se T & fechavel, entdo T** =T e (T)* = T*; T* é uma extensio de

toda extensao auto-adjunta de 7'

Se T' & hermitiano, dizemos que 1" é essencialmente auto-adjunto

se seu fecho T é auto-adjunto.

e ' ¢ essencialmente auto-adjunto se, e somente se, 7' possui uma

tinica extensao auto-adjunta;

e 1" & essencialmente auto-adjunto se, e somente se, 7* é hermitiano

e neste caso T'=T™ =T,

O ntcleo do operador T' ¢ definido como sendo o subespaco vetorial
N(T):={{ edomT :T¢ =0} de H.
Os subespagos fechados K4 (T') := N(T* +il) sao chamados subes-

pacos de deficiéncia e os niimeros inteiros
no(T) := dim N(T* 4 4I) = dim(img (T — iI))*,
n_(T) :=dim N(T* — il) = dim(img (T +il))*
sao seus indices de deficiéncia.
Teorema 1.5 Se T' € hermitiano, entdo

(i) T € fechado se, e somente se, img (T +1I) € um conjunto fechado (ou img (T —

il) é um conjunto fechado);

(i) T € auto-adjunto se, e somente se, img (T + iI) = img (T —il) = H.
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Demonstracao: [18|. n

O item (ii) deste teorema nos indica que img (7 + 4I)* medem quao

longe um operador hermitiano esta de ser auto-adjunto.

Os conjuntos p(T) e o(T) indicam, respectivamente, o conjunto resol-

vente e espectro de 7.

Teorema 1.6 Se T’ é auto-adjunto, sao equivalentes:
(i) z € p(T);
(ii) img (T — 2I) = H;

(iii) Je > 0 de forma que |[(T — zI)|| > cl|€]], V€ € domT.
Demonstracao: [18|. n

Seja B(H) denotando o conjunto de todos os operadores S : H — H
limitados. Se z € p(T') denotamos por R.(T) o operador (T — zI)~! € B(H). Se os

conjuntos p(7T) e o(T) sdo ambos nao-vazios, sempre vale

1

R.(T)|| 2 Vz € p(T),
IRDI > sy V2 € D)
sendod(z,0(T)) := in(fT) |w—z|. No entanto, se T' é auto-adjunto, tem-se a seguinte
weo

Proposicao.
Proposicao 1.7 Se T ¢ auto-adjunto, entao

BT = 2— s € plT)

. = — z :
d(z,o(T)) ’

Demonstracao: [18] n

O operador T é ndo-negativo se (T¢, &) > 0, V¢ € domT' (notagao:
T >0).
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Proposicao 1.8 Seja T' > 0 um operador auto-adjunto. Entao, para cada n € N,

existe um unico operador auto-adjunto S > 0 de forma que S™ = T (notagdo:
S=T").
Demonstracao: [18|. n

Definigao 1.9 Sejam (.S,) uma sequéncia de operadores em B(H) e S : H — H.

Dizemos que
(a) S, converge uniformemente, ou em norma, para S se

150 =S = 0;

(b) S,, converge fortemente para S se
1,6 =S¢l — 0,  VEeH.

A . S .
Denotamos a convergéncia forte por S, — S ou s — lim S, = S.

n—oo

(c) S, converge fracamente para S se
[(Su€,m) — (S, m)| — 0, VE,n €H.

N . w .
Denotamos a convergéncia fraca por S,, — S ou w — lim §,, = S.

n—oo

Definicao 1.10 Sejam (7},) uma sequéncia de operadores auto-adjuntos e 7" um

operador auto-adjunto. Se Imz # 0, dizemos que
(a) T,, converge para T no sentido forte dos resolventes se

R.(T,) = R.(T);

(b) T,, converge para T no sentido uniforme dos resolventes se

|1R.(T,) — R.(T)[| — 0.
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Teorema 1.11 Se T e {T,}.cs sao operadores auto-adjuntos em H, sendo J um
conjunto de indices qualquer, de forma que Rx(T,) = Rx(T) para algum valor real

e ﬂ p(T,) e X € p(T), entao T, converge para T no sentido forte dos resolventes.
neJ

Demonstracao: [18| n

Agoram vamos apresentar os principais resultados para uma possivel

caracterizacao de extensoes auto-adjuntas de operadores hermitianos.
Teorema 1.12 (von Neumann) Se T ¢ hermitiano, entdo:

(i) com respeito ao produto interno do grifico de T* tem-se

domT* =domT & K (T) & K_(T).
(i) T € essencialmente auto-adjunto se, e somente se, n_(T) =0 =ny(T).

(i) T possui extensoes auto-adjuntas se, e somente se, n_(T) = n,(T). No caso

em que n_(T) =n(T) > 1, existem infinitas delas.

Demonstragao: |24| n

Desde que existem operadores hermitianos que nao possuem extensao
auto-adjunta, o Teorema de von Neumann acima nos diz sob quais condicoes elas
existem. Dado um operador hermitiano 7" com indices de deficiéncia n_(T) =

ny(T) > 1, o proximo teorema especifica o dominio de cada extensdao auto-adjunta.

Teorema 1.13 Seja T hermitiano com indices de deficiéncia n_(T) = n(T) > 1.
SeU: K (T)— K. (T) ¢ uma aplica¢ao unitdria, entao a extensao hermitiana Ty

de T definida por
domTy = {¢+ & —UE_ - € € domT, ¢ € K_},

To(§+& —UE) =TE+i6 +iUE,

€ uma extensao auto-adjunta de T'. A correspondéncia entre extensoes auto-adjuntas

de T e transformagoes unitdirias U : K_(T) — K, (T') ¢ bijetora.
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Demonstracao: [18| n

Os resultados apresentados agora serao tteis para uma possivel carac-
terizagao do espectro essencial de operadores auto-adjuntos.

Seja T auto-adjunto. O espectro essencial de T ¢ o conjunto o.ss(T)
dos pontos de acumulagao de o(T') e os autovalores de T' de multiplicidade infinita. O
espectro discreto de T é o conjunto 04(T) := o(T)\oess(T'), ou seja, os autovalores
isolados de T' de multiplicidade finita. Claramente o.5(T) C o(T) desde que este

utimo é um conjunto fechado. Podemos escrever
0(T) = 0ess(T) U ayg(T).

Sejam T e B operadores lineares em H e p(T) # (. Dizemos que B
¢ T-compacto se dom7 C dom B e BR.(T) é um operador compacto para algum

z € p(T).

Corolario 1.14 Seja T auto-adjunto e B hermitiano. Se B é T-compacto, entao
Oess(T + B) = 00s(T).

Demonstracao: [18] n

h2
Proposigao 1.15 Se K = —Q—A, dom K = H2(R"™), entio o(K) = 0.(K) =
m

[0, 00).
Demonstracao: [18] n
Seja B>®(R™) denotando o conjunto das func¢oes Borel limitadas com
respeito a norma ||f|| := sup |f(¢)|. Escrevemos B (R™) para os elementos de
teRn

B*>(R™) que se anulam no infinito.

Teorema 1.16 SeV € L*(R")+BX(R") é uma funcao real, entio V é K -compacto,
H=K+V comdomH = domK ¢ auto-adjunto e o.ss(H) = [0,00).
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Demonstracao: [18| n

Seja {1, }nes uma sequéncia de operadores auto-adjuntos em H sendo
J um conjunto de indices qualquer. Seja 1" também denotando um operador auto-

adjunto.

Proposicao 1.17 Suponhamos que T, converge para T no sentido uniforme dos

resolventes. Se 0s5(1y,) = [a,b] (—o0 < a <b < o00), Vn € J, entio o.5(T) = [a, b].
Demonstracao: [18] n
Teorema 1.18 Sejam Ty e Ty extensoes auto-adjuntas de um operador fechado e
hermitiano S com n_(S) = n,(S) < 00, entao Tess(T1) = Tess(12).

Demonstracao: [18] n

1.2 Formas de Fronteira

Se T C S sao operadores hermitianos, entao 7' C S C S* C T*,
ou seja, extensoes hermitianas de 7' sao restricoes hermitianas de 7*. Um opera-
dor auto-adjunto é maximal, no sentido de que nao possui extensoes hermitianas

proprias.

Definigao 1.19 Seja 7' um operador hermitiano. A forma de fronteira de T é a

forma sesquilinear I' = 'y« : domT™ x domT™* — F dada por
L'(&n) = (T"¢n) — (£, T"n), ¢,n € domT*.

No caso em que T™ é conhecido, I' pode ser usado para encontrar o

fecho de T. E o que diz a proposicio abaixo.
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Proposicao 1.20 Se T' € hermitiano, entao
domT = {¢ € domT* : T'(,¢) = 0,V¢ € domT*}.

Demonstracdo: Desde que T = T** C T*, por definicdo de operador adjunto,

temos & € domT se, e somente se, existe n € H de forma que

(€170 = (n, ¢), V¢ € domT",

e neste caso n = T¢. Como T C T, temos 1 = T*¢ e a relacdo acima é equivalente

a

A proposicao esta demonstrada. |

Proposigao 1.21 I'(¢,n) =0, V&, n € domT™ se, e somente se, T* € auto-adjunto,

ou seja, se, e somente se, T' € essencialmente auto-adjunto.

Esta proposicao é uma conseqiiéncia direta da Proposicao 1.20. Aqui
notamos que de alguma forma I' esta relacionado com a “falta de auto-adjuncao” de

T~

Exemplo 1.1 (O Operador Momento) Uma verificagao direta mostra que o ope-
rador momento pyp = —i)’, domp = C§°(a,b) C L*(a,b) (—oo < a < b < o),
¢ hermitiano. No entanto, vamos estuda-lo em algumas situacoes. Considere-
mos inicialmente pyp = —iy)’; domp = C§°(0,00). Assumimos que p*) = —ip,
domp* = H'(0,00). Vamos calcular os indices de deficiéncia n, (p) e n_(p).

ny(p): precisamos determinar a dimensao do subespaco N(p* + il).

Entao, vamos encontrar as solucoes da equagao
—iu +iu=0 (1.1)

que estao em domp*. O espaco das solugoes de 1.1 é unidimensional gerado por

u(x) = €*. Desde que u ¢ domp* (observe que u ¢ L*(0,00)), temos n, (p) = 0.
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n_(p): vamos determinar a dimensdo do subespago N(p* — il) en-
contrando as solucoes da equacao —iu' —iu = 0 que estao em domp*. O espaco

T

das solugoes desta equacao é unidimensional gerado por u(x) = e~*. Neste caso

u € domp* e entao n_(p) = 1.

Desde que n_(p) = 1 e ny(p) = 0, o Teorema de von Neumann garante

que p nao possui extensoes auto-adjuntas.

Agora consideremos py) = —it)’, domp = C§°(R). Novamente assumi-
mos que p* = —i)’, domp* = H'(R). Obtemos

F(Qb, 90) = —1 (Gb(x)sp(x)) e = 07 \Vlgb, p e dOHlp*,
desde que, da teoria de integragao, fungoes em H'(R) se anulam quando z — =+oo.
De acordo com a Proposicao 1.20, o operador p é essencialmente auto-adjunto, ou
seja, p = p* € sua unica extensao auto-adjunta.

Por ultimo, consideremos pip = —iy)’, domp = C§°(0,1). Assumimos
que p*p = —i)’, domp* = H'(0,1). Desde que n_(p) = 1 = n,(p), o operador p

nao é essencialmente auto-adjunto. Aplicando a Proposicao 1.20,

¢ €domp & T'(p,9)=0,Vp € domp*

& —i(o(1)p(1) — ¢(0)p(0)) = 0,Vyp € domp”,
ou seja, ¢(0) = ¢(1) = 0. Para detalhes sobre o adjunto do operador momento, veja

Secao 1.4 e Observagao 1.2.

Proposicao 1.22 Se T' ¢ hermitiano, entao
domT = {¢ € domT* : T'(¢,m+) = 0,Vne € Ko (T)}.

Demonstragao: De acordo com o Teorema de von Neumann, dado ( € domT™
podemos escrever ( = 1+, +n_, com n € domT e ne € Ki(T). Desde que
I'(¢,n) = 0 para todo ¢ € domT™* e todo n € domT segue que & € domT se, e

somente se,

0=T(0)=T(&n+ny+n-)=TEn: +n-), V¢ € domT™.
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A proposicao estd demonstrada. |

Observacao 1.1 Sejam (', (? elementos gerais de domT*. Escrevemos
C=n e C= 40,
sendo n',n? € domT e ni,n2 € Ki(T). Desde que T*ny = Fin., obtemos
L(¢h, ¢ =20 ((ny,m) — (nlon?)).

Fica claro que o nao anulamento de I' estd relacionado com os su-
bespacos de deficiéncia. Assim, se 7' nao é essencialmente auto-adjunto, formas de
fronteira podem ser usadas para encontrar extensoes auto-adjuntas de T', observando
que tais extensoes sao restricoes de T* em dominios convenientes D de forma que

I(€,n) =0, ¥&,n € D.

1.3 Triplas de Fronteira

Defini¢ao 1.23 Seja 7" um operador hermitiano com n_(7T) = ny(T) > 1. Uma
tripla de fronteira (h, p;, ps) para 7' é composta por um espago de Hilbert h e
duas aplicacoes lineares pi, po : dom7™ — h, com imagens densas em h, de forma
que

ol (&,m) = (p1(E), p1(n)) — (p2(E), p2(n)), VE, n € domT™,

para alguma constante o € F.(-) também denota o produto interno em h.

Diferentes triplas de fronteira podem ser associadas a T. Desde que T’

possui indices de deficiéncias iguais, vale relembrar a Observacao 1.1:
D¢ ¢) =2i((ny,m7) — (m,n?)), ¢ edomT™ ni,nt € Ku(T).

Os subespacos de deficiéncia aparecem na forma de fronteira e, por

este motivo, tentamos encontrar triplas de fronteira de modo que dimh= n_ (7).
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Teorema 1.24 Seja T' hermitiano com indices de deficiéncia n_(T) = n(T) > 1.
Se (h, p1, p2) € uma tripla de fronteira para T, entao as extensoes auto-adjuntas Ty

de T sao dadas por

domTy = {£ € domT™ : p2(&) = Up1(§)}, Tyé =T7¢,

sendo U um operador unitdrio U : h — h.

Demonstragao: Claramente, Ty é uma extensao hermitiana de 7. Precisamos
somente mostrar que, para cada U : h — h unitario, o operador Ty é auto-adjunto.

Se n € domT};, entao

(T, &) = (0, Tu€) = (0, TE), V¢ € domTy.
Segue que,
0= FT{}(U:&) = <le777§> - <777T5€>
= (Pl(ﬁ)vl)l(f» - <P2(77)7P2(§)>
= ({p1(n), p1(§)) — (p2(n), Up1())
= (p1(n), p1(£)) — (U p2(n), p1(£))
= {p1(n) — U"pa(n), p1(£)), V¢ € dom Ty

Desde que imgp; = h, temos p1(n) — U*pa(n) = 0, ou seja, pa(n) =
Upi(n) e entao n € domTy. Portanto, Ty é auto-adjunto. |

Desde que dimh = dim K, (T), a correspondéncia entre operadores
unitarios h — h e operadores unitarios K_ (1) — K, (T) é bijetora. Portanto, este

teorema caracteriza todas as extensoes auto-adjuntas de 7.

Exemplo 1.2 (O Operador Momento) Neste exemplo vamos estudar o opera-

dor momento em (R\{0}):

pp =—i¢/,  domp = CG*(R\{0}).
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Como vimos no Exemplo 1.1, p nao admite extensoes auto-adjuntas em
(0,00). No entanto, consideremos as restrigoes p_ e p; de p nos intervalos (—oo, 0)
e (0,00), respectivamente. Escrevemos p = p_ @ py. Combinando os resultados
n_(p-) =0 = ny(py) e n_(py) = 1 = ny(p-), obtemos n_(p) = 1 = ny(p).
Assumimos que domp* = {¢p € L*(R) : ¢ € AC(R\{0}),v' € L*(R)} '. A fim
de caracterizar todas as extensoes auto-adjuntas de p consideremos sua forma de

fronteira

= i(@(07)p(07) —¥(07)p(07)), Ve, € domp”.
Definimos as aplicagoes lineares py, ps : domp* — C:
p1(¥) =(07) e p2(1) = ¥(07).
Notemos que

(p1(¥), p1(0)) — (p2(10), p2(p)) = il (¥, ), V1, p € domp”,

ou seja, uma tripla de fronteira para p é encontrada.

Definimos os subespagos X = {¢(0%) : ¢ € domp*} e Y = {¢(07) :
Y € domp*}. De acordo com o Teorema 1.24, extensoes auto-adjuntas de p estao
relacionadas com operadores unitéarios entre X e Y. Desde que n_(p) =1 = n,(p),
tais operadores sao a multiplicacdo por €, 0 < # < 27. Portanto, a familia de

operadores
pot = —itf,  dompy = {tb € domp": $(07) = €“p(0%)},  0<6<2m,

caracterizam todas as extensoes auto-adjuntas de p.

LAC(R\{0}) denota o conjunto das fungdes absolutamente continuas em cada subintervalo com-

pacto de (R\{0}). Veja Sec¢io 1.4 e Observacao 1.2.
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1.4 Operadores Diferenciais de Segunda Ordem

Esta secao é inteiramente dedicada a operadores diferenciais da forma

Hip = =" + V (),

atuando no espago de Hilbert L?(a,b) (—oo < a < b < o). Como referéncia indica-
mos [16, 18]. E claro que estes operadores ndo estdo definidos em todo L?(a, b) desde
que existem funcoes neste espaco que nao sao diferenciaveis. E preciso considerar

um subconjunto denso em L*(a,b) no qual H fique bem definido. Definimos
Hy = —¢" + V(x), dom H = C§°(a,b).

2
loc

E importante exigir que V € L? (a,b) pois é a condi¢io minima para
que Vo) € L*(a,b), Vi) € C°(a,b). E natural chamar H de operador diferencial com
dominio minimal. Também sabemos que existe um dominio maximal no sentido de
que toda extensao auto-adjunta de H nao pode ter um dominio maior do que este.

Este dominio maximal corresponde ao dominio de H*, o adjunto de H.

Seja I um subintervalo compacto de (a,b). Dizemos que uma funcao

1 é absolutamente continua em [ se, e somente se, ¢ pode ser escrita na forma
ve) =@+ [ owds,  cel, seLi)

e U'(x) = ¢(x) qtp..

Denotamos por AC(a, b) o conjunto de todas as fun¢oes absolutamente
continuas em cada subintervalo compacto de (a,b). Se 1»*) denota a k-ésima derivada
da fungao 1, o espaco de Sobolev H™(a, b) consiste de todas as fungoes 1 € L?(a, b)
com *®) € AC(a,b) para k =0,1,---,m — 1 e '™ € L%(a,b).

Lema 1.25 Seja u uma distribui¢ao em C§°(a,b) de forma que v = 0. Entao, u é

constante.

Demonstracao: |[18|. n
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Com a ajuda deste lema vamos encontrar o dominio do operador ad-

junto H*.

2

ie(a,b). Entao o operador

Teorema 1.26 SejaV : (a,b) — R uma fungao real em L

manimal
(HY)(x) = =" (x) + V(x)(x), dom H = C°(a,b) C L*(a,b),
¢ hermitiano e seu adjunto é (H*Y)(x) = —¢"(x) + V(x)(x) com dominio

dom H* = {1 € L*(a,b); ¥, € AC(a,b), H*) € L*(a,b)}.

Demonstragao: Seja A := {1 € L*(a,b);v,¢' € AC(a,b), H* € L*(a,b)}. Uma
verificacao direta mostra que A C dom H*. A tarefa agora é mostrar que dom H* C

A. Por defini¢ao, se u € dom H*, entao
(Ho,u) = (6, H'u) = (~¢" + V(2)p,u), Vo € dom H.

Desde que u € L?(a,b) e V € L2 (a,b), temos Vu € L, (a,b). Como

loc loc
H*u € L*(a,b) C L;,.(a,b), podemos definir, para algum ¢ € (a,b), a fungao

W(x) = / " ds / WV ult) — Hu(t))dt.

Desde que Vu — H*u € L}, .(a,b), ambas W (z) e W'(x) sdo absoluta-

mente continuas em cada subintervalo compacto de (a,b). Vale também
W"(x) =V (x)u(z) — H u(z) qtp.
Agora notemos que
(0" u) = (¢, Vu— H'u) = (¢, W) = (¢", W).
Segue que

b
/ ¢ (u — W)dz = 0, Vo € CF(a,b).
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Aplicando o Lema 1.25 esta relacao implica (u — W)"(z) = 0 e entao

(u—W)(x) = c1x + ¢9, sendo ¢; e co constantes arbitrarias. Logo, u,u’ € AC(a,b) e
—u" () + V(x)u(z) = H*u(z) € L*(a,b).

Segue que dom H* C A e o teorema esta demonstrado. |

Este teorema especifica 0 dominio maximal de todas extensoes auto-
adjuntas de H. Pode acontecer do proprio H* ser auto-adjunto. Neste caso, H* =
H** = H, ou seja, H é a tnica extensao auto-adjunta de H.

Observemos que a condi¢do ¥ € dom H* nao implica ¢" € L*(a,b).
Como exemplo, consideremos o operador (Hi)(z) = —¢"(x) —1/42%*)(z), dom H =
C5°(0,1). Temos u(z) = /z € domH* = {¢p € L*(0,1) : ¥,¢' € AC(0,1), H*¢ €
L*(0,1)}, no entanto, v”(x) = —1/42%% ¢ L?(0,1).

Observacao 1.2 Uma demonstracao similar a do Teorema 1.26 mostra que o ad-
junto do operador momento pip = —i)’, domp = C§°(a,b) (—o0 < a < b < o0) é
o operador p*yy = —it), domp* = {¢p € L?*(a,b) : ¥ € AC(a,b),y' € L*(a,b)} =

H'(a,b), como assumimos em alguns exemplos.

Lema 1.27 A forma de fronteira do operador minimal H é

F(¢a 90) = Wb[wv (;0] - Wa[d]a 90]7 wv p e dOIIlH*,

sendo W[, ¢] = ¥(x)¢'(x) — ' (x)p(z) o wronskiano de 1 e ¢ no ponto z e

Wolt, ] = im Wl o] e Wi, ¢] = lim Waly, o],

Demonstragao: Seja [c,d] C (a,b) e 1, p € dom H*. Desde que V € L2 (a,b), por

loc

integracao por partes, obtemos
d — —_—
| (05 - vl A@) do = Walw o] - Wil ol

Desde que a integral é finita, os limites que definem W, [1), o] e W[, ¢
existem e I'(¢, ) = Wy [0, o] — Wa [, ¢]. u
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Voltando ao operador minimal H, dizemos que a ¢ um ponto regular

para H se —oo < a e para algum c € (a,b) tem-se / |V (z)|*dx < oo; b é regular

b
para H se b < oo e / |V (z)|?dx < oo. Se a ndo é um ponto regular, entdo a é
c

chamado de ponto singular. Consideremos a equacao
H* = =" + Vi) = Lir). (1.2)

O espacgo das solucoes de 1.2 é bidimensional. Se a é regular, toda
solugao ¢ de 1.2 tem limites finitos ¢(a) := ¢ (a™) = lim P(x) e '(a) = (a™) =

hm+ Y'(x). Se a é singular tais limites podem divergir. Toda solu¢ao de 1.2 satisfaz
Tr—a

Y, " € AC(a,b). Para detalhes sobre estas propriedades indicamos [15].

Proposicao 1.28 (i) O fecho de H tem dominio
dom H = {+) € dom H* : W,[1), 0] = 0, W, [/, 0] = 0,V € dom H*}.

(ii) No caso de a ser um ponto reqular, entao a condigao W[, ] =0,

Vo € dom H*, significa ¢¥(a) =0 =1'(a) (similarmente para b).

Demonstracao: (i) Usando a Proposi¢ao 1.20 e o Lema 1.27, obtemos
dom H = {1 € dom H* : W[, 0] — Wa[1), 0] = 0,V € dom H*}.

Desde que o comportamento das fungoes de dom H* proximo de a
independem de seus valores proximo de b, segue que Wy[v, o] — W,[v, ] =0, Y €
dom H*, & equivalente a W[, o] = 0 =W, [, ], Vo € dom H*.

(ii) Se @ é um ponto regular, entao ¢(a) e ¢'(a) estdao bem definidas
(ou seja, tém limites finitos) para toda ¢ € dom H*. Entao, 0 = W, [, ] =

Y(a)g'(a) — ¥ (a)p(a), Yo € dom H*, implica 9(a) = 0 = ¢/(a), desde que ¢(a) e

¢'(a) podem tomar valores arbitrarios. n

Corolario 1.29 Se a e b sao pontos requlares, entao

dom H = {¢ € dom H*;(a) = ¢'(a) = 0 = 4(b) = ¢'(b)}.



1 Operadores Auto-adjuntos 31

Corolario 1.30 Se H tem um ponto reqular, entdo H nao possui autovalores.

Demonstracdo: Supondo a ponto regular, as solucoes de Hi) = M), ¢ € dom H,

A € C, devem satisfazer 1(a) = 0 = ¢//(a). Por unicidade, 1 é a solugao nula. |

Definigao 1.31 Um aplicagao antilinear C': ' H — H é uma conjugacao se é uma

isometria e C? = 1.

A proposicao a seguir é uma conseqiiéncia do Teorema de von Neu-

mann.

Proposicao 1.32 Se T é hermitiano e existe uma conjugacao C de forma que

C(domT) C domT e C comuta com T, entao T possui extensoes auto-adjuntas.

Demonstragio: Desde que C(domT) C domT segue que dom7T = C?*(domT) C
C(domT), ou seja, C(domT) = domT. Se & € img(T — il)*, entdo para cada

n € domT vale
0= (&, (T — il)y) = (C& C(T —il)n) = (CE, (T +4)C)

e entdo C¢ € img(T + il)t. Assim, C : img(T — i)t — img(T + iI)*. Um
argumento similar mostra que C' : img (T + iI)* — img (T — il)*. Desde que C ¢

uma conjugacao segue que n_(T) = ny(T). H

Tomando a conjugacao (C¥)(x) = ¥(x), o operador minimal H sem-
pre possui extensoes auto-adjuntas. Isto nem sempre é verdade para todo operador

diferencial, que é o que acontece com o operador momento em (0, 00).

Teorema 1.33 (i) Os indices de deficiéncia do operador minimal H sdao finitos e
limitados por 0 < n_(H)=n,(H) < 2.

(ii) Se a e b sao regulares, entio n_(H) =n,(H) = 2.



1 Operadores Auto-adjuntos 32

Demonstracao: (i) Segue da discussao acima.

(ii) Seja w solugao de
H = " +Vip = —itp, o € dom H".

Entdo, u,u € AC(a,b). Resta mostrar que u € L*(a,b). Para cada
d
subintervalo fechado [c,d] de (a,b) tem-se / |u(z)[*dz < oo. Desde que os limites

b
u(a™) e u(b™) existem e a e b sdo finitos obtemos / lu(x)|?dx < oo. Assim, ny (H) =

2. Similarmente n_(H) = 2.

Exemplo 1.3 (Particula Livre) Neste exemplo vamos considerar o operador que

descreve uma particula livre em trés situagoes. Consideremos inicialmente
Ho=—¢", dom H = C5°(R).

O operador H* com a mesma lei de H e com dominio dom H* = H?*(R)

é o adjunto de H. Desde quen_(H) =0 =n,(H), H é essencialmente auto-adjunto,

ou seja, H = H* é sua tnica extensao auto-adjunta. Consideremos agora
Hp=—¢", dom H = C§°(0, 00).

O operador H* com a mesma lei de H e com dominio H?(0,00) é o
adjunto de H. Os indices de deficiéncia de H sao n_(H) = 1 = n,(H), ou seja,
H possui infinitas extensoes auto-adjuntas. A fim de caracteriza-las consideremos a

forma de fronteira de H
LW, ¢) = (¥/(0)0(0) - ¥(0)7(0)) .
Definimos as aplicacdes lineares py, po : dom H* — C:
) =$(0) =W (0) e palt) = %(0) +iW(0).
Observemos que

(p1(¥), p1()) — (p2(), pa(p)) = —2iL (¢, ), Vip, ¢ € dom H,
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ou seja, uma tripla de fronteira para H é encontrada.

Definimos os espagos vetoriais X := {¥(0) — @'(0) : v € dom H*}
e Y = {¢(0) + ' (0) : v € domH*}. De acordo com o Teorema 1.24, dominio
D’s em que H* é auto-adjunto estao relacionados com operadores unitarios entre
X e Y. Desde que n_(H) = 1 = n,(H), tais operadores sdo a multiplicagdo por
e 0 < 0 < 2r. Mais precisamente, dado 6 € [0,27), o dominio da extensao auto-

adjunta de H é formado por todas as funcoes ¥ € dom H* que satisfazem a condicao

pa(¥) = ’pr1(). A relagio pa(1h) = € pi(¥) &
¥(0) +'(0) = € (1(0) — iv'(0)),

e também pode ser escrita na forma
(1 —€?)ep(0) = —i(1 +e”)3'(0).

Se 0 £ 0 temos

67;9
B(0) = MF(0), A= —z% ER.

Todas as extensoes auto-adjuntas H, de H sao caracterizadas pelas

condigoes de contorno
dom Hy = {¢ € dom H* : ¢(0) = \'(0)}, A€ RU{o0}.

O valor A = oo é para incluir & = 0 que corresponde a condicao de

Neumann ¢'(0) = 0. A condigao de Dirichlet ocorre para A = 0.

Finalmente,
Hop=—¢", dom H = C§°(0,1).

O operador H* com a mesma lei de H e com dom H* = H?(0,1) &
o adjunto de H. Desde n_(H) = 2 = n,(H), H possui infinitas extensoes auto-

adjuntas. A fim de caracteriza-las consideremos a forma de fronteira de H

T(1h,¢) = (1)@ (1) — 9/ (1)(1) — ¥(0)¢'(0) + ¥'(0)¢(0).
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Definimos as aplicacoes lineares pi, py : dom H* — C?:

() = ¥'(0) +f¢(0) e palt) = ¥'(0) — ’fl/}(o)
P'(1) —ap(1) ¢'(1) +ip(1)

Uma verificacao simples mostra que

(p1(¥), p1()) — (p2(), pa(p)) = =20 (¢, ), Vip, ¢ € dom H,

ou seja, uma tripla de fronteira para H é encontrada. Como antes, dominos D’s em
que H* é auto-adjunto sao caracterizados por matrizes unitarias 2 X 2 que denota-
remos por U. Mais precisamente, tais dominios sao formados por todas as func¢oes
Y € dom H* que satisfazem a condigao p2(v)) = Upy(¢0). Esta relacgao pode ser

escrita na forma

(I-1) LS —i(I+U) —0) . Vo e domH".

¥'(1) ¥(1)
Assim, o dominio da extensao auto-adjunta Hy de H é composto por

elementos ¢ € H?(0, 1) de forma que as condicoes de contorno acima sdo satisfeitas

e Hyyp = —y".

1.5 Critérios de Limit Point e Limit Circle

Esta secao é dedicada ao Teorema de Weyl que nos diz sob quais con-
digbes o operador minimal H = —¢” 4+ V(x)y, dom H = C§°(a, b), é essencialmente
auto-adjunto. Lembremos que sempre assumimos V' € L7 (a,b) e —0o < a < b < oo.

Para enunciar e demonstrar o Teorema, vamos precisar de alguns resultados e defi-

nigdes. Como referéncia para esta se¢ao indicamos |18, 20).

Definigao 1.34 Uma fungio mensuravel u : (a,b) — C est4d em L?*(a,b) em a se
existe ¢ € (a,b) de forma que u € L*(a, c); similarmente, u estd em L*(a,b) em b

se u € L*(c,b).



1 Operadores Auto-adjuntos 35

Vamos investigar os indices de deficiéncia de H estudando as solucoes
de
—" + V(x)p = M, AeC. (1.3)

Lema 1.35 Se para algum X\ € C, ambas solugoes de 1.3 estao em L*(a,b) em a
(respectivamente, em b), entao, para todo A € C, ambas solugdes de 1.3 estao em

L*(a,b) em a (respectivamente, em b).

Demonstracgao: Sejam ¢; e ¢, duas solucoes linearmente independentes de 1.3,
para \g € C, de forma que ¢; e s estdo em L?(a,b) em b. Supomos ainda
O (x)pa(z) — p1(z)ph(xz) = 1. Seja u uma solucdo de 1.3 para A = A\ # .

Escolhemos ¢ € (a,b). Uma verificagdo mostra que

uw) = (=) [ (1 (2)0a(6) — 1 (E)pala)ulE)de

satisfaz 1.3 com A = A\g. Assim,

ul(e) = cupr(z) + cxpale) + O = ) [ (1 (2)p2(6) — 1 (E)pala))ulE)d,

x
sendo ¢ e ¢y contantes arbitrarias . Definimos HfH[Qw] = / | f(z)|*dx e escolhemos
C

M de forma que |[¢1]|jca) < M e |[@2]|ica) < M. Pela Desigualdade de Schwarz,

()] < ledllor(@)] + [eallo2(2)| + A = Aol (lpr (2)] + |2 () [) M[ul[ .2

e entao,

[ltllfey < ler|M + [ea M + 20| A1 = Aol[[u]|je)-

Podemos escolher M tao pequeno quanto queremos se tomarmos c
suficientemente proximo de b. Assim, se [A\; — Ao| < 1/4M? segue que 1/2|[ul|cq <
(le1| + |ca|)M, para todo z, e entao u estd em L*(a,b) em b. Uma demostracao

similar pode ser feita para o caso em que ; e p, estao em L%(a,b) em a. |
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Lema 1.36 Pelo menos uma solu¢ao (nao-nula) de

— "+ V() = Fir (1.4)

estd em L*(a,b) em a e pelo menos uma em L*(a,b) em b.

Demonstracao: Sejam da/,b' € R de forma que a < a’ < V' < b. Para o operador
hermitiano Sv = —¢” + V¢, dom S = {4,y € AC[d, V] C L3*[a’,V] : ¥(d') =
P'(ad) =0 = l) = )}, a eV sdao pontos regulares. Pelo Teorema 1.33,
n_(S) = 2 = ny(S). Assim, img(S —il) = K, (S)* # L, V). Desde que
Ceo(al, b)) T L2[a', V], existe ¢ € CP(d, ) com ¢ ¢ img(S —il). Seja H uma
extensao auto-adjunta de H, vale que img(ﬁ] —il) = L*(a,b). Portanto, existe
¢ € dom H de forma que (f[ —il)1) = ¢. 1 nao pode se anular identicamente em
ambos intervalos (a,a’) e (', b), caso contrario, 1» € dom S e (S —il) = ¢, 0 que é
uma contradigao.

Supomos que ¥ nao se anula identicamente em (a,a’) (similarmente,
se 1 nao se anula identicamente em (b',0)). Entao, u := 9| é uma solucao de
1.4 que estd em L?(a,b) em a. A construcdo da solucdo que estd em L%(a,b) em b

segue abaixo.

Consideremos o operador R — il := (H — il)|qomr, domR = {v €
dom H : v(z) = 0,Yz € [I/,b)} (o qual é denso em L%(a,a’)). Desde que T € dom R*
e (R* +il)u = 0, segue que img(R — iI) ndo é um subconjunto denso em L*(a,a’)
e como acima existe ¢ € C2°(a,a’) com ¢ ¢ img(R — il). A auto-adjuncao de H
implica que existe w € dom H de forma que (I:j —il)w = ¢. Finalmente, w nao se
anula indenticamente em [b',b) desde que ¢ ¢ img(R —il). A solu¢ao nao-nula que

estd em L?(a,b) em b é encontrada. |

Corolario 1.37 Se n_(H) = 0 = ny(H), ou seja, H é essencialmente auto-

adjunto, entao a e b sao pontos singulares.

Demonstracao: Supondo a regular, todas as solu¢oes da equacao estao em L? em

a. Pelo Lema 1.36, existe pelo menos uma soluciao de 1.4 em L? em b e assim pelo
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menos uma solucgao estd em L*(a,b), ou seja, ny (H) > 1. H

Definigao 1.38 O operador H ¢é limit circle em a (resp. em b) se para algum

A € C, e, portanto, para todo A € C, todas as solucoes de
—" + V() =\

estao em L*(a,b) em a. Se H nao é limit circle em a, dizemos que ele é limit point

em a (resp. em b).

Teorema 1.39 (Teorema de Weyl) O operador H € essencialmente auto-adjunto

se, e somente se, € limit point em a e .

Demonstracao: Se H é essencialmente auto-adjunto, entdo n_(H) =0 = n(H).
Segue que H é limit point em a e b. A tarefa agora é mostrar que se H é limit
point em a e b, entao H é essencialmente auto-adjunto. Pelo Lema 1.27, a forma de

fronteira de H* é

FH*<¢a 90) = Wb[wa 90] - Wa[¢7 90]7 V@/},g@ € dom H".

Lembremos que H* é auto-adjunto se, e somente se, I' = 0. Seja
¢ € (a,b), definimos os operadores A e B com a mesma expressao de H mas com
dominios domA = {p € C*®(a,c) : p(c) = 0,36 > 0,¢(z) = 0,Vz € (a,a+ &)} e
dom B = C§°(a, c). Desde que B C A, tem-se B C A.

Afirmamos que A é auto-adjunto. De fato, por hipotese as solucdes
de —¢" + Vi = +ip que estdo em L*(a,b) em a constituem um subespaco unidi-
mensional e desde que ¢ é regular todas as solu¢oes estdao em L?(a,b) em c. Assim,
n_(B) = 1 = n,.(B). Observemos que existem fun¢des em dom A com ¢'(c) # 0
e tais funcoes nao estdo em dom B. Assim, A é uma extensdo hermitiana fechada
propria de B e, entdo, n_(A) = 0 = n,(A). Portanto, A é auto-adjunto.

Sejam 1, p € dom H*. Escolhemos ., . € C5°(a,b) de forma que
ambas funcoes ¥9 = 1 + Y. e Y2 = p + @, se anulem em c. Entao, 1,5, 9. €
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dom A* = dom A e desde que W.[t)y, 03] = 0 encontramos

Wa[wa 90] - Wa[l/}Q - 77Z)ca Y2 — (pc] = Wa[QpQ; @2]
= Waltha, po] = Weltha, o] = —I'z(t2, 2) = 0,

ja que A & auto-adjunto. Argumentos similares mostram que W[, ¢] = 0. Assim,

I' se anula identicamente em dom H* e a demonstragao esta completa. |

Exemplo 1.4 Consideremos o operador Hiy = —1)" + %w (a > 0), domH =
x
C5°(0,00). As solugoes de Hy = 0 sao

vy (x) =™ € v-(z) =2,
1++v1+4a

sendo ¢y = — Desde que ¢, > 0, a fungdo v, estd em L?*(0,00) em
zero e nao esta em L?(0,00) em oo. No entanto, 1)_ estd em L?*(0,00) em zero se, e

somente se, c_ > —1/2, ou seja, se, e somente se, a < 3/4.
Assim, se a < 3/4, H é limit circle em zero e, portanto, pelo Teorema
de Weyl, ndo é essencialmente auto-adjunto. Se a > 3/4, H é limit point em zero e

oo e, portanto, pelo Teorema de Weyl, é essencialmente auto-adjunto.



Capitulo 2

O Atomo de Hidrogénio 3-D

h2
O Hamiltoniano de um elétron se movendo livremente em R? é —Z—A.
m
No entanto, devemos definir este operador como um operador auto-adjunto no espaco

de Hilbert L*(R3). Comecamos a nossa discussao com
. B2 .
(K¢)(x) = —2—A¢(35), dom K = C5°(R?).
m
E facil verificar que K é hermitiano. Em [2] também podemos encon-
trar a demonstracio de que K é essencialmente auto-adjunto e sua tnica extensio

auto-adjunta é o operador

(K¢)(x) = —;—mAgb(:p), dom K = H*(R?).

Se o elétron se move sob a influéncia do potencial atrativo de Coulomb
2

V(z) = —% o Hamiltoniano total é K + V.

Consideremos algumas observagoes. Dado um operador auto-adjunto
(essencialmente auto-adjunto) 7' e um operador hermitiano B, a soma 7'+ B nem
sempre é auto-adjunta (essencialmente auto-adjunta) em dom7 N dom B. No en-

tanto, o Teorema de Kato-Rellich nos fornece condicoes suficientes para que 7'+ B

seja auto-adjunto (essencialmente auto-adjunto).

39
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Teorema 2.1 (Kato-Rellich) Seja T auto-adjunto (essencialmente auto-adjunto)

e B hermitiano. Se B é T-limitado com Np(B) < 1, entdo o operador
dom (T + B) = domT, (T + B)¢ :=T¢ + BE, V¢ € domT,
¢ auto-adjunto (essencialmente auto-adjunto).

Demonstracao: [2|. n

Lembremos que B é T-limitado se domT" C dom B e existem constan-

tes a,b > 0 de forma que

1BE[| < al[TE[| + bl[E]], V¢ € domT.

O T-limite de B, denotado por Np(B), é o infimo dos a’s admissiveis.

Mais tarde, Kato demonstra o seguinte teorema.

Teorema 2.2 (Kato) Sen <3 e B € L*(R") + L*(R") é uma fungdo real, entdo
B é K-limitado com Nk(B) = 0.

Demonstracao: |2|. n

Os Teoremas 2.1 e 2.2 sao de grande importancia no estudo de ope-
radores. No entanto, também sao muito conhecidos e escolhemos por omitir as
demosntragoes.

Vamos aplicar o Teorema 2.2 aos operadores K e V(x). Fixado € > 0,

escrevemos V = V) + V, sendo
Vo(x) = V(@) X0, (|]) e Voo () = V() X[e,00) (|2])-

E facil verificar que Vo € L®(R?). O ponto principal é que Vy(z) €
L?*(R3), mesmo com o potencial contendo a singularidade na origem. Mais precisa-

mente, usando coordenadas esféricas,

2m ™ |
/ |Vo(z)|2da® = 2264/ dgp/ sen@d@/ —27"2d7“ = Z%eMme < 00.
R3 0 0 o’



2 O Atomo de Hidrogénio 3-D 41

7Ze?

Desde que V(z) = Tl € L*(R?) + L>®(R*) o Teorema de Kato-
x
Rellich garante que o operador
h? Ze?
H=—-—A—-— dom H = H*(R? 2.1
Sy mE om H = H*(R?), (2.1)
3 . . . ~ Ze? 23
¢ auto-adjunto. Aproveitando a discussao, desde que V(x) = Tl e L*(R’) +
x

B2 (R?), o Teorema 1.16 garante que oe(H) = [0, 00).

Devido a singularidade no ponto 0 o nosso objetivo neste capitulo é
analisar o que acontece com o operador 2.1 retirando a origem de seu dominio. Es-
pecificamente, queremos saber se ele continua auto-adjunto. Nao podemos repetir a
mesma andlise com o operador —%A no dominio C5°(R*\{0}) (resp. H*(R3\{0}))
pois aqui ele ndo é essencialmente auto-adjunto (resp. auto-adjunto). Nossa idéia
¢ estudar o operador 2.1 partindo do dominio C§°(R3\{0}). Assim, fica natural

analisar sua decomposicao em coordenadas esféricas, isto reduz o estudo a teoria de

operadores diferenciais do Capitulo 1.

2.1 A Decomposicao em Coordenadas Esféricas

Consideremos o Hamiltoniano do 4tomo de hidrogénio 3-D

He A28 o = o (R3\[0)). (2.2)

2m™ ]’

O objetivo desta secao é caracterizar o operador 2.2 em coordenadas

esféricas. Mais precisamente como segue.

Cada fungao ¢ € L?(R3) pode ser considerada como uma fungio de r
e duas variaveis
¢ = (0, ¢) na esfera unitaria S?. Por exemplo, o ponto (1,2, z3) em coordenadas
esféricas fica x; = rsenf cosp, ros = rsenflseny e x3 = rcosf. Em termos destas
variaveis,

ol = [ e [ 1o OPrar (de = senddod).
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Seja D o conjunto de todas as funcoes que sao combinacoes lineares
finitas de produtos f(r)w(§) com f € C§°(0,00) C L*((0,00), r?dr) ew € L*(S?, df).

Devido a decomposicao em coordenadas esféricas
L*(R?) = L*((0, 00), rdr) ® L*(S*, d§),

D ¢ um conjunto denso em L*(R?®). Tomando ¢(r,&) = f(r)w(£), o operador 2.2

toma a forma

11000l = |10 (5 + 2o ) 110 = 22 10)] wie) + - L B

sendo B o operador de Laplace-Beltrami

(Bu6. ) = ~(sent) ™ | (end) 5 ) + 57 (Gene) 52|

agindo em L?(S?). B é essencialmente auto-adjunto em C§°(S?) e o conjunto de

seus autovetores formam uma base ortonormal para L?*(S?). Mais precisamente,
(BY ) (0, 0) = UL+ 1)Yim (6, ©), (leN, -l <m<l)

sendo {Y},, : 1 € N, -1l < m <[} o conjunto das fungoes harmonicas esféricas. Para

uma discussao detalhada sobre este operador de Laplace-Beltrami consulte [21].

Consideremos o subespago J; = [V, : —1 < m <] correspondente ao

autovalor [(I + 1). Definimos L; := L*((0,00), r?dr) ® J;, entao
L2((0, 00),7%dr) ® L*(5?) = @Ll

Seja D; = DN L;, entao

2 2 2 2
W2\ [ R (24 sy 2],
2m x| D, r

2m \dr? rdr r2
sendo I; o operador identidade agindo em J;. Nossa tarefa se reduz em verificar se

para cada valor [ € N, o operador

) 2 2 2
i h (d 2 d l(l+1)>_Ze

r

dr?  rdr 72

Y
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¢ ou nao é essencialmente auto-adjunto em C§°(0,00) C L*((0, 00), r?dr).
Seja U : L?((0,0),r%dr) — L*(0,00) o operador unitario (Up)(r) =

ro(r). Notemos que U deixa C§°(0, 00) invariante e entao definimos o operador

: a1+ 1 Ze?
H =UHU'=—— (—— L+ )> -2 ; (2.3)

2m \ dr? r2 r

dom H; = C§°(0,00) C L*(0, 00).

2.2 As Extensoes Auto-Adjuntas

Consideremos inicialmente a familia de operadores

B 712(d2 2d l(l+1)),

] = —— -

om \dr? ' rdr 72
dom K; = C°(0,00) C L?((0,00),r%dr), que nio sofrem influéncia de potencial.
Definimos
. 2R 1+
I -1 _ __ /Y00
Kl = UK[U = —% (W - 2 ) s dOInKl = CO (0,00)

O Teorema 1.26 diz que o operador K| com a mesma lei de K; e com

dominio
dom K} = {p € L*(0,00) : ¢, ¢’ € AC(0,0), Kjp € L*(0,00)},
é o adjunto de K.

Proposicao 2.3 Ky nao ¢ essencialmente auto-adjunto, enquanto K; é essencial-

mente auto-adjunto para | # 0.

h? h?
Demonstracao: A equacao —2—90” = 2—i<,0 tem duas solucoes linearmente inde-
m m

pendentes

pr(r) = elTITVE e gy(r) = TV,
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Desde que ¢; ¢ dom K, tem-se n_(Kjy) = 1. Similarmente, n, (K,) =

1. Portanto, Ky nao é essencialmente auto-adjunto. Analisemos agora as solugoes
de K;p =0, ou seja,

h? = R 1(1+1)

r2

o =0. (2.4)

2m 2m
Desde que [ # 0, as solucoes sdao o1 (r) = r'l e po(r) = r=!. Fica facil
ver que K; é limit point em 0 e limit point em oco. Portanto, K; é essencialmente

auto-adjunto para [ # 0. |

De acordo com o Exemplo 1.3 do Capitulo 2, todas as extensoes auto-

adjuntas de Ky sao dadas por
dom K = {1 € dom K¢ : ¢(0) = MY/ (0)}, A€ RU{o0}.

Consideremos agora a familia de operadores definida na Secao 2.1,

h? d? I(l+1 Ze?
le——(_‘ o )>— “. domH = C(0,00).

2m \ dr? 72 r

Novamente, o Teorema 1.26 diz que o operador H; com a mesma lei

de H; e com dominio
dom H = {p € L*(0,00) : p, " € AC(0,00), Hf ¢ € L*(0,00)},

¢ o adjunto de H,.
Fixando [ e m, denotamos por Fy,, a projecao cuja imagem em L?(S?)
é o subespaco gerado por Yj,,. Definimos o operador Ej,, := [ ® F},, que é uma

projegio em L?((0,00),r%dr) @ L*(S?). Vale

K Epy, = K ® Fip. (2.5)

h2
Lembremos que K = —Q—A, dom K = H%(R?). A demonstragao da
m

igualdade 2.5 pode ser encontrada em [2]. No teorema abaixo usaremos a notac¢ao
2 2
e Ze
V' para ambos potenciais _ﬁ em R3 e ——— em (0, 00).
x r
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Teorema 2.4 H, nao € essencialmente auto-adjunto, enquanto H; é essencialmente

auto-adjunto para | # 0.

Demonstragao: Seja f € C5°(0,00). Daigualdade 2.5 temos U~! f®VY},, € dom K.
Desde que V € L?(R3) + L>*(R3), o Teorema de Kato garante que existem a,b € R

de forma que
IV @ Vi)l < al| KU f @ Yi)|| + 0T f @ Vi,
sendo que a pode ser tomado arbitrariamente pequeno. Por 2.5,

KU f@Yim)l| = [[KEm(U™'f @ Yim)l
KU )]

= [[K Sl

Portanto, ||V f|| < al||K;f|| + b||f]], ou seja, V é Kj-limitado com
Ng, (V) = 0. Paral # 0, a Proposigao 2.3 diz que K é essencialmente auto-adjunto.
Aplicando o Teorema de Kato-Rellich, o operador H; = K; + V', dom H; = dom K],
é essencialmente auto-adjunto.

Desde que V é Ky-limitado com Ng,(V) = 0 segue que V é Hy-
limitado com Ny, (V) < 1 '. Se Hy for essencialmente auto-adjunto, o operador
Koy = Hy—V, dom Ky = dom Hj, também serd essencialmente auto-adjunto. Mas

isto contradiz a Proposicao 2.3. |

Para cada [ # 0 a tinica extensao auto-adjunta de H; é H;*. No entanto,

Hy possui infinitas extensoes auto-adjuntas.

!Sejam A e B operadores densamente definidos num especo de Hilbert H de forma que B é

A-limitado com Na(B) < 1/2, entdo B é (A + B)-limitado com N a1 p)(B) < 1. Veja referéncia

[2].
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Observagao 2.1 Cada funcao ¢ € dom H} é limitada numa vizinhanga da origem.
Se ¢ € dom Hy e (07) = 0, entao ¢'(x) = O(1) quando z — 07 [12]. No entanto,

se ¥(07) # 0, a fungio ¢’ possui uma divergéncia logaritimica quando z — 01 [14].

O lema a seguir serd 1til para a caracterizacao das extensoes auto-

adjuntas de H,.

Lema 2.5 Se ¢ € dom Hj, entao o limite lateral

r—0+ h?

$(0+) = lim (gb'(r) + 2mZe2¢(T) 1n(Ze27’)>
€ finito.
h? Ze?

—¢”——¢€
r

Demonstracao: Para ¢ € domH{, a funcao v = Hjo = —3
m

L?*(0, 00). Integrando u no intervalo 0 < 7 < ¢ < oo, obtemos

_h_2<¢/(c) _ ¢/(r)) + /C _ZTB2¢(t)dt = /Cu(t)dt-

2m

Fazendo integragao por partes,

2

T (@(0) — () — ZE(0(e)in(ZE%) — o(r) In(Ze%r))

m
+/ Ze*d (1) In(Zet)dt = / u(t)dt,
ou
2mZe?
&' (r) + 72 P(r)In(Ze*r) =
2mZe? 2m [€ 2m [€
¢ (c) + 72 ¢(c)In(Ze*c) — ﬁ/r Ze*d (t) In(Zet)dt + = u(t)dt.

Relembrando a Observacao 2.1, desde que as integrais sao finitas, para

r — 0T, segue o resultado. N

A partir de agora, usaremos a notagio ¢(0) = ¢(0%). A fim de carac-

terizar todas as extensoes auto-adjuntas de Hy, consideremos sua forma de fronteira

M. 0) = 5 (Y070 - ¥(0)7(0)).
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Embora I'(¢, ¢) seja finito, cada limite lateral pode divergir. Com a
ajuda do Lema 2.5 é facil verificar que

L. ¢) = ~ 2 (6030 - 50)200)) .

Agora os limites laterais existem e sao finitos.

Definimos as aplicagoes lineares pq, po : dom Hj — C:
p(@)=w(0) +i(0) e pa(v) = (0) — ith(0).
Observemos que

(01(8), () — (pal), pa(9)) = ST ), Vi € dom ],

ou seja, obtemos uma tripla de fronteira para H,.

Definimos os subespagos X = {¢(0) + mZ(O) s € domH}eY =
{(0) —ip(0) 1 ¢ € dom H}}. De acordo com o Teorema 1.24, dominios D’s em que
Hj é auto-adjunto estao relacionados com operadores unitarios entre X e Y. Desde
que ny (Hy) = 1 =n_(H,), tais operadores sdo a multiplicagdo por e, 0 < 6 < 2.
Portanto, dado 6 € [0,27), o dominio da extensao auto-adjunta de H, é formado
por todas as funcoes 1 € dom H; que satisfazem a condicdo pa(h) = €¥pi (). A
relagio pa(v) = € p1(¢) ¢

(1= e”)w(0) = (L +€*)(0).
Se 0 = 0 temos

~ (1+ €?)

vO) =X(0),  A=igT o €R

Todas a extensdes auto-adjuntas Hy de Hy sao caracterizadas pelas

condicoes de contorno
dom H) = {1 € dom H* : 1(0) = A\b(0)}, A€ RU {0}

O valor A = oo é para incluir # = 0, que corresponde a condicao de

Neumann ¢(0) = 0. A condi¢io de Dirichlet ocorre para A = 0.
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A “falta de auto-adjuncao” de Hy é intuitivamente explicada: a ausén-
cia da barreira centrifuga permite que o elétron se aproxime da origem, tal aconte-

cimento ocorre com condicoes de contorno em r = 0.

Sabendo que H; é essencialmente auto-adjunto para [ # 0 e que Hj
possui infinitas extensoes auto-adjuntas, sendo que conhecemos o dominio de cada

uma delas, temos condicoes de enuciar o seguinte Teorema.

Teorema 2.6 Todas as extensoes auto-adjuntas de 2.2 sao dadas por

=400

P =|U"'HRUeL)P B U HUIL)|, AeRU{o0}.  (2.6)
=1

Este teorema especifica todas as extensoes auto-adjuntas do operador
2.2. Bem diferente de partir do dominio C§°(R?), no qual H é essencialmente auto-

adjunto, em C§°(R?*\{0}) o operador H possui infinitas extensoes auto-adjuntas.

2.3 O Espectro Discreto

Nesta secao vamos analisar os autovalores negativos das extensoes
auto-adjuntas do operador 2.2. Vamos precisar de algumas informacoes. Para um
dado valor de I(I + 1) (I # 0), a correspondente equacao que determina os niveis de

energia é a equagao radial

_” (R"(T) ; §R'<r>) " (h—”“ th) Ze E) R =0.  (27)

2m 2m  r? r

Relembrando a transformagao unitaria U da Secgao 2.1, se R(r) é uma

solu¢ao de 2.7 fica natural escrever R(r) = _u(r)) com u € L*(0,00). Assim, u(r) é
r
uma solucao de

o (uﬂ(r) LIy 1)u(7»)) _ (2_62 + E) u(r) = 0. (2.8)

2m r T

Multiplicando a equacao 2.7 por 72 e tomando o limite 7 — 07 obtemos

lim R(r) = 0 e, conseqiientemente, lin% u(r) = 0. Portanto, as autofungoes u(r) de
r—

r—0

H} (I #0) sao caracterizadas pela condigao de contorno u(0) = 0.
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Agora, para cada A € RU{oo}, temos condi¢oes de analisar o espectro
discreto de S*. Devido a decomposicio de S* em coordenadas esféricas, precisamos

encontrar os autovalores de H; (I # 0) e Hy.

A anadlise que faremos agora é para o caso A = 0. Lembremos que este

caso corresponde & extensdo auto-adjunta H) de Hy cujo dominio é
dom HY = {4 € dom H : ¥(0) = 0}.

Para cada [, o primeiro passo é analisar a fun¢ao de Green de (H; —

E)~! denotada por G(r,s). Mais precisamente,
(H, — E) tu(r) = /T G(r, s)u(s)ds.
0
Se u € img (H; — E), o procedimento é encontrar as solugoes de
(H—E)g=u (2.9)

o obter uma expressao para (H; — E)"'u = g. Pelo método da variacio dos para-

metros, a solucao de 2.9 é dada por

" gas)uls) " ai(s)uls)
o Wilg1,92) o Welg1,92)

sendo g; e g2 solugdes da equagdo homogénea (H;, — F)g = 0, ou seja, da equacao

_n (gn(r) _ Mg@) - (ZT€2 4 E) g(r) = 0. (2.10)

g(r) = g1(r) ds + ga(7)

2m r2

Lembremos que W,.(g1, g2) denota o wrosnkiano de g; e g no ponto r.

2mZe? 2mE
'R

equacao 2.10 toma a forma

) (+1) 1 -
h(y)+(— ) +§—Z)h(y)—0,

Tomando a = e fazendo a mudanca de variavel y = (—4b)/?r, a

sendo 7 = a/(—4b)'/2. Esta equacdo tem duas solu¢des linearmente independentes
[1, 8]:
hl(y) = MT,p(?J) € hZ(y) = WT,#(?J)? (211)
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sendo p = 1+ 1/2. As fungées W, ,(y) e M, ,(y) sdo conhecidas como fungoes
de Whittaker. Estas fungoes sao escritas em termos de fungoes hipergeométricas.

Para mais detalhes e propriedades das fungoes de Whittaker indicamos [1, 8|.
(—4b)'/2T (21 + 2)
ri+1-—7) °

Voltando a variavel original, desde que W,.(g1,92) = —

a tnica solucao de 2.9 satisfazendo g(0) =0 é

MT,“((—ZLb)l/Qr) WT,M((—ZLb)l/zs)) u(s)ds,

sendo I" a funcdo Gama [1, 8]. Sendo assim, o kernel do “operador resolvente”
(Hl — E)_l é

r'l+1-r71)

G(r,s) =O(r — s) (—40) 12T (20 + 2

) [Wﬂu((_4b)1/2r)MT,u((_4b)1/23) —(re 5)] )

sendo © a funcao de Heaviside 2.

Os autovalores de H; sao os valores de F para os quais o operador
(H, — E)~! nao esta definido. Estes valores sdo obtidos dos pontos em que a fungio
Gama [' nao esta definida, ou seja, quando [ + 1 — 7 é um inteiro negativo. Para
detalhes sobre a fun¢do Gama indicamos [1, 8]. Relembrando as defini¢oes de 7, a
ebsel+1—7=-n,n=0,1,2,---, obtemos

Z%im 1
En:_Wﬁ’ n:172’...

Quando y — oo, 0 comportamento assintético das possiveis autofun-

¢oes sao [1, 8):
Weuly) ~e2y7 Mey(y) ~ e (=y) 7

Assim, a solugao que nos interessa ¢ somente W, ,((—4b)/?r). Fixado

[ €{0,1,2,---} a autofungao de H; correspondente ao autovalor E, (n > 1+ 1) é

Gui(1) = Wiu((—4b)?r).

2A fungao de Heaviside © ¢é a fungao definida como ©(z) = 0 paraz < 0 e O(z) = 1 para z > 0.
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Agora temos condicoes de analisar as autofungoes da extensao auto-
adjunta S° de H. Lembrando que L*(R3) = L?((0,00), rdr) ® L*(S?% d£) e que as
fungoes harmonicas esféricas formam uma base para L*(S?,d¢), as autofungoes de
SY sao

¢nlm(r7 6)’ ()0) = T_lgnl(r)YZm(97 410)

Observemos que dadon € {1,2,---}, [ assume os valores | = 0,1, -+, n—
1. Para n e [ fixos, existem ainda 2/ + 1 possibilidades para m. Assim, dado um
nivel de energia F,, existem 1
(20 + 1) = n?
1=0

autofuncoes linearmente independentes ¥, (7,0, ¢), ou seja, a multiplicidade do
autovalor E, é n>.

Os nameros n, [, m determinam completamente a fungao ¥, (r, 0, ).
Fisicamente, eles sao chamados, respectivamente, de nimero quéantico principal,
nimero quantico orbital e nimero quantico magnético.

Vamos fazer apenas algumas observagoes sobre os autovalores negati-
vos de S* (A # 0). A equacgdo de autovalores é igual a 2.10 e as solugdes dadas por
2.11.

A fim de encontrar os autovalores de H; (I # 0), a analise é exatamente
a mesma feita acima. No entanto, os autovalores de Hy nao podem ser obtidos pelo

mesmo método. Lembremos que
dom H} = {1 € dom H : 1(0) = Ab(0)}.

Sendo assim, a candidata a autofuncdo Wi 1/2((—4b)"/2r) de Hj deve

satisfazer a condicao

o2mZe?
B2

d
WT,1/2(0) = A lim <—WT,1/2((—46)1/27“) +

r—0+ \ dr

WT71/2((—4b)1/27“) ln(Zezr)>
que é equivalente a

Tl+1 -7 = w(E)D(I+1-7)]7, (2.12)
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sendo
2mZe? h? (—2Em)/?
w(k) = 7 {ln (%7’) +2¥(1) -Vl +1-7)—-1| — —
d : <
e U(r) = d—(ln I'(r)). Estes célculos foram obtidos tomando a representagao da
r

fungao W,.1/2((—4b)/?r) em série de poténcias [1, 8] e calculando os respectivos
limites para 7 — 0. Os autovalores negativos de Hj sao obtidos a partir da

equacgao 2.12.
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O Atomo de Hidrogénio 2-D

O Hamiltoniano que descreve um elétron se movendo livremente em
FLQ

R? & —2—A. No entanto, queremos definir este operador como sendo auto-adjunto
m

em L*(R?). Entao, consideremos
. B2 .
(K¢)(x) = —2—A¢(x), dom K = C§°(R?).
m
Este operador é essencialmente auto-adjunto e sua tnica extensao

auto-adjunta é

(K¢)(z) = —h—qus(x), dom K = H*(R?).

2m

Se o elétron sofre a influéncia do potencial atrativo de Coulomb V' (z) =
2

—m é natural pensar que o Hamiltoniano total K 4+ V é auto-adjunto assim como
acontece com o caso tridimensional. No entanto, o Teorema de Kato-Rellich nao
pode ser aplicado neste caso. O fato é que V(x)¢(z) € L?(R?) nem sempre é
verdade para ¢ € Ci°(R?). Por este motivo precisamos excluir a origem do dominio

de definicao de K + V.

O nosso objetivo neste capitulo é estudar o operador K+V partindo do
dominio C§°(R?\{0}). Seguindo a mesma idéia do Capitulo 2, vamos caracteriza-lo

em coordenadas polares. Isto reduz o estudo aos operadores diferenciais do Capitulo

23
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1. Assim, teremos condicoes de analisar se K 4+ V' é ou nao é essencialmente auto-

adjunto em C§°(R*\{0}).

3.1 A Decomposicao em Coordenadas Polares

Consideremos o Hamiltomiano do 4tomo de hidrogénio 2-D

H= —h—zA — Z—GQ, dom H = C§°(R*\{0}). (3.1)

2m ||
Nesta se¢ao, vamos caracteriza-lo em coordenadas polares.

Cada fungao ¢ € L?(R?) pode ser considerada como uma fungio de r

e uma variavel 6 no circulo unitario S*. Em termos destas variaveis,

27 [e'e)
1612 = / a6 / 16(r,0)Prdr,

sendo df denotando a medida usual em S*. Seja D o conjunto de todas as fun¢oes
que sao combinagoes lineares finitas de produtos f(r)g(f) com f € C(0,00) C

L?((0,00),rdr) e g € L*(S',df). Devido a decomposi¢ao em coordenadas polares
L*(R?) = L*((0,00),rdr) ® L*(S*,d9),

D é um conjunto denso em L*(R?). Para funcdes do tipo f(r)g(6), o operador 3.1 é
dado por

R/ 10 162 72
15090) = |5 (55 1o+ o0 ) — o] £00000)

_ {_h_? ( 1 a) _ Z_ﬂ 790 — 7= L r(g(0)

om \or2 " ror r 2m r?
sendo B o operador de Laplace-Beltrami

82
5= o6

agindo L?*(S'). B ¢é essencialmente auto-adjunto em C§°(S') e o conjunto de seus

autovetores formam uma base ortonormal para L?(S!'). Mais precisamente,

(Bgl)(e) = _l2gl(9)a gl(e) = eil@/\/ﬁ (l =0,+1,£2,-- )
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Denotamos por [g;(0)] o subespago gerado por ¢;(f). Seja L; :=
L*((0, 00),rdr) @ [g,(9)], escrevemos

L*((0,00),rdr) @ L*(S") = €D Lu.
Definimos D; = D N L,;, entao
h? Ze? h? [ 0 10 12 Ze?
——A - — =|l-— =+ -——-—=| - — I
< 2m || > Dy { 2m <8r2 * rOr r2> r } @4

sendo I; o operador identidade agindo em [g;(#)]. Precisamos somente verificar se

para cada valor de [ o operador

B h2(82 10 12) Ze?

1= | =
or2  ror 1r?

om r’

é ou ndo é essencialmente auto-adjunto em C§°(0,00) C L?((0,00),rdr). Usando o

operador unitario U : L?((0, 00), rdr) — L*(0,00), U()(r) = r*/?¢(r), temos

: R [ d? 1 1 Ze?
- -1 _ Z_J? -
S =UHU " = o {dr‘? + <4 l > } .

Notemos que U deixa C§°(0, 00) invariante e entao definimos dom.S; =

C5°(0,00) C L*(0, 00).

3.2 As Extensoes Auto-Adjuntas

Vamos estudar a familia de operadores

B2 [ d? 1 1 72
—UHU " = - | L (i) -2
Spi=UHU 2m [dr2+(4 ) } ’

domS; = C§°(0,00) C L*(0,00). O operador S; com a mesma lei de S; e com

dominio
dom S} = {¢ € L*(0,00) : ¢, ¢/ € AC(0,00), S € L*(0,00)},

é o adjunto de .5;.
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Proposicao 3.1 O operador Sy nao € essencialmente auto-adjunto, enquanto S; €

essencialmente auto-adjunto para | # 0.

Demonstracao: A demonstragao sera feita usando critérios de limit point e limit

circle, entao analisemos as solucoes de S;¢ = i, ou seja,

h? (1 1 Ze?r
2m 7 e? 2mi
Tomando a = 77226 , b= % e fazendo a mudanca de variavel
y = (—4b)'/%r, a equacdo 3.2 fica
1 1 1
W//+l(1—l2)?+§—1:|¢:0, (33)

sendo 7 = a/(—4b)'/2. A equacio 3.3 tem duas solucdes linearmente independentes
1, 8]:
e1(y) = Mz (y) e p2(y) = W ().

O comportamento assintotico quando |y| — oo é [1, §]:

pi(y) ~ (=) e paly) ey

Desde que nao existe ¢ € R de forma que @, € L?(c, 00), segue que S;
é limit point em co. Notemos que o comportamento assintotico quando |y| — oo
independe do valor de [, no entanto, o comportamento proximo da origem difere

paral=0el# 0. No caso [ =0,
01(07) =0 e ©2(07) = 0.

Neste caso ¢y € L*(0,00) e ainda Sy é limit circle em 0. Portanto, Sy
nao é essencialmente auto-adjunto. Para o caso [ # 0, ¢1(07) = 0 enquanto ¢2(y)
diverge tanto quanto

201

S P = Np gy 7y 1y (e,
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quando y — 0%. Portanto, S; (I # 0) é limit point em 0. Pelo Teorema de Weyl, S

é essencialmente auto-adjunto para [ # 0. |

Desde que Sy nao é essencialmente auto-adjunto precisamos caracte-
rizar suas extensoes auto-adjuntas. De acordo com a demonstracao da proposicao
anterior, o subespaco de deficiécia K_(Sy) é unidimensional, mais precisamente, ge-
rado por ¢y(r) = M, o((—4b)/?r). O subespaco K, (Sy) também é unidimensional
e gerado por (bg—(r) Por simplicidade, escrevemos ¢y = ¢_ e ¢, = ¢,. Segue, pelo
Teorema 1.13, que para cada w € [0, 27) existe uma extensao auto-adjunta associada

a Sy, ou seja, no dominio

dom Sy = {¢ + (¢4 — €“¢_) : ¢ € domSy,c € C},

o PR [Zé R (1Y 1
O omdr? r 2m \ 4 ) r?

é uma extensao auto-adjunta de Sp.

o operador

A Proposicao 3.1 mostra que S; é essencialmente auto-adjunto para
[ # 0, ou seja, sua tinica extensio auto-adjunta é S; = S7. Também sabendo que Sy
possui infinitas extensoes auto-adjuntas e conhecendo o dominio de cada uma delas,

enunciamos o Teorema.

Teorema 3.2 Todas as extensoes auto-adjuntas de 3.1 sao dadas por

I=—1 I= 400
HY — @ (U*lsl*U@[l)@(U*ng’U@[O)@ @ U U@ )|
f=—00 =1

com w € [0,2m).

Poucos trabalhos sobre o atomo de hidrogénio 2-D aparecem na lite-
ratura. Nao encontramos nada a respeito de extensoes auto-adjuntas do problema.
Diante a decomposi¢ao por coordenadas esféricas no caso tridimensional surgiu a

idéia da decomposicao por coordenadas polares no caso bidimensional.
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3.3 O Espectro Discreto

Yang, Guo, Chan, Wong e Ching [28] estudam as solugoes analiticas
do atomo de hidrogénio bidimensional. Segundo estes autores, o “espectro continuo”

do atomo 2-D corresponde ao intervalo [0,00) e o espectro discreto aos valores

Z%hm 1
g,=-2°" n=1,2,--. (3.4)

21 (n—3)?’

Em nenhum momento eles comentam sobre extensoes auto-adjuntas
do problema. Como observado na introducao deste trabalho, o nosso principal inte-
resse é estudar o &tomo de hidrogénio unidimensional. Por este motivo, nao entrare-

mos em detalhes na discussao sobre o espectro do &tomo de hidrogénio bidimensional.



Capitulo 4

O Atomo de Hidrogénio 1-D

O operador de Schrodinger unidimensional com um potencial de Cou-
lomb tem sido muito discutido na literatura. Este operador atrai a atencao de muitos
matemaéticos porque contém um potencial aparentemente simples com uma singu-
laridade “forte”. Este problema continua despertando interesse e, de certa forma,
muita confusao.

Loudon [13] parece ter sido o primeiro a investigar de maneira mais
sistematica este modelo e afirma que os niveis de energia do atomo de hidrogénio
unidimensional sao duas vezes degenerados, tendo uma autofuncao par e uma impar
para cada autovalor, exceto para o estado fundamental (que corresponde a energia
infinital) o qual possui apenas uma autofungao par.

Haines e Roberts [9] afirmam que os niveis de energia sao nao-degenerados.
No entanto, existem autofunc¢oes impares que correspondem ao espectro discreto e
autofuncoes pares que correspondem ao “espectro continuo”.

Segue abaixo uma sintese da analise feita por Loudon, por Haines e
Roberts e outros autores, mantendo, inclusive, algumas de suas imprecisoes. Todas
as afirmacoes podem ser encontradas em seus respectivos artigos. Adiante retoma-

remos uma postura matematicamente correta.

A equacao que corresponde aos autovalores do atomo de hidrogénio

29
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1-D é
2 2 Z 2
B (_e N E) 0. (4.1)

Para os possiveis autovalores negativos, introduz-se a quantidade di-

mensional « definindo
h?

E—-_—"__
2maza?’

(4.2)

sendo ag = h*/mZe? o comprimento de Bohr. Fazendo a mudanga de variavel
z = 2z /aag, a equagao 4.1 fica

Q 1

o+ (5 -7) e =0 (13)

||

As funcoes de Whittaker Wy 1/2(|2]) € Ma1/2(|2]) s@o solugoes line-
armente independentes de 4.3. Ambas tem limites finitos quando z — 0. No
entanto, quando |z| — 0o, 0 comportamento assintotico é M, 1/2(|2]) ~ |z|72€l*/% e
Waiy2(]2]) ~ |z|*e71#172. Entéo, a solugio conveniente ¢ apenas ¢(z) = Wa.1/2(]z]).

De acordo com Loudon o problema de autovalores se reduz em encon-
trar os valores de o de forma que os limites laterais p(0%) e ¢'(0%) sejam finitos.
Estas sao as condicoes que Loudon exige para que ¢ seja considerada uma auto-
funcdo. Desde que ¢ tem sempre um limite finito quando z — 0% o problema se
reduz em estudar o comportamento de ¢’ proximo a origem. Uma anélise detalhada
feita em seu artigo mostra que se o é um inteiro positivo, entdo ¢’ tem um limite
finito quando z — 0. Mas o que acontece se o ndo for um inteiro positivo, existem
outros valores de forma que ¢'(0%) seja finito? A resposta ¢ ndo. Para confirmar
esta afirmacao Loudon definiu a classe de potenciais

Ze?

Vo) = =,
(z) |z| + a

a € R, 0 <a < a, (4.4)

também chamados de potenciais suavizados. Estes potenciais simulam, de al-
guma forma, a barreira centrifuga do caso tridimensional. Sua idéia foi resolver a
equacao de autovalores

2 2 Z2
h~d —( ‘ +E):O, (4.5)

“omaz \[lta
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para depois reproduzir o potencial original com a — 0%. Fazendo as mudancas de

variaveis
206+
z = M para x > 0,
aago
200 — x
z = —g para x < 0,
aag

a equacao que corresponde aos niveis de energia fica igual a equagao 4.3. Como
antes, a Gnica solucao aceitavel & p(2) = Wa1/2(]2|). No entanto, o dominio de
2a
definigao de z é |z| > —.
aago
Trabalhando com esta nova classe de potenciais, segue a conclusao de
Loudon: no limite a — 07 tem-se & — n, sendo n um inteiro positivo. Combinacoes
pares e impares de ¢(z) e p(—2z) sdo construidas. Por este motivo, segue o fato de
que cada autovalor tem multiplicidade dois. Quanto ao estado fundamental, que é

obtido tomando o = 0 em 4.3, a autofuncao correspondente é apenas

p(z) = 2,

Sendo F/ = —oo pertencente ao espectro do atomo de hidrogénio, foi
conjecturado por Loudon que este operador nao é limitado inferiormente. Apenas

destacamos que, da teoria de operadores, o valor —oo nao é considerado autovalor.

Numa critica ao trabalho de Loundon, Haines e Roberts resolvem a

equacao 4.1 e consideram as solucoes
p+(2) = BsWa1/2(2) (z>0) e ¢ (2) =B Wap(—2) (z <0).

Notemos aqui a presenca das constantes B, e B_ a serem determina-
das. Para ¢ = ¢4 ser uma autofuncao, Haines e Roberts exigem apenas que ela
seja continua em z = 0. O problema de autovalores se reduz em encontrar condi¢oes
sobre B, e B_. Para a # 0,1,2,---, a continuidade de ¢ em z = 0 é satisfeita se
B_ = B,. Tem-se assim uma classe de autofuncoes pares. Para o = 1,2,--- a

continuidade de ¢ é automaticamente satisfeita nao dando informacgoes sobre B_ e



4 O Atomo de Hidrogénio 1-D 62

B, . Mas neste caso ¢’ é continua em z = 0 e esta continuidade implica B, = —B_.

Desta forma outra classe de autofuncoes é obtida e neste caso sao fungoes impares.

Segundo os autores, as autofungoes encontradas incluem fungoes liga-
das ao “espectro continuo”. Esta propriedade nao é uma caracteristica normal em
mecanica quantica. Por este motivo Haines e Roberts, seguindo a idéia de Lou-
don, decidiram estudar a classe de potenciais definidos em 4.5. As candidatas a

autofuncoes sao
pr(2) = BWalz) e ¢ (2) = BiWal(—2),

2a

sendo que o dominio de definigao de z é |z|] > —— e os sinais de + e — indicam,
aag

respectivamente, as regioes x > 0 e x < 0. Para o potencial suavizado Haines e

Roberts exigem a continuidade de ¢ e ¢’ em z = 0.

Segue a conclusao de Haines e Roberts: Todas as autofungoes impares
do potencial original (Coulomb) podem ser obtidas como o limite de autofungoes
do potencial suavizado. No entanto, isto nao acontece com as autofuncgoes pares.
Haines e Roberts se questionam: por qual motivo manter estas autofuncoes? Como
resposta eles explicam: suponha que o sistema atomo de hidrogénio unidimensio-
nal (composto de um “préton” e um “elétron”) exista na natureza. Alguém poderia
medir o “raio do proton” experimentalmente e assim o potencial para este modelo
seria exatamente o potencial suavizado. Segue que o dtomo de hidrogénio unidi-
mensional tem autovalores de energia de dois tipos: (1) energias correspondentes as
autofuncgoes impares do potencial suavizado bem proximas das energias correspon-
dentes as autofungdes impares do potencial original; (2) energias correspondentes as
autofuncgoes pares do potencial suavizado nao tendo correspondéncia alguma com as
energias do potencial original que correspondem as autofuncoes pares. Por este mo-
tivo, Haines e Roberts acreditam que manter somente os niveis discretos de energia

do potencial original nao seria uma descricao satisfatoria do problema fisico.

Gomes e Zimerman [7] discutem as autofungoes pares ¥ (z) = (—z2)
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propostas por Haines e Roberts. Sendo 1 solucao de

e
b+

Cd27 4 v=0,

]
pode-se integrar esta equagao de —e a € obtendo

W(e) — ' (—e) — 1-11 _6 W(2)dz + a _6 %dz _0. (4.6)

O fato é que as autofuncoes pares propostas por Haines e Roberts nao
satisfazem a condicao 4.6. Sob uma anélise, Gomes e Zimerman mostram que

“9)

||

z = 00,
—€

excluindo as autofungoes ligadas ao “espectro continuo”, segundo Haines e Roberts.

Notemos que houve um pouco de confusao na escolha de quais solugoes
podem ser consideradas como autofungao. Andrews [3| diz resolver o problema de
solugoes aceitaveis. Ele estuda a equagao de Schrodinger para potenciais V' (z) que
sao continuos q.t.p e |V (x)] — oo quando z — 0F. Mais precisamente, considerando

as seguintes classes de potenciais: a classe MS (mildly singular) com /V(:v)dx < o0;
0
a classe S com /93|V(:v)|dx < 00 mas com /V(y)dy = o00; a classe XS com
0 T
/:B|V(1:)|d$ = oo (notagao: /f(:x)d:z: = liH(l) f(z)dz, a > ¢ > 0). De acordo
0 0 eV Je

com Andrews, ¥ é uma autofungao se, e somente se, /|w(:v)|2V(a:)dx < oo. No
Apéndice A de seu artigo é argumentado que se V' esta I(ia classe MS ou S, entao a
equacao da energia tem duas solugoes linearmente independentes, F' e GG, de forma
que F' ~ x e G ~ 1 quando x — 0. Assim, para a classe MS ambas solugoes sao

aceitaveis, enquanto para a classe S somente a solugao F' é aceitavel.

Andrews também afirma que quando somente uma solucao é aceitavel
nao pode existir fluxo de probabilidade nao-nulo. De fato, desde que F' é uma funcao
real o fluxo j(x) = i[F'(x)F(z) — F(z)F'(z)] é zero. Portanto, nao pode haver fluxo
na classe S, somente para a classe MS onde combinacdes complexas de F' e G sao

construidas criando um fluxo nao-nulo. A classe S inclui o a&tomo de hidrogénio
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unidimensional —1/|z|, de acordo com Andrews, a singularidade em = = 0 atua com
uma barreira impermeéavel.
Gesztesy [5] define rigorosamente o Hamiltoniano de Coulomb discu-

tindo suas propriedades espectrais e investigando uma aproximacao para elas. Em

resumo, segue sua andlise. Seja V (z) = ﬁ (c € R), definine-se
. 2 .
H = —ga V(x), dom H = C§°(R\{0}).

. d2 .
Considere Hy = g dom Hy = C§°(R\{0}). Este operador possui

infinitas extensoes auto-adjuntas. Em particular, uma associada as condicoes de

Dirichlet,
Hyp = Hyp, dom Hy = {¢ € dom H : o(0") =0 = ¢(07)}.

E impotante observarmos que o operador H, esta bem definido no
dominio dom Hy = C$°(R), onde é essencialmente auto-adjunto. HA uma particu-
laridade quando se toma dom Hy = C5°(R\{0}). Voltando a analise de Gesztesy,

desde que V' & Hy-limitado com Ny, (V) = 0, o operador
H:=Hy+V, dom H = dom H,,

¢ uma extensao auto-adjunta de H. Como antes, define-se a classe de potenciais

suavizados

Va(z) . a€eR, a>0.

- x| + a

Estes potenciais sao limitados e assim os operadores
_ dom H, = dom H,,

sao auto-adjuntos. Gesztesy encontra informacoes sobre o espectro de H,, em par-
ticular, para o caso ¢ < 0 com |ca| < 1. Para uma anélise sobre o espectro de H,
ele demonstra o seguinte resultado: se z € p(H), entao z € p(H,) para a suficien-

temente pequeno e R,(H,) converge fortemente para R,(H) quando a — 07. Com
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estes resultados, informacoes sobre o espectro de H sao encontradas. Ao contrario
de Loudon, Gesztesy mostrou que o Hamiltoniano do atomo de hidrogénio ¢ limitado
inferiormente. Destacamos que apesar de uma rigorosa analise, Gesztesy trabalhou
com uma extensao auto-adjunta particular do Hamiltonano de Coulomb, ou seja,

com funcoes satisfazendo as condicoes de Dirichlet.

Moshinsky [14] discute a permeabilidade do potencial —1/z. A equa-
¢ao da energia
h? d?

Ze?
o a2 (z) — 7¢($> = E¢(z),

tem duas solucoes linearmente independentes em cada regiao x > 0 e x < 0. Sob
as mudangas de varidveis E = (h*k?/2m) e z = 2ik|z|, as solugoes sao: Wy 1,2(2) e
W_y12(—2) para z < 0 e W_y1/2(2) e Wy 1/2(—2) para z > 0 sendo A = (ikD) ' e

D = h*(me*Z)~!. No entanto, as solugdes do problema sao tomadas da forma

¢y (2) = Winpa(z) = ROAW_x1/2(—2) (z <0),
ox(2) = TAMWhija(—2) (z > 0),

sendo R(\) e T'(\), respectivamente, os coeficientes de reflexao e transmissao. A
.o~ 4 . . , . A .
restricao é que ¢y e suas derivadas sejam continuas em z = 0. Com estas exigéncias,

Moshinsky demonstra a relacao
(RO + 2P IT (V)P =1

e mostra que para os estados correspondentes as energias

me*Z? 1

E,=———rs——,
2h? n?

n=1,2-

obtem-se R(\) = 0, ou seja, nao existe reflexao.

Roger Newton [17] faz uma critica ao trabalho de Moshinsky. Seguindo
o argumento de Andrews, em cada regiao x > 0 e x < 0 somente uma solucao é
aceitavel, concluindo que o potencial —y/z é impermeavel.

Os autores citados até o momento (com excessao de Gesztesy) nao se

preocuparam, em seus respectivos trabalhos, em definir o Hamiltoniano do 4tomo
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de hidrogénio como um operador auto-adjunto no espaco de Hilbert L*(R). Acredi-
tamos que a falta de um dominio, em que as autofuncoes deveriam satisfazer certas
condicoes, € a causa principal de tantas contradicoes. No entanto, sabemos que in-
finitas extensoes auto-adjuntas podem representar o mesmo Hamiltoniano inicial.
Assim, podemos obter resultados diferentes de acordo com a extensao tomada. Os

trabalhos citados abaixo apresentam um pouco mais de rigor matematico.

Werner, Leschke e Miiller [25], partindo do dominio minimal C§°(R\{0}),
afirmam ter caracterizado todas as extensoes do Hamiltoniano de Coulomb. No en-

tanto, apenas resultados sao apresentados.

Kurasov [12]| faz uma rigorosa analise com o potencial —y/z usando a
teoria de distribui¢oes. O operador de Schrodinger Hyp = —¢)" — zw é definido no
x

sentido do valor principal, mais precisamente
dom Hj, — {¢ € I2(R): PV (—w” - 1¢> define uma distribuicdo em CgO(R)} .
x

Este dominio est4 contido no dominio do operador H*, sendo H a res-
trigdo do operador Hy no conjunto C§°(R\{0}). O Teorema 1 de seu artigo mostra
que Hy é auto-adjunto e que ¢ € dom Hy, satisfaz a condigao ¢¥(07) = ¢(07). Kura-
sov comenta que os indices de deficiéncia de H sdo (2,2) e que todas as extensoes
auto-adjuntas de H podem ser construidas com a ajuda da teoria de von Neumann.
No entanto, afirma que Hj é o tnico operador auto-adjunto correspondente ao po-
tencial —1/x pois dom Hj, é o “dominio natural” a ser tomado. Sobre permeabilidade
e impermeabilidade, Kurasov afirma que este potencial é “permeavel” no sentido que
as condicoes de contorno correspondentes ao operador Hy, juntam os valores das fun-
coes dos eixos positivo e negativo. No apéndice de seu artigo é argumentado que

o operador de Schrédinger H.p = —v" — lw nao pode ser definido no sentido do

|z
valor principal sendo, entao, definido no dominio

dom H, = {¢ € L*(R): —¢" — lw define uma distribuigao em C(‘]’O(R)} :

]
Seu Teorema A1 mostra que H. é hermitiano mas nao é auto-adjunto.

Considerando o operador H,, que é a restricao de H, no conjunto C3°(R\{0}), tem-
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se que o dominio de H,. esta contido no dominio de H;" . De acordo com Kurasov,
é natural definir um operador auto-adjunto pela extensao de Friedrichs [18, 24| do
operador H.. Para concluir, Kurasov afirma que o potencial —1/|z| é “impermeavel”
no sentido que a extensao de Friedrichs é escrita como soma direta de operadores

definidos no eixo positivo e negativo.

Mais tarde, Werner, Leschke e Muller [26] criticam o trabalho de Ku-
rasov pela particularidade do dominio tomado. Eles afirmam que se poderia aplicar
a teoria de von Neumann ao perador H. Isto produziria uma familia de extensoes
auto-adjuntas sendo que operador Hy é um membro desta familia. A teoria de von
Neuman pode ser aplicada aos potenciais —1/z e —1/|z|. Em ambos os casos a
familia pode conter membros descritos como penetraveis e impenetraveis (veja Se-
¢ao 4.3). A auto-adjunc¢io é somente uma propriedade de um Hamiltoniano exigido
por axiomas de mecanica quantica. Somente ferramentas matematicas nao podem
dizer qual membro da familia deve ser escolhido como modelo de uma situacao ex-
perimental. Nao existe justificativa para a afirmacao que a extensao auto-adjunta
natural de H é aquela construida no sentido das distribuicoes.

Devemos esquecer as notacoes utilizadas nesta discussao para nao cau-
sar confusao com notacoes futuras.

Neste capitulo nos concentraremos em discutir o problema do atomo
de hidrogénio unidimensional. Especificamente, considerando o operador

R d? Ze?
H=——— — dom H = C{°(R\{0 4.
dex2 |$| ) om 0 ( \{ })7 ( 7)

abordaremos os seguintes assuntos:

e caracterizar todas as extensoes auto-adjuntas de H tendo em vista

que seus indices de deficiéncia sao (2, 2);

e estudar os autovalores negativos de tais extensoes, sempre que pos-

sivel, e analisar degenerescéncia dos autovalores;

e definir claramente o conceito de permeabilidade e impermeabilidade;
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e selecionar uma extensao particular de H usando um critério dado

por Wiist [27].

O objetivo é discutir solucoes a essas questoes, do ponto de vista

matematico, até entao, confusas e/ou contraditorias.

4.1 As Extensoes Auto-Adjuntas

Nesta secao vamos caracterizar todas as extensoes auto-adjuntas do
operador 4.7. Devido a singularidade no ponto 0 e o dominio inicial C§°(R\{0})
vamos considerar as restricoes Hy e H_ de H nos intervalos (0,00) e (—00,0),
respectivamente. Mais precisamente, escrevemos o espaco de Hilbert L?(R\{0})

como a soma direta L*(R\{0}) = L*(0,00) & L*(—00,0) e
H=H,®H_, dom Hy = C§°(0, +00).

Assim podemos estudar H, e H_ separadamente. Fica claro que uma
extensao auto-adjunta de H nao pode ser definida sem a especificagao de uma con-
dicao de contorno na origem. A singularidade do potencial exige isto. Também fica
claro porque devemos discutir sobre permeabilidade e impermeabilidade.

Partimos por analisar

R Ze N
H+ = —%@ — 7, dOHlI’IJr = CO (O, OO) (48)

O operador H} com a mesma lei de H, e com dominio
dom H: = {¢ € L*(0,00) : ¢,¢' € AC(0,00), H:¢ € L*(0,00)},

é o adunto de H,. O préximo passo é encontrar os indices de deficiéncia. Vamos

determinar a dimensao do subespago K, (H,) encontrando as solugoes de

2m

2 2
f " + (—276 + z) ¢»=0 (4.9)
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2mZe? 2mi
%, b=—"""¢ fazendo a mudanca de

12
variavel y = (—4b)'/%z, a equacdo 4.9 toma a forma

1
90”+(z——><,0—0,
y 4

sendo 7 = a/(—4b)Y/2. Esta equacdo tem duas solucdes linearmente independentes

[1, 8

que estao em dom H}. Tomando a =

14 (y) = Wr1/2(y) e a4 (y) = Mz 1/2(y).

As fungoes v1.(y) e ¢ou(y) tem limites finitos quando y — 0. No

entanto, o comportamento assintotico quando |y| — oo é
pre(y) ~yTe e pai(y) ~ (—y) e

Voltando & varidvel original, o subespago de deficiéncia K, (H,) é
unidimensional gerado por ¢4 (z) = W,1/2((—4b)'/?z). O Teorema 1.33 garante que
ny(Hy) =n_(H,). Assim, K_(H,) é unidimensional gerado por @1, (z). Portanto,
H, tem indices de deficiéncia (1, 1).

Similarmente, o operador H* com a mesma lei de H_ e com dominio
dom H” = {d) S LQ(—OO,O> : Qb, Qb, S AC(—O0,0>,Hi¢ S L2<_OO70)})

é o adjunto de H_. Os subespacos de deficiéncia K, (H_) e K_(H_) sao unidi-
mensionais gerados, respectivamente, por o;_(z) = W, 1((—4b)"?|z|) e o1-(z).
Portanto, H_ tem indices de deficiéncia (1,1).
De acordo com os resultados obtidos acima, o operador H* com mesma
lei de H e com dominio
o, Z_€2

dom it = {6 € P@RO0D): 0.6/ € AR\ (0D, 07 - -

oc L%R\{O})} ,

¢ o adjunto de H. O subespaco de deficiéncia K, (H) tem dimensao 2. Especifica-

mente, é gerado por

ba(z) = o11(x) se x>0 . () = 0 se >0

0 se <0 p1-(x) se r<0
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O subespaco K_(H) tem dimensio 2 e é gerado por ¥, e ¥,. Portanto,
H tem indices de deficiéncia (2,2). O Teorema de von Neumann garante que H
possui infinitas extensoes auto-adjuntas.

Triplas de fronteira serao usadas para encontrar as extensoes auto-

adjuntas de H. No entanto, também vamos precisar do seguinte lema.

Lema 4.1 Se ¢ € dom H*, entao os limites laterais

2mZe?
72

50%) = tim, (o) 5ot (2 2e%) )

sao finitos. (Notemos a diferenca de sinais na defini¢ao de QZ(OJ“) e QZ(O_))

A demonstracdao do Lema 4.1 aparece no Capitulo 2. Sejam v, p €

dom H*, a forma de fronteira de H é
2

D(,0) =~ (407 F07) — ¢/(0)5007) — $(07 )70 + ¥/ (007

Embora I'(¢), ) seja finito, cada limite lateral pode divergir. Usando

o Lema 4.1 é facil verificar que

2

D, 0) =~ ($(07)B07) — F(0)p(07) — (07)30) + (0 )a(07))

Agora cada limite lateral é finito.

Definimos as aplicacoes lineares py, po : dom H* — C2%

+) 1 b (0F +Y _ b (0F
)= | POTRO gy = [ PO
$(07) —ih(07) $(07) +ip(07)
Uma verificacao direta mostra que
(1(1), p1(0)) = (p2(), p2(0)) = —%iF(w, ), Vi), € dom H,

e entao uma tripla de fronteira para H é encontrada.

Aplicando o Teorema 1.24, desde que n_(H) = 2 = ny(H), dominios

D’s em que H* é auto-adjunto sao caracterizados por matrizes unitarias 2 x 2 que
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denotaremos por U. Tais dominios sao formados por todas as funcoes 1) € dom H*
que satisfazem a condicao p2(¢) = Upi(¢). Lembremos que a forma geral de tais

matrizes unitarias é

U =e¢? : 0 € [0,2m), a,b € C,lal* + [b* = 1.
A expressao po(10) = Upi(¥) pode ser escrita na forma

(I-0U) =—i(I+U) . (4.10)
O dominio da extensao auto-adjunta Hy de H é composto por todas
as fungoes ¥ € dom H* que satisfazem a condicao 4.10 e Hytp = H*y. Vale lembrar
que a correspondéncia entre as extensoes auto-adjuntas de H e matrizes unitéarias
2 x 2 é bijetora. Portanto, temos aqui a caracterizacao de todas as extensoes auto-
adjuntas de H.
No caso em que (I — U) é invertivel (similarmente, se (I + U) é inver-

tivel) podemos escrever as condig¢oes de contorno como

—(0t
[ e
$(07) $(07)
sendo A = —i(I — U)™}(I + U) uma matriz auto-adjunta 2 x 2. Alguém pode argu-
mentar se todas as extensoes auto-adjuntas podem ser parametrizadas por matrizes

auto-adjuntas B. A forma geral de tais matrizes é
a ¢
¢

B = ) a,FeR,( eC.

Por exemplo, permitindo que algumas entradas assumam o valor oo,
as condigoes de Dirichlet ¢(07) = 0 = ¢(0") seriam obtidas tomando o = = o0 e
¢ = 0. No entanto, ¢ uma tarefa dificil cobrir alguns casos.

Fischer, Leschke e Miiller |25] afirmam ter caracterizado todas as ex-

tensoes auto-adjuntas de H. Segundo estes autores, existe uma correspondéncia
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bijetora entre matrizes auto-adjuntas Bsyo € extensoes auto-adjuntas de H. Mais

precisamente, sendo B uma matriz auto-adjunta, o operador Hp com a mesma lei
de H e

. @ O+ © O+
domHg = ¢ €domH" : (%) =B (0%)
»(07) »(07)

¢ uma extensao auto-adjunta de H. Todas sao obtidas assim.
Os autores apenas apresentam estes resultados nao dando detalhes
sobre a andlise feita. No entanto, diante da nossa caracterizacao, as extensoes en-
contradas por Werner, Leschke e Miiller constituem uma subfamilia das extensoes

auto-adjuntas de H. Acreditamos que a representacao destes autores nao cobre

todos 0s casos.

4.2 O Espectro Discreto

Nesta se¢ao vamos analisar os autovalores negativos de algumas exten-

soes auto-adjuntas de H. Alguns autores |9, 13| tem focado a aten¢ao na viabilidade
2

de autofungdes pares ou impares devido a paridade do potencial V(x) = —m. Esta
andlise estaria correta se o potencial fosse continuo em toda a reta. Outra questao
¢ sobre a degenerecéncia dos autovalores. Se U(x) é um potencial continuo em R,
consideremos a equacgao de autovalores para o operador de Schrodinger unidimensi-

onal
d? o2m
_ &y —Elp=0. .
72 + 2 [U(z) Jv =0 (4.11)

Os niveis de energia deste problema sao nao-degenerados. De fato,
suponhamos ¥, e ¥y autofungoes correspondentes ao mesmo autovalor E. Desde

que ambas satisfazem a equacao 4.11, obtemos

Vi Vi
Yi_2m _ ¥

o - eV B =g,

ou seja, Y1y — 11y = 0. Integrando esta relac¢ao, temos

Yy — 11by = constante.
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Desde que 9 e 19 se anulam no infinito, a constante deve ser zero.
Nestas condigoes, 1y — Y110y = 0. Nos pontos em que ¥; e ¥ sdo nao-nulas

podemos dividir por 1115 e obtemos
Ui/ = 5/ (4.12)
Integrando novamente, temos

1 = iy, (4.13)

sendo ¢ uma constante. No entanto, a equacao 4.12 pode nao ser valida nos pontos
em que Y1y é zero. Segue que 4.13 pode, também, nao ser verdade entre zeros
adjacentes de 111)5. Neste caso existe a possibilidade da constante ¢ mudar entre
os zeros de 11 e 1hy. Desde que U(x) é continuo em toda a reta, ¥1 e ¥y também
sao continuas. Assim, a constante ¢ nao muda, mesmo entre os zeros de 1 e s.
Concluimos que os autovalores sao nao-degenerados. A discussao acima foi apenas
para destacar o fato de que para potenciais singulares o problema da constante c ter
valores diferentes realmente pode acontecer, pois, neste caso, as autofunc¢oes nem
sempre sdo continuas. E o que acontece com o potencial de Coulomb e, entdo, nao
2
podemos aplicar este resultado. A singularidade no ponto zero de V' (z) = —i—i nao
permite concluir que as autofungoes sejam pares ou impares e que os autovalores
sejam nao-degenerados. O dominio de cada extensao auto-adjunta é caracterizado

por condicoes de contorno na origem e sao essas condi¢oes que vao dizer algo sobre

o comportamento das autofuncoes e a multiplicidade dos autovalores.

Voltando a expressao 4.10, nossa primeira analise serd para o caso
U = I que corresponde as condigoes de Dirichlet na origem. Denotamos por Hp o

operador

n: d* Ze?
Hp— -+ & _2¢
b 2mdx? |z

: dom Hp = {¢ € dom H* : ¢(0%) =0 = ¢(07)}.

A tarefa agora é caracterizar os autovalores negativos de Hp. Para

isto vamos analisar a funcio de Green de (Hp — F)~! denotada por G(z,y), mais
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precisamente
(Hp ~ B) 'ula) = 0a) [ Glap)ulnidy +6(=a) [ Gla.puir)dy

O procedimento serd o mesmo aplicado no caso tridimensional. Se u €

img (Hp — E), vamos encontrar as solugoes de
(Hp — E)p =u (4.14)

0 obter uma expressao para (Hp — E) 'u = ¢. Novamente, devido a singularidade
no ponto 0, faremos nossa analise em (—o0,0) e (0, 00) separadamente.
Para € (0,00), usando o método da variagdo dos parametros, a

solucao de 4.14 é

“ dayuly) Y o1(y)uly)
P(x) = ¢1(x / — Ay + ¢z ——~dy,
@) =0 | =W, 6n 60 20 J Woor, 02)
sendo ¢1 e ¢ sao soluc¢oes da equagao homogénea (Hp — E)¢ = 0, ou seja, da
equacao
h? Ze?
g (—e + E) b= 0. (4.15)
2m T
2mZe? 2mE
Tomando a = %, b= Tth e fazendo a mudancga de variavel

z = (—4b)'/%z, a equacdo 4.15 toma a forma

” T 1
L _Z -0
80+(Z 4>90 )

sendo 7 = a/(—4b)'/?. Esta equacio tem duas solucdes linearmente independentes
p1(2) = Wra2(2) e p2(2) = Marup(2).

Lembremos que W, 1 2(2) ~ e=*/227 e M, 1/2(2) ~ €*/*(—2) ™", quando
(—4b)!/2

ﬁ, a unica

z — 00. Voltando a variavel original, desde que W,(¢1, ¢2) = —

solugao de 4.14 satisfazendo ¢(07) =0 é

P(x) = /Ox 114—()—)17/2 (WT,l/Q((_4b>1/2x) Mr,1/2<<—4b)1/2y) .
Me12((—40)22) - W1 a((—40)'2y)) uly)dy.
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Similarmente, para € (—00,0), a tnica solu¢ao satisfazendo ¢(0~) =

o) = [ T Va0 lal) Moapa(=40) 1) -
Moo (4 Plal) - W a(~48)21y) )y

Finalmente, a fun¢ao de Green do “operador resolvente ” (Hp — E) ™!

I'1—r7)

(—ab)172 [O(2] = [y)Wr1/2((—40) 2|2 ) M1 /2((=40) [y]) = (2 < y)] -

G(x,y) = O(xy)

Os valores de E para os quais (Hp— F) ™! nio existe sdo os autovalores
de Hp. Eles sao obtidos dos pontos em que a funcao Gama I nao esta definida, ou

seja, quando 1 — 7 é um inteiro negativo. Relembrando as definicoes de a, b e T, se

l—7=-mn,n=0,1,2,.---, obtemos
mZ%e* 1
E’n:_ S5h? ﬁ n:l’z’...‘

Os autovalores E,, sao duas vezes degenerados e a base {¢,,1, ¢n2} do

autoespaco correspondente é
on k(1) = O((= D 2)Worjo(—40) 2la]), k=12,

Observacao 4.1 Os autovalores negativos de outras extensoes auto-adjuntas de H
nao podem ser analisados da mesma forma. Os exemplos abaixo mostram casos par-

ticulares, as observacoes a seguir serao importantes para compreendé-los. Definimos

o) = 2 {ln (;—mf) +2U(1) = (1 —7) ~ 1] S

sendo que [['(1 — 7)) e +w(F)[['(1 — 7)]7! sdo, respectivamente, os valores corres-

pondentes aos limites laterais lim W, 1/2((—4b)2|z]) e
0

Tr—

) d 2mZe?
lim (@WT,l/Q((—Zlb)l/QMDﬂ: = WT,1/2<<—4b)1/2|:v|)ln<i262x>)-

x—0F

Fixada uma matriz unitaria U, a candidata a autofuncao deve satis-

fazer as condicoes dadas em 4.10.
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201

—20-

Figura 4.1: Gréafico da fungao w(F), para E < 0, como uma fun¢ao de 7.

Exemplo 4.1 Tomando 0 = g, a=1e b =0 obtemos a matriz unitaria
U=i

Relembrando a Observacao 4.1, os valores de E para os quais w(E) =
—1 (veja Grafico 4.1) sao autovalores de Hy com multiplicidade dois. O autoespago

correspondente é gerado por
pr() = O((=1) x)Wr1/o((—4b) 2|, k=12

Exemplo 4.2 Tomando 0 = g, a=1eb=0 obtemos
U=i
0 —i

Relembrando a Observagao 4.1, os valores de E para os quais w(F) =0
(veja Grafico 4.1) sdo autovalores de Hy com multiplicidade um. O autoespago

correspondente é gerado apenas por

p(a) = O(x)Wra2((—4b)2|z]).
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Estes exemplos mostram que o comportamento das autofunc¢oes nao
2

estao relacionadas com a paridade do potencial V (z) = W Destacamos também
a questao da multiplicidade dos autovalores. Vimos a existéncia de autofuncoes que
nao sao pares € nao sao impares e a presenca de autovalores degenerados e nao-
degenerados. Estas caracteristicas sao determinadas pelas condigoes de contorno

exigidas pela singularidade.

4.3 Densidade de Corrente

A divisao do eixo z em duas regioes, devido a singularidade no ponto
zero, tem causado muita discussao. Alguns autores consideram a singularidade como
uma barreira impermeavel [3, 12| enquanto outros como uma barreira permeavel [14].
A verdade é que alguns autores nao deixam claro o conceito de permeabilidade para
uma possivel anélise. O que faremos nesta secao é tentar esclarecer este conceito.
Vamos considerar A = m = 1 para simplificar os calculos.

Fixada uma extensao auto-adjunta Hy de H, uma ferramenta ttil na
discussao de permeabilidade é a densidade de corrente j(z) que em uma dimensao

é definida por

()7 (@) - ¢ (@)2@), e domHy.

j@) =3

Embora j(x) dependa apenas de ¢ € dom Hy;, observamos que a den-
sidade de probabilidade p(z,t) := |[1)(¢,2)|* e a densidade de corrente satisfazem

e equacao de continuidade
0 0
—|p(t,z) > + =—j(t,z) = 0.
() + ()

Esta equagao esta diretamente relacionada com a lei de conservacgao

de probabilidade.

Para cada ¢ € dom Hy, uma integracao por partes usando o valor
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principal mostra que
0= (Hup, ¢) = {p, Hup) = ilim[j(e) — j(=¢)].

Concluimos que a fungao j(x) pode ser definida de modo que seja
continua na origem. Do ponto de vista fisico esta condicao significa que a densidade
de corrente de um elétron incidente do menos infinito até a origem é igual a densidade
de corrente de um elétron incidente do mais infinito até a origem. E facil verificar
que

j(z) = Im (¢'(z)p(z)), ¢ € dom Hy.
Nosso interesse é saber o que acontece com o elétron quando ele se
aproxima da origem. Como ja observado, os limites laterais j(0") e j(07) existem e
7(07) = 4(0") =: j(0). Escrevemos

7(0) = lim Im(¢'(x)p(x)) = lim Im (o' (2)p(2)).

z—0t rz—0~

Assim, j(0) = 0, Vo € dom Hy, significa que o elétron é refletido
quando se aproxima da origem, ou seja, podemos dizer que a singularidade atua

como uma barreira impermeavel.

Como antes ¢'(07) e ¢/(07) podem divergir. Usando novamente o

Lema 4.1, uma simples verificagdo mostra que

§(0) = lim Im(F()p(@) = lim Im (3(2)o()).

z—0t —0~

Esta ultima relagao garante que j(0) < co. Para estudar densidade de
corrente de uma extensao auto-adjunta Hy de H, dividimos nossa analise em trés

Casos.

Caso 1. (I —U) é invertivel. Faremos um estudo detalhado deste caso, os outros
podem ser analisados similarmente. Desde que A = —i(I — U)™ (I + U) é uma

matriz auto-adjunta, as condicoes de contorno da extensao auto-adjunta Hy de H
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podem ser escritas na forma

(0T o —(0F
A e e #07) (0,8 €R,C €C),
»(07) ¢ p »(07)
sendo «, ¢ e 5 dependendo dos elementos a e b da matriz U e de 6 € [0, 27). Obtemos

as condicoes

lim 3(z) = —a li I 41
lim o(z) a lim p(z) +¢ lim o(z) (4.16)
11%1_ o(x) = —C lirgl+ o(z)+ 11%1_ o(z) (4.17)

Escolhemos a equacao 4.16 e multiplicamos por lim+ ©(x). Obtemos
z—0

lim 3(2)p(z) = —a lim |p(z)]?

z—0+ z—0t+

+¢ lim p(=2)p(z).
Assim,

j(0) = lim In(@F(2)(@)) = lim Im(Cp(—a)p(a)).

z—0t z—0t

Em consequéncia, a escolha ¢ = 0 implica j(0) = 0, Vo € dom Hy,
o que significa, fisicamente, que as regides z > 0 e x < 0 estao separadas pela
singularidade. Encontramos uma familia de operadores em que a singularidade atua
como uma barreira impermeavel. Se ¢ # 0, certamente existe ¢ € dom Hy; de forma
que j(0) # 0 e, portanto, existe a possibilidade do elétron ser transmitido ao se

aproximar da origem.
O Exemplo 4.1 corresponde a matriz auto-adjunta

0
01

—i(I-U)* I +U) =

Nossa anéalise garante que a singularidade da extensao auto-adjunta
correspondente Hy nao permite que o elétron seja transmitido ao se aproximar da

origem.

Caso 2. (I +U) é invertivel. Neste caso, A = i([ +U)"'(I — U) também & uma

matriz auto-adjunta. Escrevemos as condicoes de contorno da extensao auto-adjunta
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Hy de H na forma

« o0t —p(0F
SR I R Y iy (0,8 €R,C €C),
¢ B $(07) ©(07)
sendo que os valores «, ¢ e 3 dependem dos elementos a e b da matriz U e de

6 € [0,27). A tabela abaixo mostra a densidade de corrente no ponto 0 sob possiveis

valores de a, ( e (.

Tabela 4.1: Densidade de corrente. Caso (I + U) invertivel.
o, ¢ B#0 | j(0)=Tm (—é Jim &(m)ﬂ)
(=0 j(0) = 0
C#0ea=0|;(0)=In (—%zlij})g w(x)ﬂ)
CA0e =0 j0) = tm ola)o—2))

C r—0~

Concluimos que a densidade de corrente no ponto zero é nula se, e

somente se, ¢ = 0.

Caso 3. (I +U) e (I —U) sao nao-invertiveis. Este é o caso em que a matriz U é
da forma
U= _ : acRbeC, la* + 6> = 1.
b a
A densidade de corrente no ponto 0 é nula se, e somente se, b = 0, ou

seja, se U é a matriz

-1 0 1 0
ou

0 1 0 -1

Se b # 0, obtemos

ib 1-a
T a s PE)e(=e) = oy im e(@)e(—e) + i Tim, o ()] )

i(0) =t
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e certamente existe ¢ € dom Hy de forma que 7(0) # 0.

Exemplo 4.3 Consideremos a seguinte extensao auto-adjunta de H:
Hpy = H*1, dom Hp = {1 € dom H* : ¢»(0%) =0 = (07)}.

Pela definicao de densidade de corrente no ponto zero, podemos ob-
servar que j(0) = 0, Vi) € dom Hp. Assim, para esta extensao auto-adjunta, nao

existe possibilidade de transmissao.

Exemplo 4.4 Consideremos a extensao auto-adjunta Hy de H correspondente a

matriz unitaria

V2/2 —V2/2
NIRRT
O dominio de Hy é formado por todas as funcgoes v € dom H* que

satisfazem

¥(07) V2 i —(07)
¥(07) i V2 ¥(07)
Combinando estas condi¢oes com a definicao de densidade de corrente

no ponto zero, podemos reescrever

3(0) = lim Im (—iy(—z)ip(x)).

z—0t

Os valores de E para os quais w(E) = —v/2 sdo autovalores de Hy; de

multiplicidade dois. As autofuncoes correspondentes sao
() = O((=1)* )W, 1/((—40)|2)), k=12

Tomando ¢ (z) = ¢1(z) + p2(z), segue que

j(0) = lim I (—it(=2)i(a)) = —[0(1 = )2 £ 0,

z—0t

ou seja, existe a possibilidade do elétron ser transmitido ao se aproximar da origem

(veja Segao 4.2 para o comportamento assintotico das autofungoes quando z — 07).
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Concluimos que existem extensoes auto-adjuntas em que a singulari-
dade atua como uma barreira impermeével e outras em que a singularidade atua
como uma barreira permeavel. Vale relembrar que Andrews [3]| define o fluxo de
probabilidade como sendo j(x) = i[F'(z)F(z) — F(z)F'(z)] mas considera o calculo
apenas para autofuncoes. E claro que para autovalores niao-degenerados o fluxo é
nulo pois a autofuncao correspondente é real. No entanto, nossa definicao exige
que, dado uma extensao auto-adjunta Hy de H, a densidade de corrente j(z) deve
ser analisada para toda ¢ € dom Hy. Andrews também comenta que no caso de
autovalores degenerados combinagoes complexas podem ser construidas criando um
fluxo nao-nulo. Vimos no Exemplo 4.1 a existéncia de autovalores degenerados e
uma densidade de corrente nula. Isto mostra que o argumento de Andrews esta in-
correto. Nossa andlise deixa claro que o conceito de permeabilidade esta diretamente
relacionado com as entradas da matriz unitaria U e nao com a multiplicidade dos
autovalores. Apenas como observagao destacamos a anélise de Moshinsky [14] que,
apesar de um interessante estudo sobre permeabilidade, considera as “autofuncoes”
Wi(—2) e Wi(z) que nao estdao em L*(R\{0}).

Esta secao esclarece que o conceito de permeabilidade e impermeabi-
lidade nao esta relacionado apenas com a singularidade na origem, que é o mais
natural a se pensar num primeiro momento, mas sim com as condic¢oes de contorno

que ela exige.

4.4 Uma Aproximacao

Nesta se¢ao seguimos como referéncia [5] onde Gesztesy estuda a classe
de potenciais suavizados, mas agora com um dominio mais geral. O Hamiltoniano

de um elétron se movendo livremente em R é o operador auto-adjunto

R d?
Hy=—— dom Hy = H*(R).

om dz?’
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Definimos a familia de operadores auto-adjuntos

Ze?

H, = Hy— ——,
REEY

dom H, = dom H, (a > 0).

Vamos mostrar que o limite forte do grafico (veja apéndice A.1) de H,
é igual a Hp ou, equivalentemente, o resolvente de H, converge fortemente para o
resolvente de Hp quando a — 07. Para isto vamos precisar da descrigao de o(H,).
Lembremos que Hp é extensao auto-adjunta de H caracterizada pelas condicoes de

Dirichlet na origem.

Lema 4.2 Para a/ag < 1, os autovalores de H, sao aproximados por

2
(©) & 2
E;”’(a) = Epla) ~ — [2In(ag/a)]
0 2ma
h? 2
EY) ~ ————(1- n=1,2,--
2magn nln(ag/a)
h? 4
EY ~ — 5 (1— a) n=12--
2magn? nag

sendo (e) e (o) indicando os autovalores correspondentes as autofuncoes pares e

impares, respectivamente. (Lembremos que ay é o comprimento de Bohr)

Demonstracao: Como vimos na introducao deste capitulo, a equacao de autova-

P e - < Ze' | E) o(z) =0,

2m |z| +a

lores

tem como tnica solugao aceitavel a fungao p(z) = Wy 1/2(]2|). Lembremos que o
2

, - ) 2a RV n?
intervalo de defini¢do e 2 é |2| > — e as varidveis sdo £ = ————~ e ag = 5
aag 2mago mZe
: ze* N :
Desde que o potencial —W é par, as solugoes para valores posi-
x| +a

tivos e negativos de x podem se juntar na origem formando autofuncoes pares ou
autofuncoes impares. Assim, os autovalores de H, sao obtidos dos valores de o para

0s quais ¢ se torna uma fungao par ou uma fungao impar, ou seja, sob as condicoes

d
7 a1/2(2)| 94 =0 (autofungoes pares) (4.18)
2

aagp
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2
Wai/2 (_a) =0 (autofungdes impares). (4.19)
(74N

Usando a expressao em série de poténcias de W, 1/2(2) [1, 8], mantendo

2a
somente os termos dominantes quando z = —, as condicoes 4.18 e 4.19 tornam-se,

aaq
respecivamente,
2a

In | — U(l—a)=0 4.20
n(2) +vi-a) (4.20)

2a 1
U(l—-—a)— ——=0. 4.21
(1-o) - = (421)

Desde que estamos considerando a/ag < 1, as condigoes 4.20 e 4.21
admitem solucao somente para valores de « proximos de inteiros positivos n =

1,2,---. Desde que
1

a—n

Ul —a) — (v —n),

as condicoes 4.20 e 4.21 tornam-se, respectivamente,

N 1 " 2a
a=n+—— e a=n+—.
ln(ao/a) agp
h2
Substituindo o em E = ———— os autovalores E¥(a) e EY)(a),
2maga?
n=1,2,---, sao obtidos por aproximacoes.

Para valores de a proximos de 0 a equagao 4.21 nao admite solugao

2a
!, No entanto, assumindo z = — < 1, ¥(1 — a) ndo é um fator importante na
o

Qo

d
representacdo em série de ——W, 1/2(|2|) e 1/a torna-se o termo dominante em «. A

dz
condigao 4.20 fica

1 2

— +1n (—a) = 0. (4.22)

2a0 Aoy

Esta equacao pode ser escrita da forma

o
~ 2In(ag/a)’

'Haines e Roberts [9] mostram que para o < 1 a fungado W, 1/2(|2|) nunca se anula. Vamos
assumir este resultado pois a demonstragao parece ser bastante técnica nao fornecendo informacoes

adicionais, além de sua conclusao, sobre o assunto.
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Com este valor de «, encontramos a energia do estado fundamental

h? 2
Ey(a) = “oma [2In(ag/a)]”.
|
2
Desde que o potencial — E é continuo em R, a nao-degenerescéncia
x|+ a

dos autovalores segue da discussao da Secao 4.2. Para demonstrar a convergéncia
de H, para Hp no sentido forte dos resolventes vamos usar um critério dado por

Wiist [27].

Teorema 4.3 Para Im z # 0, R.(H,) converge fortemente para R,(Hp) quando

a— 0T,

Demonstracao: Vamos aplicar o Teorema A.6 a sequéncia de operadores auto-
adjuntos {H,}ees, sendo J um intervalo da forma J = (0,b] (b € R). Com a
ajuda do Lema 4.2, escolhemos b de modo que o autovalor Fy(b) de H, satisfaca

2 ) h2
Ey(b) < “Smat Assim, para cada a € J, vale o(H,)\{Fo(a)} C [—m,oo)

Tomemos \ € (Eo(b), -

2

2ma
H, (a € J) é auto-adjunto, vale

>. Nestas condigoes, A € p(H,), Va € J. Desde que

| Rx(Hyg)epll < 3 Vo € img(H, — M),

1

ou seja,

[(Ha = A || = d(o(Ha), A |41, Vi) € dom H,.
Tomando o = irelg{d(a(Ha), A}, segue que

(H, — Mo > o], Va € J, ¢ € dom H,.

A condigao (b) do Teorema A.6 é satisfeita. Seja ¥ € H?(R). A
sequéncia {V,tees (Yo = ¥, Ya € J) satistaz ¥, — 9 com ¢, € domH,. No

entanto, a sequéncia {H,¥, }acs converge se, e somente se, 1(0) = 0. De fato, pelo
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teorema da convergéncia dominda,

i, |(Ha — Ho)ol? =l [ |(H, ~ Ho)o(o)Pda
a—0t a—0t Jr
Z 2 Z 2 2
= lim (— ‘ _e) Y(r)| drx
a—0t Jp lz| + a ||
72 Ze? 2
= li S d
[ | (e Tap ) v e
=0

se, e somente se, ¥ € dom Hy Ndom Hp = dom Hp. Portanto, Hp =g — lim H, e

a—07t

a condigao (a) do Teorema A.6 ¢ satisfeita. Desde que
Ze? Ze?
- +
lz|+ a1 x|+ as

Ha1 - HaQ = 2 07

sempre que 0 < ay < a3 < b, as condigoes (c)-(e) também sao satisfeitas. Nestas

condigoes Hp = R(N)™! + Al sendo que R()\) := s — lim Ry(H,). Aplicando o

a—0t
Teorema 1.11, segue o resultado. |

Quando a — 07 o estado fundamental Ey(a) de H, tende a —oco e
por esta razao foi conjecturado por Loudon [13] que o Hamiltoniano do atomo de
hidrogénio unidimensional nao é limitado inferiormente. No entanto, desde que
as autofuncoes de Hp devem satisfazer a condicao de Dirichlet no ponto zero, o
estado fundamental Ey(a) desaparece no limite a — 07, ou seja, ndo esta contido no
espectro de Hp. Fica claro que a conjectura dada por Loundon esta incorreta e que
o valor —oo nao corresponde a energia fundamental de Hp. Da aproximacao de H,
para o operador Hp no sentido usual, todos os autovalores de Hp sao obtidos pelo
limite de a — 0T dos autovalores de H,. Como esperado, estes valores coincidem

com os autovalores encontrados na Secao 4.2.

Como argumentado em [26], a questdo de qual extensdo auto-adjunta
de H é a mais adequada nao pode ser respondida somente sob consideragoes ma-
tematicas, argumentos fisicos devem ser considerados uma vez que extensoes auto-
adjuntas diferentes descrevem fenomenos fisiscos diferentes [20]. O Teorema A.6 é

apenas um critério a fim de selecionar uma extensao auto-adjunta de H.
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Klaus [11], inspirado no trabalho de Gesztesy |5], demonstra o seguinte
resultado: para Imz # 0, R.(H,) converge uniformemente para R.(Hp) quando
a — 0%. Nao apresentaremos a demonstracao pois é uma abordagem essencialmente
técnica que parece nao trazer esclarecimentos adicionais (além de sua conclusdo,
é claro). Este resultado sera util para a caracterizagdo do espectro essencial das

extensoes auto-adjuntas de H.

4.5 O Espectro Essencial

Para cada a > 0 o espectro essencial de H, é dado por é o.s(H,) =
7 e?

€ L*(R) + BZ(R) e entdo aplicar

|z| +a

o Teorema 1.16. Da convergéncia de H, para Hp no sentido uniforme dos resol-

[0,00). Basta observar-mos que V(z) = —

ventes o Teorema 1.17 garante que o.5(Hp) = [0,00). Para concluir, aplicamos a
Teorema 1.18 e assim o.s5(Hy) = [0, 00), para toda matriz unitaria Usys. O espectro
essencial nao muda de acordo com a extensao auto-adjunta tomada. Como vimos,

esta caracteristica nao ocorre com o espectro discreto.



Capitulo 5

Potenciais Solucoes da Equacao de

Laplace

Este capitulo é dedicado aos operadores de Schrodinger cujos poten-

ciais sao obtidos como solugao fundamental da equacao de Laplace
AV = 0.

Alguns autores acreditam que sao estes os potenciais a representarem
1 Ze?
o Hamiltoniano do atomo de hidrogénio. Mais precisamente, _Zﬁ no caso tridi-
T |x
e? e?
mensional; 2—1n |z| no caso bidimensional; E|m| no caso unidimensional. Detalhes
T
sobre como encontrar as solugoes fundamentais da equacao de Laplace podem ser

encontradas em [4, 23|.

Neste capitulo vamos fazer alguns breves comentérios sobre os poten-
ciais acima. O objetivo é fazer uma comparacao com alguns dos resultados obtidos

para o potencial de Coulomb.

88
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. . 1. . 1 Ze?
5.1 O Potencial tridimensional ————
4t |x|

Como ja observado no Capitulo 2, considerando o Hamiltoniano do

atomo de hidrogénio em R3 como o operador
h? 1 Ze?

LN i = Coo (R |
om Ar |x‘ ) dom C10 ( )7 (5 1)

o Teorema de Kato- Rellich garante que H ¢ essencialmente auto-adjunto e sua tnica

extensao auto-adjunta é
h? 1 Ze?

H=——A—-—-"" dom H = H*(R?).
2m 4 ||’ om HARY)

Este operador possui ambos espectro discreto e essencial nao-vazios.

e2

5.2 O Potencial bidimensional 2—ln |z
T

Nesta secao vamos fazer uma sintese do trabalho de Gesztesy e Pittner
2
e
[6] o qual diz respeito ao potencial bidimensional o In|z|. Sugerindo [10, 22] para
T

uma consulta, os autores enunciam o seguinte teorema.

Teorema 5.1 O operador

2 2
Ay E

H=—
2m 27

In |z|, dom H = C°(R?), (5.2)
€ essencialmente auto-adjunto.

Por conveniéncia, Gesztesy e Pittner estudam o operador 5.2 em C§°(R*\{0}).
Decompondo o espago de Hilbert L?(R?) em coordenadas polares (veja Segdo 3.1),

o estudo se reduz aos operadores unidimensionais

h? d? 1d [2 e?
L T A T 1=0.1.2.---
om (dr2 +rdr 7’2) +27r nr .

com dominio C§°(0,00) C L?*((0,00),rdr). Estes operadores sao transformados

unitariamente na familia {H; : [ =0,1,2,---}:
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com dominio C§°(0,00) contido no espago de Hilbert usual L?(0,00). Segundo os
autores, H; é limit point em oo para [ = 0,1,2,--- e limit point em zero para
[ =1,2,--+; o operador Hy é limit circle em zero. Aplicando o Teorema de Weyl,
vale o seguinte resultado: H; é essencialmente auto-adjunto para [ # 0, enquanto
Hjy nao é essencialmente auto-adjunto.

Trabalhando com esta familia de operadores, Gesztesy e Pittner enun-

ciam o Teorema:

Teorema 5.2 Paral =0,1,2,---, 0s operadores H; sao limitados inferiormente e

possuem. espectro essencial vazio.

Segundo os autores, é conveniente tomar a extensao de Friedrichs de

Hy para obter equivaléncia com o operador essencialmente auto-adjunto H definido

em C5°(R?).

62

5.3 O Potencial unidimensional 5[:13[

Consideremos o operador de Schrodinger unidimensional

h2 d2 2
H= + Sz, domH = CX(R).

C2mda? 2

O operador H* com a mesma lei de H e com dominio
dom H* = {¢ € L*(0,00) : ¢,¢' € AC(R), H*¢ € L*(R)},

é o adjunto de H. Com a ajuda do teorema abaixo vamos analisar se H é ou nao é

essencialmente auto-adjunto em C§°(R).

Teorema 5.3 Seja H=—A+V,domH = C(R"). SeV € L} (R™), ¢ limitado

loc

inferiormente e

lim V(x)= oo,

||| —o0

entio H é essencialmente auto-adjunto e o.ss(H) = ().
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Demonstragao: [20] n

2
e
Desde que o potencial V (z) = E|x| satisfaz as condi¢oes do Teorema

5.3, H é essencialmente auto-adjunto e o.z(H) = (). Assim, o espectro de H é
formado apenas por autovalores isolados de multiplicidade finita. Entao, vamos

resolver a equacao de autovalores
h? e?
—%Qﬁ" + (§|m| — E) ¢ = 0. (5.3)

Esta equagao tem duas solugoes linearmente independentes [19]:

, B \*? [ me? 2Em
hle) = A (m—) (?’l‘" 2 ) ‘

, B2 \Y? [ me? 2Em
o) = 5| () (k-2

As funcoes Ai e Bi sao conhecidas como fungoes de Airy. Para
detalhes sobre o comportamento assintotico e os zeros das funcoes de Airy indicamos

[19]. Estas informagcoes serdo tteis para a caracterizacao dos autovalores de H.

O comportamento assintotico das fungoes Ai(y) e Bi(y) quando y —

6_2/3y 62/3y

Mmoo P g

2
A solucao interessa é somente ¢;(x). Desde que V(z) = %|x! ¢ um

potencial par, uma solucao de 5.3 deve ser ou par ou impar. Assim, se ¢ é uma

autofuncao, entao ¢(0) = 0 ou ¢'(0) = 0. Nestas condigoes,

omE [ K2\
»1(0) =0 — T; (@> é um zero da fungao Ai(z).
Os zeros da fun¢ao Ai(z) formam uma sequéncia ay, az, - - -, que satis-

fazem a condicao

o~ — Ew(éln - 1)] P S,
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Portanto,

Por outro lado,

2mE
— =

72 2/3
$1(0) =0 ( ) ¢ um zero da fungao Ai(z).

me?

d ..
Novamente, os zeros de d—Az(x) formam uma sequéncia by, bo, - - -, que
x

satisfazem a condicao

b~ — FW(ZM - 3)1 P L)

8
Portanto,
h? [me? 3r 2/3

5.4 Uma Comparacao

Para os operadores de Schrodinger cujos potenciais sao obtidos como

solucao fundamental da equagao de Laplace, temos os resultados:

(i) essencialmente auto-adjunto em C§°(R?) com ambos espectro dis-

creto e essencial nao-vazios;

(ii) essencialmente auto-adjunto em C§°(R?) com espectro puramente

discreto;

(iii) essencialmente auto-adjunto em C§°(R) com espectro puramente

discreto.

No entanto, para os operadores de Schrodinger cujo potencial é o de

Coulomb, obtemos os resultados:
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(i) indices de deficiéncia (0,0) em C5°(R?) com ambos espectro discreto

e essencial nao-vazios;
(ii) indices de deficiéncia (1,1) em C§°(R*\{0});

(iii) indices de deficiéncia (2,2) em C§°(R\{0}) com ambos espectro

discreto e essencial nao-vazios.



Apéndice A
g-Convergéncia

Seja 'H um espago de Hilbert e {A;}ies (J = N ou J = [ty,00) com
to € R) uma familia de operadores auto-adjuntos em H. O principal objetivo deste
apéndice é encontrar condigoes para {A; }4c; de forma que um operador limite exista

e seja auto-adjunto. Como referéncia indicamos [27].

A.1 Resultados sobre g-Convergéncia

Consideremos inicialmente o conjunto
D ={{ € H: existe uma sequéncia {&}cs com & € domA; (t € J),

& —&ll = 0 (t — 00) e {Ai&}es convergentel.

Definigao A.1 A sequéncia {A;}ic; é g-convergente se, e somente se, D é um

conjunto denso em H.
Mais precisamente provemos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao A.2 Se D € denso em H, entao o conjunto

G:={(&n) e HxH: existe uma sequéncia {& ey com & € domA, (t € J) e

94
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16 = &Il + | A& —nll = 0 (t — 00)}

€ o grdfico de um operador hermitiano A com domA = D.

Demonstragao: Claramente G é um subespaco linear de H x H. Precisamos
somente mostrar que (0,17) € G implica n = 0. Se (0,7) € G e u € D, entao existem
sequéncias {& e, {Uut}ies e w € H com &, up € dom A, (t € J) tais que & — 0,

A&y — n, uy — u e Ayuy — w. Obtemos
<777U> = tlgg@‘ltft,uﬁ = tg{&(ft,Atuﬁ = (0,w> = 0.

Desde que D é um conjunto denso em H, temos 1 = 0. Definindo um
operador A por gréfico(A) = G, fica claro que dom A = D. Sejam &,7n € D, existem
sequéncias convenientes {& }ics, {m ey de forma que (A&, n) = tlim (A&, my) =

tlim (&, Aimy) = (€, An). Portanto, A ¢ um operador hermitiano. L

No caso em que {A;}ie; é g-convergente, denotamos por A, := g —

tlim A; o operador A da Proposicao A.2.

Lema A.3 Se valem as sequintes condi¢oes:
(a) {At}ics € g-convergente e g — tlim A = Ay

(b) existe um valor \ € ﬂp(At) tal que {Ry(\) }ies € fracamente convergente e
teJ

w — tlirilo R:(\) =: R(\).
Entao,
(i) w— tliglo Ri(\) =: S(\) eiste;
(i)) R(\) e S(N) tem inversos densamente definidos.

Sejam A := RO\ + M e B:=S(\)™" + Al

(i) A* =B e B* = A;
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(iv) AyCACA, eA, CBCA;
(v) {€ € H:{R:(N)E} ey € convergente } = img (A, — ).

Demonstracgio: (i) Desde que A; (t € J) é auto-adjunto temos R;(A\)* = R;()\)
(t € J). Por (b) obtemos

Portanto, {R;(A\)}ies é fracamente convergente. Definindo S(\) :=

w — lim Ry (\), vale

t—o0

RO =S e SOV =R

(ii) Primeiro vamos mostrar que R()\) e S(A) sdo invertiveis. Se & € H

e R(\)E& =0, entao
ne = R(A\)E = 0 e Ay =&+ My =€ (t — o0).

Para v € dom A, existe uma sequéncia {v;}te; com v, € domA,; (t €

J), vy — v e A, — Ayu. Obtemos
<§7U> = tli,rf,lo<‘4mt>vt> = tETO<Ut,AtUt> = <07Ag71> = 0.

Desde que dom A, é denso em H, a equagao acima implica { = 0.

Portanto, R(\) é invertivel e similarmente S(A) é invertivel.

Agora vamos provar que R(\)™! est4 densamente definido mostrando
que img (R(X))* = {0}. Seja & € img(R(A))*, entdo 0 = (R(N)n, &) = (1, S(N)E),
para todo € H. Assim, S(A\)¢ = 0 que implica ¢ = 0. Similarmente, S(\) esta

densamente definido.
(iii) Basta usar o fato de que R(\)* = S(\) e S(A\)* = R(\).
(iv) Vamos mostrar que A, C A. Seja £ € dom A, entao existe uma

sequéncia {& hes com & € dom A, (t € J), & — & e A&y — Ay€. Obtemos

(RO(Ag = ADE,m) = ((Ag = ADE, S(N)n)
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= t]ir£10<(At — A&, Rt(x)m
= lim (R,(N)(A; = A&, n)
= lim <€t,77> = <€777>7 vn €H.

t—o00

Portanto, R(A)(Ay — A)§ = £ e conseqiiéntemente £ € img (R())) =
domA e A = R(A\)7'E + A6 = AL Similarmente, A, C B. Assim, A* C A} e
B* C Aj. Desde que A* = B e B* = A, segue que B C Ay e A C A},

(v) Denotamos M := {£ € H : {R,(\)&} ey é convergente}. Se £ € M,
entao

ne = Ry(A\)§ — 1 e Ay =&+ A — E+ Ay
com 7, € domA,; (t € J). Assim, n € domA,, A;n =&+ An e € img(A, — ).

Agora notemos que
|R(N)|| < lim inf ||Ry(N)|| < sup||R:(N)]] =: C < .
t—ooteJ teJ

Se ¢ € img (A, —\I), entdo existe n € dom A, e uma sequéncia {1 }es
commn, € domA, (t € J)talquen, — n, Ay — Agn =E+Ine (A=A, =1 & — €.
Obtemos

IR(A)E = Re(N)Ell < [IR(NE = Re(M& | + [[Be(M)& — Re(A)E]]
< Al =l + IBMIINE = &l
< Al =mll +CllE =&l — 0.

Portanto, £ € M. |

Proposicao A.4 Se valem as sequintes condigoes:
(a) {At}ics € g-convergente e g — tlim A = Ay

(b) para algum valor real X € ﬂp(At) a sequéncia {Ry(\) }ies € fracamente con-
teJ

vergente e w — lim Ry(\) =: R(\);

t—o00
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(¢) Ru(A) — R(\) >0, Vt € J (ou R(\) — Ri(\) > 0, Vt € J).

Entao, {Ry(\) }ies € fortemente convergente, R(A) = s — lim Ry(\) é

t—o0

invertivel e A, = R(\)™! + A\l € auto-adjunto.

Demonstragao: Vamos supor R;(\)—R(\) > 0, Vt € J. Consideremos a sequéncia

de operadores {R;(\) — R(\) hes. Para cada t € J, definimos a forma sesquilinear

gerada por Ry;(\) — R(\):
BoHxH—H W(En) = (€ (RN — RO,
Temos

D€ m) < (1Re(A) = ROV N < BlIEH ]l

sendo [ = sup{||R:(\)|| — [|[R(N)]|} < co. Assim,
teJ

bt
V|| = sup Mgﬁ, vt € J.

el imlizo €7

Usando a desigualdade de Schwarz, para formas sesquilineares, obte-

I(Re(X) = ROEIIT = D' ((Re(A) = RON)E O < 0 ((Re(X) = RN)EI[B'(S)]
< RN = ROVIENFE, (Be(X) = R(V)E),
ou seja,

I(B:(X) = RODEN* < IV'IIE, (Re(A) = R(N))E)
< B (R(A) = R(A)E) =0 (t— o0)
ja que a sequéncia {R;(\) — R(A\)}es converge fracamente a zero. Esta relacao

implica que { Ry(A\)— R()\) }1cs converge fortemente a zero. Portanto, s—tlim Ri(\) =

R()). Desde que X € R, segue do Lema A.3 que

R\ = S(\) = w — lim R,(\) = R()\).

t—o0
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Assim, o operador A = R(A\)~! + Al é auto-adjunto. Novamente pelo
Lema A.3 e da convergéncia forte de {R;(\)}ies, obtemos img(A, — M) = H.
Portanto, A, é auto-adjunto e A é uma extensao auto-adjunta de A,. Isto implica

A, = A u

Proposicao A.5 Sejam A; e As operadores auto-adjuntos satisfazendo as condi-

coes:
(a) domA; = dom Ay;
(b) existe um valor real A € p(Ay) N p(Asz);
(c) A1 — Ay >0;
(d) Ay — Ay € B(H) e |[(A1 — A3)V2(Ay — AI) 71 (A — A)?|| < 1.
Entao, (Ay — N)™' — (A = AI)7L > 0.

Demonstracao: Desde que dom A; = dom A,, temos

(A = AN A — A) (A = AD)™H = (A= AD)7H((Ar — M) — (Ay — M) (Ay — M)~}

= (A=At = (A4, = AD)H

Seja R; := (A; — XI)7! (i = 1,2). Desde que A € R temos R} = R,
e Ry = Ry. As condicoes (c) e (d) garantem a existéncia do operador (A; — Ay)Y/2.

Este operador ¢ limitado, auto-adjunto, ndo-negativo e (A; — Ay)Y/2(A; — A)Y/? =

Ay — A,. Assim, para & € H, obtemos

(R2€, &) — (&€, 6) = (Ra— Ry

( )6,€) = (Ra(A1 = A3) R, €)
(A1 = A9) Ri&, R€)
= ((Ar = A)Ri&, Ri€) + (A1 — A9) Ri&, (Ry — R1)§)
( )
( )

(A = A)Y2Ry€, (A — A)V2Ry¢)

(A1 — A2)'? R, (A —

A9)' P Ry(Ay — A3) (A = A3)' 2 Rug)
(A — A2)1/2R15H 1— ||(Ar = A2) Ry (A; — Ay) 1/2§|| > 0.
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A proposicao estd demonstrada. |

Teorema A.6 Se valem as sequintes condigoes:
(a) {Ai}ies € g-convergente, J = [ty,00);
(b) existem nimeros a >0, X\ € R tais que

[(Ar = AD)E| = al€]l, V¢ € dom Ay, Vit € J;

(c) domA; =C (t € J);
(d) Ay — As > 0 para todo t,s € J comt > s (ou para todo t,s € J com s > t);
(e) (A — A,) € B(H) (t,s € J) ehmHAt Al =0 (s € J).

Entao,

) A€ ﬂp(At) e {Ri(\) }ies € fortemente convergente;
teJ

(i) s — Jim Riy(X) =: R(\) tem inverso densamente definido;

(iii) Ay :=g— lim A, é auto-adjunto.

t—o0

Demonstragao: Desde que A; é auto-adjunto (¢ € J) segue de (b) que A € ﬂ p(Ar)

teJ
e |R:(N)]| < 1/a (t € J). Vamos supor A; — A; > 0 sempre que t > s > {.

Observemos que, para todo & € H,
(A =A5) 2 Ry (N (A = &) 2| =
= (RJ\) (A = A)"%€, (A = A) R0 (A, — A,)"/%)
< ICA = AR I (A = A2

= || (A = A [ 1B (W) |1* (A, = A€, €)
< || A=A RN €]
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Assim,
|(Ar = A)2R (N (A, — A) || < 1/a|| (A = A4)]|.- (A1)
Para s > t, existe (s) > 0 tal que H (A, — Ay || < « para todo t > tg

com |t —s| < d(s). Por (A.1), para todo t,s € J comt > s >ty e |t —s| < d(s),

vale a desigualdade
| (A — A)2R,(N) (A, — 4,)?]| < 1.
Aplicando a Proposicao A.5, obtemos, para £ € 'H,
(Rs(NE, &) = (Ri(N)E, 6, vt > s > to.
Observemos que (R;(A)€, &) é limitado:

[(R(NE,E) < 1/allélf?, vte J;

e (Ry(N)E, &) é continuo em t:

| (R(VE,€) — (Re(NE,§)] = (Ro(N)(Ar = A)Ri(N)E, €)
< Ya?[(A = A)NEI* =0 (t—s).

Para cada £ € ‘H, obtemos uma sequéncia {(R;(A\)¢, €) bes monotona,
limitada e continua em ¢. Isto implica que o limite tlim (Ry(N)E, &) = tinf (R (N)E,€)
(£ € 'H) existe. Por polarizagao, o limite tlim (R(N)E,m) (§,m € H) também existe.

Portanto, {R;(\)}scs é fracamente convergente e com R(\) := w — tlim Ry (\) vale
Ri,(\) —R(\) >0 (teld).

Aplicando a Proposicao A.4, o teorema esta demonstrado. |
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