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Para meus pais Indcio e Elice



“Um pouco de geometria:
A curva é o caminho mais agra-
dével entre dois pontos.”

(Mério Quintana)
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Resumo

Neste trabalho, apresentamos a Compactificagao de Poincaré de campos vetoriais
polinomiais e provamos uma série de propriedades dela, principalmente para campos
vetoriais hamiltonianos.

Palavras-chave: Anélise Matematica. Campos vetoriais. Campos polinomiais.



Abstract

In this work, we present the Poincaré Compactification of polinomial vector fields
and prove some properties of it, mainly to hamiltonian vector fields.

Keywords: Mathematical Analysis. Vector fields. Polinomial fields.
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Capitulo 0

Introducao

A Compactificagao de Poincaré de campos vetoriais polinomiais, segundo o artigo
“Poincaré compactification of Hamiltonian polynomial vector fields” de J. Delgado,
E. A. Lacomba, J. Llibre e E. Pérez(|2]), surge pela primeira vez no trabalho [1], em
que ela é usada para dar uma classificacao completa do comportamento no infinito
de campos polinomiais de grau trés do plano cujas o6rbitas sao limitadas. Devido
ao grande auxilio que essa técnica prestou neste e também em trabalhos posteriores
(como [3] e [4] da area de Mecanica celeste, onde os campos hamiltonianos tém um
grande papel), aparece entao o ja citado artigo |2| para estudar mais especificamente
a Compactificacao de Poincaré, extraindo propriedades dela, principalmente quando
aplicada a campos polinomiais hamiltonianos. E este artigo que seguiremos na maior
parte do trabalho.

Nosso intuito em estudar esta técnica é, principalmente, caracterizar pro-
priedades de campos de vetores de R™ através da sua Compactificagao de Poincaré
e, assim, procurar descrever formas normais globais que satisfazem uma dada pro-
priedade. Em especial, pretendemos observar quando campos polinomiais tais como
aqueles descritos em [9] sdo globalmente resoluveis. Tais campos aparecem quando
procuramos garantir injetividade global de aplicagoes.

Existem muitas fomas de — acrescentando elementos — “compactificar”
R™, fazendo com que ele se torne um espaco topoldgico compacto. Talvez a forma
mais conhecida é, através da Projecao Estereografica, identificar R™ com S™ menos o
polo norte e depois unir um elemento oo a R™ de tal forma que R™U{oo} seja home-
omorfo a S™, sendo, portanto, um espaco compacto. Seguindo as idéias de Poincaré,
que trabalhou desta forma em R?, tomaremos uma compactificacdo de R™ que é
homeomorfa ao hemisfério norte (hemisfério sul) unido com o equador da esfera S™,
sendo que este corresponde ao infinito de R™. Tal compactificagao é naturalmente
obtida através da seguinte construcao, a projecao central: Identificando R™ com o
plano 7, tangente ao polo norte N de S™, formemos retas r passando pela origem
de R™'. Cada reta 1 corta S™ em dois pontos, e tais retas, quando nao estiverem
contidas no plano yn,1 = 0, cortam 7t em um ponto. Basta, entao, identificarmos
o ponto de 7t com o ponto de S™ que estiver no hemisfério norte e também com o
ponto que estiver no hemisfério sul (chamemos os respectivos difeomorfismos de @
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e de @7). Observando a figura 0.0.1, fica natural de perceber o porqué do infinito
de R™ corresponder ao equador de S™ Cada hemisfério unido com o equador S™!

Figura 0.0.1: Projecao central.

de S™ é homeomorfo a uma compactificagao de R™. Agora, dado um campo polino-
mial X : R™ — R"™, quando o levamos por ®* (®~) para ser definido no hemisfério
norte (sul), ele ndo tem extensao continua para o equador. O que fazemos entao é
multiplicar o campo por uma fungao especial, obtendo assim um campo analitico
X nao somente em cada hemisfério unido com o equador, mas em toda a esfera S™.
Dizemos que o campo X ¢ a Compactificagao de Poincaré de X.

Veremos propriedades gerais do campo X, como por exemplo: “Se X nao
se anula em R™ entdo X se anula em algum ponto do equador de S™” (Proposi-
¢ao 2.1.3). Também daremos as expressoes de X em coordenadas locais. Depois,
restringindo-nos a campos polinomiais hamiltonianos, provaremos que se H : R?4 —
R for a funcao que define o campo hamiltoniano Xj, os niveis de energia {H = h}
se extendem a um mesmo conjunto invariante (pela Compactificagdo de Poincaré
X ) do equador. Mais ainda, mostraremos que, genericamente, na topologia fraca,
esse tal conjunto invariante ¢ uma variedade de dimensao n — 2 e, também generi-
camente, que todos os pontos singulares da Compactificacao de Poincaré de Xy sao
hiperbélicos. Isso tudo é feito no Capitulo 2.

No Capitulo 3, daremos uma condi¢ao para que um campo polinomial defi-
nido no hemisfério norte da esfera S™ seja multiplo da Compactificacao de Poincaré
de um campo polinomial em R™. Analizaremos como os campos polinomiais em S™
podem, sob certas hipoteses, ser transformados em campos homogéneos, e daremos
uma série de exemplos da teoria desenvolvida.

No intuito de tornar o trabalho o mais auto-suficiente possivel, apresenta-
mos uma grande quantidade de preliminares no Capitulo 1. A Secc¢ao 1.1 da uma
introdug@o ao estudo das variedades sob o enfoque de [7], isto &, variedades mer-
gulhadas em R™. Nesta mesma sec¢ao, o conceito de grau de fungao é introduzido,



CAPITULO 0. INTRODUCAO 10

bem como toda a teoria necessaria para fundamenté-lo (variedades com fronteira,
variedades orientéveis, homotopia e isotopia de aplicagdes entre variedades). Essa
teoria ¢ essencial para uma demonstragao rapida do Teorema da “Esfera Cabeluda”,
que sera utilizado para a demonstracao da Proposicao 2.1.3. A Secc¢ao 1.2 introduz
os conceitos de compactificagdo de um espago topologico: sao apresentados alguns
resultados e alguns exemplos, culminando com a Compactificacao de Stone-Cech.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Variedades

Procuramos nesta secgao fazer um estudo auto suficiente da teoria de variedades
(pensadas aqui como mergulhadas em R™). Veremos as definigoes bésicas, o conceito
de Valor Regular e o Teorema de Sard. Depois veremos Variedades com fronteira
e os conceitos de Homotopia e Isotopia. Por fim, veremos Variedades orientaveis
e definiremos o Grau de uma transformacgao, que, depois da definicao de Campo
Vetorial, nos auxiliard na demonstracao do Teorema da “Esfera Cabeluda”.

1.1.1 Primeiras definicoes

Daremos as defini¢coes basicas para o estudo de variedades.

Definicao 1.1.1 Dizemos que uma funcao continua f : U — RY, com U C R¥
aberto, ¢é suave se 0%f ewiste e € continua Voo € N¥ tal que || = n, para todo
neN.

Mais geralmente, dizemos que f : X — RY, com X C R* um subconjunto qualquer, é
suave se existem U C R* aberto e F : U — R' suave, tais que Flunx = flunx.

Observacgao: SeintX # (), entdo 0%F € unicamente determinada em 90X, Yoo € Nk
tal que || =n, para todo n € N.

.

Definicao 1.1.2 Dizemos que uma funcio f : X =Y, com X CR* e Y C RY, ¢ um
difeomorfismo se f é um homeomorfismo e f e f~' sdo suaves.
Neste caso, dizemos que X e Y sao difeomorfos.

Definigao 1.1.3 (Variedade) Dizemos que M C R¥ ¢ uma variedade de dimen-
sao m (ou uma m-variedade) se, para todo x € M, existem uma vizinhan¢a V,, C M
de x e um aberto U C R™ que sao difeomorfos.

Se g : Vy = U € um difeomorfismo, dizemos que g é uma parametrizacao da vizi-
nhanca Vy e que o par (Vy,g) € uma carta local de M.

11
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Observacao: M ¢é uma variedade de dimensao zero se cada x € M tem uma
vizinhanca que consiste de x somente. Neste caso, tais vizinhangas sao difeomorfas
a RO.

Exemplos:

1. A esfera S? = {(x,y, z) eR3 X2 +y?+22 = 1} € uma variedade de dimensao
2. De fato,

f(XJU)=:<X,y> 1—-x2—-y2>

mapeia o disco x? +y? < 1 na calota superior z > 0 de $?. Notemos que f ¢é
suave (pois 1 —x? —y? > 0). Além disso,

1 xy,2) = (x,v)

¢ suave (pois é a restrigao da projegao no plano). Agora, colocando na terceira
coordenada —4/1 — x%2 —y?2, mapeamos a calota inferior. Depois, basta trocar
os papéis de x, y e z, e obteremos 6 funcoes que “cobrirao” toda a esfera no
sentido da defini¢ao.

2. Mais geralmente, a esfera S™' C R™ ¢ uma variedade de dimensdo n — 1.
Podemos mostrar isso generalizando a demonstracgao feita no exemplo anterior.

3. O conjunto {(x,y) cR?|x#0 ey =sen ()l()} € uma 1-variedade. Isto seré
um caso particular do proximo exemplo.

4. Se A C R™ € aberto e f : A — R™ € suave, entao
Gr={x,y) eR"XR™|[x € A ey=f(x)}

¢ uma n-variedade. De fato, F' : A — Gy, definida por F(x) = (x, f(x)) é
suave (pois suas funcoes coordenadas sdo suaves). Além disso, F~'(x,y) = x
¢ suave por ser a restricao a Gy da funcao projegao 7 : R™ x R™ — R™, que é
suave. Tal F' faz com que Gy e A sejam difeomorfos, provando que Gy é uma
n-variedade.

5. Qualquer aberto A C R™ é uma n-variedade.

Vamos passar a definir espagos tangentes e derivadas de fungoes entre vari-
edades. Assumiremos os conhecimentos elementares de Calculo Avangado.

Seja M C R* uma variedade de dimensao m. Dado x € M, a Definicao
1.1.3 garante que existem V, vizinhanca de x e U C R™ aberto que sao difeomorfos.
Seja g : U — V, um tal difeomorfismo (o inverso de uma parametrizagao de V).
Como g é suave, podemos calcular sua derivada no ponto u = ¢~ '(x) € U:

g(x +th) —g(x)

dgu(h) = lim

t—0

, Vh € R™,

e teremos a
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Definicao 1.1.4 Definimos o espaco tangente de M no ponto x, denotado por TM,
por

™, = dg, (R™) .

Observacao: TM, estd bem definido e € um espago vetorial m-dimensional. De
fato, devemos ver que a definicao nao depende da vizinhanca V, e nem do difeomor-
fismo g. Se h: U — V] é outra parametrizagao (na verdade, o inverso de uma para-
metrizacdo) de uma vizinhanga V/ de x, e v = h~'(x), tomando A = g(U) N A(U),
Ly =g "(A) e Ly =h(A), temos que g = g|, e h = hlr, sdo inversas de parame-
trizacoes de A. Logo, h'og: Ly — L, é um difeomorfismo entre abertos de R™, e,
portanto, d(h ™" o g), é um isomorfismo em R™. Entao, pela regra da cadeia,

dgu(R™) =d (ho (A 0 g)) (R™) = dhyod(h " o g)u(R™) = dhy(R™),

o que mostra que TM, esta bem definido. Além disso, desde que ¢7': V, — U &
suave, temos da Definicao 1.1.1 que existe W, aberto de R¥, contendo x, e F: W —
R™ suave, que coincide com ¢~' em Vo, N W. Sendo Uy = ¢7' (WNV,) C R™,
temos o seguinte diagrama comutativo:

w
uo inclusao m ’
e, tomando derivadas, ficamos com:
Rk
dg‘*T dFy
R™ qentidaae” R™
o que mostra que dg, € injetora. Logo, dim (dg,(R™)) = m, o que encerra a

demonstracao da observacao.

Definiremos agora a derivada de funcoes entre variedades. Sejam M C R¥
e N C R! duas variedades de dimensoes m e n, respectivamente, ¢ f : M — N uma
funcdo suave. Sabemos entdo, da Definicao 1.1.1, que existem W C R¥ aberto e
F : W — R! suave, tais que Flpow = flmow. Se x € M, seja y = f(x).

Definicao 1.1.5 Definimos a derivada de f no ponto x € M, df : TMy — TNy,
por
dfi(v) = dFx(v), W eTM,.

Observacao: df, estd bem definida, isto €, nao depende do aberto W e nem de
F, além disso, dFy(TMy) C TN,. De fato, escolhendo funcoes ¢ : U — M e
h:V — N como as inversas de parametrizagoes de vizinhangas g(U) e h(V) de x e
Y, respectivamente, com uw = ¢~ ' (x) e v = h~'(y), podemos assumir que ¢g(U) C W
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e f(g(U)) C h(V). Dai, teremos os seguintes diagramas, em que o segundo é obtido
tomando derivadas no primeiro:

V—— Rk — >Rl
QT T h dgu T T dhy
u h=Tofog v R d(h~'ofog)u R

Deles, notamos que
dFy (TMy) = dF o dg,(R™) C dh,(R™) = TNy,

além disso, como dg, : R™ — TM, é invertivel (como visto na observacao anterior),
e, por definicao, dfyodg, = dh,od(h "o f og)., segue a independéncia na definicao
de dfs.

1.1.2 O Teorema de Sard

Aqui, daremos as defini¢oes de pontos e valores regulares de fungoes entre variedades.
Apresentaremos também o Teorema de Sard e um seu corolario. Por fim, com a
Proposicao 1.1.5, aprenderemos a construir variedades como imagens inversas de
valores regulares.

Definicao 1.1.6 Seja f : M — N uma funcao suave entre variedades M e N de
mesma dimensao, n. Dizemos que x € M é um ponto regular de f se a derivada
dfy € nao singular.

Observacao: Sex € M € um ponto reqular, entao f leva uma vizinhanc¢a de x em
M difeomorficamente em um aberto de N. De fato, como f é suave e M e N sao
n-variedades, existem abertos W C R* e W/ C R, vizinhancas de x e de y = f(x),
respectivamente, bem como abertos U,V C R", tais que o seguinte diagrama ¢é
comutativo (com tais abertos sutilmente modificados)

w w
gT Th
u Voo

h=Tofog

onde F' é uma funcao dada na Definicao 1.1.1 e g e h sao dadas na Definicao
1.1.3. Pela regra da cadeia, tal diagrama é “transformado” no seguinte diagrama
comutativo

Rk dFy Rl
dgu T T dh,
R™ m ,
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onde u = ¢ '(x) e v ="h""(y). Desde que df, = de|(d ( segue que dfy, =

gu(R™))’
dh,od (h*] ofo g)uo (dg.) . Dai, segue que d (h*] ofo g)u ¢ isomorfismo (pois
df,, dh, e (dg.)~" o sao). Logo, pelo teorema da funcio inversa, [ : U — R™,
definida por [ = h~'o f o g, ¢ um difeomorfismo entre abertos U’ e V', vizinhancas
de u e v, respectivamente. Seguindo dai que f = holo ¢g~" ¢ um difeomorfismo
entre os abertos g (U') e h (V’).

Definicao 1.1.7 Dizemos que y € N € um valor regular de f se f~y} contém
somente pontos regulares.

Se df, € singular, dizemos que x € um ponto critico de f ey = f(x) € um valor
critico de f

Proposicao 1.1.1 Se M ¢ compacto ey € N € um valor reqular, entdo f~'{y} é
um congunto finito (podendo ser vazio).

Demonstragao: f~ 'y} é compacto, pois é um fechado dentro do compacto M.
Além disso, f 'y} é discreto, pois, como vimos na observacio anterior, f é injetora
numa vizinhanca de x.

Dai, sabendo que um conjunto compacto e discreto é finito, segue o resultado. B

Proposicao 1.1.2 Com as mesmas hipdteses da Proposicao 1.1.1, a funcao
#f~My} = “cardinalidade de f~{yl”, definida somente em valores requlares de f, é
localmente constante.

Demonstracao: Sey € N é dado, seja {x1,X2,...,xs} = f~{y}. Tomemos vizinhan-
cas Uq,Uy, ... U de xq,X2, ... ,Xs, respectivamente, de tal forma que sejam disjuntas
e sejam mapeadas difeomorficamente em V7,V>, ... Vs, vizinhancas de y, em N. De-

finamos V= (Vi;NnVon---N V) \f (M\(U; U---UUs)), que é um aberto (uma vez
que M\(U; U---UUg) é um compacto). Se y’ € V, entdao em cada U; existe um
inico x!, tal que f(x!) =y’,1=12,...,s, seguindo que #f Yy} =#f""y'}. &

Consideremos agora uma funcao suave f : M — N, em que M é uma
m-variedade e N é uma n-variedade.

Definicao 1.1.8 Dizemos que
C={xeM]|dfy: TMy — TN;( tem posto menor que n}

€ o conjunto dos pontos criticos de f.
Além disso, dizemos que f(C) € o conjunto dos valores criticos de f e N\f(C) € o
congunto dos valores regulares de f.

Notemos que se m = n, essa defini¢ao coincide com a que demos anteriormente.
No caso particular de M = U, um aberto de R™, e N = RP, temos o
seguinte resultado:

Teorema 1.1.3 (Teorema de Sard) Seja f : U C R™ — RP, com U aberto e
f suave. Se C € o conjunto dos pontos criticos de f, entdao f(C) tem medida de
Lebesque nula.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 16

Demonstra¢ao: A demonstragao sera por indu¢ao em n (notemos que o resultado s6
faz sentido paran > 0ep > 1). Paran = 0, o resultado é verdadeiro. Suponhamos
que o resultado valha para n — 1 (com p qualquer). Seja f : U C R™ — RP, suave.
Definamos C; = {x € U | df, = 0}. Mais ainda, definamos:

Ciz'{xeumo‘fr(x)zo, ComOLENne|oc|=)',V)'§i,er=1,...,p}.

Notemos que C D C; D C, D --- D €y D ---. Dividiremos a prova em trés passos:
1. f(C\Cy) tem medida nula;
2. [ (C{\Ci;1) tem medida nula;
3. dk | f (Cx) tem medida nula.

Com isso, segue o resultado, pois
C=(C\C)UC;=(C\Cy) U (C\C2) U (C\C3) U -+ U (Crui\Cr) U Cye

o que nos mostra que f(C) tem medida nula.

Demonstracao do passo 1: Podemos tomar p > 2, pois se p = 1, entao C = Cj.
Para cada z € C\Cy, vamos encontrar uma vizinhanca V C R™ tal que f(V N C)
tem medida nula. Dai, como C\C; é coberto por uma quantidade enumeravel de
vizinhancas V, isto provara que f(C\C;7) tem medida nula. Como z ¢ C;, existe
uma derivada parcial, digamos 0f;/9x; (sem perda de generalidade), que nao se
anula em z. Consideremos h : U — R™ definida por h(x) = (f1(x),x2,X3, -+ ,Xn).
Como dh, é injetora, pois

) 0fi 0fi
B_M(Z) a—XZ(Z) K(Z)
dh, = 0 1 0 ,
0 0 1

o Teorema da Funcao Inversa garante a existéncia de uma vizinhanca V de z que ¢é
difeomorfa ao aberto V/ = h(V) C R™ A funcio composta g =foh™': V' S RP &
suave, e vale o seguinte: C’, o conjunto dos pontos criticos de g € igual a h(V N C).
De fato, x € C’ &< dgx é ndo sobrejetora &= df, 1(x) ¢ nao sobrejetora (pois
dgy = dfy-1 0 d(h )y e d(h 1)y : R™ — R™ ¢ isomorfismo) < h~'(x) e VN C
(pois C é o conjunto de pontos criticos de f, e V é a imagem de V' por h™')
& x € h(V N C). Donde segue que

g(C) =goh(VNC) =f(VNC). (1.1.1)

Agora, para cada (t,x2,...,xn) € V', g(tx2,....xn) € t x RP7T. Isso porque
(t7X27"'7Xn) - h’(y)7 comy < V7 mas h(y) - (f](y)7y27"'yn) - f](y) = t7
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dai g(t,x2,...,xn) = f(u) = (t,2(v),....fpo(y)). Isto &, g leva hiperplano em hiper-
plano. Denotemos gt: (t x R™1) NV’ — t x RP7!, a restricdo de g.

Afirmagao: Um ponto de t x R ¢ um ponto critico para gt se e somente se o €
para g. De fato, basta observar que

1 0 0
992 092 092
G0 — a9, ) _ (1 0 )
* : : : # dlghx )’
o, (x) aXZ(X) axn(x)

dai, dg. é ndo sobrejetora se e somente se d(g%), ¢ nao sobrejetora (sobre RP~1).
Agora, estamos com uma funcao de um aberto de R™' em RP~', 0 que, pela hipotese
de inducao, nos na que o conjunto de valores criticos de ¢' tem medida nula em t x
RP~T. Logo, o conjunto g(C’) intercepta cada hiperplano t x RP~! num conjunto de
medida nula. Utilizando o Teorema de Fubini-Toneli', temos entdo que o conjunto
mensuravel ¢(C’) tem medida nula. Entao, de (1.1.1), segue que f(V N C) tem
medida nula.

Demonstracao do passo 2: Para cada z € Ci\Cy1, existe um certo r, um certo s e

0
™ 0%f.(z) # 0. Assim, a fungao

w(x) = 0%f(x)

um certo multi-indice &, com || =k, tal que

se anula em z, mas dw/0xs nao. Suponhamos, sem perder a generalidade, que
s = 1, e definamos A : U — R™, pondo h(x) = (w(x),x2,...,xn). Tal funcao
leva uma vizinhanga V' C U de z difeomorficamente sobre um aberto V' C R™
(para ver isso, podemos usar o mesmo argumento usado no passo 1). Notemos
que A(VN Cy) C 0 x R™ e consideremos ¢ = f o h™' : V/ — RP. Denotemos
qg: (O X R“_]) NV' — RP a restricao de g. Pela hipotese de inducao, o conjunto
dos walores criticos de g tem medida nula. Mas,

R(V N Cy) € C = Conjunto dos pontos criticos de 7,

pois se x € h(V N Cy), h'(x) € VN Cy (significando que todas as derivadas até
ordem k de f sdo nulas em 7' (x)) = dg, = dgx = df-1(x © dhg' = 0. Portanto,
g(h(V N Cy)) tem medida nula. Mas go h(VNCy) = go h(VNCy) = f(VNCy).
Seguindo que, com o mesmo argumento do passo 1, f(Cx\Cx_1) tem medida nula.
Demonstracao do passo 3: Seja I™ C U um cubo de lado 6. Se k > %—1, provaremos
que f(I" N Cyx) tem medida nula. Como Cy pode ser coberto por uma quantidade
enumeravel de cubos, isso mostrara que f(Cy) tem medida nula.

Pelo Teorema de Taylor?, a compacidade de I™ e a definicao de Cy, vemos que

f(x+h) = f(x) + R(x,h), (1.1.2)

Wer o capitulo 7 de [10]
2Qlhar o Teorema 8", pagina 58, de [5].



CAPITULO 1. PRELIMINARES 18

onde |R(x,h)| < c/h/*! parax € I"NCxex+h € I, e ¢c uma constante.
Subdividamos I™ em ™ cubos de lado §/r, onde r € N. Se I; é um cubo da
subdivisao que contém x € Cy, temos que todo ponto de I; pode ser escrito como

y =x+h, com [h] < /nd/r. De (1.1.2), segue que f(I;) estd num cubo de lado
a/r*1 centrado em f(x), com a = 2¢ (\/T_Lé) by Dai, f(I™N Cy) esta na uniao de,
no maximo, 1™ cubos de volume (a/Tk“)p cada, tendo, portanto, medida menor
ou igual a M = 1™ (a/r* )" = qPr= 1P Se k + 1 > n/p, como ji supomos,
M — 0 se v — oo. Logo, f(I™N Cy) tem medida nula. W

Algo interessante no estudo de Variedades ¢é o

Coroléario 1.1.4 (Brown) Seja f : M — N uma fungio suave entre variedades
de dimensoes m e N respectivamente. Entao o conjunto dos valores requlares de f,

N\/f(C), € denso em N.

Demonstracao:

Passo 1: Dizemos que um espago topologico X é um espaco de Baire se dada uma
colecdo enumerével {A;};”; de abertos densos em X, a intersecao (", A; também ¢é
densa em X. O Teorema de Baire para espacos métricos® estabelece que todo espaco
métrico completo é de Baire. Desde que uma n-variedade é uma uniao enumeréavel
de abertos, cada um deles difeomorfos a R™, temos que variedades sao espacos de
Baire (observando que a imagem por homeomorfismo de um espago de Baire é de
Baire, e que a uniao enumeravel de espagos de Baire é de Baire).

Passo 2: Dado y € N, temos que existem V, uma vizinhanga de y em N, um
aberto U de R™ e um difeomorfismo A : U — V,,. Para cada x € f~'(V,), temos que
existem uma vizinhanga de x, V,, C f~'(V,), um aberto L de R™ e um difeomorfismo
k: L — Vi (tudo isso pela defini¢ao 1.1.3 de variedade). A fungao composta

g=hlofok:LsUCR"

é suave. Sendo Cy = {z € L | dg, nao ¢é sobrejetora}, o Teorema de Sard garante que
g(Cy) tem medida nula em R™ Mas, C, = k~'(CNV,) (basta olhar a defini¢ao de
g acima), logo,

hlof(CNVy)=hlofok(k(CNVyY)

tem medida nula em R™. Agora, para cada a € V,, conseguimos uma vizinhanca V,
tal que Vg é compacto e Vo C Vi . Segue que b~ "o f(CNVy) tem medida nula em
R™ e dai, que U\ (h_] of(CnN V_a)) ¢ denso em U. Conseqiientemente, N\f(CNVy)
é denso em N. Mas, desde que conseguimos uma quantidade enumeravel de vizi-
nhancgas do tipo Vg, cobrindo f *](Vy), bem como uma quantidade enumerével de
vizinhancas do tipo V,, cobrindo N, temos uma quantidade enumeravel de vizinhan-
cas do tipo V4 que cobrem M. Isto é, existe uma colecdo emumerével {ai}iey de

pontos de M tais que
o0
Ve =M.
i=1

3Ver, por exemplo, [8], pag 294.
4Ver, por exemplo, o lema 8.2 (pagina 185) de [8].
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Temos, entdo, uma quantidade enumeravel de conjuntos N\f(C U V,,), densos em
N. Como cada um deles é aberto (pois C U Vg, é compacto = f(C U V) é
fechado), segue do passo 1 que (o4 (N \f(CuU V_al)) ¢ denso em N. Dai, as seguintes
igualdades encerram a demontracao:

o0

() (N\F(CUVg,)) =N\ (Uf(C N m) = N\f(C).
i=1 i=1
[ |

O tltimo resultado desta subsec¢ao nos permitira definir variedades através
de valores regulares.

Proposicao 1.1.5 Seja f : M — N suave entre variedades de dimensoes m > m.
Sey € f(M) C N ¢é um valor reqular, entio f~{y} C M € uma variedade suave de
dimensao m — n.

Demonstragdo: Seja x € f~{y). Como y ¢é valor regular, df, é sobrejetora de
TM, em TN,. Do “Teorema do Ntcleo e Imagem” de Algebra Linear, temos que
Ker(df,) ¢ um subespaco vetorial de dimensao m —n. Se M C RK, escolhamos
L:R* — R™ ™ linear, que seja injetora quando restrita a Ker(df,) (isso é possivel
fazendo L levar uma base de Ker(df,) em uma base de R™ ™, e definindo L como
zero em R¥\Ker(df,) ). Definindo F: M — N x R™™ por

temos que dF,(v) = (dfx(v),L(v)). Afirmamos que dFy € injetora. De fato, se
dF,(v) =0, segue que v € Ker(df,) e L(v) =0, seguindo que v = 0, uma vez que
L é injetora em Ker(dfy). Como N x R ™ é uma m-variedade suave, segue que x é
ponto regular de F', e a observacao apos a Defini¢ao 1.1.6 garante que F' mapeia uma
vizinhancga de x difeomorficamente sobre uma vizinhanca de (y,L(x)). Tomando
F PR tal funcao mapeia uma vizinhanca de x € f~'{y} difeomorficamente em
um aberto de y x R™ ™, que pode ser considerado como aberto de R™ ™. Isto
¢, temos que uma vizinhanca de x em f~'{y} ¢ difeomorfa a um aberto de R™™.
Fazendo x “percorrer” f~ 'y}, segue que f~{y} é uma m — n-variadade. W

Exemplo: Uma prova fdcil de que S™ ' € uma (n — 1)-variedade. Definamos

f:R™— R por
Fx) =) 7,
i=1
e notemos que caday # 0 ¢ valor regular de f. Dai, é s6 observar que S™ ' = f~1{1}.

1.1.3 Variedades com fronteira

Definiremos nesta subsecgao o conceito de variedade com fronteira (ou bordo), ex-
tendendo o conceito de variedade que tinhamos até agora. A Proposi¢ao 1.1.6 seréa
uma nova versao para a Proposicao anterior
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Seja H™ = {(xq,...,xn) € R™| x;, > 0}. Notemos que a fronteira de H™ é
R™ T x 0.
Observacao: Sef:U C H™ — V C H™ € um difeomorfismo entre abertos de
H™, entao f levard pontos interiores de H™ em pontos interiores de H™, e pontos
de OH™ em pontos de OH™. De fato, se x € intH™, entao, pela nossa defini¢ao
de difeomorfismo, existe um aberto de R™, A, e F' : A — V uma funcao suave
tal que F ’ ANV = f| Amye € Tesultado andlogo vale para f 1 numa vizinhanca de
f(x). Diminuindo A até que A C U segue, do teorema da fungao inversa, que
f:A — f(A) é um difeomorfismo, com f(A) aberto de R™. Desde que f(A) C V,
segue que f(A) C intH™ = f(x) € intH™. Raciocinando por absurdo sobre pontos
de OH™, segue que pontos de fronteira sao levados em pontos de fronteira.

Definicao 1.1.9 Dizemos que X C R* ¢ uma m-variedade com fronteira se cada
x € X tem uma vizinhanga U, C X que € difeomorfa a um aberto Vi de H™.
Definimos a fronteira de X, 0X, como sendo o conjunto dos pontos de X correspon-
dentes a OH™ pelos difeomorfismos que definem X.

Observagao: 0X estd bem definida, e, mais ainda: (i) se 0X # (), entao 0X ¢
uma m— 1-variedade e (ii) intX € uma m-variedade. De fato, para ver que 0X esté
bem definida, ela deve ser independente de coordenadas, o que é verdade, pois se ¢
¢ uma coordenada de uma vizinhanca de p, com ¢(p) € OH™, temos que para toda
VP que mapeia uma vizinhanca U de p em H™, podemos diminuir U e a vizinhanca
mapeada por ¢ para um aberto L de tal forma que P o ¢—": d(L) — P(L) seja
um difeomorfismo entre abertos de H™. Dai, pela observagao anterior, temos que
P(p) = (Pod ) (P(p)) € OH™, mostrando que um ponto p estar em 09X independe
de coordenadas. Para ver (i), basta observar que para qualquer ponto p de 0X,
existe, pela definicao anterior, uma vizinhanca U, que é difeomorfa a um aberto de
H™. Dai, pelo que acabamos de ver, U, N0dX ¢ difeomorfa a um aberto de 0H™, que
pode ser identificado como R™ ', seguindo que 0X é uma m — I-variedade. Agora,
se p € intX, a vizinhanca U, NintX de p sera difeomorfa a um aberto de intH™,
que ¢ um aberto de R™, mostrando (ii).

Exemplo: Se M é uma m-variedade sem fronteira, entao M € uma variedade com
fronteira. Sua fronteira é o conjunto vazio.

O epago tangente TX, de X no ponto x seré definido como antes: TX, =
dgu(R™), onde g é um difeomorfismo de um aberto de H™ (vizinhanga de u) em uma
vizinhanga de x em X (notemos como podemos fazer tal definicdo mesmo num ponto
de fronteira, lembrando da observagao logo depois da defini¢ao de difeomorfismo).

O proximo resultado nos ajudara a criar exemplos de variedades com fron-
teira e seréd essencial para a demonstracao de uma versao da proposicao 1.1.5 para
variedades com fronteira.

Lema 1.1.1 Sejam M uma m-variedade sem fronteira e g : M — R uma fungao
suave que tem O como valor regular, com 0 € g(M). Entao A ={x € M| g(x) > 0}
¢ uma m-variedade com fronteira, sendo sua fronteira iqual a g~'{0}.
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Demonstracao: Daremos aqui somente uma idéia da demonstragao. Para x € A,
com ¢(x) > 0, é facil provar que ha uma vizinhanca de x que é difeomorfa a um
aberto de R™. Se x for tal que g(x) = 0, mostrar que ha uma vizinhanga que é
difeomorfa a um aberto de H™ é praticamente seguir a demonstracao da proposicao
1.1.5. 1

Exemplo: O disco unitdario Dy, = {X eR™| Y™, x? < 1} € uma m-variedade
com fronteira consistindo de S™'. De fato, se definimos ¢ : R™ — R por ¢(x) =
T-> M x2, vemos que ¢~ {0} = S™ ! e que 0 ¢ valor regular de g. Logo, pelo lema
anterior, Dy = {x € R™| g(x) > 0} ¢ uma m-variedade com fronteira igual a S™.
Proposicao 1.1.6 Seja f : X — N suave, onde X é uma m-variedade com fronteira
e N é uma n-variedade (com ou sem fronteira), com m >n. Sey € f(X) C N €
um valor reqular para f, entdo f~{y} C X € uma m — n-variedade com fronteira.
Mais ainda, sua fronteira é igual a f~{y} N oX.

Demonstracao: O que devemos provar é local, dai basta provar para f : H™ — R™
(pois X & localmente H™ e M ¢ localmente R™). Dado x € f~'{y}, se x € intH™,
seja U, uma vizinhanca de x tal que U, C intX. Entao, da proposicao 1.1.5, segue
que f~"y} N U, é uma variedade suave de dimensdao m —n. Se ndo ha pontos em
f~Hy} N 09X, segue o resultado. Do contrario, se x € OH™, precisamos fazer uma
construcao: sabemos que existe ¢ : U — R™ suave, onde U é uma vizinhanca de x
em R™e g}uﬂHm =f ‘umHm' Como f nao tem pontos criticos em uma vizinhanga de
x (por continuidade), podemos assumir (diminuindo U se necessario) que g nao tem
pontos criticos, seguindo que ¢~ '{y} é uma m — n-variedade (como “subvariedade”
de R™)(pela proposicio 1.1.5). Seja 7: ¢~ {y} — R a projecao

(X1, . Xm) = X -

Afirmamos que 7 tem 0 como valor regular. De fato, seja z € ¢ 'y} tal que
7(z) = 0. Temos dmr, = (0,0,...,1) como uma funcao de T (g_1{y})z em R. Devemos
mostrar que d7m, nao se anula completamente em T (9_1{1)}) _» isto &, que existe
aecT (g_]{y})z tal que a,, # 0, o que é verdade, pois T (g_1{y})z ¢ o Kernel
de df, = dg, : R™ — R™ (isso ocorre pois se h : A C R™™ — g {y} for um
difeomorfismo que define ¢~'{y} como variedade numa vizinhanca h(A) de z, onde
A é um aberto, entao T (g_1{y})Z = dhy (R™™), onde u = h~'(z); e, calculando
dg, em T (g“{y})z, teremos dg,(dhy(v)) = d(go h)u(v) =0, Vv € R™™, pois
g o h = cte =y, seguindo que T (g_]{y})z C Ker(dg,); dai, por um argumento de
dimensao, segue a igualdade), e dai, se nao existisse a tal que a,, #0em T (g_1{y}) ,
T (9_1{14})2 c R™ 1 x {0}, seguindo que Ker(df,) = Ker(dg,) C R™' x {0} = 0H™,
0 que significaria que y nao seria valor regular de f‘aHm’ um absurdo. Agora,
fMylnuU = ¢y} N H™ consiste dos pontos z € ¢ Yy} tais que 7(z) > 0,
seguindo da afirmacao acima e do lema anterior que f~'NU é uma m — 1-variedade
com fronteira, e sua fronteira consiste de TT-{0} = f~{y}NUNOH™. Para terminar,
basta notar que f~{y}N U é uma vizinhanca de x em f~'{y}, e “percorrer” f~{y}
com x. l
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1.1.4 Homotopia e Isotopia

Seja f : M — N suave, com M uma m-variedade compacta sem fronteira e N uma
m-variedade conexa. Ja sabemos da Proposicio 1.1.1 que #f 'y}, com y valor
regular de f, ¢ finito. Mostraremos que a classe de residuo moédulo 2 de #f~{y}
nao depende do valor regular y.

Definigao 1.1.10 (Homotopia) Sejam X C R¥ ey C R' dois subconjuntos quais-
quer, e f,g : X = Y duas fungoes suaves. Dizemos que f € homotopica a g se existe
uma fungao suave F : X x [0,1] =Y tal que

F(x,1) =g(x) , ¥x € X.
Neste caso, dizemos que F € uma homotopia entre f e g.

Observagao: A relagio de homotopia € de equivaléncia. De fato, a reflexividade e
a simetricidade sao 6bvias. Para ver a transitividade, devemos usar a existéncia de
uma funcao suave @ : [0,1] — [0,1] tal que @(t) =0 para 0 <t <1/3, e @(t) =1
para 2/3 <t < 1. Para obtermos uma tal @, seja

0, t<o0
)\(t) :{ ef1/t t>0

que é sabidamente suave, ¢ @(t) = A(t — 1/3)/(7\(t —1/3) + A(2/3 — t)), para
t € [0,1], faz o que queremos. Dai, se F' é uma homotopia entre f e ¢, a funcao
Li(x,t) = F(x,p(t)) é tal que

Li(x,t) = f(x), t € [0,1/3]
Ly(x,t) = g(x), t € [2/3,1].

Sendo G uma homotopia entre ¢g e h, e tomando Ly(x,t) = G(x,@(t)), definimos

_ L] (Xazt)7 te [07]/2]
Mxt) —{ Lax2t—1), te[1/21],

e teremos que M(x,0) = f(x) e M(x,1) = h(x). Além disso, M é suave, pois no
intervalo (1/2—1/6,1/2+1/6), M(x,t) = g(x), para todo x. Seguindo que f e h
sao homotodpicas.

Definigao 1.1.11 (Isotopia) Sejam f,g : X — Y difeomorfismos. Dizemos que f
¢ isotopica a g se existe uma homotopia F': X x [0,1] = Y entre f e g tal que para
cada t € [0,1], a correspondéncia

x — F(x,t)

€ um difeomorfismo entre X e Y.
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Observacgao: Isotopia também é uma relagao de equivaléncia.
Antes do proximo resultado, devemos ver primeiro a
Observacao: Se M ¢ uma m-variedade sem fronteira, M x [0,1] & uma m + 1-
variedade com fronteira M x 0UM x 1.
Além disso, precisaremos do seguinte

Lema 1.1.2 Toda 1-variedade compacta com fronteira sempre tem um nimero par
de pontos em sua fronteira.’

Lema 1.1.3 (da Homotopia) Sejam f,g : M — N homotdpicas, com M e N
variedades de mesma dimensdo, e M compacta e sem fronteira. Sey € um valor
reqular para f e para g, entao

Hf Wy =#9 "yl mod 2 .

Demonstracdo: Se #f 'y} =0 = #¢ "y}, entdo temos o resultado (isso é o que
acontece quando y nao estd na imagem nem de f e nem de g). Se um dos dois
numeros nao for nulo, consideremos F : M x [0,1] — N uma homotopia entre f e g.
A prova seguiréa em dois casos:

Caso 1: Suponhamos que y é um valor regular para F. Entao, da observacao
anterior e da Proposigdo 1.1.6 (as hipoteses da proposigao estao satisfeitas pois
F}a(Mx 0.17) OU é f ou é g), teremos que F~'{y} é uma I-variedade com fronteira

igual ao conjunto
Fyln(Mx0uUMx1)=fylx0uUg 'y} x1.
Entdo o ntimero de pontos na fronteira de F~'{y} é

HF b+ #9 ).

Do lema 1.1.2, segue que esse niimero ¢ par, isto é: #f Yy} = #¢ "y} mod 2.
Caso 2: Sey nao é um valor regular de F'. Temos da proposicao 1.1.2 que existem
vizinhancas V7 e V; de y, tais que

A =AW eV e AT =4 YL W e Ve (113)

Mas, pelo corolério 1.1.4, temos que existe um valor regular z de F em V; NV, (no-
temos que F'~'{z} ndo ¢ vazio), seguindo do passo 1 que #f "z} = #¢ '{z} mod 2,
o que, juntamente com (1.1.3), mostra que #f "y} = #¢ {y} mod 2. W

Lema 1.1.4 Sejam y e z pontos arbitrarios do interior de uma variedade conexa
N. FEntao existe um difeomorfismo h : N — N que € isotopico a funcao identidade
e tal que h(y) = z.

Demonstragao: Olhar a pagina 22 de [7]. B
Agora, o resultado principal desta subseccao:

SPara uma demonstragao ver o Apéndice de [7]
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Teorema 1.1.7 Seja f : M — N suave, com M compacta sem fronteira e N co-
nexa, M e N de mesma dimensao. Sey e z sao valores requlares arbitrdarios de f,
entao

#f Yy} = #f 'z} mod 2.

Mais ainda, tal classe comum, que denotaremos por deg,(f), depende somente da
classe de homotopia de f.

Demonstracao: Dados y e z valores regulares de f, temos do Lema 1.1.4 que
existe h : N — N um difeomorfismo isotopico a identidade que leva y em z. Dali,
z ¢ valor regular de h o f (pois (ho f) Yz} = f~ 'y}, e a sobrejetividade de df;
garante a sobrejetividade de d(h o f)y). Notemos que h o f é homotopica a f (pois
se FF: N x [0,1] = N ¢é uma funcao de isotopia entre h e a identidade, definamos
G :M x [0,1] - M pondo G(x, t) = F(f(x),t); G é suave e G(x,0) = F(f(x),0) =
hof(x)e G(x,1) = F(f(x),1) = f(x) ), seguindo do Lema 1.1.3 da Homotopia que

#(hof) "z} = #f Yz} mod 2.

Mas (ho )Yz} = f~y}, seguindo que #f "y} = #f "z} mod 2, o que mostra a
primeira parte do teorema, e nos permite definir deg,(f) como a classe de #f~'{y}.
Sendo g homotopica a f, temos do Corolério 1.1.4 que existe y um valor regular de f
e g, seguindo do Lema 1.1.3 que #f Yy} = #¢ 'y} mod 2. Dai, do que acabamos
de mostrar, deg,(f) = deg,(g). B

Definigao 1.1.12 Dizemos que deg,(f) € o grau modulo 2 de f.

1.1.5 Variedades orientaveis e o grau de uma transformacao

Para definirmos o grau de uma func¢ao como um numero inteiro, € nao como uma
classe de residuos, introduziremos nesta subseccao o conceito de orientagao em nos-
sas variedades.

Definicao 1.1.13 Seja A um espago vetorial real n-dimensional. Dizemos que duas
bases ordenadas B1 =1{b1,bz,...,bn} e 2 ={ay,...,an} de A sao equivalentes se a
matriz mudancga de base de 31 para p, tem determinante positivo.

Observacao: A relagao definida acima € de equivaléncia.

Definicao 1.1.14 Dizemos que duas bases ordenadas 31 e B2 determinam a mesma
orientacao se sao equivalentes.
1 determina orientagao oposta a B, se nao sao equivalentes.

Observagao: Podemos dessa forma colocar uma orientagdo num espaco vetorial,
a orientacao correspondente a uma dada base fizada. Dizemos, entao, que o espago
estd com sua orientacao positiva se tomarmos a orientacao correspondente a essa
determinada base, e estd com sua orientacao negativa quando sequirmos bases que
nao determinam a mesma orientacao que a base fixada.
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Observagao: A orienta¢ao positiva do R™ nds a tomaremos correspondendo a
base canodnica {e,...,en}, onde e = (0,...,1,0...,0).

i
Observacao: Para um espaco vetorial de dimensdo zero, adotaremos uma orien-
tacao com os simbolos +1 ou —1 sempre que for necessdrio.

Definicao 1.1.15 Dizemos que uma m-variedade M, com m > 1, € orientavel se é
possivel definirmos uma orientacao em cada espaco tangente TMy de tal forma que:
para todo x € M, existe uma vizinhanca U C M e um difeomorfismo h mapeando
U em um aberto de R™, ou H™, que preserva orientacao, no sequinte sentido:
Yy € U, o wsomorfismo dhy : TMy — R™ leva a orientagao pré definida de TM,
na orientacao positiva de R™, significando que, se p ¢ uma base de TMy com a
orientacdo escolhida em TMy, entdo a base o = dhy{B} tem a mesma orientagdo
da base canodnica de R™.

Colocaremos a seguir uma orientagao positiva na fronteira de uma variedade
orientavel M. Se M tem fronteira, podemos distinguir trés tipos de vetores no espago
tangente TM,, em um ponto de fronteira x:

1. hé os vetores tangentes a fronteira formando um espago m — 1-dimensional;

2. ha os vetores “interiores”, que formam um meio espago aberto limitado por

T(oM),;
3. hé os vetores “exteriores”, que formam um meio espago complementar.

Esses trés tipos de vetores sao os correspondentes a imagens por (dgx)™' dos trés
tipos de vetores em R™: vetores em OH™, vetores em intH™, vetores em R™\H™,
respectivamente, onde g é uma parametrizagao de uma vizinhanga de x (observemos
a figura 1.1.1). Agora, se dimM > 2, para cada x € OM, seja {vq,v2,...,V;n} uma

m
Rn—1

@997 (g ]
(dgy)

tipo 2 tipo 1 ipo 3

Figura 1.1.1: Os trés tipos de vetores.

base de TM,, com a orientagao positiva de TM,, tal que v,,...,v,, sao tangentes a
fronteira (isto é, sdo do primeiro tipo) e tal que vy é exterior (sempre é possivel fazer
isso através de rotagoes). Entao, {vz,...vy} determina uma orienta¢do para OM em
x. Se dimM = 1, para cada ponto x em 0M, colocamos a orientacao —1 ou +1,
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de acordo com o vetor orientagao em x ser interior ou exterior, respectiamente. Tal
orientacao seré sempre tomada como positiva para a fronteira de M, utiliza-la-emos
sempre para 0M, salvo meng¢ao em contréario.

Passaremos a definir o grau de uma fungao como um ntmero inteiro. Sejam
M e N variedades orientaveis e sem fronteira de mesma dimensao n, com M com-
pacta e N conexa, e f : M — N uma fungao suave. Seja x € M um ponto regular de
f, entao dfy : TMy — TNy (4 ¢ um isomorfismo entre espagos vetoriais orientaveis.
Definamos o sinal de df, como +1 ou —1 se df, preserva ou nao a orientagao (isto
é, se dfy leva bases com a mesma orientacao fixada em TM, em bases com a mesma,
orientagao fixada em TMy(x), ou nao).

Definicao 1.1.16 Seja y um valor reqular de f. Definimos o grau de f em vy,
deg(f;y), por
deg(f;y) = Z sinal df,".

xef~y}

Observacao: deg(f;y) estd bem definido. Isso é claro pela compacidade de M e
a Proposicao 1.1.1.

Observacao: Além disso, notemos que quandoy & f(M), deg(f;y) = 0.
Observagao: deg(f;y) € localmente constante como uma fung¢dao dey definida no

conjunto dos valores regulares de f. Isso segue da proposicao 1.1.2 e da orientabili-
dade de M e N.

Teorema 1.1.8 O inteiro deg(f;y) nao depende da escolha do valor requlary.

Demonstraremos o teorema acima utilizando alguns resultados que ainda iremos
estabelecer. Agora, ja usando esse teorema, temos a seguinte

Definicao 1.1.17 Definimos o inteiro dado no teorema anterior por grau de f, e
o denotamos por deg f.

Provaremos ainda o seguinte

Teorema 1.1.9 Se f é homotopica a g, entao deg f = deg g.

Lema 1.1.5 Suponhamos que M ¢é a fronteira de uma m-variedade orientdvel e
compacta X, e que M estd orientada como a fronteira de X (de acordo com a ori-
entagdao positiva da fronteira). Se f : M — N estende-se a uma fung¢ao suave
F :X —= N, entao deg(f;y) =0, para todo y valor regular de f.

Demonstragao: Olhar o lema 1 da pagina 28 de [7]. B

Lema 1.1.6 Se as duas funcoes suaves f,g : M — N sao homotopicas, entao

deg(f;y) = deg(g;v),

para todo valor requlary comum a f e a g.

6Para a definicio de grau de f em y nao foi relevante a conexidade de N, porém o resultado
principal concernente ao grau — sua independéncia em relagdo a y (teorema 1.1.8) — utilizara tal
fato. Assim, j4 assumimos isso previamente.
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Demonstracao: A variedade X x [0,1] pode ser orientada como um produto, onde a
fronteira M x OUM x 1 estaré orientada com a orientagao positiva que estabelecemos
ao orientarmos fronteiras. Mas dai, para que isso ocorra, as orientagoes de M x 0
e M x 1 precisam ser opostas (como podemos ver na figura 1.1.2). Se F' for uma

Vi

Figura 1.1.2: Orientacao da fronteira.

fungao de homotopia entre f e g, com F(x,0) = f(x) e F(x,1) = g(x), temos, por
definicao, que o grau de F|a(M>< jo,1]) €M um valor regular y é o niimero
deg(g;y) —deg(f;y)  ou  —deglg;y) + deg(f5y) .

Pelo Lema 1.1.5, essa diferenca é 0, seguindo que deg(g;y) = deg(f;y). B

Agora, se y e z sao ambos valores regulares def : M — N, seja h : N — N um
difeomorfismo que leva y em z e é suavemente isotopico a identidade (a existén-
cia de h é garantida pelo Lema 1.1.4). Desde que dh, preserva a orientacao (se

nao preservasse, deg(h;y) = —1 em algum ponto y, seguindo do lema 1.1.6 que
deg(identidade;y) = —1, uma contradi¢ao), temos que d(h o f)x = dhsx) o dfx
preserva a orientacao se e somente se df, preserva, donde seque que

deg(f;y) = deg(h o f;h(y)) . (1.1.4)

Mas como f é homotopica a h o f, o Lema 1.1.6 da que
deg(h o f;z) = deg(f;z) (1.1.5)

Desde que h(y) = z, temos de (1.1.4) e (1.1.5) que deg(f;y) = deg(f;z), o que
mostra o Teorema 1.1.8. A prova do Teorema 1.1.9 é conseqiiéncia direta do Teorema
1.1.8 e do Lema 1.1.6.

Observacao: Convencionaremos que quando f nao tem valor regular, deg f = 0.

Proposicao 1.1.10 Um difeomorfismo f : M — N tem grau +1 ou —1, conforme
df, preserva ou nao a orientacao em algum ponto x € M.

Demonstra¢ao: A demonstragao é imediata se utilizarmos o Teorema 1.1.8 e a
defini¢ao 1.1.17 de grau de f. B
Seja r; : ST — S™ a funcao definida por

(X1, Xng1) = (X1, 00y — Xg, oo Xng 1) -
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E facil ver que r; ¢ um difeomorfismo tal que dr;, inverte a orientacdo. Dai, deg r; =
—1. Assim, a funcdo antipodal a(x) = —x, definida em S™, tem grau (—1)™*', uma
vez que a(x) = r; 019 0--01,1;(x). Segue dessa argumentacao que, se n & par,
a funcao antipodal ndo ¢ homotopica a identidade, um fato que nao era detectado
pelo grau modulo 2.

1.1.6 O Teorema da “Esfera Cabeluda”

Daremos a seguir a definicao de Campo Vetorial. Além disso, utilizaremos os resul-
tados das subsecgoes anteriores para provar o Teorema da “Esfera Cabeluda”.

Definigao 1.1.18 (Campo Vetorial) Seja M C R* uma m-variedade. Dizemos
que uma funcio suave v: M — R* é um Campo Vetorial se

v(x) € TMy, Yx € M .

Observagao: No caso de M = S™, a condi¢ao de ser campo vetorial significa
v(x)ex =0, Vx eS™

Teorema 1.1.11 (Teorema da “Esfera Cabeluda”) S™ admite um Campo Ve-
torial que nao se anula em nenhum ponto se e somente se . € impar. Em particular,
sen € par, todo Campo Vetorial em S™ se anula em algum ponto.

Demonstracao: Seja v um Campo Vetorial que nao se anula em nenhum ponto de
S™. Podemos assumir que v(x) @ v(x) = 1, Vx € S™, pois sendao podemos tomar
v(x) = v(x)/lv(x)]. Isto é, v é uma funcdo de S™ em S™. Definamos F : S™ x
[0,1] — S™ pondo F(x,t) = cos(mt)x 4 sen(7mt)v(x). Notemos que F(x,t) é suave
e “chega” em S™, pois F(x,t) @ F(x,t) = cos?(mt)|x|? 4+ 2 cos(7rt)sen(7tt)x ® v(x) +
sen?(mt)|v(x)|? = 1, além disso, F(x,0) = x e F(x,1) = —x, o que mostra que a
funcao antipodal a(x) = —x ¢é homotopica a funcao identidade. Se n é par, o que
vimos no final da ultima subsec¢ao garante que isso é impossivel, demonstrando
uma afirmacgao do teorema — isto é, v precisa se anular em algum ponto de S™ .
Reciprocamente, sendo n = 2k — 1, podemos definir v(x1, ... ,X21) = (X2, — X1,X4, —
X3, ..., X216 — X21_1), que ¢ um Campo que nao se anula em nenhum ponto de S™. W

1.2 Compactificacoes

Veremos nesta sec¢ao uma introdugao a teoria de compactificar espagos topologicos.
Veremos uma condigao suficiente para compactificar um espago topologico. Por fim,
veremos a compactificagao de Stone-Cech, que é aquela em que toda fungao continua
no espaco pode ser estendida continuamente para a sua compactificagao.

Definicao 1.2.1 Seja X um espago topoldgico Hausdorff. Y € dito uma compacti-
ficacao de X se Y € compacto e Hausdorff, XC YT e X =Y.

"Aqui, a topologia de X deve coincidir com a topologia induzida por Y.
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Exemplo: Se X =(0,1), entao Y = [0, 1] € uma compactificaciao de X.
Veremos alguns tipos de compactificagoes. Comecaremos com a compacti-
ficacao a um ponto. Para isso, precisaremos da

Definicao 1.2.2 Um espago topoldgico X € dito localmente compacto se, para todo
x € X, emistem C C X um compacto e V. C X uma vizinhanca de x, tais que
xeVcCcC.

Exemplo: R™ € localmente compacto.
Seja X um espaco topoléogico localmente compacto e Hausdorff. Tomemos um ponto
0o ¢ X, e seja Y = X U{oo}. Definamos a seguinte topologia em Y:

T={U C X|U é aberto de X} U{Y\C | C é compacto de X}

Vejamos que T é uma topologia: () € T, pois é aberto de X, Y € 1, pois Y = Y\(), e ()
é compacto. As intersecoOes finitas de elementos de T estao em T, pois, se A,B estao,
entdo temos trés casos: (i) Se A e B s@o abertos de X, entao A N B é aberto de X,
logo esta em T; (ii) Se A é aberto de X e B = Y\C, entao AN B = AN (X\C), que
é um aberto de X, pois como C é compacto no espago de Hausdorff X, segue que C
é fechado em X; (iii) Se A = Y\C; e B = Y\Cy, entao AN B = Y\(C; U C3), que
estd em Y porque uniao finita de compactos é um compacto. As seguintes relacoes
mostram que unioes de elementos de T estao em T:

U, uy = Uer
Uy("\Cy) =V\(N,Cy) = V\Cer
Uy Uy U (U, (NGy)) =UUuMC) = (W er,

onde a ultima pertinéncia vale pois C\U é um fechado dentro do compacto C.

Proposicao 1.2.1 Seja X Hausdorff e localmente compacto, mas nao compacto.
Se Y for construido como acima, entio Y € uma compactificagao de X.

Demonstracao: Mostremos primeiro que a topologia T induz a topologia de X. De
fato, se A € T, entao A N X é aberto de X, pois: se A é aberto de X, ANX = A;
se A=Y\C, AnX = (Y\C) N X = X\C, um aberto de X (pois C é fechado em
X). Por outro lado, se A for aberto de X, entao A = AN X (sendo um elemento da
topologia induzida, pois A estd em T). Além disso, vejamos que X é denso em Y.
De fato, qualquer vizinhanca de oo é do tipo Y\C. Dai, como X nao é compacto,
qualquer dessas vizinhancas intercepta X, e segue que oo € X. Como X C X, segue
que Y = X. Y é compacto, pois, se A é uma cobertura de Y por abertos, entdo existe
A € A que contém oo, sendo por isso A = Y\C. Da compacidade de C, segue que
existem A, Ay, ..., A, em A, que cobrem C. Logo, A, Ay, ..., A, constituem
uma subcobertura aberta e finita de Y. Por fim, vejamos que Y é Hausdorff: dados
x #Y €Y, se ambos estiverem em X, entao sdo separados por abertos de X (pois X
¢ Hausdorff). Se y = oo, como X é localmente compacto, existem C compacto e Vy
vizinhanca de x tais que x € V, C C. Tomando Y\C como vizinhanca de y, temos
que (Y\C)NV,=0. W
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Definicao 1.2.3 Y com a topologia T € dito a compactificacdo a um ponto de X.

Exemplo: Via projecao estereogrdfica, é possivel mostrar que a compactificagao a
um ponto de R, R U {oo} é homeomorfa a S'.

A proposicao anterior pede que o espaco seja de Hausdorff, localmente com-
pacto, mas nao compacto para admitir uma compactificacao a um ponto. O Lema
1.2.1 a seguir fornece uma condigao suficiente diferente para que o espago admita
alguma compactificagao: e esta é construida na demonstracao do citado Lema. Ob-
servemos primeiro a

Definicao 1.2.4 Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma funcao injetora e continua
h: X —Y € dita um mergulho se a restricao de h a sua imagem € um homeomor-

fismo®.

Lema 1.2.1 Seja X um espago topologico Hausdorff. Se existem Z um espag¢o com-
pacto e Hausdorff e um mergulho h : X — Z, entao X admite uma compactificag¢ao

Y.

Demonstracao: Sejam Xo = h(X) C Z e Yo = Xo. Yo é compacto e Hausdorff, pois é
um subconjunto fechado de um espac¢o compacto e Hausdorff. Seja A um conjunto
disjunto de X, tal que existe £k : A — Y\ Xo uma bijegao. Definamos Y = XU A e a
bijecao H : Y — Y, pondo

| h(x), xeX
H(X)_{ k(x), x€A.

Coloquemos a seguinte topologia em Y:
U C Y é aberto de Y se, e somente se, H(U) é aberto de Y.

Dessa forma, H é um homeomorfismo. Afirmamos que Y € uma compactificacao de
X. De fato, como H é homeomorfismo, segue que Y = H~'(Y,) é compacto e Haus-
dorff, pois homeomorfismos preservam tais propriedades. Além disso, a seguinte
relacao mostra que X é denso em Y:

HX)=H(X)=Xo=Y, = H(Y).

Resta ver que a topologia de X coincide com a topologia induzida por Y. De fato, se
L é aberto de X, entdao H(L) = h(L) é aberto de Xq, seguindo que H(L) = M N X,
com M um aberto de Y,. Dai, N = H~ (M) é aberto de Y, e L = NN X. Por outro
lado, se L for aberto de Y, entdao H(L) é aberto de Yy. Dai, h(LNX) = H(L)NA(X) =
H(L)N Xy = hA(LNX) é& aberto de Xo = LN X é aberto de X. W

Observacao: Y como na proposi¢ao € métrico quando Z for métrico, pois se dz
for a métrica de Z, basta tomar

dy(y1,v2) = dz(H (y1), H(y2)),

8Queremos dizer com isso que a funcdo h* : X — h(X), definida pala regra h*(x) = h(x), é um
homeomorfismo
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que dy é uma métrica que induz os abertos de Y.

Podemos colocar uma hipotese no espago X para que ele sempre admita ser
mergulhado num espago compacto e Hausdorff (e portanto, admitir uma compacti-
ficacao):

Definicao 1.2.5 Seja X um espago topoldgico. Dizemos que X € completamente
regular se subconjuntos formados por somente um ponto sao fechados, e se, dados
xo € X e A C X fechado tal que xo & A, entao existe f : X — [0, 1] continua com a
sequinte propriedade:

fxo) =1 e f(A) ={0}

Corolario 1.2.2 Subespaco de espago completamente reqular € reqular, e produto
cartesiano de espacos completamente requlares é completamente reqular.

Observacgao: Se I' for um conjunto de indices, denotaremos Y' como sendo o
produto cartesiano na topologia produto

[z comz,=Y vyer

yer

Teorema 1.2.3 (Teorema do Mergulho) Seja X um espag¢o de Hausdorff. Su-
ponhamos que {fy}yer € uma cole¢ao de fungoes continuas, f, : X = R, satisfazendo:
“para cada xo € X e cada fechado A, com xo & A, existe Yo € T tal que

Fro(x0) >0 e fo(A)={0}"
Entéo a funcio F : X — R, definida por
Flx) = ().,
¢ um mergulho de X em R'.
Demonstragao: Ver pagina 220 de [8].

Corolario 1.2.4 Seja X completamente reqular. Entao existem um espaco de Haus-
dorff compacto Z e um mergulho h : X — Z. Em particular, X tem uma compactifi-
cacao.

Demonstragao: Basta tomarmos a colegdo {f,}yer de todas as funcoes continuas
da Definicao 1.2.5 de completamente regular e notar que tal colecao satisfaz as
hipéteses do Teorema do Mergulho. Tomando entao h = F, temos um mergulho
em [0,1]". Além disso, o espaco de Hausdorff [0,1]" ¢ compacto, pelo Teorema de
Tychonoff °. Em particular, pelo Lema 1.2.1, X admite uma compactificacio. W
Se X é um espago de Hausdorff e Y é uma sua compactificacao, nem sempre
¢é possivel estender uma funcao real continua definida em X para uma funcao que
seja continua em Y. Como um exemplo, s6 conseguimos estender uma funcao f

90 Teorema afirma que o produto de espacos compactos é compacto. Ver a Secgao 5.1 de [8]
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definida em (0,1) para uma funcao continua em [0,1] se existem lim, o+ f(x) e
lim, ,1- f(x). Mas existe uma compactificagdo que tem essa propriedade (isto ¢,
toda fungao continua em X é estendivel continuamente & essa tal compactificagao
de X). Sejam X completamente regular e {f,}yer a colecio de todas as fungoes
continuas e limitadas f, : X — R (notemos que as fungdes da Defini¢ao 1.2.5 de
completamente regular estao ai inclusas). Para cada y € T, seja

L, = [inff, (X) , supf, (X)].
Definamos h : X — Hyer I, colocando h(x) = (fy(x))yer. Pelo Teorema do
Mergulho, A é um mergulho, e, pelo Teorema de Tychonoff, HVGFIV é compacto.
Assim, o Lema 1.2.1 e sua demonstragao nos dao uma compactificacao Y de X.

Definicao 1.2.6 Dizemos que Y acima construida é a compactificagao de Stone-
Cech de X. Denotaremo-la por 3(X).

Teorema 1.2.5 Se X ¢ completamente reqular, entao toda funcao continua e limi-
tada, f : X — R, pode ser unicamente estendida a uma funcao continua em B(X).

Demonstracao: [(X) é induzida pelo mergulho A : X — Hyer I,. Pelo que vimos,
h se estende a um mergulho H : B(X) — Hyer I,. Agora, dada uma fungao f real,
limitada e continua em X, entao f = f,,, para algum yo € I'. Seja

T, [ [Ty = Ly,

yer

a projecao no intervalo I,,. Definamos g = m,,0H. A funcao g é continua e definida
em B(X). Além disso, Vx € X, g(x) = m,, (h(x)) = £, (x) = f(x), isto &, g estende
f. A unicidade vem do

Lema 1.2.2 Sejam A C X e f: A — Z uma fung¢ao continua de A num espago de
Hausdorff Z. Entao existe no mdximo uma extensao continua de f a uma fungao
continua g : A — L

Demonstracdo: Suponhamos que g, ¢’ : A — Z sdo duas extensdes de f, e que
exista x € A\A tal que g(x) # ¢'(x). Como Z é Hausdorff, existem V e V' abertos
disjuntos contendo g(x) e g’(x), respectivamente. Seja U = ¢~ '(V)Ng''(V’). Ué
um aberto de A, que contém x. Mas U intercepta A em um ponto y (pois x esté
no fecho de A), dai, g(y) = f(y) = ¢'(y) € VN V’, uma contradi¢ao. B



Capitulo 2

A técnica da Compactificacao de
Poincaré

2.1 A Compactificacao de Poincaré de um campo
vetorial polinomial

Introduziremos a Compactificacao de Poincaré de um campo vetorial polinomial
qualquer e daremos as suas expressoes em coordenadas locais. Por tltimo, provare-
mos um resultado a respeito de campos que nao se anulam em R™.

Seja X = (P1,P27 e ,P“) um campo vetorial polinomial em R™. Iden-
tifiquemos R™ com 7 = {y eR™ |y = 1}, que é o plano tangente a S™ no
polo norte N. Tal identificacao é dada pelo difeomorfismo dg, : R™ — TS{, onde
g:UCR"™— V C S™é a inversa de uma parametrizacao de uma vizinhanca V
de N, e u = ¢~ '(N). Tomando uma projecio central, facamos duas copias de 7
em S™, uma em H™ — o hemisfério norte sem o equador — e outra em H™ — o
hemisfério sul sem o equador —, da seguinte forma: considerando r uma reta que
passa por 0 € R™1 ¢ corta 7t no ponto x, temos que 1 corta S™ em dois pontos y; e
Y2, y; € H" ey, € H™. Dai, cada ponto x € 7t sera relacionado com um ponto em
H* e com um ponto em H™ (observemos a figura 0.0.1 na introdugao do trabalho).
Mais concretamente, definamos @ : R™ — H* e ® : R™ — H™ por

1 B —1
m(xh...,xmﬂ e ‘D(X):m

n 1/2
Alx) = (1 —|—fo> : (2.1.1)
i=1

Proposic¢ao 2.1.1 ®*" ¢ @~ sao difeomorfismos.

(I)+(X) = (X17"'7Xn71)7

com

Demonstragdo: ®+ é uma funcao C® de R™ em HT c R™'. Basta, entdo, mostrar
que @ tem inversa C® de H™ em R™. Para isto, notemos que

. Z1 z
fHziza, .o znp) = (— —n) )

) )
Zn+1 Zn+1

33
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definida em H™. é a inversa de @™, pois
) M

1 z Zn
O o [z, i) = ( s ,1):(21,...,%) e
1 n Ziz 2 Zni1 Zni1
Tl szlﬂ
X1 Xn 1
o (xq,. .. xn) = f L = (X1, ... xn).
Fro® o) =1 (i ) = e

Além disso, fT é de classe C*®, pois para cada z € H™, ha sempre uma vizinhanca
V, de z tal que yni1 >0, V(ys,...,yns1) € V.
Para @, basta notar que f~(z1,...2n1) = (21/2Zni1, -+ - ,Zn/Zny1), definida em H™,
¢ a sua inversa.
Observagao: Notemos que SM\H* ¢ S™\H™ sdo homeomorfos a compactificagoes
(no sentido da Defini¢ao 1.2.1) de R™.

Com isso em maos, podemos fazer X induzir um campo vetorial X em
H* UH™, definido por

_f dOf(X(x)), sey=DT(x)
Fly) = { 40~ (X(x)), scy =0 (x), (2.1.2)

que pode ser escrito como

do* (X ((0") (W), H*
R) = DR ((®") 1(y)) e (2.1.2/)
dq)(q)—)—l(y) X ((q)i)i (U)) , seye Hia

mostrando que X esta bem definido. Observemos que, de fato, X ¢ um campo
vetorial, pois é definido por derivadas, satisfazendo a Defini¢ao 1.1.18.

Lema 2.1.1
T—yf  —yiyz - —YiUn
—Y2Y T—y3 - —Yayn
X)) =ynn : : - : P(y),
—Ynl1 —YnY2 - 1— yi
—Yn+1Y1 —YnpY2 o —YntlUn

ondep:(fj],...,p“)eﬁi(yb...yn,ynﬂ):f’i( vr Yo ),iz],...,n

7 *
Yn Yn+1

Demonstracao: Calculemos as matrizes

G2 GJox Gfom GJom
a,q] ( ) e aX:‘ (X) 6>q] ( ) e axl (X)
dd) = : : cdd = : : :
o GJox Glom GIom
it (x) e (x) et (x) e et (x)
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comx = (@) (y),y € HY, e x = (O07)'(y), y € H™, respectivamente. Para
i=1,...n, temos que

a(Df(X) _ A(x) —x2A(x) ™!

Ox; (A(x))?

Y

se X = (Y1/Unt1s - - - Yn/Yns1), A(x) = 1/[yns1l, e ficamos com

20}

5o () = unal(T = y2) = ynn (1 -y,

20 (), com x = (@) (y) —y e H-

Xq

pois aqui, Yn1 > 0. A mesma conta para

—, mostra que
o)
aXi
pois agora Yn1 < 0; isto ¢, tanto para y € H™ como para y € H™, temos a mesma
expressao para as entradas ai; das matrizes em (2.1.3). As entradas ayj, com 1 # j
e i < n serao:

(x) = —lynl(1 —y7) = ynp1(1 —yi),

OB () = XA Cus) = Yner (—uivy)
ox; = A(x)2 = YUn+11{—Yil;) = YUn+11—YiY;j

i
an
com calculos analogos. Agora,

_ [ X(@) ), yeH Y
) —{ X((@)"(y), yeH } -

:<p1< CAN y)p( Vi Un )):p(w.
Yn+1 Yn+1 Yn+1 Yn+1

Substituindo tudo isso em (2.1.2), segue o lema. W

O equador S™ 1 = {y € S™ |y =0} de S™ corresponde ao “infinito” de
R™ (uma vez que é limite de @*(x) quando [x| tende a 00), e a propriedade chave
do campo b'e , definido em S™\S™', é poder de alguma forma ser estendido para
S™. Dai conseguiremos estudar as orbitas de X no infinito de R™. Seja, assim,
m = max {grau(P1), e ,grau(P“)}. Definamos

€ a mesma expressao para (x). Os elementos a1y serao —y2 1Y, obtidos

X)) =vi' R ). (2.1.4)
Dai, colocando

fﬁk(yh-nayn—l—” :‘UTT—Hﬁk(yh"-ayn—O—])a k = 17“’“’7 (215)
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teremos do Lema 2.1.1 que

T-yf  —yi2 - —Uin P(y)
_ —Y2y1 1 —U§ —Y2Un ng(y)
X(y) = : : : : : (2.1.6)
—Ynl1 —YnY2 - 11— U%L ~n'
—Yn+1Y1 —Yn+1Y2 -0 —YnpiYn Prly)

que é um campo analitico em todo S™. Que a funcao X & analitica em todo S™ é
facil de ver, uma vez que é polinomial e sua expressao garante sua suavidade em S™.
Para ver que ¢ um campo vetorial, basta mostrar que X (y)ey =0, Yy € S™! (de
acordo com a Defini¢do de campo vetorial 1.1.18), o que é fato pela continuidade
da fungao produto escalar (pois tal produto ¢ 0 nos pontos de SM\S™ ).

Definicao 2.1.1 Dizemos que o campo X éa Compactificacao de Poincaré do
campo X.

Observacgao: FEstudar o campo X no hemusfério norte sem o equador, em termos
de orbitas, € o mesmo que estudar o campo X, pois apenas multiplicamos b'e pela
fungao sempre positiva y?;f]] (resultando nas mesmas orbitas). Iqualmente para X
no hemisfério sul sem o equador (onde multiplicamos b'e pela funcao sempre negativa
una)-

Definicao 2.1.2 Dado um polinomio P : R™ — R de grau 1, a decomposi¢cao em
suas partes homogéneas é dada por

P=Py+ P +---+P,

onde Pj € seu termo homogéneo de grau j.

Observagao: PX(ys,...,yn1) definidos em (2.1.5) sdo polinémios homogéneos
de grau m. De fato, se P* = P§¥+ P¥+ .-+ + PX ¢ a decomposigao nas partes
homogéneas de Pk,

ﬁkhnp.-yn+ﬂ::y211(P§( g e )—%~'+—Rﬁ( v e )),

) *) Y *)
Yn+1 Yn+1 Yn+1 Yn+i

dai, desde que o i-ésimo termo da soma acima é y,T;]iPik(yh ..., Yn), segue que Pk
¢ homogéneo de grau m. B

Calcularemos agora X considerando uma familia de cartas locais de S™.
Cubramos S™ com 2(n+ 1) cartas locais (U;, @), (Vi,¥;) comi=1,... n+1, onde

Wi={y eS|y >0}
Vi={y € S|y <0},

d)i:Ui—)]R“
WiIViHRn
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sao definidas pela mesma regra

. ey

(ys Ynit) — (Ul Yi—1 Yit Un+1>
e sYnt — .

VT VR VR Yi
Notemos que @; e ¥; sao difeomorfismos, pois as fungoes
1
(X17"'7XT‘L) L M(Xh"'7X17]7]7Xi7"'7xn)
—1
(‘X"I?"'?‘X'T‘L)'H m(x17"'7X:L*17‘]7Xi7"'7‘x'n)7

definidas em R™, sdo suas inversas, respectivamente (os calculos sdo analogos aos da
Proposicao 2.1.1). Observemos que (@) =@, ;e H = U1, e (O7) ' =¥, 4y
e H™ = V1. Escrevamos

Y1 Yi—1 Yin Yn+1
(217227"'7211):q)i(yhyZ;"'aynJr]): Ty ’ yee ey
Yi Yi Ui Yi
as coordenadas locais em U;, observando que, para cada i, (z1,...,zn) tem signifi-
cados distintos. B
Calculemos X em Uy, nas coordenadas (z1,...,zn). Sejay € U;. Desde

que d(®;)y estd definido em T(U;)y (= T(S™)y), o campo X nas coordenadas

(z1,22,...,2n) serd definido por d(®;)y ()N((y))7 com y = ®;'(z). Temos entdo
0

Lema 2.1.2 O campo X em Uy, nas coordenadas z = (21,22, . . . ,zn), tem a sequinte
eTpressao:
1 51, B2 31, B3 T ~
A(z)m1 <—Z1P + P, —zP +P° ..., —zyn P +P", —2z,P >’

onde Pt = ﬁi(l Z1, e sZn)
Demonstracao: Sey e Uy NHT,
a(@1), (X (W) = A®1)y (! R W) =yl d(@1), (@@ (X (x))) =
=y d(@y 0 @), (X (x)), (2.1.7)
onde y = ®;'(z) = ®*(x). Mas

1 1
QoD (X)) =01 [ ——(x1,%2, ... . X0, 1) | = —(x2,%3, ... Xn,1),
A(x) X1
donde segue que
—x2/x3 1/x1 0 -+ 0
—x3/x3 0 1/x; -+ 0
d(@10 @), = : : S
—Xn/X7 0 0 - 1/x3

“1/x2 0 0 - 0
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e dai
1
d(@10 Oy (X (x))=— (—x2P'+ x1 P>, — x3P'+ x1P?, ... = x P4+ x, P",— P'),
X1
(2.1.8)
onde P' = PY(x1,X2,...,Xxn). Considerando (z1,...,zn) = (Y2/Y1,... . Yns1/Y1), €
lembrando que (x1,...,Xn) = (Y1/Uns1, - - \Yn/Yni1), temos que
_Yq _1 Y2 oz g _ Yn  Zn
X1 = = X2= — =Ty Xn = - T
Yn+1 Zn Yn+ Yn+1 Zn Yn+1 Zn
o que, de (2.1.8), nos da
d(@10 @) (X (x))=zn (—21 P+ P2—2oP'+ P3, ... — 2 P+ P"— 2, P) |
onde P' = PY(1/zn,21/Zn, . . . ,Zn_1/2n). Substituindo a expressdao acima em (2.1.7),
observando que
1 1 |zl Zn
Yni1 = = — —— =" (219)
AN ey VItRhE Al
onde a ultima igualdade se da porque z, = Yni1/y1 > 0, segue que
¥ _zZy 1 2 1 3 1 n 1
d((D])y(X(y))—W (—Z]P + P , ZZP + P ey Zn,1P + P ,— ZnP ) s
com Pt = PY(1/zn,21/Zn, . . Zn-1/Zn).
Desde que PY(1,z1,...,zn) = 2™PY1/2n,21/Zn, -+ - ,Zn_1/Zn), SEGUE qUE
b 1 B, P2 D1, P3 1, pn B
Ay (X (¥)=5 s (—Z1P F P2z, P' 4 P3,. .~z P+ Pz, P ) ,
com Pt = Pi(1 Z1y e e sZn)-

Sey € U NH™, teremos a mesma expressao que acima, ja que d(@q0 D), (X (x))
tem a mesma expressao, e

—1 - _|Zn| - Zn

Unt = A0 T A A (2.1.10)

j& que agora zn = Yns1/y1 < 0. Nos pontos y € U; N S™ ', a expressao serd a
mesma por continuidade. W B

Multiplicando a expressao de X em coordenadas z;’s pela fungao positiva
A(z)™ 1 temos uma expressao Z(z1,22, . . . ,zn), que definiremos como sendo o campo

X em Uy, nas coordenadas (21,22, ... ,2Zn).
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Com célculos semelhantes aos do Lema 2.1.2 para as demais cartas locais
(U, @;),1=2,...n+ 1, chegamos as seguintes expressoes do campo X, multipli-
cado pela funcao A(z)™

Em U;: (—21]31—1— P2 — 2P+ P3, ... —z, P+ P — Zn]~31) ,
onde Pt = PY1,z1,....z);

em U,: (—11 P24 Pl —2,P24 P3, .. —z, P>+ P"— znfﬂ) ,
onde Pt = PYz1,1,... z0);

em Uj: (—z1]~33+ P\ —z,P3+ P2 z3P34 P4 ... —z, P34+ P"— anB3) ,
onde P! = PYz1,22,1,23,....,z0);

em Uy: (—21 P Pz, Py P2~z P P zn}N’“> ,

onde Pt = PYz1,23,....z0,1);
em Unyq: (P',P%... P,
onde P*'= PYzq,....,zn).

Notemos como a expressao em U, ; é diferente das outras. Seu calculo foi feito
de uma forma bem facil, pois Up,; = H e @y = (OF)7T, como ja tinhamos
observado antes. O que acontece é que o campo tem a mesma expressao que o
campo X. Trataremos com mais detalhes disso no Capitulo 3.

Agora, a expressao de X na vizinhanca V; é a mesma que em U;, multi-
plicada por (—1)™'. Isso ocorre pois ¥; tem a mesma expressio que @i, e, em

Vi » —z, m—1 » Z m—1
il = () o)

onde a primeira igualdade pode ser provada refazendo os célculos (2.1.9) e (2.1.10),
com Y7 < 0. Dessa forma, temos o campo X escrito em cada uma das 2(n +
1) vizinhangas, nas coordenadas (z1,...,z,), lembrando que em cada vizinhanca

(z1,...,zn)’s tém sigificados distintos, e que a expressao final esta multiplicada pela
funcao A(z)™ .

Definigdo 2.1.3 Dizemos pontos singulares finitos (infinitos) de X os pontos sin-
gulares que pertencem a SM\S™ ' (S™1).

Observacao: Nas vizinhancas Uy, Vi, 1 = 1,2,...m, os pontos de S sdo
levados pelas respectivas parametrizagoes nas coordenadas (z1, ... ,zn), com z, = 0.
Isso ocorre, pois z, = Yni1/Yi, dai, se Yyny1 = 0 segue que z,, = 0.

Definicao 2.1.4 Seja Y : M — R™ um campo de vetores, onde M C R™ ¢é uma
varitedade. Dizemos que um conjunto A C M ¢ invariante pelo fluxo de Y, ou
invariante por Y, se dado um fluro ®(t) de Y tal que ®(ty) € A, entao O(t) €
A, YVt el em quel é o intervalo maximal de definicap de ©.
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Proposigao 2.1.2 O infinito é invariante por X.

Demonstracao: Seja @ um fluxo de )?, com @D (t,) € S™ (aqui, j4 consideramos @
em coordenadas (®@y,...,®0,) ). Isso significa que @ satisfaz a equacao diferencial

determinada por X, o que nos da, em particular, que (a menos de uma multiplica¢ao
por uma fungao positiva), nas vizinhangas U;, i=1,... n,

D/ (1) = —Dp () PHD1(1), ..., 0 1,1,04(1), ..., 0n(t), Dnlto) =0,

que sdao EDO’s de solucdo @, (t) = 0, mostrando que ®(t) € S, Vvt € I. Nas
vizinhancas V;, os calculos sao analogos, a menos de uma multiplicacao por (—1)™ .
. ~
Observagao: Se m € impar, entdo X € simétrico em relacio & origem de R™ .
Isso ocorre pois se y € U, por exemplo, o simétrico de y pela origem ¢ —y € V;;
dai, z; = y;/yi = (—v;)/(—yi) s@o os mesmos para y ou para —y. Logo a tnica
coisa que muda na expressao de X é uma multiplicacao por (—1)™! (conforme as
consideragoes acima), dai, sendo m impar, ocorre a simetria. Vale observar também
que as orbitas (ou fluzos) de X sdo simétricas, so mudando a dire¢cao conforme m
€ ou nao par.

Um resultado bastante interessante que obtivemos é conseqiiéncia do Teo-
rema 1.1.6 (da “Esfera Cabeluda”):

Proposicao 2.1.3 Se X(p) #0, Vp € R™, entio existe q € S™ tal que )N((q) =0.

Demonstracao: De fato, temos que S((y) #0,Vy € HFUH™ = SM\S™ (do
contrario, pela defini¢gdo, X anular-se-ia em R™ ). Se n = 2d, o Teorema da “Esfera
Cabeluda” garante que X precisa se anular em algum ponto de S™, seguindo que se
anula em algum ponto de S™'. Se n = 2d + 1, o mesmo Teorema garante que X se
anula num ponto de S™!, pois, agora, n — 1 = 2d (observemos que, da Proposicao
2.1.2, X‘an continua um campo vetorial).

2.2 Particularizacao para um campo vetorial poli-
nomial hamiltoniano

Particularizaremos agora o estudo feito na sec¢ao anterior. Tomaremos um campo
especifico.

Seja H : R™ — R uma funcao polinomial, com n = 2d. Nesse caso,
diremos que H é um polinémio hamiltoniano. Definamos o campo vetorial polinomial
hamiltoniano associado a H como

oH OH oH oH
Xy = , — e, —— . 221
f (ayd+1 0Y2a  Oyq 5yd> ( )

Como veremos a seguir, a Compactificacao de Poincaré de Xy serd dada em termos
das derivadas de H. Antes, vejamos o
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Lema 2.2.1 (Teorema de Euler) Se F :R* — R ¢ um polindmio homogéneo de
grau s, entao

Zpla =sF(p), Vp € R~
Xq

Demonstracao: Da homogeneidade, temos que

F(yp1,...;ype) =Y F(p1,....px), VY € R,
Derivando esta expressao em relacao a vy, teremos

oF

OF -
—(YP1,- - YPIPT - F —(YP1, - YPR)PK = SYSF(p).
0X1 OXk

Fazendo y =1, segue o lema. W

Proposigcao 2.2.1 Se H(x1,...,xn) € um polinémio hamiltoniano de grau m + 1
em n = 2d varidveis, entao:

(i) A Compactificagao de Poincaré de Xy, )?1/1, tem a sequinte expressao

oH* oH* OH* *
( +AY1,.. 5 T AYa,— +AYaqt, ..., +7\U2d,7\yn+1);
O0Ya+1 Y24 oy 0Ya
onde
H*(Ub'--;ynﬂ) yn+1H( Yl R Un );
Yn+1 Yn1
e

d
A= Yi —VYi ) .
;( "y OYita

(ii) O nivel de energia {H* =0} = {y € S™' | H*(y) = 0} ¢ invariante por Xy

Demonstragao:  Pelo que definimos em (2.1.5) e no Lema 2.1.1, bem como da
definicao de H*, temos que

oH oH yn \ OH*
(y AR 7y ) yn ( AR ) = (y VAR 7yn )7 2'2'2
oy e oy \Wnit” Uner/) Oup w) (223
para i = 1,... m, notando que o grau méximo dos polinomios 0H/dy; é m. Da

definigao da Compactificagao de Poincaré (equagao (2.1.6)), segue que a primeira
coordenada de Xy é

OH° 2 O oH* oH* oH* oH*
—Y1Yz2 — - —Y1Ydg +Yi1Yan +---+Y1Y2a .
O0Ya+1 ay A+ 0Y24 o0y O0Yya

Colocando y; em evidéncia e observando a definicao de A, esta expressao torna-se
simplesmente

0Ya2
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Fazendo calculos analogos para as demais coordenadas, segue (i). Para ver (ii), seja
@ uma curva integral do campo Xy, isto é:

Dl(t) = (Z{)i(qa(t)) Vtel,i=1,...n+1,

onde I é o intervalo maximal de definicao de @. Considerando [(t) = H*(D(t)),
calculemos:

d % * *
't =Y (ZE (@) 0!t) + 2L (01) OLg(t) ) + o (D (1)) D, (1) =
oy; OVitd OYn1

i=1

Z {aH* ( on (D(t)) —|—7\(Di(t)) +
=1

ayl ay i+d

aH OH* dH*
+ ay1+d<®( ) (— oy (@(1) +7\®i+d(t)>:| + Sy (D())AD () =

n+1 %
—AZ<6H @t )) — A(m 4 DH (D)) = Am+1)i(t),

onde na ultima igualdade utilizamos o fato de H* ser um polinémio homogéneo de
grau m+1 (o que é facil de perceber observando a definigdo de H* ) e o Lema 2.2.1.
Supondo @ (ty) € {H* = 0}, isto é, H*(D(ty)) = 0, a seqiiéncia de igualdades acima
nos dé a seguinte EDO:

U'(t) = (m+TA(t)(t)
l(tO) =0 )

que tem solucao unica [(t) =0, Vt € I, seguindo que @ (t) e {H* =0}, vVt . B
Daremos, agora, as expressoes de Xy nas cartas locais (U;,@y)’s e (Vi¥i)’s

como na sec¢ao anterior. Comecemos os célculos pela vizinhanca U;. Da expressao

do campo X em Uj (calculada na sec¢ao anterior), e lembrando que % = -
g Y oy
(como calculado em (2.2.2)), segue a expressao do campo Xy em coordenadas, na

carta Us:
( oH* n oH* oH* +aH* oH* oH*

—z e —Za ,—z — .
"0Yar1 | OYarz T Oyan | duza Qyar Oy

oH* oH* oH* )

— =, 22
Y a1 0Ya day d+1

—Z24-1 (223)

(1,z15..52n)
Notemos que

v2 Y ynit\ ™ (Y y 1
H*(1 2 .. n+l):< n+1) H( L NN T )_ mHH*(y1,...,yn+1).
vy Yi Yn+1 Yn1 Y

Dai, colocando
MNzi,.oozn) = H(1,21,....,21), (2.2.4)
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e lembrando que z; = yi11/y1, teremos
H*(y17 e 7yn+1) = y?bHr(Zh oo 7ZTL)7

o que, derivando em relagao a yi, nos da

OH* e 9T
coosYny1) = HyTr ml s  Zn
ay] (U1a Y +1) (m+ )y] (217 ,Z +y‘| ; y] 621 Z )7

e, derivando em relacao a yj, nos garante

0H* or .
3u: (Yt,. .- Yns1) :y‘]“E(z],... zZn) ,i=2,...n.

Substituindo as duas ultimas expressoes em (2.2.3), segue a expressao do campo )/(7{
em U;, nas coordenadas (z1,...,zn):

or or or or = or
— e, — Zg1—— nr i—,
< “ozq 0zq  0Za1 T "0z ' 02341 — (m+1) +ZZ zi
1;&d
o eror ar o ar
ozy 0z 29524 0zay 29z

Em U,, consideremos a funcao H*:

Y1, U3 Ynti 1
H* _717_7"'7 = H*(y77y )7
(Uz Y2 Yz ) yrt! ] e

o que, definindo
Mz, ...ozn) = H (21,1, ... .21), (2.2.5)

nos da (com célculos anélogos aos que fizemos no caso de Uy)
H* (Y1, Ynn)) =437 T(z1,. 00 20).

(Utilizamos a mesma notagao I' em U,, embora tenha defini¢ao diferente de I" usado
antes). Fazendo as contas como antes, temos que

o _ . or

oH” oyy; | ol'ys Ol Yn1
=(m+1)y3T — m“(——+——+-+

Y2 ( V3 0z1y3 0z2Y3 0zn Y3

o0H* m or

i=3,...n+1,

=y )
dyi 2 dzi g
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o que, substituindo na expressao de X calculada na secgao anterior (lembrando de

(2.2.2) que 2L = 27 ) 105 leva a

oy oy;
or n or or . or or L or or
—z —z e, — Za— —z —
0za  0za’ 0zayr  0zara T T '0zap | 0zaaa’  “0zap
or o 9r or or or
- = nr ey — Z2a — ,— .
3z, (m+ 1)+ ; z oz, Z24 1azd+] 3za 1 ZZdaZdJH)
a4
Em Ujs, Uy, ..., Ug_; temos expressoes equivalentes, lembrando que sempre defini-
mos
MNzy,....zn) = H (21, ... ,zi1, 1,201, -+ 2 52Z0) (2.2.6)
Em Uy, a expressao fica:
., or +ar ., or n or ., or L or ., or
02201 ' 0za’ P0zaa  0zap’ T T0zaa0 | 0z2aa  “0z2a
or or or ~ooor or
- = —_—— ., Hr i—, — .
621 ) Zd+1 aZde] aZZ’ ) (m + ) + ; z aZi ZZdaZZd1>

1
i£2d—1

Em Ugyq, a expressao muda um pouco de caracteristica (mas os calculos seguem a
mesma idéia de antes):

menroy R 00 o0 er . or o or ar
- 16217 2821 azd+1 Y daZ1 azde s 821 aZZ’
21
L on_er o ar_or or
d+2 621 azsa v s%2d-1 821 aZd’ ZdaZ] .
Em Ug ., ... U241 as expressoes seguem a mesma idéia.

Em U,;g4, temos:

, ar . or , ar L+ ar . or n or (m—H)F—iz-ar
1aZd ade’ z'c)zd azd+2"“’ - aZd aZd 1, — laZi7
izd
, of or . ar_arzar
d+1 aZd az1a---7 2d—1 aZd aZd_]’ Zdazd .
Por fim, em U471, ficamos com
or_or _or o
dzari’ 0zaq’ 0z dz4

notemos que, aqui, I' = H.
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2.3 O fluxo no infinito

Estudaremos agora como os niveis de energia Ey = H~'(h) se comportam quando

levados na esfera, e tiraremos alguns resultados de invariancia pelo campo Xpg,
principalmente quando restrito a S™'. E em S™' que um conjunto invariante
especial é definido. Vamos mostrar que tal conjunto é uma variedade, sob certas
condigoes, e que todos os pontos singulares infinitos de Xy estao neste conjunto.

Teorema 2.3.1 Seja H : R?¢ — R um polinomio hamiltoniano de grau m + 1
escrito em sua decomposi¢cao homogénea H = Ho+ H1+- - -+ Hy1. Vale o sequinte:

(i) Consideremos Eo = H1(0). Entdo os conjuntos

El =®*(Ey) C hemisfério norte
E, = O (Eo) C hemisfério sul

sao invariantes pelo fluzo de Xy ;

(i) A restrigao de Xy a s 5(:1;‘5“4’ ¢ dada por

Ya,— —I—}\der]; ooy

<5Hm+1 y 0Hm 1 A 0Hm 1 0Hm 1
0Ya 7 Y24 oY1 dYa

‘1‘7\142(1) ’

d
0H, 0
}\:Z(yiﬂi ay.ﬂ—y +1)-

i
ou:
i=1 Yitrad

Aqui, consideramosy € SV &y = (y1,...,Yn). Notemos ainda que a

ultima coordenada de XH|STH , que € zero (como podemos ver em (2.1.6)),
foi retirada.

(iii) O conjunto
E° ={y e S"" | Hunpilyr,...,yn) =0} =
={y eS| H*(yr,....yn,0) =0}
€ invariante pelo fluxo de 5(7{
(iv) As fronteiras' de £ e By estao contidas em E™.

(v) Se 0 € valor reqular de H,iq ‘an , entao E® € uma (n — 2)-variedade.

(vi) Os pontos singulares de Xir , estao em E*®,

s

LAqui é o conceito de fronteira de variedades, como na Definicdo 1.1.9.
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Demonstracao de (i): Seja 'y uma curva integral de Xy tal que Y(to) € EJ. Mos-
tremos que y(t) € EJ, Vt. Consideremos a funcdo real s(t) = H (((Iﬁ)*1 (y(t))) e
sua derivada:

s'(t) = dH @)1 (y(0) - d(®+);(t) ¥ (t) = dH(@+ )1 (y(1) - d(®+);(1t) Xp(y(t) =

1
= dHi@+ 1 (o) - APy - [YT+1(t)d®(+q>+)—1(y(t))'XH ((@H)! (v(t)))] =
= Y1 (B dH o)1 (yw)) - Xu (((DjL)*1 (v(t)) =0,

onde na terceira igualdade utilizamos a definicio de Xy (conforme (2.1.2") e (2.1.4))
e, na tltima, a definicdo de Xy (conforme (2.2.1)). Dai, desde que s(to) = 0, segue
que s(t) =0, Vt, o que significa que y(t) € EJ, Vt. Um raciocinio analogo mostra
a invariancia de E;.
Demonstragao de (ii): Da definigdo de H* (conforme (i) da Proposigao 2.2.1), temos
que

H*(y1,...,Yyn,0) :Hm+1(y1a---7yn)u (2'3'1)
dai, segue que

oH* aHm+]

—(y1,...yn,0) =
ayi(y" Yn,0) 3u:

Substituindo em (i) da Proposigao 2.2.1, segue o resultado desejado.
Demonstracao de (iii): Notemos que de (2.3.1) a igualdade de conjuntos ocorre.

(Y1,...yn) ,i=1,... n.

Como ja sabemos da Proposicao 2.1.2 que S™! é invariante por Xy, e de (ii) da
proposi¢ao 2.2.1 que {H* = 0} também é invariante por Xy, segue o resultado.
Demonstragao de (iv): Sejay € EJ. Entao

B [ x Xn 1
v=2"0 = (g 2t ana)

com H(x) =0. Aplicando H*, temos que

1

m+1
H*(y): (m) H(X1,...,Xn):0.

Como H* é uma funcao continua em S™, o raciocinio acima mostra que fazer y tender
a um ponto z € dEJ por pontos de EJ, faz com que H*(z) = 0. Dai, H*(0E]) = 0.
Desde que 0ES C S™', isso mostra que 0E; C E* (por (iii)). Analogamente se
mostra que 0k, C E®.

Demonstrac¢ao de (v): De (iii), é claro que

E% = (Hmi|go 1) (0.

Entao, como Hyy 11 ‘3“4 :S™ 1 — R ¢ uma funcdo suave e 0 é um seu valor regular,
a Proposicao 1.1.5 garante que E* é uma variedade de dimensao (n—1)—1 =n—2.
Demonstracao de (vi): De acordo com (ii), os pontos singulares infinitos satisfazem

OH,, 0t
L (y) Ay =0 = —"
OYari 0y

(y)_}\deri) l: ],...,d.
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Multiplicando a equagao do lado esquerdo por yi.q € a do lado direito por yi, para
cada 1, e somando, ficamos com

n

0H,.
Zyi—ay:] =0.

i=1

Como H,11 é homogéneo, o Lema 2.2.1 e a ultima equagdo garantem que (m +
1)H,11(y) = 0. Seguindo, da definicao de E*°, que todo ponto singular infinito esté
em E*.

Corolario 2.3.2 Dado H : R?*? — R polinomial, escrito em sua decomposicio
homogénea H = Hy+ Hy + - - - + Hywy1, vale o sequinte:

(i) Se En = H '(h), para h € R, entdo
El = O (Ey) e E,, = O (En)
sa0 wnvariantes por )/(VH
(ii) As fronteiras de € e E;, estao contidas em E*
Demonstracao: Escrevendo H' = —h+ Hy+ Hy + - -+ + Hpq, temos que
(H)7'(0)={x e R*| H'(x) =0} = {x € R™| H(x) = h} = Ey..

Dai, repetimos a demonstragao de (i) do Teorema anterior para H', observando que
o resultado ndo depende de h. Isso mostra (i). Para (ii), basta olhar a demonstragao
de (iv) do Teorema anterior e observar que (H')* = H* [ |

Sn—1 Sn—1°

Corolario 2.3.3 Se H = h+Hy+-- -+ Hy 1, o nivel de energia {H* = 0} intercepta
o equador de S™ no mesmo conjunto E* para qualquer valor de h

Demonstracao: Trivial, uma vez que o conjunto E® s6 depende de H,,.1, como
podemos ver em (iii) do Teorema anterior.ll

2.4 Propriedades genéricas

Definicao 2.4.1 Seja P uma propriedade sobre elementos de um conjunto A C R™.
Dizemos que P é genérica, ou P vale genericamente, se o conjunto

{x € R"| P(x) & verdadeira }

€ denso em A.
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Exemplo: Seja Q uma propriedade em R™ que vale q.t.p.. Entdo Q € genérica.
Isso é claro, pois o conjunto dos pontos onde Q vale tem complementar de medida
nula, logo é denso.

Mostraremos nesta Secgao que, genericamente, o conjunto E* (definido em
(iii) do Teorema 2.3.1) ¢ uma variedade de dimensdo n — 2 e que todos os pontos
singulares (finitos ou infinitos) de )/(7{ sao hiperbolicos. Genericamente, aqui, seré
em relagao a seguinte identificagao:
Seja H™ =“conjunto dos polinémios hamiltonianos de grau ezatamente m+1 nas
varidveis (Y1, ..., yn)” . Identifiquemos H™*' com um conjunto aberto de RN, onde
N ¢é o ntiimero maximo de coeficientes dos polindémios de H™*'. Mais precisamente,
seja @ : K™ — RN uma funcio que associa cada polinomio de H™' com seu
vetor de coeficientes numa pré-determinada ordem. Assim, cada polinémio H seréd
identificado com seu vetor de coeficientes ®(H) € RN.
Observacao 1: Nao podemos identificar todo RN, uma vez que pelo menos um dos
coeficientes dos termos de grau m + 1 precisa ser nao nulo.
Observacao 2: ®(H™) ¢ aberto. De fato, se na parte homogénea de grau m + 1
tivermos k termos, entao

O(H™) URX XRXRx -+ xRxR\{0} xR x--- xR,

~~

que é um aberto por ser uniao de abertos.
Coloquemos em H™*! a topologia fraca induzida por @, isto é, os abertos de H™'!
sao
{(D A) | A é aberto de ®(H™") ¢ ]RN} .

Provaremos que a propriedade “H € H™*' tal que E® é uma (n — 2)-variedade”
vale genericamente em H™, identificando H™' com ®(H™') c RN e usando a
Definicao 2.4.1 neste conjunto.

O teorema seguinte mostrara mais, mostrara que o conjunto

gmtl — {H e H™ | E® ¢ uma variedade suave }

¢ tal que @ (Hm+‘\gm+‘) Cc R710), onde R : RN — R ¢ uma funcao polinomial
nao nula. Como conseqiiéncia, desde que RM\R'(0) é denso em R™, seguira que
O (H™ 1)\ R0} sera denso em @ (H™ "), donde ®(G™") sera denso em @ (H™).
Mostrando assim que E* ¢ uma variedade genericamente.

Antes do teorema, vamos introduzir o conceito de resultante entre dois
polinémios, que nos sera tutil. Sejam P(x) e @(x) dois polindbmios na variavel x e
coeficientes em R. A resultante entre P e (), Res,(P,Q), serd um ntmero (obtido
como fungao polinomial dos coeficientes de P e @), tal que se P e ) tiverem uma
raiz em comum, entao Resy(P,Q) = 0. Precisamente, se

P(x) =aox™ + ax™ ' 4+ + an1x + an

Q(x) =box™ 4+ b x™ '+ -+ b X+ by,



CAPITULO 2. A TECNICA DA COMPACTIFICACAO DE POINCARE 49

definamos a matriz

Qo ai -+ -+ an
dodr o m linhas

APQI=| -
bo P] ‘ Om . n linhas ,

b(; by - b

onde os espagos vazios sao preenchidos com zeros. Coloquemos a seguinte

Definicao 2.4.2 Definimos a resultante entre os polinémios P e () como:
Res,(P,Q) = det (AX(P,Q)) .

Observacao 1 (propriedade chave da resultante): Notemos que se t* é uma
raiz comum a P e ), entdao

y= (t*n+m—17t*n+m—27 o ,t*,1>

€ uma solugcao nao trivial do sistema homogéneo A (P,Q)y = 0. Garantindo-nos
que Res,(P,Q) = 0.

Observagao 2: Se exigirmos que P tenha sempre grau n e ) tenha sempre grau
m, a fun¢ao Resy(P,Q) (polinomial nos coeficientes ao, . ..,an,bo, ..., bym) nao €
identicamente nula. Para ver isso, basta colocar Py(x) = x™ e Qo(x) = x™+ 1 e
observar que Resy(Py, Qo) = 1.

Ainda, antes do teorema, estabeleceremos o

Lema 2.4.1 Dado H = Hy + H1 + --- + Huy1, um polindmio hamiltoniano ja

decomposto em suas partes homogéneas de graus 0,1,... m + 1, respectivamente,
entao

0H  0H, o 0H 11

d0yi Oy oyi
onde 0H;/0y; = 0, ou 0H;/0y; € homogéneo de grau j — 1. Além disso, eziste iy
tal que a sequnda opgao ocorre para j = m+ 1 — isto €, tal que OHny1/0Yi, €

homogéneo de grau m.

Demonstragao: Se H; tem y; em sua formacgao, entao 0 H;/0y; é homogéneo de grau
j—1, senao ¢ 0. Além disso, se 0 H,,11/0y; = 0, Vi, Hy,1 é constante, contradizendo
o fato de ser um polindémio de grau m+ 1. B

Teorema 2.4.1 Existe R : RN — R, uma funcdo polinomial néo identicamente
nula, tal que, se H € H™\G™ ! entao R (p(H)) = 0.
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Demonstracdo: Se H ¢ G™1 entao de (v) do Teorema 2.3.1, segue que 0 ndo é valor
regular de Hm+1|5n71- Dai, da Defini¢ao 1.1.7, segue que existe um ponto critico
de Hm+1|sn71, (u%,...,y%) em S™ ! (notemos que, novamente, estamos olhando
y € S™!1 C S™ sem a sua tltima coordenada — que é zero — ). Do Teorema dos
Multiplicadores de Lagrange?, temos que existe u € R tal que

aHer]

=0,i=1,. 2.4.1
o (Y7, un) + nyi i ( )

(uma vez que estamos olhando um ponto critico da funcao H,,,1 na esfera S™ ', que
¢ obtida como no exemplo do final da Subsec¢ao 1.1.2). Multiplicando a i-ésima
equagao por yi, para cada i, e somando, teremos

n

= *aHm—H *\2
D Ui 3y, +u) (Y=o (2.4.2)

i=1 i=1

Como H, 1 ¢ homogéneo de grau m+ 1, o Lema 2.2.1 garante que

n

aHm * * * *
Z —H a”‘?yn):(m+])Hm+1(y1a"'7yn)7

e daif, como (y3,...,y%) € S™! ﬂHmH (0), segue de (2.4.2) que p = 0. Dessa forma,
(2.4.1) nos da que o sistema polinomial

aHm+1

( 7 ct Tl) - O
U Y1 Yy
: (2.4.3)
0H.,
d —H(y]a"')yn) =0
Yn
tem uma solugao nao nula (y%,...,y%) € S™'. Tomando Ly = 0H,,11/0yy, k =
1,... n, definamos
Rk(U?ﬂ <o 71Jn) iReSyz (L1 (] Y2,43, ... 7yn)7Lk(1 Y2,U3, . .. ;yn))
k=23,...n, (2.4.4)

onde Resyz (L] (] Y2,U3, . .. 7yn)7Lk(] Y2,U3, . .. 7yn)) = Resyz (P(yZ)vQ(yZ))7 coin

P(yz) =Li(1,y2,...,yn) e
Q(y2) =L(1,y2,...,yn).

2Ver pégina 171 de [6]
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Mais ainda, definamos indutivamente

RZk(y47 s 7yn) iReSy; (RZ(U& s 7yTL)7Rk(y37 e ayn))

k=34,...n,
R23k(y57 s 7yn) iRJeSy4 (RZS(U47 s 7yn)7R2k(y47 e 7yn))
K=45.. . m,
R234k(y67 oo 7yn) i];{esy5 (R234(y57 o 7Un)7R23k(U57 cee 7yn))
k=5,...n,

Ra3.m =Resy, (R23.(n-2)n-1)(Un), R23-.(n—2n(Un)) -

Notemos que no ultimo passo, R3.., ¢ um namero (na verdade, ¢ uma fungao poli-
nomial nos coeficientes do polinomio H, pois, por construcao, Ry(ys,...,Yn) ¢ um
polindémio em ys, ...,y e nos coeficientes dos polinémios 0 H;,,+1/0y1 € 0 Hyi1/0Yx,
que tém coeficientes como miltiplos dos coeficientes de H,, 1. Dai, pode ser consi-
derado como polinomial em ys,...,y, € nos coeficientes do polinémio H. Indutiva-
mente, chegamos que R,3..,, é polinomial nos coeficientes de H). Afirmamos que se
a solugao (y3,...,y%) do sistema (2.4.3) for tal que y; # 0, entdo Ry3.., = 0. De
fato, se yj # 0, tomando Yy, = yy/uj, k =2,...,n, os polinémios

E'—)Li(haﬂj&---gn) ,:L:],...,T\.,

tém & = Y, como raiz comum, pois da homogeneidade de L; (que vem do Lema
2.4.1), segue que

m
L1 ) = I (e iz i) ) = () i) =0
Y Yi
Entao, da propriedade chave de resultante (conforme a observagao antes do teo-
rema), segue que Ry(Us,...,U,) =0, para k =2 ... n. Dai, Ry (&Y, ..., Un), kK=
2,... ntém a raiz & = y; em comum, seguindo que Ryy(Yy, .. .,y,) = 0. Repetindo
tal argumento indutivamente, chegamos que R;3.., = 0. Definamos

R1 = Ra3..n,

que é uma fungao polinomial nos coeficientes de H, nao identicamente nula (pela
observagao 2 ap6s a Definicao 2.4.2), com a propriedade de que se H ¢ g™ e o
ponto critico (y3,...,ys) tiver a primeira coordenada nao nula, entdo Ry (O (H)) =
0. Mas nem sempre teremos yj # 0, a Ginica garantia ¢ que existe j tal que yj # 0
(pois y* € S™ ). Neste caso, basta definir R; de maneira anéloga a R, onde em
(2.4.4) devemos trocar Li(1,yz,...,yn) por

Lk(y1a-~'71 7"'7yn)-
Y
)
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Por fim, basta definir

R = 11[73]-,
i=1

que é uma func¢ao polinomial nao identicamente nula nos coeficientes dos polinémios
de H™1 com a propriedade de que se H ¢ g™ R(®(H))=0. B

Definicao 2.4.3 Seja Y : M — R™ um campo de vetores, onde M C R™ é uma
m-variedade. Dizemos que um ponto singular y de Y € hiperbodlico se todos os
autovalores de dY, tém parte real nao nula (com Y escrito em um sistema de
coordenadas).

Mazis ainda, dizemos que y € um noéd se tais autovalores tém parte real de mesmo
sinal: n6 estavel se o sinal for positivo e n6 instavel se o sinal for negativo.

Observagao: Observemos que essa definicao nao depende do sistema de coorde-
nadas.

No mesmo sentido de antes, mostraremos agora que, genericamente em H™ todos
os pontos singulares (tanto finitos como infinitos) de Xy sao hiperbdlicos. Isso sera
consequéncia do proximo teorema. Antes, vejamos o

Lema 2.4.2 Dado um polinémio real q(x), definamos os polindémios reais ¢1(x) e
@ (x) por q(ix) = qi1(x) +1qa(x). Entao os coeficientes de ¢;(x),j = 1,2, sao fungoes
polinomiais dos coeficientes de q(x), e, se q(x) tem uma raiz puramente imagindria
ib, entao Resx(q1,q2) = 0.

Demonstracao: Que ¢1 e ¢ estao bem definidos e que seus coeficientes sao fungoes
polinomiais dos coeficientes de ¢ pode ser visto trivialmente decompondo o nimero
complexo ¢(ix) em suas partes real e imaginaria. Se ¢(ib) = 0, entao ¢(b) +
ipp(b) =0 & ¢1(b) = g2(b) =0, isto &, b é raiz comum entre ¢; e ¢, seguindo
da nossa propriedade chave de resultante que Resy(q1,q2) = 0. B

Seja

JmH = {H e H™ | todos os pontos singulares de j—(\; sao hiperbolicos } .

Teorema 2.4.2 Eriste R : RN — R, uma fungao polinomial nao identicamente
nula, tal que, se H € H™N\J ™ entdo R (O(H)) = 0.

Demonstracao: Consideremos as equagoes que definem os pontos singulares de )A(I/{
na carta local (U,Dq), com as coordenadas (z1,...,z,) (conforme a Secgao 2.1):

Zi(Z],...,Zn):O, i:],...,n,

e seja ¢(t) o polindémio caracteristico de dZ, (dependendo de z = (z1,...,z,)). O
Lema 2.4.2 nos da ¢; e ¢z polindmios reais definidos em fungao de ¢q. Consideremos,
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entao, o novo sistema de equacgoes, que tem coeficientes que sao fung¢oes polinomiais

dos coeficientes de H:
( Z](Z17"' 7ZT‘L) =0

ZTL(Z17 . e 7Zn) — O (245)
M (217 o 7Zn7t) - O
QZ(Zlv e 7Zn7t) = O

Se H ¢ J™ entdo existe um ponto singular de )f(:;, z* = (z},...,z}), que nao
é hiperbolico. Se z* € U, isto significa que existe um autovalor A de dZ, que é
da forma A = ib. Do Lema 2.4.2 entao segue que (zj,...,z},b) é uma solugao do

sistema (2.4.5). Usando uma construgao quase analoga a usada na demonstracao
do Teorema 2.4.1, temos que existe uma fungao polinomial R+, nos coeficientes dos
polinomios de K™, tal que R1(®(H)) = 0. Os detalhes da construcio seguem:

Chamando zny1 = t, Li = Zi,1i=1,...me Lyy1 = ¢1 € Lo = ¢, definamos
indutivamente
Rk(ZQu s 7Z‘T1+1) i1:{68'2] (L1 (2'17 ses 7ZT1+1)7Lk(Zl7 s 7Zn+1))
k=2,...n+2,
RZk(Zg, Ce ,Zn_H) iReSZZ (Rz(Zz, ce. ,Zn+1),Rk(Zz, v esZna] ))
k=3,...n+2,
Ra3(za, . .. Zns1) =Res, (Ras(zs, ... zni1), Railzs, . . . .Zni1))
k=4,..n+2,

Ryza.ns2) =Resz, (Razommin)(Zni1), R23.m(ns2) (Znt1)) -

Basta colocar

R1 = R234..(n+2)-
Dai, Li(z1,23,...,25,b) e Ly(z1,235, ... ,25,b) olhados como polindmios em z; tém a
raiz zj em comum, seguindo que Ry(z3,...,z5,b) = 0, e assim sucesivamente até

que Rj34..(n42) = 0. Logo, ﬁ1(®(H)) = (0. Por fim, basta colocar

onde os 7%5 sao construidos da mesma forma, considerando Xy em U;. Dai, se o
ponto critico z* € Uj, segue que R;(®(H)) = 0. Como a unido dos U;’s cobrem S™,
segue o resultado. W



Capitulo 3

Consideracoes finais e exemplos

3.1 Observacoes sobre a compactificacao de Poin-
caré

A compactificagao de Poincaré nao é uma aplicagao injetora, como podemos ver no
Lema 3.1.1 Seja Xy = A(x)?*(P',... . P™), com os P's polinomiais e A como em
(2.1.1). Entao Xi = Xj, para todos i,j € N.

Demonstragao: Basta observar que o grau de Xy ¢ m + 2k, onde m ¢ o maximo
dos graus dos P's, e que A ((@*)*1(14)) = 1/yny1. Dai vemos que Xy = P, onde
P = (P], .. ,P“). Isso porque de (2.1.2) e (2.1.4), temos

- 1 \**(dor(P) ~
T2k ( ) { M _5
O g ldog(p)

[ |

O proximo teorema coloca uma condicao suficiente em um campo definido
no hemisfério norte H™ para que ele seja um miltiplo da compactificacao de Poincaré
de um campo polinomial definido em R™:

Teorema 3.1.1 Seja Y = (Y1, cees Y““) um campo polinomial definido em HT C
S™ com os graus das partes homogéneas de todos Y’s congruos mddulo 2, isto é:
“os graus das componentes homogéneas nao nulas de Y sao todos pares, para todo
i=1,...n+1, ou sao todos impares”. Entao existe um inteiro k > —1 tal que

Y :y]T(l-F]X H+?

onde X ¢ a compactificacao de Poincaré de algum campo polinomial X de R™.

Demonstracao: Utilizando a notagao da demonstracao da Proposigao 2.1.1, temos
que

1/Yns 0 0 —U1/U§+1
aft - 0 ]/y:n—b—l '. 0 —Uz/:UnH |
0 0 1/yn—H _yn/yi+]

o4
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e, sey = (x1/A(x), . ,xn/A(x),l/A(x)), com A definida em (2.1.1),

10 - 0 —x
01 -~ 0 —x

a =ac)| .. | (3.1.1)
00 - 1 —x,

Agora, colocando
m = max {grau(Y"'),... grau( Y™},

definamos

X(x1,.0 %) =A™ AL (Y (),

comy = O (x). Afirmamos que X € polinomial, com
limax{grau(XU,...,grau(X")} <m+1. (3.1.2)

De fato, se definirmos

1 0 0 —X1

0 1 0 —X2
A(X) = .. . . )

00 - 1T —xn

temos de (3.1.1) que

_ m X1 Xn 1
X(x) = A(x) (A(x) Y(A(x)’”'A(x)’A(x)>>’

e, se Y for a parte homogénea de grau j de Y,

X1 Xn 1

Alx) T A(x) T Ax)

A(x)iji < > =AX)"IT Y%, ... xn,1),

que é uma expressao polinomial (pois m —j é par) com grau < m, seguindo que X
é polinomial de “grau” 1 < m + 1. Agora, compactificando, temos

X(y) =y, hdoy (X(x)) = Lﬂ1d(f+_]) (AL)™df (V) =
= YnnA)™ Y (y) =y Y (v),

(onde na ultima igualdade fizemos o seguinte calculo: A(Y1/Ynii,-- - Yn/Yns1) =

\/ (Z?JT Y3 ) /Y2 +1 = 1/Yn41, observando que estamos olhando somente Yn 41 > 0),

seguindo que Y (y) = ynHlX(y). Chamando k = m — 1, temos de (3.1.2) que
k>—-1. 1
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Observagao: A compactificacao de Poincaré de um campo X satisfaz a condi¢do
colocada mno teorema acima, isto €, os graus das partes homogéneas de todas as
coordenadas de X sao congruos modulo 2. Para ver isso, basta observar a expressao
(2.1.6).

Observemos ainda que um campo vetorial definido em S™ pode nao ter uma tnica
forma de escrita, por exemplo, em S', seja o campo Y = (Y7,Y3), com

Desde que vale y# +y3 = 1, podemos também escrever
Y] = —y%.

Assim, a formulagao do teorema acima depende fortemente da maneira em que
o campo esté escrito. Além disso, quando analisamos a expressao de um campo
polinomial em S™, nao podemos afirmar “a primeira vista” se ele tem ou nao uma
representacao homogénea, isto é, se ele tem uma representagao em que todas as
suas coordenadas tenham mesmo grau. Desde que 1 —y? = Z?;;; yjz, a expressao
(2.1.6) garante que a compactificagdo de Poincaré de um campo polinomial tem
uma representagao homogénea. Dessa forma, se um campo satisfaz as hipoteses do
teorema acima, ele tem uma representacao homogénea, ou tem uma representagao

em que é homogéneo multiplicado por y;lq. Isso da o seguinte

Corolario 3.1.2 Se Y for um campo polinomial em HY com a hipdtese do Teo-
rema 3.1.1, entao ele tem uma representa¢ao em que suas coordenadas sao todas
homogéneas de mesmo grau, ou ele € da forma (y;]+1 X “homogéneo”).

3.2 Exemplos

Nesta seccao apresentaremos alguns exemplos.

3.2.1 O caso planar no infinito

Consideraremos aqui polinémios hamiltonianos H : R> — R, de grau m+ 1. S6 que
vamos considerar outro sistema de coordenadas em S?%: as coordenadas cilindricas.
Se (y1,y2,y3) € S?, para cada —1 < yz < 1 fixo, consideremos a circunferéncia

<\/1 —y3cos0,4/1 —y%sen@) que circunda S? na altura yz. Se —m/2 < 0 < 7/2,

isso d4 uma parametrizacao da vizinhanca
A1 =S\ {(y1,0y3) [0 <y <Te —1<y; <1}

Mais precisamente, seja

Bz{(e,yg)eR2|—§<6<§e —1<y3<1}
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e L:B — A,, definida por

L(0.y3) = (\/1 —y3Zcos0,4/1 —y%sene,yg) )

Desde que T : A7 — B definida por

y
T(y1,y2,y3) = (arctan (y_?) 7143)

¢ a inversa de L, segue que T é uma parametriza¢ao para a vizinhanga A;. (Para
ver que uma € a inversa da outra, basta perceber que, em Aj,

arccos L = arcsen L = arctan (2)
V1-13 V1 —13 ur/’

pois, se Y1 = /1 —yZcos0, entdo y, = /1 —y3 —y3 = /(1 —y3)(1 —cos20) =
/1 — y3send, seguindo que 6 = arcsen (y 2/ 1 — y%) e, dividindo adequadamente,

que 0 = arctan (y,/y;1) ). Trocando-se os papéis de yz com y,, por exemplo, e
tomando y; com cuidado, conseguimos outra vizinhanca e cobrimos a esfera. Os
resultados a seguir serao feitos para a vizinhan¢a A; (uma vez que somente uma
semi-circunferéncia ¢ deixada fora), mas podem ser feitos analogamente para a outra
vizinhanca.

Lema 3.2.1 O campo )/(VH escrito nas coordenadas (0,y3) tem a sequinte expressao:

OR oOR
Z(e;y3) - Ua—(eﬂﬁ) - (m+ 1)R(9793); _y3_(e;y3) ’
(V! 00

onde
R(O,ys3)=H o T '(0,uy3) = H* (\/1 —y2cos0,4/1 —y%sene,yg) . (3.2.1)

e H*(y1,u2,y3) € definida em (i) da Proposi¢ao 2.2.1.

Demonstragao:  Como ja fizemos anteriormente, o campo )?;1 nas coordenadas
(8,y3) sera calculado por Z(0,y3) = dTy o Xx(y), comy = T7(0,y3):

0 0 U/
v —— (arctan —— (arctan 0 1
AT, o Xuly) = | 20, (v2/v1)) 5~ (Y2/y1)) N
0 0 1 5
onde

— oM :
(ygv‘yéayé) - XH(y) - ( + )\yh - + )\UZJ\U3> )
Y2 Y1
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com A =y,0H*/0y; —y10H*/0y,, conforme (i) da Proposigao 2.2.1. Seguindo dai
que

Y2y Y1y;
Z(0,y3) = (—1 jy‘é + lyzé ,yg> =

1 0H* 0H* 0H* 0H*
= |- — . 3.2.2
( T—y2 (yz 30, +yr5— 3, ),y3<yz g, Y 6y2>) (3.2.2)
Agora, como
0R 0H* i 0H* i 0H*
0, (1 —y?) 2y3cos0 — (1 —y2) Zyssend + =
3 ~—(0,y3) = ~u; (T—y3) 2ys 30, (T—y3) 2ys 3

1—y2dyr T—vyidy,  dys’

yiys OH*  yysz 0H* n oH*

usando o Lema 2.2.1 em H*, temos

a—R—(m+1)R _ 208 + 204 + Of”
Usay3 1 % U1U3 oy yzyg oy, Y3 oy
oH* oH*
12 _) _ _
( ( Us) 0, I°K] oy
oOH* aH*
- 3.2.3
]_Us <yzay +U1a ]> (3.2.3)
Além disso,
oR OH* 0 Hx
Y35 Ua( \/1—1438911 2\/1—y§cose):
aH* H
= — 3.24
=1Y3 (Uz oy, Y1 ayz) ( )

Substituindo (3.2.3) e (3.2.4) em (3.2.2), temos que

200u3) = (w5 (002) — (m + TIR(B.vs) ~ uag 104a) ).

[ ]
As propriedades de Xy no infinito estao resumidas no seguinte

Teorema 3.2.1 (i) O conjunto dos pontos singulares infinitos é E*.

(ii) Os pontos singulares infinitos sao dados pelas raizes da fung¢ao periddica de
periodo 27, R(0,0).

(iii) Se (06*,0) € um ponto singular, entio (0*+ m,0) também o é. O que significa
que o0s pontos singulares aparecem aos pares.
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(iv) Se 0* € uma raiz simples de R(0,0), entdao o ponto singular (6*,0) € um nd.
Neste caso, temos duas possibilidades:

(a) se m+1 € par e (0%,0) € um nd estdvel, entao (0* + 1,0) também é
um no estavel;

(b) se m+1 € impar e (6*,0) é um nd estavel, entio (0* +m,0) € um né
instdvel, e vice e versa.

Demonstragao: Ja sabemos do Teorema 2.3.1 que os pontos singulares estao em
E*. Se existe x € E* que nao é ponto singular de Z = X, entao o fluxo @ que
passa por x tem dimensao 1 e estd em E* (uma vez que (iii) do Teorema 2.3.1
garante que E* é invariante por )/(;1) Mas isso é uma contradi¢ao, pois na Seccao
2.4 mostramos que E*® é uma variedade de dimensdo n —2 = 0. Isso mostra (i).
Como E*® = (H*)7'(0) N{(0,0)}, a definicao de R em (3.2.1) e o que acabamos de
ver garantem que os pontos singulares sdo todos dados por R(6,0) = 0, provando
(ii). Da homogeneidade de H*, segue que

R(0,0) = H*(cos 0,sen0,0) = (—1)™""H* (cos(0 + m),sen(0 + m),0) =
= (=)™ R(8 + 7,0), (3.2.5)

0 que, juntamente com (ii), mostra (iii). Para provar (iv), observemos a matriz

jacobiana de Z = Xy num ponto singular (0*,0) (a expressao de Z foi dada no
Lema 3.2.1 acima):

OR
—(m+1)55(6%,0) #
00 3R
0 —%(6 ,0)
Seus autovalores sao —(m + 1)%(9*,0) e —%(9*,0). Assim, se 0* é uma raiz

OR

simples, %(6*,0) # 0, o que mostra que (0*,0) é um ponto singular hiperbolico,
de fato, um no6, uma vez que os autovalores tém parte real de mesmo sinal. Mais
ainda, da relagao (3.2.5), segue

OR OR

—(0%,0) = (=)™ (0" + 7,0).

ae(,) (—1) ae( + 7,0)
Entao, sendo m + 1 par e (0*,0) um né estavel (instavel), segue que (0* + 7,0)
também é do mesmo tipo. Se m+ 1 for impar, (6*,0) e (6* 4+ 7,0) tém estabilidades
opostas, como podemos ver. ll

3.2.2 O caso monomial no infinito

Consideraremos aqui um polinémio hamiltoniano H : R™ — R, de grau m + 1, tal
que sua parte homogénea de maior grau tenha a forma

X1, X2

Hm—H(X],-..,Xn) =X; X, cex O

n ?
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onde oy € N, j=1,...n,e ) oy =m++ 1. Daremos uma descrigdo completa de E*®
e do fluxo invariante em E*. Seja

S]TL*Z: {(y17"'7y1’1) € Sn71 ’y] :O} .

s . 0o __ —2
Proposigao 3.2.2 (i) E* = U S
a521
(i) Se o5 > 2, entao S].“’2 consiste inteiramente de pontos singulares (isto €,

S]T‘*Z C P, onde P € o conjunto dos pontos singulares de )?H)

(ili) Se &y, o > 1, j #k, en >4, entao S]T‘_zﬂ Sp% ¢ uma esfera formada por
pontos singulares.

(iv) Se o5 = 1, entdo em S)T‘_z nao hd mais pontos criticos do que os descritos
em (iil). Mais ainda:

(a) se ojra > 1, entdo toda solugio comega em alguma esfera de pontos
singulares S)TL*Z N S)TL*Z e termina em S]T‘*Z N S]T‘J:(iz,'

(b) se &j+q = 0, entdo toda solugio comega e termina em alguma esfera
de pontos singulares S)T‘*Z N SE*Z.

Demonstragao: E® C S™! esta definido pela equacdo Hypi1(y1,...,yn) = 0, isto
&y ydn =0, que tem solugao exatamente em

s

aj21

o que mostra (i). De (ii) do Teorema 2.3.1, temos que Xy tem as seguintes

Sn—1
entradas
0H,
/ m+1
- Ay
Yi O0Yird AV
0H, i1
Yira=— 5 T MW (3.2.6)
1
parai=1,...,d, e
d OH, 0H
A= Yipgoomtl m“),
; ( 9y " 0Vita
Se o; > 2, em 0 Hyy11/0y4, paracadai = 1,... n, existe uma poténcia positiva de yj,

ou 0Hm41/0y; = 0. Dal, se y; =0, todas as entradas de 5(:1‘5“_] se anulam, como
podemos observar nas equacoes acima. Portanto, se y € S)T‘*Z, segue que Yy é ponto
singular, o que mostra (ii). Para ver (iii), basta observar que em 0Hy,;1/0y; existe
uma poténcia positiva de y; ou de yyx (ou 0Hmy1/0y; = 0). Dai, se yi = yx = 0,
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segue que Xy = 0. Para demonstrar (iv), vamos primeiro observar duas coisas. A
primeira delas é que Vk, com ay > 1, SE_Z é invariante, pois para k < d, se ® é um
fluxo de XH‘STM, com @y (to) =0, de acordo com as equagoes (3.2.6), temos que

Di(t) = (1) - Dy (t) % - - Dy a(t) 7T Dy (1) 4 + AD(t),

seguindo que @y (t) = 0, Vt, o que significa que ®(t) € S™2, Vt. O mesmo raciocinio
segue se k > d. A segunda coisa a ser vista ¢ que se a; = 1, paraj < d, as expressoes
do campo XH‘an restrito a S)TI*Z sao

Hpmi
Yira = (-1 +Uj2+d) Wm
)
0Hm .
i :UdekF.Ha k#7j+d, (3.2.7)
)

o que segue do seguinte: se y € S)Tl*z, A = Uj+a0Hm41/0Y; (como se vé facilmente
da definicao de A), seguindo de (3.2.6) que se k < d, yj. = Uj+ayx0Hmy1/0y;. Se
k =1+d, com i # j, segue que Yy = Yj+aUk0Hm1/0y;. Agora, se k =j+d, Yjra =
—0Hm11/0V; + Uj+a0Himi1/0YiVjra = (=14 Yf q) 0Hme1/dy;. Dessa forma, de
(3.2.7), os pontos singulares estdo somente em alguma esfera S]T‘*Z N SL‘*Z. Mais
ainda, se temos um fluxo com condicao inicial ®(ty) ¢ Sj“’2 N S~ para todo k,
segue que no intervalo —1 < yj4q < 0 nenhuma coordenada @y (t) se anula (sendo
D(t) € S]TL_Z N SE_Z , Vt, pela invariancia vista acima). Dai, se aj1q = 0, a solugao
nao para em S]T‘*z N S]T:j(f, seguindo para S]T"Z N SL"Z (pois o campo s6 sera zero se
Yk = 0, como podemos ver nas equagoes (3.2.7)). Se ajrq > 1, é facil de ver que a
solugao para em 5}1’2 N S}:jdz. |

3.2.3 Mais alguns exemplos

Exemplo (Compactificagao de Poincaré para um campo gradiente): Seja
H :R™ — R um polinémio de grau m + 1. O campo gradiente de H é

0H 0H
Hx)==—,....— ).
Vi) = (5o g
Utilizando a expressao (2.1.6), onde
Di 0H Y1 YUn ) 0H~ .
R T I M B
b Ina 0Xi \ Yn+1 Yn+1 0Yi Y

em que H* é como definido em (i) da Proposigao 2.2.1, temos que a primeira coor-
denada da Compactificacao de Poincaré de VH, VH, é

VAI/J _aH* oH* oH* oH* -
1= U, Yi U, Y1 — Y ayzyz Yi ayny“ =
_ oH*

oH*
+ Y1 (—(m+1)H*(y)+ ym),

T OYni1
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onde utilizamos a homogeneidade de H* e o Teorema de Euler (Lema 2.2.1). Com
consideracoes andlogas nas demais coordenadas, chegamos ao seguinte:

— o0H* 0H™
VH = (6y1 +7\’y1,...,ay +?\’yn,7\’yn+1) ; (3.2.8)

onde
oOH*

ay TL+1

N = (m+1)H*+Un+1

Uma observacao interessante que pode ser feita ¢ que, embora em R? temos que
0 —1
VH = ( 1 0 )X i,

nao existe nenhuma transformacao linear entre )/(Z e W{, como podemos ver to-
mando algum polinémio particular, ou mesmo para um H qualquer observando as
expressoes destes dois campos em S? (em (i) da proposicao 2.2.1 e em (3.2.8)).

Em (ii) da Proposi¢ao 2.2.1, provamos que {H* = 0} ¢ invariante por Xp.
O proximo exemplo mostra que isso nao ocorre para VH.
Exemplo: {H* = 0} nao € invariante por V H, pois seja H(x1,x3) = x7. Temos
que H*(y17y27y3) =y € A = —VYi, IOgO

VH = (1 — Y7, — Uiv2, —UﬂJs) :

D3t )) de tal forma que @ seja fluxo de VH.

Mas, seja O(t) = (tanh( ),D5(t),
) =0, seguindo que H*(®(0)) = 0, porém H*(D(t)) =

Notemos que ®@¢(0) = tanh(0
@4(t) =tanh(t) #0 & t #0.
Observagao: Este mesmo exemplo também nos diz que E* nao é invariante por
VH.

Com uma pequena variacao neste exemplo, também segue que {H* = c} ndo é
invariante por VH para nenhuma constante c. Agora, mesmo para Xn 1, temos o
seguinte N
Exemplo: Para toda constante ¢ # 0, {H* = ¢} ndao € invariante por Xy, pois, em
R?, tomemos H (x1,x2) = x1. Aqui, H*(y1,Y2,U3) = Y1 e A =y>, seguindo que

Xi = (yry2, — T +y32,u2y3) - (3.2.9)

Se {H* = c} fosse invariante por XH, um fluxo ® = (®,0,,03) de XH tal que
l(to) = H*(®(to)) = c (onde [ = H* o @), teria que manter [(t) = ¢, Vt. Dai
0 = l'(t) = M(t) = Dy(t)c, Vt (podemos ver a segunda igualdade com célculos
analogos aos da prova de (ii) da Proposi¢ao 2.2.1), seguindo que ®;(t) = 0, Vt.
Mas @ (t) = (D¢(t),0,d3(t)) nao pode ser fluxo de )?;1, como podemos ver em
(3.2.9).
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