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Resumo

Neste trabalho usamos estimativas bilineares e teorema do ponto fixo para
mostrar que a solugao do Problema de Cauchy para a equacao de Korteweg-de Vries,

com dado inicial analitico periddico, é analitica e periddica na variavel espacial.



Abstract

In this work we use bilinear estimates and point fix theorem to show that
the solution to the initial value problem for the Korteweg-de Vries equation with

analytic periodic initial data is analytic and periodic in the space variable.
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Introducao

O nosso trabalho baseia-se no artigo de Gorsky e Himonas [GH], o qual
apresenta um estudo sobre o Problema de Cauchy, com dado inicial periédico, para
a equagao de Korteweg-de Vries (KdV),

{ O+ Pu+350,(u?) =0,z €T, t € R, (1)
u(z,0) = ¢(z), ¢ € C¥(T), ¥(0) =0, (2)

onde C*(T) denota o conjunto das fungdes analiticas periddicas e $ denota o coefi-
ciente de Fourier de ¢.

O nosso objetivo neste trabalho é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 1.1 A solugao u(-,t) do problema de wvalor inicial (1)~(2) pertence a

C¥(T), para t proximo de 0.

A demonstracao deste resultado serd feita utilizando estimativas bilineares
e um teorema do ponto fixo.

Lembremos que o Teorema 1.1 foi primeiramente demonstrado por Trubowi-
tz [Tr] usando a técnica do espalhamento. Virios autores tém estudado a equagao
de KdV, dentre eles podemos citar Bourgain [B], Byers e Himonas [BH], Korteweg
e de Vries [KdV], Kenig, Ponce e Vega [KPV1], [KPV2], [KPV3] e Sjoberg [Sj].

Gostariamos de salientar que embora o dado inicial seja analitico, em geral
a solucao nao preserva esta propriedade na variavel ¢ como acontece com a variavel

x. Em [BH], encontra-se a constru¢ao de um exemplo em que o dado inicial é
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um fungao analitica periddica, mas u(0,-) ¢ C¥(IR). Finalmente salientamos que
embora a solucao possa nao ser analitica na varidavel ¢, mostra-se que a mesma
pertence ao espago de Gevrey G*(IR) na varidvel ¢ para z fixado e préximo de zero,

(ver Himonas e Petronilho [HP]).



O Problema de Cauchy para a
equacao de KdV

Este capitulo esta dividido em cinco partes. Na primeira, iniciamos a de-
monstragao do Teorema 1.1 transformando o problema (1)—(2) em infinitas equagoes.
Na segunda sec¢ao, introduzimos dois espacos de fungoes, os quais serao de extrema
importancia para o que segue. Na terceira parte, exibimos condigoes para que uma
fungao periddica de classe C'™° seja uma funcao analitica. Nesta se¢ao ainda defi-
nimos um espaco natural para expressar a analiticidade na variavel . Na quarta
secao, obtemos algumas estimativas que sao tteis para demonstrarmos o Teorema

1.1 e finalizamos este capitulo fazendo a demonstracao do referido teorema.

1.1 Infinitas equacoes

Nesta secao iremos comecar a demonstracao do Teorema 1.1 e para isto
comegamos diferenciando formalmente as equagoes (1)—(2), k vezes com respeito a

x, donde obtemos os seguintes problemas

{ 0, (05u) + 82 (9Fu) + 5 0, [0F(u - w)] =0, (1.3)

OFu(z,0) = %p(x), k=0,1,---. (1.4)

1
Definindo By(v,v) = 585,3 [0%(v - v)] e usando a férmula de Leibniz, obtemos



que
1o B
By(v,v) = an;j!(k—_j)!ax Jv0lv.

Por simplicidade, neste trabalho denotaremos 0%v = vy, para todo k € IN.
Devido a notagao utilizada, podemos reescrever By (v, v) da seguinte forma
k
By(v,v) = %Z C;) Oy (Vg—505).
j=0
Portanto podemos reescrever o problema de valor inicial (1.3)—(1.4) da se-
guinte maneira

{(%uk + 8§’uk -+ Bk(u, u) =0, (15)

uk(x,0) = pi(z), k=0,1,---. (1.6)

Desse modo, caso u : T x IR — IR seja tal que uy ¢é solucao do problema de
valor inicial (1.5)—(1.6), para todo k = 0,1,---, entdo a fun¢ao uy = u sera solugao
do problema de valor inicial (1)—(2).

Agora, com o objetivo de encontrar as solugoes do problema de valor inicial
(1.5)—(1.6), definimos o operador W, onde para cada fungao h € C*°(T) temos

W(Hh(z) =D eme™ h(n).

neZ

to3

O operador W ¢é frequentemente denotado por e~

E interessante ressaltar que W (0)h(z) = Z ei"””/f;(n) = h(z) e ainda que
neZ

0 (W (t)h(z)) = =03 (W (t)h(x)),
para todo x € T, pois

o(W(th(z)) = Y e e in*h(n)

neZ
= Z —03 () e"*th(n)
neZ
- (gemeno)
neZ

= —O(W(t)h(x)).



Como o nosso objetivo é encontrar as solugoes do problema de valor inicial

(1.5)—(1.6), definimos para cada k = 0,1, - -,

vg(x,t) = W(t)pr(x) — /0 W (t — 7)By(v,v)(x, 7)dr,

Fixado k € IN qualquer, mostremos que vg(x, t) satisfaz o problema de valor
inicial (1.5)—(1.6).

De fato, se z € T entao temos que
(2, 0) = W(0)pr(z) = pr(z).
Como
don(z.t) — 0 (W(t)gok(x) - /0 W(t — 7)By(v,v)(z, 7) dT)
= O (W(t)er(z)) — W(0)By(v,v)(x,t)
—/O at(W(t —T)Bk(’U,U)(ZE,T))dT
= —Bi(v,v)(z,1) = R (W(t)pr())
—/0 —03 (W (t — 7)Bp(v,v)(x, 7)) dr
= —Bi(v,v)(z,t) — 0> (W(t)gpk(x) — /0 W(t— T)Bk(v,v)(x,T)) dr
= —B(v,v)(z,t) — Pup(z, 1),
entao temos que
O (x,t) + O2vg(z,t) + Bi(v,v)(x,t) =0,

o que mostra o desejado.

Portanto caso encontrarmos uma funcao v : T x IR — IR de modo que

ug(z,t) = W(t)pr(z) — /0 W(t — 7)By(u,u)(z,7)dr, (1.7)

para qualquer k = 0,1,---, entao teremos que u ¢ solucao do problema de valor
inicial (1.5)—(1.6) e consequentemente a fungao uy = u serd solu¢do do problema de

valor inicial (1)—(2).



10

Usando série de Fourier e transformada de Fourier podemos reescrever a

equagao (1.7) da seguinte maneira

iA—n3)t _

( —
Qf t Zez(n:c—i—n t)— —|—ZZ€Z nz+n3ty e)\_—n?»Bk(u’ U) (n’ )\) dA, (18)

neZ neZ

para qualquer k£ € IN, pois devido a definicao do operador W temos que

T

ug(z,t) = Z emzemgt/\ / (Z gine gin® (t=7) k(u w) (n,7)> dr

neZ ncZ
t —— I,T
= Zei(n:r—i-nSt)@(n) _/ [Z GmeMS(t_T)</€iT>\Bk(U,u) (n7)\) d/\)] dr
ne Z 0 lnez R
- . - -
=R el ( [ dT)Bk@, u)(n, A) dA
nezZ ncZ W/ IR\JO -
[ ir(A—n3 t 1
= et + e (- & . )| Bdwum
neZ neZ [/ (A =n) /] _
[ it(A—n3
_ Zez na+n t)/\ +Zez (nz+n3t) / _e%(A ) —1 Bm)(n’A)dA
ne Z neZ [/ R (A —n?)
0o i(A—n3)t __ 1 —
~ e
_ ZGZ(nx+n3t)90 ( ) + Zzez(nx+n3t) —33k(u7 U)(TL, )\) d)\.
neZ ncZ > A-n

Como estamos interessados em mostrar que a solucao do problema de valor
inicial (1)—(2) é analitica na varidvel z, apenas para t proximo de zero, a seguir
escolhemos uma funcao ¢ : IR — IR infinitamente diferenciavel, com suporte contido
no intervalo (—1,1), onde 0 < ¢(¢) < 1, para todo ¢t € IR e ainda 1(t) = 1 se [t] < 1.

Fixado 0 < § < 1 qualquer, definimos a fungao s : IR — IR, onde para
cada t € IR temos 15(t) = ¥ (%).

Agora, substituindo na equacao (1.7) a fungao uy, por ¥sus e multiplicando

a expressao resultante pela fungao v, obtemos que
Y()s(t)ur(z,t) = Y)W (t)pr(z) /W (t — 7)Br(Ysu, Ysu)(z, 7)dr (1.9)
= TP (ug, v, ..., up).

Entao se encontrarmos uma funcao u de modo que T,f (uo, s, . .., uy) satis-

faz a equacio (1.9) para todo k, entdo T¢ (ug) = ug(z,t) serd a solugdo do problema
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de valor inicial (1)—(2), desde que |t < .
Demonstraremos o Teorema 1.1 garantindo a existéncia de tal funcao u e
mostrando que a fungao T¢ (ug) é analitica na varidvel z. Para tanto, necessitamos

de alguns espacos de fungoes especiais.

1.2 Os Espacos X® e )°

Antes de definirmos tais espacos, demonstramos um resultado que nos for-

nece uma propriedade da solu¢do u do problema de valor inicial (1)—(2).

Lema 1.1 Se u : T x IR — R for solugdo do problema de valor inicial (1)—(2),

entao temos que

(A

37(0,1) 2i /Tu(:v,t) dz = 3(0) = 0,

para todo t em IR, onde u® denota o coeficiente de Fourier de u com relagdao a

varidvel x.

Demonstracao: Seja f: IR — IR, onde f(t) = /u(x, t)dx para cada t € IR.
T
Devido a relagao (2) temos que

f(0) = /Tu(a:,O) dx = /Tap(x) dx = 27wp(0) = 0.

Entao para concluir a demonstragao, basta mostrar que f’(t) = 0, para todo

t € R. Devido a relagao (1) temos que
f't) = /@u(m,t) dx
T

= /—0§u(x,t) - 1&CUQ(x,t) dx
T 2
2

S (aiu(:c,t) + %uz(x,t) + C(t)>

=0

= 0%u(0,t) — ?u(2m,t) + %u2(0, t) — %u2(27r, t)

s 0’
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pois &?u(-,t) e u*(-, t) sdo 2m—periédicas na varidvel z. u

Observe que se u”(0,t) = 0 para qualquer ¢ € IR, entdo temos para todo
A € R que u(0,\) =0.

Portanto se u é solu¢ao do problema de valor inicial (1)—(2) entao (0, A) = 0
para todo A € IR.

Devido ao Teorema 5 em ([B], p.221) e ao fato que ¢ € H*(T) para qualquer
s > 0, sabemos que o problema de valor inicial (1)—(2) possui uma tnica solucao
global (ver defini¢ao abaixo) para todo s > 0. Logo a solu¢do u do problema de
valor inicial (1)—(2) é C*° na varidvel x.

Lembremos que o problema de valor inicial para a KdV é localmente (glo-
balmente) bem-posto em um espago X se dado uy € X existe T' = T'(uy) (para
todo T') tal que existe uma tnica u resolvendo a equacao integral associada a KdV,

como em (1.7), com u € C([-T,T]; X) e a aplicacao
up — u e C([-T,T]; X)

é continua.
Motivados por esta propriedade, definimos a seguir o espago de fungoes X%,

o qual foi usado por diversos autores, ver por exemplo [KPV2], [KPV3].

Definigao 1.1 Dado s > 0, definimos por X*, o espaco das funcoes u € L*(T x R),
onde para qualquer A € IR temos u(0,\) = 0, com u(-,t) € C(T) para qualquer
t € R e ainda

1/2

=2 |”|28/ (L+ A=) [a(n, D" dX | < oo (1.10)
R

neZ

Il

Temos que (X%, ||| - |||xs) é um espago vetorial normado completo.

Para provar a analiticidade na variavel x necessitamos do seguinte espaco.
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Definicao 1.2 Fizado s > 0, definimos por V° o espaco das fungoes u € X?*, onde

1/2

v+ Z|n|25 (/IR|ﬂ(n,)\)|d)\>2 < 0. (1.11)

llelllys = lwll

Temos que (V*, ||| - ||lys) é um espago vetorial normado completo.
Observe ainda que Y* C, X'®, para qualquer s > 0.
Os espagos Y* foram primeiramente introduzidos por Colliander, Keel, Staf-

filani, Takaoka e Tao [CKSTT] para se estudar a bem postura global do problema

de valor inicial para a equagao de KdV quando s > —1/2.

xs diferem apenas pela quantidade

Observe que as normas |||ull|ys e |||ul]

2
Z n|* ( / [a(n, A)| d)\) . Esta quantidade foi acrescentada com o objetivo
R

neZ
de garantir que se u € Y*, entao u(-,t) € H*(T) para todo t € IR, fixado. Vejamos

tal resultado.

Lema 1.2 Sendo s > 0 qualquer e u € Y* entdao para todo t € IR, fizado, temos que

[[ul-, 2)]

msry < [llulllys.

Demonstracao: Fixemos t € IR qualquer. Como para cada n € Z temos que

u*(n,t) :/ e™i(n, \) d), entdo
R

1/2

s |~z 2
e = | Y In[* @t (n,t)|

neZ

- (3

neZ

S fnf ( /1; [ ¥(n, A)| d/\)2>1/2

neZ

= (e (/B @in, V)| d>\>2>1/2

neZ

lul-; 1)]

1/2
S\ Y

/ e Mi(n, \) dX
R

IN

IA

ey,
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o que conclui a demonstragao. |

A seguir apresentamos um resultado que nos garante que dada uma funcao
¥(t) € C°(IR) qualquer, entdo Yu € Y*® para toda u € Y, ou seja, o espago
Y? ¢é invariante pela multiplicacao de fungoes na variavel ¢ que sao infinitamente

diferenciavel e que possuem suporte compacto.

Lema 1.3 Dada 9(t) € C3°(IR), entao eziste C = C(y0) > 0, de modo que,

llull

yo < Cflull

Ve,
para toda u € Y°.

Demonstragao:  Nestas condicoes evidentemente que yYu € )?®. Definimos a

fungdo g : T x R — C, onde g(x,t) = ¥ (t)u(z,t). Entdo se n € Z e X € IR, temos
ﬁ(n,A):w(A)*u (n, \) /w Hn, X — 1) dT.

Como 1+ |A—n? < (1+|7|) (1 + |\ — 7 —n?|), para quaisquer n € Z e

2
d)\)

<Z|n!25/ L+ |\ —n? (/ ‘w A”n)\—T‘dT>

A, 7 € IR, entao temos que

|||wu|uxs—2|n|28</ L= )| [ St A= r)ar

neZ

neZ
<Z|n\28/ (/ 1+ 7)1+ A = 7 = n?| 1/2‘1/; Ya®t(n, A — 7 ’m) A
neZ

g 5 \1/2\?
sZW&(/ ([ [ n=r =) 5ty n,r = 7)) dT)
neZ R
(/’1+|T| ’ )ZIHIQS (/ (1+ | —n?)) Iﬂ(n,u)lgdu)

neZ

< CllullZs,

onde a terceira desigualdade decorre da desigualdade de Minkowski para Integrais e
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a ultima segue do fato de que a funcao i pertence ao espago de Schwartz. Note que

> f i) ) - Sl (| oo n)
|n|25( [ [ [ae nA—ﬂ(dmA)z

= nezlnFS(/ 5(r ‘/Iun)\—ﬂd)\dr)

- S /\¢ d7/|un/\|d)\)

- (/ 5] ar) 3w ([t anar)

neZ

< C’Z|n|23(/ |un>\|d)\dr) :

neZ

IN

onde a ultima desigualdade decorre do fato de v pertencer ao espaco de Schwartz.

N\ 1/2
Xs+< |n|28(/|gm|dx)) |
neZ

e < Clu

Pelo fato de

llull

o = [[pull

obtemos entao que |||¢ul|

ys, 0 que conclui a demonstracao. |

Na sequéncia demonstraremos um resultado que tem por objetivo caracte-
rizar, através da norma || - || gs(r), as funcoes analiticas periddicas. Para tanto, para

cada k € IN, denotemos ¢, = 9*p.

Lema 1.4 Seja ¢ € C¥(T) qualquer, entdo para cada s > 0 existe M(s,p) > 0 e
C,=C(p) >0, tal que

1 k
s <M k!
ol < M9 5 )

para cada k € IN.

Demonstragao: Fixemos k € IN e s > 0 quaisquer. Pelo fato de ¢ € C¥(T),

temos que existem constantes C,e > 0, de modo que |p(n)| < Ce~¢l"l| para todo
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n € Z. Portanto obtemos que

%{S(T) = ZW?S’@(HW

neZ

= > B

nez
< Z |n|25|n|2k026—2a|n|
ncZ
_ Z CQ‘H‘Qsefs\n\|n‘2k€75\n|'

neZ

‘|80k|

|2k675|n|

Como o intuito de limitarmos |n , para todo n € IN, definimos a

fungao f : [0,00) — IR, onde f(t) = t**e¢~¢, para todo t € [0, c0).

Pelo fato da funcao f ter como ponto de maximo t, = 25—’“, obtemos que

f(In]) < f(%) para cada n em Z, ou seja,

2% k 2 Nk
e () [(g) k] 3 [(2) k;] ,

para todo n € Z, onde a tltima desigualdade decorre do fato de ke < k!, para
todo k£ € IN.

Como a série Z C?|n|*e¢I"l converge, existe uma constante M (s, ) < oo,
ncZ
de modo que Z C?|n|*ee" < M (s, 9)%
neZ
Entao devido a majoragao acima de ||¢x|

2
92 k
117 (my < [M(S,w) (g) k!]

Tomando C, = { e pelo fato das constantes M (s, ¢), C,, > 0 independerem

Hs (r)» obtemos que

do valor de k£ € IN entao obtemos que

1 k
oo < M(s.) (52 ) B

para todo k € IN, o que conclui a demonstracao. [

Na sequéncia deste trabalho, denotaremos por C, > 0, a constante obtida

pelo Lema 1.4, onde ¢ € C¥(T) é a condicao inicial do problema (1)—(2). Ainda nos
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referindo a condigao inicial do problema (1)—(2), denotamos para cada s > 0,

o0 k

[l = 3" 2l

H(T)

A seguir, apresentamos um resultado que nos da uma condigdo para que

uma fungao ¢ € C*°(T) seja uma fungao analitica em T.

Lema 1.5 Seja ¢ : T — IR uma funcgao infinitamente diferencidvel. Se existem

constantes s > 0, M(s, ) >0 e C, > 0, onde para qualquer k € IN temos

1 k
sy < M k! 1.12
oo < M(s.0) (52 ) B (112
entao ¢ € C¥(T).

Demonstragao: Sabemos que ¢ € C*(T) se, e somente se, ¢ € C(T) e existem
constantes positivas C e ¢, de modo que |p(n)| < Ce¢l"l para todo n € Z.

Pela relagao (1.12) obtemos para qualquer k € IN que

1 2k
ST PGP = 3 [l ) < M(s,9)? (W) na
4

neZ neZ

donde resulta que

R 1 2k
20| B(n)[2 < M(s, )? (ﬁ) (k)2
©

para quaisquer k € IN e n € Z. Temos que a tltima relagao é equivalente a,

-~ 1"
00| < M) (55 ) B

para todo k € IN e n € Z, ou ainda,

Ck’n’k 1 k
¥ oy < -
e < M0 (3)

para quaisquer k € IN e n € Z\{0}, donde resulta que

o0

Y C|n| p(n )|<M890§< >k

k=0
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para todo n € Z\{0}, ou seja,
¢ B(n)| < 2M (s, ),

para todo n € Z\{0}.
Tomando C' = max{2M s, ), |@(0)|} e e = C,,, obtemos entao que

|5(n)| < Cee"l para qualquer n € Z, o que conclui a demonstracao. [ |

1.3 O espago A()?)

Como o0 nosso objetivo é mostrar que a solu¢ao u, do problema de valor
inicial (1)—(2), é analitica na variavel x, desde que t esteja préximo de zero, entao
vamos introduzir um espago especial para tornar isto possivel.

Como ja visto no Lema 1.4 o fato de ¢ € C¥(T) pode ser traduzido em

termos das normas H*® por

1 k
oo <M. 327 ) 1

para cada k € IN. Portanto se definirmos

{ory=(00, 01,02, ), or =0

e definirmos

. = Ch
[{ents=lels = Z k—TH%! H*(T)>
k=0
entdo pela definicao de [¢]s, temos que
[{n}]s < oo

Motivados por este resultado, a seguir iremos definir um espaco natural para

expressar a analiticidade na variavel x.
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Definicao 1.3 Fizado s > 0, definimos A(Y?®) como o conjunto das sequéncias

{vr} = (v, v1,v9,...), onde vy € YV* para cada k € IN e ainda

ol =) 7 lloellys < oo. (1.13)
k=0
Temos que (A(Y?), ||| - ||ls) é um espago vetorial normado completo.

Mostraremos a seguir porque este espago é apropriado para mostrarmos a

analiticidade pretendida.

Lema 1.6 Se {v;} € A(Y®) para algum s > 0, entao v(-,t) € C*(T), para qualquer
t e R fivo.

Demonstracao: Pelo fato de existir s > 0 de modo que

vl =) k—flllvkll ys < 00,
k=0

entao existe uma constante M = M (s, v), de modo que

k
_¥

o]

ys SM7

para todo k € IN. Mas isso é equivalente a afirmar que se k € IN, entao

1 k
v <C§0)

Fixado t € IR qualquer, pelo fato das hipoteses do Lema 1.2 serem satisfeitas,

1 k
v <C¥7) ’

para todo k € IN. Como as hipdteses do Lema 1.5 sao satisfeitas, concluimos que

0w

obtemos entao que

[ (-, 2)]

eery < vkl

v(-,t) € C¥(T). Pelo fato de t € IR ser qualquer, temos entdao que v(-,t) € C¥(T)

para todo t € IR, o que conclui a demonstracao. [

Na sequéncia deste trabalho denotaremos por Bg[0,r] o conjunto das se-

quéncias {v;} € A(Y?), onde |[[{vi}|ls < 7.
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Temos que o espago A()?®) é extremamente 1til para demonstrarmos o Te-
orema 1.1, pois para cada s > 0 fixo, vamos garantir a existéncia de 0 < § < 1 e
de {v} € A(Y?®), de modo que T (v, vy, . .., vx) satisfaz a equacio (1.9) para cada
k € IN. Isso implica que se [t| < 2, entdo a fungdo T°(vy) = v(z,t) é uma solugdo
do problema de valor inicial (1)—(2) e pelo fato de {vx} € A(Y?®) temos entao que a
funcao v é analitica na variavel x.

Como iremos demonstrar o Teorema 1.1 utilizando a técnica do ponto fixo,

entdo para cada 0 < § < 1, definimos o operador 7° : A(Y*) — A(Y*), onde

T° ({vp}) = (T (o), T} (vo, v1), -« o, T (Vo, V1, - 0k), ) = {TF (vo, v1, -+ -y 0k) } -

Na sequéncia veremos alguns resultados técnicos que serao uteis para mos-

trarmos que a aplicacdo 7° é uma contracio em um subconjunto apropriado de

A?).

1.4 Estimativas

Esta secao tem por objetivo encontrar, para cada s > 0 fixo, condigoes sobre
0<d<1ler>0,demodo que o operador T° seja uma contracao em B,[0, r].

A principio, enunciaremos um resultado que é fundamental para mostrarmos
que T° é uma contracio em uma bola apropriada de A()*). A demonstracao desta
proposicao nao foi redigida nesta secao devido ao sua extensao, mas esta inteiramente

contida no Apéndice.

Proposigao 1.1 Fizado 0 < 0 < 1, existe uma constante C' > 0, de modo que

k
k
78 o,y < €0 S (B ool sty + Cllnlanco,

J=0

para quaisquer vy, vi,Vs . .., 0 € YV°.

A seguir, enunciamos uma generalizacao da Proposi¢ao 1.1, cuja demons-

tracao também pode ser encontrada no Apéndice.
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Proposicao 1.2 Se 0 <9 < 1, entao existe uma constante C' > 0, de modo que

T2 (wo, wy, . . ., wi) — TP (vo, v, -+ o) |||y
L (k
< €Y (MYl + ol = vl
— \J
j
Para qQUAISQUET Wg, Vg, W1, U1, . . . , Wy, Vp € V°.

Na sequéncia, demonstraremos um resultado que nos dé, mediante o uso das

estimativas obtidas pelas Proposicdes 1.1 e 1.2, uma estimativas para |[|T° ({vi })||s-

Lema 1.7 Fizado 0 < 0 < 1, existe uma constante C' > 0, de modo que
IT° {we}) lls < C824{wi} 12 + Clels, (1.14)

e ainda

IT° ({wr}) = T° ({ued) s < O824 I{we} + {odlls - IHwe} = {odlls,  (1.15)

para quaisquer {wy} e {vx} que pertencem a A(Y*).

Demonstracao:  Seja {wy} € A(Y*). Devido a Proposicao 1.1, obtemos que

00 ik

C
I7° {wh) s = k—fHIT;f(wO, w5 we)[lly

k=0

<o 225 (Yl + Z 2 Clpel
k=0 = j=0 J

=SS (Mol llully + Ol (116)
k=0 = j=0

Observemos agora que



22

kE Kk k
55 3 (5 oty (1.17)
il uolls) +
il ollllually- s o

=0

C,

C\/\
[—

)

1 1
C( sy wo||y5+ jlllwllly- e ly+5llwol

ol Ve
1 1
C §|||w3||ys wo||y5+—”|w2||ys w1||y5+ |||w1||ys w2||y5+ |||w0||ys
0 1
=C, aIHwoMysIHw(JHIys +
1 1
C@—IHwollys w1||y5+—|!|w1||ys ye+
o1 1
C; 2,Illwollys wz||y5+ Ilellys w1||y5+ |||w2||ys J +
1 1
C #\3] |||w0||ys w3||ys+ |||w1||ys w2||ys+ |||w2||ys w1||ys+ |||w3||ys
o8] Ck: H o] Ck 1
=C) [[[wollys Zk—flllwkH\ys + C, Z H!wk—lllys +
k=0 k=1
e8] Ck 2 o8] Ck 3
C _ s C s
= IHw llys > = llwe—j]llys
5 G ;;w_j)! a

—Z “"|||wg|||y Z |||wly|

onde a antepeniltima igualdade é obtida da igualdade anterior somando em colunas.

y.s

Segue de (1.16) e da tltima igualdade que

o0 Cl
IT° ({wi}) s < 051/242 S”H!u@IHy Zl—fll\wz|||ys+6[[<pﬂs
j=0 =0

= CO I {will? + Clels,
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o que prova a relacao (1.14).
A seguir mostraremos que a rela¢ao (1.15) ¢ satisfeita. Devido a definigao

de ||| - [|ls, Proposi¢ao 1.2 e a igualdade (1.17), obtemos que

I7° ({wr}) = T° ({ox}) s
o O s 5

= ) T N3 (oo, wrs ) = T3 (vo, 1, v) [l
k=0

< 5/ Z k—‘f Z ( ) [wi—j + vi—j]llys[llw; — vlllys
=0 " =0 M
0o Cj 0 Ol
= oy TTH‘U}J' +ogllys D = M = willlys
j=0 =0
= C8{wi} + {or}lls - lI{wi} = {va}lls,
o que demonstra a relagdo (1.15) e conclui a demonstra¢ao do Lema 1.7. u

O resultado a seguir exibe condigoes sobre 0 < § < 1 e r > 0 para que o

operador T seja uma contracio em B,[0, r].

24

Proposigao 1.3 Se tomarmos r = 2C[p]s e 0 < 6 < min< 1, L , onde C
(27’2)24

¢ a constante obtida no Lema 1.7, entdo T° : B,[0,7] — B,[0,7] é uma contragdo.

Mais precisamente, temos que ||T° ({wi}) |||s < 7, para todo {wy} € B,[0,7] e ainda

I7° ({we}) = T° {oed) lls < %Hl{wk} = {orHlls,

para qualquer {wy}, {vg} € Bs[0,7].

Demonstracao: Devido ao Lema 1.7 e as condig¢oes impostas sobre 7 e § obtemos

ols r 3r
I (i) e < a2 a2+ Clel, < o L 230

para qualquer {wy} em Bg[0,7].
Fixados {wy}, {vk} € Bs[0, 7] quaisquer, ainda pelo Lema 1.7 e pelo fato de

|| - ||ls ser uma norma sobre A()*®), temos que



24

I7° {wid) = T° ueh) s < O8I we} + {odlls - 1w} = {oiblls

< ) + ol N - il

[[sO]]

< O (Iwidlls + Mvells) - Mifwe} = {oedls
r 2r
< ?—QHI{wk} {ve s
= 5ll{we} = {vetllls,
o que conclui a demonstragao. |

A seguir enunciaremos o Lema da Contracao, resultado este que nos garan-
tird a existéncia de um tnico elemento {v} € A(Y*) de modo que TP (v, vy, .. ., vy
satisfaz a equacdo (1.9) para qualquer £ € IN. A demonstracao deste Lema pode ser

encontrada em ([St], p.12).

Lema 1.8 Seja (X, d) um espago métrico completo e F : X — X uma contragao.
Entao existe um unico ponto fixo p, isto €, F(p) = p. Mais ainda, p é um atrator
de F, isto é, dado qualquer x € X, temos que lim F(x,) = p, onde x1 = F(x) e

n—oo

Tni1 = F(x,) para todo n € IN.

1.5 Demonstracao do Teorema 1.1

Seja s > 0 fixado. Se tomarmos 7 e J satisfazendo as hipdteses da Proposicao
1.3, entao pelo fato de (B0, 7], |||-|||s) ser um espago normado completo e a aplicagao
T° ser uma contracio sobre B,[0,r], temos pelo Lema 1.8 que existe um tinico
elemento {v;} € A(Y?), de modo que {v} = T°({vi.}).

Segue desta tltima igualdade e da definicio do operador 7 que para todo

k € IN temos

vg(x,t) = T,f(vo,vl, cey UR)-
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Assim para |t| < g, temos para cada k € IN que

V() Ys(t)vp(z,t) = T,f(vo, Ul ey Ug)e

Logo, pelo fato da fungao v satisfazer a relagao (1.9) para qualquer k£ € IN,
obtemos entdo que v é solugdo do problema de valor inicial (1)—(2), desde que |¢| < .
Agora devido o fato de {v} € A(Y?), temos entao que a fungao v é analitica

na variavel . Portanto, temos que a solugao v(z,t) = T¢(vy) do problema de

valor inicial (1)-(2) ¢ analitica na varidvel = desde que [t| < 2, o que conclui a

demonstracao do Teorema 1.1. |



Apeéendice

Neste apéndice o nosso objetivo serd demonstrar alguns dos resultados que

foram omitidos durante a demonstracao do Teorema 1.1.

2.1 Demonstracao da Proposicao 1.1

A seguir faremos a demonstracao da Proposigao 1.1, resultado este de gran-

de valia, pois nos d4 uma estimativa para o valor de |||T¢ (ug,u1, . .., u)|||ys para
quaisquer 0 < 0 < 1 e k € IN. Esta estimativa possui um papel fundamental para
mostrarmos que 7° é uma contracdo em um conjunto apropriado de A(Y*). Na

sequéncia enunciamos a referida proposicao novamente.

Proposicao 2.1 Fizado 0 < < 1, existe uma constante C' > 0, de modo que

vellwslllys + Cllorllms ),

k
k
1T (o, )y < COVH S ( j) M |

J=0

para quaisquer ug, Uy, . .., Uy € Y°.

Fixemos k € IN qualquer. Antes de comecarmos a demonstracao do resul-
tado acima, iremos buscar uma outra caracterizacao de T (ug, Uy, - - . , Uy).

Para simplificar a notacao utilizada convencionamos que

By = By (¢su, tosu) = %Z (f) Op (Vstin—j - su;) -

k
Jj=0

26
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Segue da defini¢ao de T}, relagao (1.9) e da definigao do operador W que

TS gyt ., ue = (W (1) pn() — (2) / Wt = 7) By (¥su, dsu) (2 7) dr

—UOW ()u(x) — b(0) / W(t - 7)Bl(x,7) dr

=1 (t)zei(nx-i—n?’t) @(n)—i/)(t) /Ot (Zei[”wﬁ-n?’(tr)} é\gx (n7 7-)) dr.

nEZ nEZ

—~T

Como B! (n,7) = / e TBI(n,\) d\, para quaisquer n € Z e 7 € IR,

segue da igualdade acima que

Tlf (Uo, U,y ... ,uk) = Z Sok 1 nI+n3t
neZ
t o .
_ 2[}(15)/ (Z ei[nr+n3(t—7)] / GM.TBg(n7/\) dA)dT
0 — o0
nez
= Z Spk Z nﬂ?+n3t
neZ
nEZ
= Z Spk 1 na:+n3t
neZ
= () 3] el / Bj(n, \) / 07 g
ncZ —o0 0
= Z SOIC 'L nm+n
neZ
0~ ’L’(Afn?’)q- T=t
i(nr+n e
- v e . 3t)/ BY(n, M) | ~y—¢ d\
Z —0 7 ()\ —n )
ne _
= Z Spk Z n96+n3t
neZ
i(nz+n3 0~ 'eit(/\fn3> _1
- v %e (natnt) /_OO Bj(n, \) <—ZW i
ne

§ : z anrn

neZ
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+ i) Z pi(na+n®t) /OO <%> Egjﬁ(m)\) d\.

Como 1 = ¢ (A

entao obtemos que

Z@k

neZ

7uk)

neZ

—n) 41— P (A—n?) = (A —n?) + (1 - &) (A—n) e

ainda para quaisquer A € IR e n € Z temos que

eit()\—ng) _ 1

i
N — _tJ A\ —
N

Jj—1
n®)’

z nz+n3t

—

. 3 [° eit()‘_ng) —
s (0 0 [ o a1 -w) (A=) (Tl> Bi(n, A) dA

neZ

Z@k

neZ

—00

z na:+n3t

. 3 o0 eit()‘_n?)) —
vi(t) Y ellern) /_ ¥ (A —n?) <A_—ng1> Bi(n, \) dA

neZ

viv) Y o) [~

neZ

Z@k

neZ

—00

z na:+n3t

vip(t) Y ellnatn) /_ Ty (A —n?) (Z %tj (A — n3)j_1) B (n, \) dA

neZ

j=1

+igh(t) Y ¢i(na+n®t) /OO (1=9) (A =n%) (%) Bi(n, \) dA

neZ

—0o0

—iw(t) 3 ) [T (- ) (ﬁ) Bi(n, \) d\

neZ

Z@k

neZ
(e.@)

—|—ZZ —t]w

j=1 J!

z nx+n3t (218)

(1) Y eilnetn) /OO v (A=n®) (A=n®) T Bin,A)dA  (2.19)

neZ
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inx ]' B —n ) it)\/\é
+i(t) Y e / — n3 Bi(n, \) dA (2.20)
neZ
. i(na+n3t > (1 B ¢) (/\ 3) F)
—ip(0) Y o) /_Oo DO B (22)
nezZ
Como o nosso intuito é obter uma estimativa para |77 (ug, u1, - . ., ug) |||y,

(2.19)|ly

(2.20)|

a nossa estratégia sera estimar os valores de [|[(2.18)]/y ys €

2. 21)]lly

Estimativa de |||(2.18)]]|y

Por conveniéncia definimos f: T x IR — C, ondese x € Tet € IR,

(2.18) = ()3 Balmei (),

neZ

Basta entao encontrarmos

Fixados m € Z e A € IR, afirmamos que

Fm, 2) = @alm)d (A —m®).

De fato, temos que

f(m,/\) _ / / —it-A fmm Z <,0k 7, n:(:+n t) drdt

neZ

= /]Rw(t) Z@(n)e’”“’" )%/Te”'(”m) dxdt

— Gm)d(r - m3>

Entao obtemos que

3 |n|2S/R (14 A= n®]) | Fln.2)

neZ

+ Z\n\28</ 7m0 a )

ne

1/2
2

1/2
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1/2
_ 7§Z|n|28/m(1+u—n3|) ‘@(n)@()\—n?’)‘zd)\
, 1/2
| S ([ [modo- | )
1/2
= Z|n!25|@(n)\2/ﬂ(l+|>\—n3|) ‘@(A—n?’)QdA

neZ
1/2

- [ S o ([ 5| ar)

: dX)l/Q + ( /]R W(A’)

Ikl [( | aspfaw)

< Cllgxl

")

onde a ultima desigualdade segue do fato da funcao 1 pertencer ao espago de

Hs(T)>

Schwartz.

Portanto, temos que existe C' > 0, de modo que

1(2-18)]]

ye < Cll@ellmsm- (2.22)

Estimativa de |||(2.19)]]|y-.

No intuito de obter estimativas para [||[(2.19)]|ys, entdo para cada j € IN*,

definimos f; : T x IR — €, onde para qualquer z € T e t € IR, temos

filw,t) = tp(t) 3 ellnen) /IR O(r — 1) (r = n®Y " Bi(n, ) dr.

neZ
Pela definicao das fungoes f;, temos entao para qualquer x € T e t € IR que

(2.19) = Z%fj(a:,t).

J=1

Buscaremos entdo estimativas para ||| f;][|y--
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Fixado j € IN* qualquer, afirmamos que

—

Fi(m, A) = (A — m?) /]RW —m?) (1 —m®)’ " B (m, T)dr,

para quaisquer m € Z e )\ € R.

De fato, fixados m € Z e A € IR quaisquer, temos que

f] m, \)
/ /tjw Ze_” m=n)+t-(A=n’ /w T—n T—n )J_lé\g(n,T)de:cdt
neZ
) ) 1 1 )
= Z/e‘”'(’\_” t]w(t)/w(T — n3)(T — n?’)] 1B,‘z(n, T)dT— /e_m’(m_")dxdt
JIR R 2m Jp
neZ

= [ e u) [ wtr—m) (r =) Btm, ) drdt

R

:/ — it (A—m? tjw dt/ (T —m )(T—m?’)j_lég(mj)dr
/\ m? /1/17'— T—m)_lé\g(m,T)dT.

Na sequéncia encontraremos uma estimativa para || f;|

ys.

1751y
— 2
:(;ZW /R(ny—nﬂ) (- )|

9 1/2
d)\>

t@()\ - n?’)/lR ¢(T—n3)(7—n3)j_1§7‘z(n,7) dr

| [ ot =) (=) Bty e

(),

(Z e (14131

(e (],

neZ

1/2

2
d)\) )
s \1/2
d/\>

1/2

tﬂw

‘/¢T—n)(7—n) B(S(TLT)dT

)

Fo(N) /R b —0®)(r — 0% Bi(n, 7)dr
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2>1/2

(A

([

) (ZWS
/ (Z |n|25(/ Y(r —n?)(r —n®) ' Bl(n,7) dr >2)1/2

2|[1/2 _
= |1+ + || (x :
(H( RIIZeN W ) L1<R>>

(Z (ot =) =0 B df)z)% |

Como 1+|A| < 2(1+4|A?), para todo A € IR e por ¢ pertencer a C5°(—1,1),

/¢ r—n? T—n);lg‘z(n,ﬂdr

£\

t(\)

onde 0 < 9(t) < 1, para todo t € IR, obtemos que existe C' = C(¢) > 0, tal que

1/2
< 2(/ (1+AP)
LY(R) R

- QHtijHl(R)
= 2 (116 oy + 1E0Y oy )
< 2 (1900 oy + 1780 oy + 1 ] oy

< O

5 2 1/2
( tw(A)‘ d)\)

Ja+ 1 [y

Analogamente, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e desigualdade

acima, obtemos que existe C' = C(¢)) > 0, tal que

v = Ll A 2

< (/]RWCM)U (/R(1+|/\|) tjzp(A)’Qd/\)l/z

/-\ 2 1/2
< C(/ (14 A2 +2/A) thp()\)‘ d/\)
R

e 9 1/2
< O(/ (1+AP) tw(A)‘ d)\)
'R
= CltYlmm)

< C-j

tb(N)
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Portanto, devido as relagoes acima, nés obtemos para qualquer j € IN*, que

existe C'= C(¢)) > 0, onde

1/2

—~

vo< 0o [ S ([ Jotr - <r—n3>j‘132<“77>(d7>2

neZ

17511

Novamente pelo fato de ¢ € C§°(—1,1), onde 0 < ¥(t) < 1, para todo
t € R, entdo (1 — n?) = 0, se |7 —n®| > 1 e ainda (1 —n3)| |7 — 03" <1 se

|7 —n3| < 1. Entao obtemos para qualquer j € IN* que

1/2
2
. 5 .71 —_~
Wlls < €5 [ St ([ [otr =) =%y Bt )| ar )
ncZ R
N N
< g Swe ([ |Bin)| )
ncZ r—n?I<1
— o\ 1/2
2 Bi(n,7)
< C-j n|? / S I , 9.23
T§Z| | |T,n3‘§11+|7_n3| ( )

onde a ultima desigualdade decorre do fato que 1 < ﬁ, sempre que |7 —n?| < 1.

o0

j+1
Pelo fato de (2.19) = Z 2_—'fj(x,t), por ||| - |||y ser norma e pela relagao
J!

j=1
(2.23) obtemos que existe C' > 0, tal que

=1
1(2.19) [y« < Zﬁ\\\fleys
— 2\ 1/2
0o . Bo(n,T)
J 2 ‘ kA
< cYy L In|? / B I
;]' ; |r—n3|<1 14 |T - 713‘
P o\ 1/2
Bj(n, )| x
’ J
< C In|?* / ’—fdf J
72 |T7n3|§1 1 _I_ |7— - n3| ;]'
P o\ 1/2
2 ’Bg(n’T)‘
= C n|* / - —dr ,
Z| | r—n3|<1 1 + |7-_n3|
ne Z -

pois a série Z;io% é convergente.
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Portanto, obtemos existe C' > 0, de modo que

_— o\ 1/2
2 ’Bg(nﬂ—)‘

s < C E 5 - d i 2.24

ys = ’n’ /1}31+|7'—n3| T ( )

neZ

(2 19)]]

Estimativa de ||(2.20)]||y

Com o objetivo de obter uma estimativa para [||(2.20)]||ys e o intuito de

simplificar a notacao, definimos f : T x IR — €, onde para quaisquer x € Te t € IR

inx 1 — — ) iT 'Y
f(z,t) Z / — n3 ‘Bi(n,T)dr.

neZ

Devido a definigao da fungao f, temos que (2.20) = i) (t) f(x,t), para quais-

quer x € T et € IR. Logo

(2.20)]

ys = [l ]

ys =

Devido ao fato de ¢ € C§°(—1, 1), temos entao pelo Lema 1.3 que existe uma

constante C' = C(1p) > 0 de modo que ||| f||y

ys. Portanto para obter

uma estimativa para [||(2.20)|||ys, basta encontrar uma estimativa para ||| f|||ys.
(1 =)A= m?) =5
A—m3
De fato, sendo m € Z e A € IR quaisquer, obtemos que

~ 1 , , , 1— —n?) =
f(m,\) = —/ /e‘“"""%e_“’A E em/ ( w(Tg n )6’TtBi(n,T) drdzdt
2m JrJr - R TN
(1 =) (r —n?) 1 4
. —it-\ 17't 5 —iz-(m—n)
_ }/ / T_n3 Bi(n, T)dT—Qﬁ/e dadt

(1- _ .
- / Zt’\/ (r )”tB,‘i(m,T)det
r—m

BY(m, \), paratodom € Z e X € R.

Temos que f(m, A) =

/\ m3
A seguir, iremos encontrar uma estimativa de ||| f|||ys. Pelo fato da fungao

Y € Cg°(—1,1), onde 0 < 9(t) < 1 para todo ¢ € R e ainda 9(t) = 1 se [t| < 1,
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temos que (1 — ¥)(t) = 0 se |t| < 3 e ainda |(1 — ¥)(¢)| < 1, para todo t € IR, logo

1/2
. (1 —¥) (7 —n’) = ’
L b ol R e O
neZ
1/2
s (1—w)(7_”3)A ?
+ Z|n|2 (/‘ = B(n,1)| dr
€z R
1/2
1-— T —nd - 2
o DL R e O
neZ [r—n?|> 3 |7 —
1/2
+ Z‘n‘Zs |(1_¢)(T n3>| ‘é}( 7_)‘ dr 2\’
; |T—n3|>3 |7 —n?| .
nez =2
1/2
2 A7 n‘”’!)p ‘
< |2 /T_ns|>1 |7 — n3® Biln. ] dr
nezZ =2
2\ 1/2
2 [Bin,7)
y d
- Z|”| /|Tn3|>1 Ir — nd| T
nezZ =2
3 1 ~ 3 3 3 3
Se |t —n?| > é,entaol—i—]T—n | <2|7 —n’|+|7 —n?| = 3|7 —n’| donde
3 1 9
resulta que < e ainda < . Portanto
|7 —n3| = 1+ |7 —nd| T —n312 = (1+ |7 —n3|)?
temos que existe C' > 0, tal que
/\5 2 1/2
|||f| < C Z| |25/ ‘Bk(nﬂ')) d
s n ——dr
o= cz |[r—n3|>3 1+ |T—TL3|
w7
o(n, T ‘
+C n|* / - d7
;’ ’ |r—n3|>1 1+|T—TL3|
o 2 1/2
2 ‘Bg(n’T))
< C S —d
- Z\n\ /1+|7’—n3| ’
neZ R
— 2\ 1/2
‘B,‘z(nﬂ')‘

o[ S np /—dr
ng, B1+|T—n3|
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Devido ao fato de [||(2.20)||ys < C||f|l|ly=, obtemos existe C' > 0, tal que
— 2 1/2
. [ Bl
220)[ys < C s —d
20l < €| Sk [ S
neZ
— 2\ 1/2
NERETS!
C s —d . 2.25
+ ZZ_IM /]RH’T_nS’ T (2.25)
ne

Estimativa de |||(2.21)]]|y-.

Com o objetivo de simplificar a notacao, definimos f : T x IR — C, onde

oty =) 3 o) [ A= By o,

R (7 —n3)

neZ

para quaisquer x € T e t € IR. Devido a definicao da funcao f, temos para todo
reTetelR que
(2.21) = —if(x,1).

Portanto

E2D)lys = lléfllys = LA lly--

Entao para obter uma estimativa de [||(2.21)|ys basta encontrar uma ma-

joragao para. || f[ly-.

Afirmamos que f(m, )\) — {p\()\ - m3) / (1 — 1/})(7' — m3)

R (7 —m3)

B (m, T)dr, para
quaisquer m € Z e X € R.

De fato, pois fixados m € Z e A € IR, obtemos que

Fim) = o[ [eremetrp 3 el [ B2 B, o) drdaa

neZ R
_ —it- in3ti —iz-(m—n) (1 B ¢)(T B n3) o
— /]Re Aw(t);e 27/11‘6 da:/]R (=) Bi(n, ) drdt
_ /Reit'()‘mg)w(t) /]R (1 _(j))_(;n;)mg)a‘z(m, T)drdt
) (T —m?)

- {/J\(/\—m?’)/]R(l_( Bg(m,T)dT.

T —m3)
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Na sequéncia encontraremos uma estimativa para ||| f|

Yoy

1/2
5 \Y

el d\

= Z\n\25/(1+|)\—n3’) w_nz)/wgg(m)m

3
A T—N
neZ R R

AL /2
d)\)

/(1_770)(7-_”3) Eﬁ(na T)dT

r T—n3

+ Zmﬁs(/m‘@E(A-n?))/ﬁ—(l_w)“_”g)E\g(n,T)dT

/ T—n3
ne Z

= (fa+

+/JR‘1Z(X) AN ;\n\%

1/2
N\

~ 2 \VY?
H) dX) A

neZ

1/2
S\ Y

/ (1 - Q/J)(T — ng)é\g(n’ T)dT

T—n3

1/2
S\ Y

SC Z|n|25 /B(l_w)(T_n)ag(n,T)dT

T —n3

neZ

<o Sme ([ 2 B

1/2

2
dT) ,

onde a penultima desigualdade decorre do fato que a fungao v pertence ao espaco

de Schwartz.

fato, por [(1 —)(t)| < 1, para todo t € IR e ainda que

Pelo fato de 0 < ¢(t) < 1, para todo t € R e ¥(1 —n?®) = 1, sempre que

1 1
T —n3| < 3 obtemos entao que |(1 —¢)(1 —n3)| =0, se |7 —n?| < 3 Usando este
3

|7 — n3| = 1+ |7 —n?| i

e

1
T —n3| > 2 obtemos entao que existe C' > 0, onde

— 2\ 1/2
2 ‘Bg(n’ﬂ‘
Il < o[ Smpe( [ lar
; \T—n3|2% ‘T—TL?”
— 2\ 1/2

NREC!

< C s L2y

= 2 In /R1+\T—n3| ’

neZ

Portanto, existe C' > 0 de modo que
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— 2\ 1/2
NERECS

s < O s - d . 2.26
o< 0| S| [ e (2.26)

neZ R

I2-21)]

A partir das relagoes (2.22), (2.24), (2.25) e (2.26) obtemos o seguinte resul-

tado.

Proposicao 2.2 Fizado 0 < § < 1 qualquer, entao existe C' > 0 de modo que

—~ 2 1/2
5 2 ‘Bg(n’ﬂ‘
T s < C | ——d C s
Il < €| S | = ar |+ Cllade
ne
o o\ 1/2
2 ‘Bg(n’T)’
C # —d , 2.27
el forsr—an® (220
PaTa qQUAISQUET Uy, U, . . ., Up € V5.

Devido a definicdo de B, faremos uso de duas estimativas bilineares, cuja

demonstragao pode ser encontrada em ([B], p.214).

Proposicao 2.3 Frxiste C' > 0, de modo que para quaisquer f,g € X?*, com t-suporte

no intervalo [—9, 9], temos

1/2
[Wgy(n, 7')|2 1/12
nf* [ —emdr) < 8V f s gl v (2.28)
rgz' r 1+ |7 —n3
1/2

2 Inf* (/ Md) < OO f e gl (2:29)

= r 1+ |7 —n3 - ’

onde wy, = 0, (f - g).

Portanto, para qualquer 0 < 0 < 1 e ug,uy,...,ur € YV°, temos que existe

C > 0, tal que



9 1/2

- 9 1/2
5 (ot

s =0
ol DI R "

2 1/2

%uk —j %%)]A(”a 7)

< CZ ans/ T P dr

= ne Z

< anl/mm( st llellvnll

k

k
= 023 (B sl sl

=0

Ainda devido a Proposicao 2.3, obtemos que existe C' > 0, de modo que

2\ 1/2
) ‘B nT)’
S| [ A
EZW /1+\T—n3]

152 ()10 sy - i
— ZInIQS /]R = <j) 1+ |7 —n3| u

o\ 1/2

2\ 1/2

Vsup—; %%‘)]A(n, 7)

CZ ZHQS/ 1—|—|T—n3\ dr

= ne Z

IA

IA

anwul( Vsl sl

k

k
= 823 (Yot

J=0

39
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para quaisquer ug, Uy, . .., ux € V°.
Logo pela relagao (2.27) e as desigualdades acima, obtemos para qualquer

0 <0 < 1 que existe C' > 0, de modo que

k
k
T3 (o, was -y wg)lllye < Oy Q)HI%Wjll\xs!II%ulestrCHwk!

J=0

onde ug, uy, ..., ur € Y*® sao quaisquer.
O Lema a seguir é extremamente essencial para finalizarmos a demonstragao
da Proposicao 1.1, pois ele nos garante, para cada 0 < § < 1, que existe uma cons-

tante C' = C(-) positiva, onde ||1bsv||lxs < COV4| 0|

48

xs para qualquer v € X%,

Na demonstracao deste resultado sera utilizado alguns argumentos de interpolacao.

Lema 2.1 Seja 0 < 6 < 1 qualquer. Entao para qualquer 0 < € < 1 existe uma

constante C'= C(e) > 0, de modo que para qualquer u € X* temos
lsulllxs < COF[fluf]] s (2.31)

Demonstracao: Fixemos 0 < € < 1 qualquer. Pelo fato que
1/2

xo = Z|n|25/]R(1+|)\—n3|) B, NP dx |,

neZ

(gl

para qualquer v € X®, entao para que a relagao (2.31) seja valida basta mostrar que
existe C' > 0, de modo que para qualquer n € Z e u € X*
— 2
/ (1+]A—n?)) ‘@Dgu(n,/\)’ X < 05—26/ (14X = n?) [aln, \)PdX. (2.32)
R R
Fixemos entao u € X® qualquer. Temos que a relagao (2.32) é equivalente

a seguinte desigualdade

IR

< 0525/ (1+ 7))
R

2

dr

~1

[e—mi”f%(t)aw(n,t)} (7)

2
dr, (2.33)

~t

e (n, )] (7)

para qualquer n € Z.
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Fixado n € Z qualquer, definimos para cada ¢ € IR a funcao h, onde

hn(t) = u*(n,t), entao a desigualdade (2.33) pode ser reescrita como

JR

ou seja,

2 2

dr,

~1

s (0] (7)

~1

e ha(t)] ()

dr < 0525/ (1+|7|)
R

2 2

S 05—25

—in3t
hn(t
e e (t)

e s () h ()

. 2.34
Hl/Q(B) ( )

No intuito de demonstrar que a relagao (2.34) ¢ satisfeita, utilizaremos al-

guns argumentos de interpolagao.

Sendo b = 1+¢

, entdo para qualquer 0 < p < 1 definimos A, = H**(IR).
Observe que Ay = L*(IR) e pelo fato de H*(IR) ser um espago de Banach para
qualquer s > 0, obtemos entao que 4, é um espago de Banach para qualquer
0<p<L

A seguir citaremos um resultado apenas para referéncia futura. Este resulta-

do nos d4 uma condigao para que os elementos de H*(IR") sejam fungdes continuas.

Lema 2.2 Seja s > 5. Entio H*(IR") pode ser imerso continuamente em C(IR")
(a colecdo das fungoes continuas de R"™ em C que tendem a zero quando |x| — o)

e vale a sequinte desigualdade

1 1 1/2
Il < e ([ rsgmde)

A demonstracao deste lema pode ser encontrada em ([I], p.340).

Em ([SW], p.211) encontramos o seguinte resultado.

Lema 2.3 Sendo Ay e A; dois espacos de Banach e T € um operador linear de
Ao+ A1 em Ag+ Ay, onde T leva A; em A;, para j = 0,1 e ainda existem constantes
My e My, de modo que ||Talla;, < Mjlla||la,, j =0,1 ea € Aj, entio T leva A, em

A, e ainda ||Tal| 4 < Mo(l_p)Mlp lall 4, para qualquer 0 < p <1 ea€ A,
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Com o objetivo mostrar que a relagao (2.34) é satisfeita, iremos aplicar
o Lema acima com T sendo o operador multiplicagao por 15, mais precisamente,
T(f)(t) = ¢s(t) f(t), para qualquer funcao f : IR — IR. Claramente 7" ¢é linear.

Seja f € L*(IR) qualquer, pelo fato de v5 € C§°(—4,6), onde 0 < v5(t) < 1,

temos que

— 2
7wy = [ [FsRi0] @t = [ wos@Par < [ 17P de =11 (239

Portanto o operador T leva Ag em Aj.
A seguir mostraremos que existe C' > 0 de modo que para qualquer f € A;

é valida a seguinte estimativa
ITfllay < CE2| flays

donde resulta que T leva A; em A;.
Fixemos f € A; qualquer. Devido o fato que % < b < 1, obtemos entao que

(1+]7)* < (1+2% (14 |7]*), para qualquer 7 € IR. Portanto temos que
ITsE, = [ i) T ar
R
— 2
< O/ (1+1[7*) ‘[%f](f)) dr
R
_ C —_—
/]R ‘W&f](ﬂ

- C/ ke
R

Nosso objetivo entdo é obter majoragoes para as relagoes (2.36) e (2.37).

2
dr (2.36)

(s f)(r) ]2 dr. (2.37)

Devido a relagao (2.35), obtemos que

(2.36) < C|l fll72(m)-
1-2b)

Pelo fato que || f||z2(r) < || f]l.4, para qualquer f € A; e como 1 < §2(1=2),

entao obtemos que

(2.36) < CO*U2 £, (2.38)
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Com o objetivo de obter uma estimativa para a relagao (2.37), para qualquer

g € H°(IR) definimos D% : IR — IR, onde para todo = € IR temos
Dy(a) = [ =g ax
R
Temos entao para qualquer 7 € IR que
Dby(1) = |71°g(7).
Portanto

(2.37) = C/II%|T|2b‘w(T)‘2dT
- ¢ [ [P

= CID"Ws |2z - (2.39)

2
dr

entdo o nosso objetivo entdo sera encontrar uma estimativa para a relagao (2.39).
Em ([KPV1],p.614) pode ser encontrada a demonstragao do seguinte resul-

tado.
Lema 2.4 Caso 0 <a<1el<p<oo, entdo
|D%(gh) — hD% — gDahHLP(R) < Cllgllzemy HDahHLp(lR) :
Aplicando o Lema acima com o =b, p =2, g =15 e h = f, obtemos que

HDb(lpz?f)H[p(B)

< Clsllzem [|D°f || oy + 1D oy + 10D || oy - (2:40)

Pelo fato que ¥5 € C§°(—4,6), onde 0 < 95(t) < 1 para todo t € IR, resulta

que ||77Z)5||LOO(R) S le ainda ||77Z)5||L2(B) S C

Entao decorre da desigualdade de Holder que

[ s D°f || o gy < sl ey (| D°F || oy < CNIDF || oy
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Devido a definicao de D’f, temos entdo que

N 9 1/2 )
HDbeL2(B) - (/R|Ty b f(T)‘ dr) < (/]R(1+ I7)%

Portanto devido as relacoes acima obtemos que

R 2 1/2
Fof o) = sl

“Db(w(sf)HL2(R) < CHfHAl + HbewaHLZ(jR) : (2'41)

A seguir buscaremos uma estimativa para H f Db@/)(;” L2(R)"

Devido o fato de f € H(IR) = A; com 5 < b < 1, temos pelo Lema 2.2 que

existe C = C(3) > 0 de modo que

[l < Cllfllas-

Portanto obtemos que

Hbew‘SHLQ(R) < ||fHL°°(lR) Hwa‘SHLQ(R) < Cllflla, Hwa‘;HLQ(R)' (2.42)

Usando o fato que @(7’) = 5@(57’) para todo 7 € IR, temos entao que existe

C =C(y) >0, tal que
DY |12 _ 2b
H w5HL2(1R) - 7]
R
LG
R
2% |~
= /’% 5‘1#(#)
R
S [ ()
R

< 0(52(17%),

2
1@;(7’)‘ dr

(51’#\(57)‘2 dr

2
dp

IA

2| dn

pois a funcdo 9 pertence ao espaco de Schwartz e 1 < §0=20).

Logo devido a relagao (2.42) e a tultima desigualdade, obtemos que

1F D5l 2y < 3427 £|a. (2.43)

1-2b

Usando o fato que 1 < 6172 e devido as relacdes (2.41) e (2.43) temos que

1D )2y < CE2 I, (2.44)
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Segue entdo das relagoes (2.38), (2.39) e (2.44) que

ITFI, < CO*2|£1%,

1-2b

Novamente usando o fato que 1 < §0=2Y) obtemos que

ITf1la, < CF22| £l (2.45)

Pelo fato das hipéteses do Lema 2.3 estarem satisfeitas, onde as constantes

My e M, sdo respectivamente 1 e C6*1=2Y) temos entdo que

< 062(1—2b)p
A,

b

Ap

e_mstw(;(t)hn(t)‘

e—in3thn(t) ‘

para qualquer 0 < p < 1.

]. _—LE_
Tomando p = oA temos que pb = % e pelo fato que §+e < 672, obtemos
e s tyn()]

(1—2b)

Co e

leiin%hn (t) H
H1/2(R) Hl/Q(ZR)

2(1—1—¢)

— o5t “e_i”3thn(t)‘

H/2(R)
— C§uE e—m?’fhn@)H
HY/2(IR)
< 05725 efin‘%thn(t)‘ ’
H/2(IR)

donde resulta que a relagao (2.34) é satisfeita.
Pelo fato de n € Z ser qualquer, temos que a relagdo (2.34) é satisfeita
para todo n € Z, donde resulta que é valida a relacao (2.32) para qualquer n € Z,

ou seja, existe C'= C(g) > 0 de modo que
llsulllvs < CO™|lulllxs,

o que conclui demonstracao do Lema 2.1.
Devido a relacao (2.30) e ao Lema 2.1 aplicado com & = % obtemos para

qualquer 0 < § < 1, que existe C' > 0 de modo que



46

k
2
1T (o, ullye < O ( j) s e sl + Cllgallirco
j=1
uygs
< CoMy (j)‘s”24|Hukj|||xsr||ujr||xs + Cllowll s
j=1
uyg®
< CoyC (J) wr—j lllysllglllys 4+ Cllewllsry
j=1
para quaisquer ug, Uy, . .., ux € Y, pois ||| - ||lxs < ||| - ||lys, desse modo concluindo a

demonstracao da Proposigao 1.1.

2.2 Demonstracao da Proposicao 1.2

Esta se¢ao tem por objetivo demonstrar a Proposicao 1.2, cujo resultado,
juntamente com a Proposicao 1.1, foi essencial para demonstrarmos o Lema 1.7, e
consequentemente, concluir que o operador 7° é uma contracdo em um conjunto

apropriado de A(Y®). A principio vamos enunciar novamente a referida proposicao.

Proposicao 2.4 Se 0 <9 < 1, entao existe uma constante C' > 0, de modo que

H|T,f(w0, Wi, ... ,'U}k) — T]?(U(];Uh Ce ;Uk)H ys
"k
< ooy ( ) lwi—j + vi—jlllyslllw; — vjllly=,
=0 ]
J
para quaisquer Wp, Vo, W1, V1, ..., Wk, Vg € ys.

Demonstracao: Fixado k£ € IN qualquer, temos entao que

T]g(w(]?wlw”awk)_Tlf(vovvlw”avk)
t t

_ —/ W(t—T)B,i(w,w)(x,T)dr+/ Wt — 7)B (v, v)(x, 7) dr
0 0

— _/0 W(t — 7)(By(w, w) — B)(v,v))(z,7) dr. (2.46)

Com objetivo de reescrever a relagao acima de outra forma, temos que
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Bl (w,w) — BY(v,v)

k k
1 k 1
=3 Z ( ) (Vswi—jsw;) —3 Z ( > (Vsvp—05v;)
i=0 J =0
j j
1< [k
=3 Z w& Wg—jW;j — kajvj)}
— \J
j
1
= 50 V3 (’wkwo — Wy + Vpwo — VkVy + K(Wr_1w1 — w101 + Vp_1W1 — Vg—101)
k(k—1)
—l—T(wk,ng — Wg_9V2 + Vg_oWsy — ’Uk,Q’UQ) 4+ ...
k(k—1)
+———"(WoWk—g — WoVk_2 + VoWk_g — VaVk_2)

2

+k‘(w1’wk_1 — W1VE—1 + MWk—1 — Ulﬂk—l) + WoWp — WUk + VoW — Uovk>:|

— %&E {wg <(wk + i) (wo — o) + k(wg—1 + vg—1)(wy — v1)

k(k —1) k(k —1)
2 2

+k(wy + v1) (w—1 — ve_1) + (wo + vo) (wy, — vk)ﬂ

_ _Z<> [% Wy—j + V—j) - %(wj—vj)]

= Bi(wi—j + ve—j, w; — v))

(Wg—2 + Vg—2)(we —v2) + ... + (w2 + v2)(Wk—2 — Vk—2)

= B
Portanto, pela relacao (2.46) e a igualdade acima, temos que
t ~
T2 (wo, wy, - . ., wi) — TP (vo, V1, - .., V) = —/ W(t—7)BY(x,7)dr.  (2.47)
0

Procedendo de maneira andloga a demonstragao da Proposicao 1.1, podemos

reescrever a relagao (2.47) da seguinte maneira,
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T,f(wo,wl, Ce W) — T,f(vo,vl, Cey Ug)
=iy %t%(t) Y eilnatn) / T (A= 1%) (A= n®)" " Bi(n, A d\ (2.48)
g=1"" ncZ -
, < (1-— A—n3) =
+i)(t) z:Ze”” /OO ( ;ﬂ)_( 3 n )emB,‘z(n, A) dA (2.49)

—ip(t) > gilna+nt) /OO (L=9)(A=n?) é\g(n, A) d, (2.50)

_ A—n3
nezZ &

onde a seguinte estimativa é satisfeita,

1(2-48)[llys + [l1(2-49) [y + [(2-50) [l =

— 9 1/2
2 ‘Bg(n’T)’
< C s 1 d
< oSk [ e
necZ
—~ 2\ 1/2
2 ‘Bg(nﬂ—)‘
C s - d
i %w /R1+yT_n3| '
ne

Portanto, obtemos que ¢ valida a seguinte estimativa

H|T£<w07w17 s ,'UJk) - T]?('U(],Ul, s 7Uk)||

ys
— 2 1/2
L[ |BiT)
< C y —d 2.51
< | Sk [ (2.51)
neZ
— 2\ 1/2
2 ‘Bg(n’T)‘
C s —0d . 2.52
: ZZW /Rl+|f—n3|7 (292)
ne

A seguir o nosso objetivo sera obter estimativas para as relagdes (2.51) e
(2.52).

Devido a definicao de B,‘z e a Proposicao 2.3, temos que
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1/2
) ‘B n,T
|n|/1+|7—n3|

%Z G) [895 (%(wk—j + vp—j) - Ys(w; — Uj>>] (n,T)
S Inff py— "

9 1/2

2 1/2

% Wr—j + V) - PYs(w; — Uj))T(nﬂ—)

CZ ZWQS/ ‘ 1+ |7 —nd| o

neZ

2061/12|||( sty + ol s = o)l

k

5y (j) s (s + vyl Ny = ) e

3=0

Ainda pela definigao de Bg e a Proposicao 2.3, obtemos que
1/2

anl/w\H( )% Wiy + vyl 150 = ) e

k

k
cot Ry (J) s (we—; + vk—j) s lll¥s (w; — v;)ll s,
=0
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Portanto para quaisquer wg, vg, w1, v1, ..., W, vx € Y e 0 < § < 1, obtemos

que existe C' > 0 de modo que

H|T,?(w0,w1, R ,wk) - T]?(”Oa V1, ... ,'Uk)”b}s
k
k
< oy (j) s + v e ooty — ) e
§=0

Agora utilizando o Lema 2.1, aplicado com ¢ = 4—18, temos que para cada

0<j<Ekaque

s (w; +v))laes < 64 |w; + vy |,

e também que

s (w; — v)|llas < 68wy — vj]|| .

Devido as relagoes acima e o fato que ||| - [|as < ||| - |||y, obtemos entao

para cada 0 < § < 1 fixo, que existe uma constante C' > 0, de modo que a seguinte

desigualdade é satisfeita

1T (wo, wy, . ..., wy) — T (vo, v1, - ..., vg)|ys

k
k
< sy (j) e + vegllyellw; — vyllye,
=0

para quaisquer wg, Vg, Wi, V1, . . ., Wk, Vp € V*, desse modo concluindo a demonstra-

cao da Proposicao 1.2.
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