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Resumo

Neste trabalho introduzimos uma classe de substitui¢oes nao-primitivas para
a qual os operadores de Schrodinger associados possuem espectro singular
continuo puro, com medida de Lebesgue zero. Para algumas substituicoes
nesta classe apresentamos condigoes que garantem a ocorréncia deste tipo
espectral para conjuntos genéricos e de medida total no hull, além de um

exemplo uniforme.
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viii RESUMO



Abstract

We introduce a class of nonprimitive substitutions whose associated Schrodin-
ger operators present purely singular continuous spectrum with null Lebes-
gue measure. For this class we give conditions for the occurence of this
spectral type either for potentials in generic or full (invariant) measure sets
in its hull, as well as one example with uniform singular continuous spec-

trum.
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ABSTRACT



Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao e Resultados

Operadores de Schrodinger discretos, também denominados operadores tight
binding, com potenciais peneperiédicos ! (veja Definicdo 1.2) assumindo um
numero finito de valores, sao modelos quanticos adequados para o estudo
dos quase-cristais [1] — estruturas que figuram entre as periddicas (cristais
perfeitos) e as aleatdrias (materiais amorfos). No caso unidimensional estes

operadores tomam a forma
(Hyow)p = Upt1 + Up—1 + Wnly (1.1)

em que w = (wy) € [°°(Z) (potencial) assume valores reais e u = (u,) €
12(Z); desta forma, H, é um operador auto-adjunto e limitado em I%(Z).
Este modelo descreve o movimento (quéantico), de um elétron em uma rede
unidimensional, cujos dtomos estao fixos na rede e distribuidos conforme a
seqiiéncia w. Supode-se ainda que nao ha interacao entres os diversos elétrons
eventualmente presentes. Muitas vezes em Fisica usa-se o termo “desordem
deterministica” para se referir a seqiiéncias peneperiddicas, e uma forma
conveniente de construi-las é através de substituicoes (veja adiante).

Uma questao de interesse nesses modelos é estudar como as propriedades
de transporte dependem da seqiiéncia escolhida como potencial, e passos

importantes no estudo desses modelos sao a determinacao do espectro do

No sentido de almost periodic em inglés, para distinguir de quase-periédico (quasi-
periodic). Termo sugerido pelo Prof. Dr. Giancarlo Pellegrino. Soube mais tarde que este
termo fora introduzido pelo Prof. Dr. Joao Barata em sua Tese de Livre-Docéncia. Outras
palavras que apresentam o mesmo prefixo sdo peninsula, peniltimo e penumbra.
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operador (que fisicamente representa os valores de energia que o sistema
pode assumir) e do tipo espectral associado (que tem implicagoes diretas
sobre a dindmica do sistema).

Ha duas classes de potenciais peneperiédicos que assumem um nimero
finito de valores que concentram a maior parte dos principais resultados

espectrais obtidos até o momento:

(a) alguns potenciais gerados por substitui¢oes primitivas [3, 4, 5, 7, 8, 9,
10, 14, 15, 20, 21, 36, 37]

(b) potenciais Sturmianos [6, 12] e Quase-Sturmianos [13];

as quais apresentam forte tendéncia a ter espectro singular continuo puro,
com medida de Lebesgue zero.

Pelo que sabemos, nao ha resultados deste tipo para potenciais obti-
dos através de substituigoes nao-primitivas. Neste trabalho apresentaremos
uma classe de substituicbes nao-primitivas e, adaptando algumas técnicas
do caso primitivo, mostraremos que os operadores de Schrédinger associa-
dos possuem caracteristicas espectrais semelhantes aquelas das classes (a) e
(b) acima.

Antes de enunciarmos os principais resultados deste trabalho introduzi-
remos alguns conceitos acerca de substituigoes; referéncias relevantes sao |1,
33]. Como trabalharemos com potenciais assumindo apenas dois valores, va-
mos restringir nossa discussao a substituicoes  : A — A* em que A = {a, b}
e A* é o conjunto de fatores em A, ou seja, palavras finitas com letras em A.
A substituicio ¢ possui extensdes naturais, por concatenacao, a A* e AN
(conjunto de todas as palavras infinitas a direita com letras em .A); por
exemplo, £(ab) = £(a)é(b). Denotamos por £F a k—ésima iterada de & e
definimos £°(a) = a, para todo a € A. Vejamos alguns exemplos:

a) Fibonacci:

£r(a) = ab £r(b) =a
&} (a) = &¢(ab) = aba 3 (b) = &5(a) = ab;
b) Duplicagao de Periodo:
Eap(a) = ab &ap(b) = aa

&"gp(a) = &4p(ab) = abaa fgp(b) = &4p(aa) = abab.
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¢) Thue-Morse:
&im(a) = ab §im(b) = ba

ftzm(a) = &tm(ab) = abba gtzm(b) = &tm(ba) = baab;

Seja M = M (&) a matriz 2 x 2 de substitui¢do de &, cujas entradas My,
sao dadas pelo nimero de ocorréncias da letra a em £(b), para a,b € A.
Dizemos que uma matriz M ¢é primitiva se todas as entradas de alguma
poténcia positiva M*¥ = M (¢F) sao estritamente positivas. Uma substituicao
£ é primitiva se sua matriz de substituicao é primitiva ou, equivalentemente,
se existe k € IN de forma que ambos £¥(a) e £¥(b) contém todas as letras

de A. As substituigoes mencionadas acima sdo primitivas, como verificado
(11 o (21
w=(io) m=(T0)
(1 2 s (31
o= (1) v=(52)
11
Mim = ( 11 >

Consideremos em AN (A%) a topologia da convergéncia pontual dada

em seguida:

pela métrica

d(u,v) = ZD(Znn’Un), u=(up),v=(vy), nelN (neZ),
n

sendo D a métrica discreta em A. Com esta métrica, AZ (AN) torna-se um
espago métrico compacto. Observemos que para a métrica d, duas seqiiéncias
em A% estdo préximas se elas coincidem nas posicoes centrais, ou seja, para
indices num intervalo em Z que contém o zero. De modo andlogo duas
seqiiéncias em AN estao préximas se elas coincidem nas posicoes iniciais, ou
seja, para indices num intervalo em IN que contém o zero.

Uma seqiiéncia de substituicdo é um ponto fixo @ de & em AN, ou seja,
&(u) = u. Duas condigoes simples garantem a existéncia de um ponto fixo
para £ ([33], Proposicao V.1): {(a) comeca com a e \gk(a)|kj>ooo, em que
1€¥(a)| denota o comprimento de £#(a). Normalmente escreve-se £ (a) = .
Nosso objetivo é usar essas seqliéncias, com valores numéricos, para construir

potenciais nos Operadores de Schrodinger (1.1).
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Dada uma sequéncia de substituicao u, consideremos as seqiiéncias pe-

riédicas em A%
up = ---§"(a)§"(a) - "(a)¢"(a) -,

em que a primeira posicao a esquerda do ponto indica o termo de indice
zero. Escolhendo adequadamente uma seqiiéncia ni — oo, de modo que as
iteradas {"* (a) sempre terminem com a mesma letra, temos que (uy, ) ¢ uma

seqiiéncia de Cauchy pois

1 .
d(unjaunk)g Z . ﬂ_)()a j,k—>OO
1>min{[§"k (a)],[€"7 (a)|}

e o seguinte limite esta bem definido

u= lim up,
k—o0

em AZ. A seqiiéncia u é denominada seqiiéncia de substituicio bilateral ge-
rada por &. Observamos que u pode nao ser ponto fixo de ¢ em A%. Como
exemplo, definimos a seqiiéncia de substituicao bilateral gerada pela dupli-

cacao de periodo por

: 2k—1 2k—1 2k—1 2k—1
Udp = klggo Uny, Uy, = -+ gy (a) dp (a) - ap (a) dp (a)---.

Passemos agora a construcao de um sistema dindmico a partir de uma
seqiiéncia de substituicao bilateral u. Introduziremos alguns conceitos sobre
sistemas dinamicos e teoria ergddica. Referéncias gerais sao [32, 33, 38|.

Seja T : AZ — AZ o shift & esquerda (Tu), = Uni1; 0 hull de v em A%

¢ definido por

Q=Qu) ={T"(u), n € Z}. (1.2)

Definicdo 1.1 Dizemos que wma seqiiéncia u em A% € recorrente se exis-
tem seqiiéncias de inteiros (ny) — oo e (m;) — —oo, satisfazendo
Ty "%y e Tu "% u

O hull associado a uma seqiiéncia recorrente v é um subconjunto com-
pacto e T—invariante em A%, com TQ(u) = Q(u) ([33], Capitulo V), de
modo que o sistema dinamico (2(u),T) estd bem definido. O sistema
dindmico (Q(u),T") é minimal se Q(w) = Q(u) para todo w € Q(u); isto
é equivalente a que todo w € Q(u) possui érbita {T"(u), n € Z} densa em
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Definicao 1.2 Uma seqiiéncia w € AZ ¢ peneperiédica se para todo € > 0

existem uma constante K. > 0 e uma seqiiéncia de inteiros ny, de forma que
0<mngr1—np <K e dT™w,w) <e, Vng.

Observemos que uma seqiiéncia periédica, com periodo p, satisfaz a defi-
ni¢do acima para (ny = kp)rez, K = p e, neste caso, d(T"w,w) = 0, V ny.
O resultado seguinte é algumas vezes usado como definicao de seqiiéncia
peneperiddica ([32], Secao 4.1; [33], Capitulo IV).

Proposicao 1.3 u € AZ ¢ peneperiddica se, e somente se, todo fator de u

ocorre em saltos limitados.

Demonstrag¢ao: Suponhamos que u é peneperiddica. Dado um fator B em
u, existe N € IN de forma que B C u_n---un. Seja € = Zz‘>\N| ﬁ Entao
B ocorre em u em saltos limitados por K (e). Reciprocamente, dado € > 0,
exite N € IN tal que > ..y ﬁ < e. Em particular, u_p ---uy ocorre em

salto limitados, digamos por K(N). A seqiiéncia (ny) dada por

k—1

ng=k@N+1)+) CL1<C < K(N),VIEN e K(e) = (2N+1)+K(N)
=1

satisfazem a Definicao 1.2. |

Temos também que toda seqliéncia peneperiddica é recorrente (basta
tomarmos uma seqiiéncia €, — 0 na Defini¢ao 1.2). Assumiremos daqui por
diante que u é recorrente ao escrevermos 2(u). Uma propriedade importante

das seqiiéncias peneperiédicas é dada pela proposicao que segue.

Proposigao 1.4 (Gottschalk [32, 33]) (Q(u),T) é minimal se, e somente

se, u € peneperiddica.

Uma medida de probabilidade p definida sobre a o—algebra de Borel B
em Q(u) é dita invariante se u(T(B)) = p(B), para todo B € B. Como A% é
compacto e T' é continuo, existe uma medida de probabilidade p, invariante
em B (Teorema de Krilov-Bogolioubov; [38], Segao 6.2). Quando necessério,
explicitaremos a medida p na representacao do sistema dinamico (Q(u),T),

escrevendo (Q2(u), T, ). Dizemos que (Q(u), T, p) é ergddico (ou p é ergédica)
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se todo conjunto T'—invariante tem medida zero ou um; unicamente ergédico
se existe uma Unica medida invariante p e estritamente ergodico se é minimal
e unicamente ergddico.

Um ponto que justifica o grande interesse no caso de potenciais obtidos
de substituicGes primitivas é o fato que para essas substituicbes o sistema
dindmico (2, T) é estritamente ergédico ([33], Capitulo V). Para demonstrar
este fato, mostra-se que todo fator em uma seqiiéncia de substituicao bila-
teral associada a uma substituicao primitiva ocorre com freqiiéncia positiva,
que é uma conseqiiéncia do importante Teorema de Perron-Frobenius ([33],
Secao V.3; lembremos que uma substituicao é primitiva se sua matriz de
substituigao é primitiva).

Nossa motivacao inicial foi apresentar casos de substituicoes nao-primi-
tivas (por exemplo, ((a) = aabaa;((b) = b [16]) para as quais os sistemas
dindmicos associados fossem estritamente ergédicos, e obter resultados sobre
o espectro dos operadores de Schrédinger correspondentes.

Dada uma funcao real bijetiva f : A — IR, associamos a cada w =
(Wn)nez € Q(u) uma seqiiéncia em {f(wp)}tnez em [*°(Z), i.e., apenas
substituimos letras por niimeros; se u € uma seqiiéncia de substituicao, cha-
maremos w € (u) de potencial de substitui¢do, o qual continuaremos deno-
tando por w. Assim, todo elemento w € Q(u) define um operador limitado
auto-adjunto H, da forma (1.1). Denotaremos por o(H,) o espectro de
H,, e por 04c(Hy), 0sc(Hy) e op(H,), os espectros absolutamente continuo,
singular continuo e pontual de H,,, respectivamente. Uma propriedade im-
portante do ponto de vista da determinacao do espectro de H,, é dada pela

seguinte proposicao bem conhecida:

Proposigao 1.5 Se (Q,T) é minimal, entao o(H,) = o(H,), Vw,w' € Q,

ou seja, o espectro de H,,, como conjunto, € o mesmo para todo w € 2.

Demonstragao: Dados w’,w € Q, como € é minimal, existe uma seqiiéncia
; Jj—00 . n;—0o0
(nj) com d(T"w,w’) “— 0. Desta forma, existe [(n;) *— 00 com wy; 1 =

wj's 171 < U(ny). Assim,

1Hpm ¥ = Hotll? = ) |(@nn; — wh)¢nl?

neZ

S a2 S0

In|>(n;)

IN
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ou seja, Hyn; , — H,, fortemente e obtemos o (H,/) C Uo(Hpn;,,) ([34], Teo-
rema VIII.24). Por outro lado, Hyn;, = U™ H,U™"™ em que U é o operador
unitario dado por (U(u))n = uny1 e, portanto, o(Hypmn;,,) = o(H,). Assim,
o(H,s) C 0(H,). Invertendo os papéis de w e w’, conclui-se a demonstragao

da proposigao. O

Os resultados quanto ao tipo espectral dos operadores H,, sao classifi-
cados, em ordem crescente de generalidade, como genéricos (ponto de vista
topolégico), ¢.t.p. (ponto de vista de medida) e uniforme (para todo w € Q).
Resultados uniformes foram obtidos recentemente para a classe de potenciais
(b) acima (incluindo Fibonacci, que é também Sturmiana) [12] e para um
tnico caso na classe (a), duplicagao de periodo [9]; em todos esses casos
o espectro é singular continuo puro com medida de Lebesgue zero. No
Capitulo 3 mostraremos que este também é o caso para a seqiiéncia de
substituigdo nao-primitiva discutida em [16].

Introduziremos agora, explicitamente, a classe de substituicoes que pro-

pomos neste trabalho, ( = (y, para cada N > 1, em A = {a,b}, dada

por
((a) =ga...ap..ba.a---b.ba..a, ¢(b) =0, (1.3)

Aq By Ao By Ani1
com Aj,B; > 1,j =1,--- ,N e Ay;t1 > 1, denotando o nimero de letras

em cada bloco. Tal substituicao claramente nao é primitiva, ja que qualquer

poténcia positiva de sua matriz de substituicao tem a forma

5

para inteiros estritamente positivos A, B. Vamos nos referir a uma subs-
tituicdo da forma (1.3) dizendo que ela esta na classe ( .

Como ((a) comega e termina com a e |("(a)] — oo, tanto a seqiiéncia
de substituicdo 77 como a seqiiéncia de substituicao bilateral 1 estdo bem
definidas, e sao pontos fixos de ¢ em AN e A%, respectivamente.

E possivel obter seqiiéncias periddicas fazendo escolhas apropriadas de ¢
em (1.3); por exemplo, a substituicdo (a) = abba, ((b) = b leva a seqiiéncia
periddica

abbabbabbabbabb...
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A aperiodicidade das seqiiéncias de substituicdo é fundamental para nos-
sos resultados a respeito das propriedades espectrais dos operadores de
Schrodinger associados. A proposicao abaixo apresenta uma condigao que,
felizmente de simples aplicacao, da condigoes bastante gerais para que a
seqiiéncia de substituicao bilateral gerada por ¢ nao seja periddica; este

pode ser considerado nosso primeiro resultado.

Proposicao 1.6 Se A; > 2 para algum 1 < j < (N +1), entdo a seqiiéncia
de substituicdo resultante n ndo € periddica e nem por fim periddica, i.e.,

ndo fica periddica a partir de um certo indice.

Demonstragdo: Pela definicdo de n podemos nos restringir a analisar 7.
Vamos supor que A1 = 2 (0s argumentos sa0 0S mesmos nos outros casos).
Observemos que o nimero de blocos de a’s (e ¥'s) distintos em 7 é finito.
Suponhamos que 7 é peridédica com periodo 7 > 2 (77 ndo é constante) e
denotemos por B o bloco representado pelas primeiras 7 letras de 7. Seja

n. € IN de forma que

¢ Ha)l <7 < ¢ (a)l.

O inicio da seqiiéncia 7 é da forma

¢t (a) = ¢"(a)¢™(a)b... b (a) ... " (a) -+ b...b¢™ (a)...C"(a).

A escolha de n. garante que na posigao (|¢"¢(a)|+ 1) inicia-se novamente
um bloco B. Como o periodo aparece apenas nas posicoes que sao multiplos
de 7 (pois 7 é o periodo de n), temos que |[("*(a)| é um multiplo de 7. Assim,
na posicao (2|¢"(a)|+1) deve iniciar-se uma nova ocorréncia de B, mas isto
é impossivel pois B comega com a letra a e na posi¢ao (2|¢"<(a)| + 1) de 7
ocorre um b. Portanto 7 (e conseqiientemente 7) nao é periédica.

Suponhamos agora que 7 é por fim periddica, i.e., existe um inteiro k > 1
de modo que 7 é periédica, com periodo 7, apds a posigao k(k > 2). Seja

m € IN com |[("™(a)| > k e |("(a)| > 7. As primeiras entradas de 77 s@o
¢ @)[¢™H@)]b. . b¢C T (@) .. ¢ @) b B¢ (@) L. ¢ (a),
e expandindo o segundo bloco (" *1(a) acima, temos o inicio de 7,

(@)™ (@)™ (@)b. . B¢ (@) ... C™(a) - b. .. bC™(a) ... C™(@)]b. . ..
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A escolha de m implica que um bloco B comeca na posicao (¢! (a)+1)
e também em (|¢™*(a)|+[¢™(a)|+1), e com a letra a. O mesmo argumento
anterior implica que outro perfodo deve iniciar-se na posicao (|¢"*!(a)| +
2|¢"™(a)| + 1), i.e., B deve comecar com a letra b. Esta contradigdo mostra

que 7 (e portanto n ) ndo é por fim periédica. O

Proposicao 1.7 A seqiiéncia de substituicdo bilateral  gerada por ¢ € re-

corrente e, portanto, o sistema dindmico (Q¢(n), T, 1) estd bem definido.

Demonstragao: Como toda seqiiéncia periddica é recorrente (basta tomar
ng = kp, em que p é o periodo), vamos supor que 1 nao é periédica, ou seja,
A; > 2, para algum 1 < j < (N +1). Sejam jo = min{l < j < (N +1):
Aj > 2} e g = jo[¢*(a)| + 21<i<jo—1 Bi- Assim,

1 koo
dT™n,m) < Y o 2 0.
1>|¢k(a)]

Pela defini¢ao da seqiiéncia 7, a construcao pode ser feita para o lado es-

querdo e, portanto, n é recorrente. O

Assumiremos daqui por diante que:

(i) A; > 2 para algum 1 < j < (N + 1) (de modo que a substitui¢ao

resultante nao seja periédica);
(ii) » = n¢ denotard a seqiiéncia de substituicao bilateral definida por ¢;

(iii) Q¢ sempre denotard o hull da seqiiéncia de substitui¢do bilateral n

determinada por ¢ e (¢, T), o sistema dinamico associado;

(iv) a fungao f : A — IR que define o potencial de substitui¢ao é bijetiva

(para evitarmos potenciais constantes).

Enunciaremos agora os principais resultados deste trabalho:

Teorema 1.8 Para todo w € §)¢ o espectro do operador H,, tem medida de

Lebesgue zero.
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Um fator em A* é chamado de palindromo (esta nocao foi introduzida
neste mesmo contexto em [21]) se ele é o mesmo quando lido de trds para
frente; por exemplo, arara. Um palindromo menos trivial é dado pela frase?

socorram me subino onibus em marrocos
Uma seqiiéncia palindrémica é um elemento de A% que contém palindromos
de comprimentos arbitrariamente grandes. Um subconjunto compacto, T-
invariante e minimal em A% é chamado de palindrémico se ele contém uma
seqiiéncia palindromica. Lembremos que um conjunto genérico é um Gy
denso (intersec¢ao enumeravel de abertos densos em espagos métricos com-

pletos).

Teorema 1.9 Se Q¢ ¢ palindromico, ou se ((a) € um palindromo, entdo
existe um conjunto genérico Y C (l¢ de forma que para todo w € YT o
operador H,, tem espectro singular continuo puro com medida de Lebesgue

ZET0.

Teorema 1.10 Se A1 + Ayy1 > 4 ou Aj > 4 para algum 1 < j < N +1,
entdo existe um conjunto mensurdvel = C Q¢, com p(E) =1, de forma que
para todo w € Z o operador H,, tem espectro puramente singular continuo

com medida de Lebesgue zero.

Teorema 1.11 Para o caso particular da substituicdo o : a — aabaa;b — b,
para todo w € ), o operador H,, tem espectro puramente singular continuo

com medida de Lebesgue zero.

Observamos que o Teorema 1.11 acima melhora sensivelmente os resul-
tados de [16] e [17] para esta substituicdo nao-primitiva, e acrescenta mais
um exemplo ao restrito grupo de substituigdes com resultados uniformes.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 de-
monstramos os Teoremas 1.8, 1.9 e 1.10; no Capitulo 3 demonstramos o
Teorema 1.11 e apresentamos alguns problemas abertos para nossa classe de
substituicoes, que consideramos interessantes.

Encerraremos este primeiro capitulo com uma secao apresentando um
breve resumo histérico envolvendo operadores de Schrodinger discretos, uni-
dimensionais, com potenciais peneperiédicos que assumem um ntmero finito

de valores.

2Mais uma colaboracéo do Prof. Giancarlo Pellegrino
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1.2 Pequena Nota Historica

Em 1983 [24] e [31] propuseram, independentemente, um operador de Schro-
dinger Hy da forma (1.1), com potencial de Fibonacci vy dado por vs(n) =
M[(n + 1)7] — [n7]),7 = (v/5 —1)/2 em que [] denota a funcdo maior in-
teiro e A # 0. Simulagbes numéricas baseadas na aplicagao trago, indicavam
para H espectro de Cantor (fechado, com interior vazio e sem pontos iso-
lados) com medida de Lebesgue zero. Algumas dessas conjecturas foram
sendo demonstradas ao longo da década, mas a caracterizacdo definitiva
do espectro de Hy (singular continuo puro, com medida de Lebesgue zero
para todo A # 0) foi obtida em 1989, por Siit6 [37]. Nesse trabalho Siité
baseou-se principalmente nos resultados de Kotani [26] (auséncia de espectro
absolutamente continuo para quase todo elemento no hull de uma seqiiéncia
aperiédica que assume um nimero finito de valores) para obter oq.(H) = 0,
e em propriedades particulares do potencial vy (vf(n) = vf(n+k),0 <k <n
para infinitos n e limitagao uniforme para a aplicagao trago) para introduzir

a técnica conhecida por Gordon 2-blocos, usada para excluir autovalores.

Uma Generalizacao do resultado de Siité para potenciais Sturmianos
(Fibonacci é um caso particular) surgiu no mesmo ano devida a Bellis-
sard e outros [6]. A partir desses exemplos de operadores com espectro
singular continuo puro, véarios outros casos de operadores com potenciais
peneperiddicos foram estudados, dentre eles alguns obtidos de substituigoes
primitivas [3, 4, 15]. Em 1993 Bovier e Ghez [7], [8] generalizaram os resul-
tados de Siit6 [37] para algumas substitui¢oes primitivas, obtendo mais uma

série de exemplos de operadores com espectro singular continuo puro.

Até essa época as unicas técnicas conhecidas para excluir autovalores
dos operadores que estamos tratando, eram os argumentos Gordon 3-blocos
(introduzido em [14]) e Gordon 2-blocos (introduzido em [36]). Em 1995
Hof/Knill/Simon [21] introduziram uma nova técnica para excluir autovalo-
res baseada na ocorréncia de palindromos. Uma vantagem dessa técnica é
que ela nao depende da andlise da aplicagao traco. Os resultados de [21] com-
binados com o Teorema Wonderland [35] (enunciado na pag. 23) permitem
excluir autovalores num conjunto genérico no hull. Com essa nova técnica,
foram obtidos novos de exemplos de potenciais de substituicao cujos ope-

radores apresentam espectro singular continuo puro. A notével excecao na
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classe das substituigoes primitivas continuou sendo a substituicao de Rudin-
Shapiro, para a qual nenhuma técnica até o momento permite excluir espec-
tro pontual [2].

O primeiro resultado de operadores com espectro singular continuo puro
para potenciais num conjunto de medida total no hull, pelo que sabemos, foi
obtido em 1998 por Damanik [9], para a substituigao duplicacao de periodo.
Em 1999, Last/Simon em [28] demonstraram que o espectro absolutamente
continuo é o mesmo para operadores com potenciais cujo hull associado
¢ minimal. Este resultado combinado com o resultado de Kotani [26] per-
mite excluir espectro absolutamente continuo uniformemente para potenciais
ergddicos aperiddicos, que assumem um nimero finito de valores e cujo hull
¢ minimal. A obtencao de resultados uniformes (para todo elemento do hull)
depende agora da obtencao de resultados uniformes para a parte singular do
espectro, ou excluir autovalores uniformemente ou excluir espectro continuo
(que nao parece ser o caso para o tipo de operadores que estamos tratando).
Resultados uniformes foram obtidos, até o momento, apenas para potenciais
Sturmianos [12] e Quase-Sturmianos [13] e, para substituigoes, apenas para
duplicac@o de periodo [11] (no caso primitivo) e no exemplo apresentado no

Capitulo 3 deste trabalho (caso nao-primitivo).



Capitulo 2

Espectro Singular Continuo
com Medida Nula para
Potenciais na Classe (

Neste capitulo mostraremos que, para algumas substituigoes aperiédicas na
classe ¢, o espectro dos operadores associados tem medida de Lebesgue zero
e é singular continuo em subconjuntos “grandes”do hull. Para mostrar que
o espectro é singular continuo, usaremos a mesma estratégia que tem sido
aplicada para operadores com potenciais primitivos do tipo (1.1): exclusao
de espectro absolutamente continuo (Segao 2.1) via resultados de Kotani [26]
(baseado na aperiodicidade de potenciais que assumem um numero finito
de valores) e um resultado de Last/Simon [28] (baseado na minimalidade de
(Q,T)); exclusao de espectro pontual (Segao 2.2) em que as técnicas usa-
das sdo as introduzidas por Hof/Knill/Simon [21] (baseada na ocorréncia
de palindromos) e as introduzidas por Delyon/Petritis [14] e Stt6 [36] (ba-
seadas em repetigdes consecutivas de palavras via argumentos de Gordon).
Ainda nessa segao demonstraremos os Teoremas 1.9 e 1.10. Na Segado 2.3
mostraremos que a medida de Lebesgue do espectro é zero usando um re-
sultado recente devido a Lenz [29], baseado nas propriedades ergédicas de

Q¢ e, fortemente, no trabalho de Furman [18].

2.1 Espectro Singular

A exclus@o do espectro absolutamente continuo para operadores da forma (1.1),

com potenciais assumindo um ntmero finito de valores, é feita para todos os
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elementos do hull sob as seguintes condigoes: potencial aperiédico e (2,7)

ergddico e minimal. Mais precisamente, devido aos seguintes resultados:

Teorema 2.1 (Kotani [26]) Para potenciais aperiddicos que assumem um

nimero finito de valores, se (Q,T, ) € ergédico, entao
p({w € Q1 oac(Hy) = 0}) = 1.
Teorema 2.2 (Last-Simon [28]) Se (Q2,T) é minimal, entdo
0uc(Hy) = 04c(H,), para quaisquer w,w’ € Q.

Observemos que o teorema acima estende o resultado da Proposicao 1.5
para 04.(H,), mas a extensao para os.(Hy) e 0,(H,) pode nao valer [23].

O resultado técnico central desta secao € a seguinte proposicao:
Proposicao 2.3 O sistema dinamico (€2¢,T) é estritamente ergddico.

A proposicao acima, juntamente com os Teoremas 2.1 e 2.2, permite-nos

demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 2.4 04.(H,) =0, para todo w € Q¢ (lembrando que Aj > 2 para
algum 7).

Demonstragao: Pela Proposicao 2.3, )¢ é estritamente ergddico e, portanto,
pelo Teorema 2.2, 0,.(H,,) é 0 mesmo para todos os elementos do hull 2. Por
outro lado, pelo Teorema 2.1, existem potenciais w € Q com o,.(H,) = 0.

Assim, 04.(H,) = 0, para todo w € Q. O

Antes de demonstrarmos a Proposicao 2.3 introduziremos algumas notacoes.
Um fator ) em w, com |Q| = k serd chamado de k-bloco . Dados fatores P e
Q em w, #p(Q) denotard o nimero de ocorréncias de P em @); por exemplo,
#aa(aabaaa) = 3.

O ponto central da demonstracao da Proposi¢do 2.3 é mostrar que o

limite )
| #en (1€"9(@)|~bloco)
im .
j—00 (" (a))|

existe, é positivo e independente do |¢""7(a)|—bloco considerado; isso im-

plica que (¢, T") é unicamente ergédico ([32], Secao 4.5). Para a estima-

tiva acima precisamos caracterizar o crescimento dos comprimentos |("(a)|
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bem como as ocorréncias dos fatores ("(a) em 7. Apresentaremos tais es-
timativas nos Lemas 2.5 e 2.6 a seguir. Definimos fyy1 = ZZJ\Q{I A; e
hy = Zf\il B;; a j-ésima poténcia de fyy1 serd denotada por f]]\,Jr17 e a

razao R; = (f]{pr1 —1)/(fn+1 — 1)—observemos que fyy1 > 3.
Lema 2.5 As iteradas da substituicdo ( satisfazem

(@) (@] = figr + IR

() #a@) = Fep
Demonstra¢io: (a) E imediato que [¢(a)| = fy41+ hn e

1*(a)] = fnsr(fve1+hn) + by
= [+ hn(fyer +1);

por inducado obtemos

@I = P+ hnlfigh +-o 41
(b) Demonstra-se por indugao. O

Definimos C4 e Cp, por
#cn(a)(("(a)("(a) =2+ Ca

#Cn(a)(Cn(a)MCn(a)) =2+Cp, 1<E<N.
By,

Lema 2.6 Se Cy > 0, entao Cg, = 0 V1 < g < N. Reciprocamente, se
Cp, > 0 para algum q, entdio Cy = 0.

Demonstracao: Se C'4 > 0 existe 2 < j < N de forma que

a..a b.ba.a--- a.a ---b.ba.a =a..ab.ba.a---b.ba..a;
o e <~ NS 2
Aj—ANy1 By Aj+ Ani1+4r Bj_1 Aj—A1 A1 B1 Az By ANni1
entao
Ak—l—j—l k+7j—1<N+1
Ap=<¢ A1+An+1 kE+j—-1=N+1 2<Ek<N, (2.1)

AkJrj,l,N k+7—1>N+1
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B — Bj+m—1 k+]_1§N <
m Bj+m—1—N k+]—1 >N - -

Se Cg, > 0 para algum ¢ existe 2 < ¢ < N com

a..ab..ba..a---a..ab.ba..a.. b.ba..a=a..ab.ba..a---b.ba..a
oI oo NN e T

A; By A Any1 By A B2 Ai1 A1 B Az By Angt1
entao
. 1<
Al_{Al“—l [Hi-ls N+l 1<I<N, (2.3)
Al-i—i—l—(N—‘rl) l+i1—1>N+1
€
Bpitioa m+i—1<N+1
B, = B, m+i1—1=N+1 1<m<N. (2.4)

Byici(vyy mt+i—1>N+1

Se as condigbes (2.1) e (2.3) sao satisfeitas simultaneamente temos (o

numero sobre o sinal de igual indica a equagao que foi usada)

2.1) (2.3) (2.1)

2.3
(A1 + Ang) & An—jr2 = AN—jtit1 = 4%

Ay

sej>1,e

2.1 2.3 2.1 2.3
(A1 + Any1) (2D AN_ji2 = Aij D Aiq 22 AN

se j < i. Como Anyy1 > 0 e A; > 0, as igualdades acima nos levam a
contradigoes em ambos os casos, concluindo a demonstragao do lema. Ob-
servamos que os maiores valores possiveis para C'4 e Cp, sdo (N—-1)e N,

respectivamente (e cada um deles ocorre para escolhas adequadas de (). O

Demonstragao de Proposi¢ao 2.3: Iniciaremos a demonstragao mostrando
que (Q¢,T) é unicamente ergddico. Pelo Lema 2.6 é suficiente considerar

dois casos:
(i) #en(@)(C"(a)C™(a)) =2+ Ca, #en(a)(C"(a)Br("(a)) = 2;
(i) #cn@)(C"(@)™(a)) =2, H#¢na)(C"(a)BiC"(a)) = 2+ Cp,.

Observemos que podem ocorrer Cy4 = Cp, = 0, para todo k.

No caso (i), pelo Lema 2.5,

#en(@) (" (@) = [y + (fver — (N +1))CaRy,
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e contando as ocorréncias de ("(a) em |¢""/(a)| — blocos encontramos

Flon + (Fve1r — (N + 1)CaR; — Ca — 1 < #¢a(ay(IC™ (a)|—Dbloco)
< fowr + v = (N +1)CaR; +Ca— 1,

de modo que

. #en(a)(I¢" (a)|—bloco) . g+ (fvp — (N +1))CaR;
lim : = lim .
j—00 ¢ (a)] j—00 A+ R
Ingr+ (v — (N 41))Ca -1
fRealfver +hy = 1]

> 0.

No caso (ii) existe um inteiro My > 0, que depende de N, de modo que

(Mj, leva em conta a existéncia de By = By, for k # 1)

#on(a) (")) = floyy + MyR;.

Novamente contando as ocorréncias obtemos

Fy 4+ MRy — Cgy =1 < #en(ay (€™ (a)| ~bloco)
< flegr + MyR;j + Cp, — 1,
de forma que
. #en(@) (IS (a)|—bloco) SNt MR,
lim — = lim ——
fng1 + M, —1

= > 0.
fyalfve + by —1]

(Se existem outros Cp, # 0, By # B para k # [, basta substituirmos M},

por . ¢ Mg na média acima, somando sobre os ¢'s com B, # B;). Portanto,

(¢, T) é unicamente ergédico (como comentado na pagina 14).
Mostraremos agora que (£2¢,7") é minimal. Dado um fator B € 7 existe
m € IN de forma que B C (™(a). Agora, ("(a) ocorre em 7 em saltos
limitados por Kp = max{Bi, Ba,---,Bn} + |("(a)]; isso implica que n é
peneperiédica (Proposicao 1.3) e, pela Proposicao 1.4, (¢, T") é minimal.

Portanto, (Q¢,T') é estritamente ergddico. O
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2.2 Auséncia de Espectro Pontual

Com o Teorema 2.4 excluimos o espectro absolutamente continuo unifor-
memente no hull Q¢. A exclusao de autovalores ¢ a etapa mais delicada
da anélise espectral dos operadores da forma (1.1) com potenciais de subs-
tituicao, e é o ponto que restringe o grau de generalidade dos resultados
quanto ao tipo espectral. Nesta secao mostraremos que os principais argu-
mentos dos trabalhos [9, 14, 21], referentes a exclusao do espectro pontual,
podem ser adaptados para as substituicoes na classe (.

O ponto de partida para a analise do espectro pontual de operadores da

forma (1.1) é a sua equacgdo de autovalores
H,u = Eu, (2.5)

com E € R. Explicitando a equagao acima em termos de suas componentes
obtemos

Up+1 + Un—1 + wpty, = Euy, (2.6)

ou, vetorialmente, U,, = 7g(w,n)U,_1, em que

[ Upt | F-w, -1
Un—< w, )eTE(w,n)—< 1 0).

Desta forma, para toda condicao inicial Uy, sempre podemos determinar

uma solucao de (2.5) via
U, = Mg(w,n)Uy

em que,

TE(w,n) X -+ X Tp(w, 1) n>1
Mg(w,n) =< I n=20
ol (w,n+ 1) x o x 7 (w,0) n< 1

Denominaremos as matrizes 7z(w, n), bem como os produtos Mg(w,n), ma-
trizes de transferéncia. O estudo do comportamento de |[Mg(w,n)|| é im-
portante na andlise espectral dos operadores (1.1), pois permite relacionar

o comportamento das solugoes de (2.5) com o espectro de H,,,.
Passemos as preliminares da demonstragao do Teorema 1.10. A proposi-
¢ao abaixo consiste em um dos principais resultados na andlise do espectro

pontual dos operadores da forma (1.1) e formaliza o que chamamos algumas
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vezes de argumento de Gordon 3-blocos . Apesar de ser um resultado bem
conhecido, apresentaremos sua demonstragao devido a sua simplicidade e

elegancia.

Proposigao 2.7 ([14]) Suponhamos que para um dado potencial w existe

uma sequiéncia ny — oo de modo que
Wj—ny, = Wj = Witny,

para todo 1 < j < ng. Entao, para todo E € C, a equagao (2.5) ndo possui

solugdo em 1*(Z).

Demonstracao: Observemos inicialmente que, da hipétese sobre o potencial
w, as matrizes de transferéncia Mpg(n) satisfazem (omitindo a dependéncia

em w):
M%(nk) = (TE<nk) XX TE(I))Q = TE(an) XX TE(l) = ME(2nk) €

ME(nk)xME(—nk) :TE(nk)XXTE(l)XTgl(l—nk)XXTgl(O) =1.

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, para todo ng,

em que “tr(-)”representa o traco da matriz e I é a matriz identidade. Con-
sideremos dois casos:
(i) trMpg(ng)| < 1. Aplicando (2.7) & condicao inicial Uy tem-se

Uan — tI‘ME(TLk) . UmC + Uy = 0.
Pela desigualdade triangular,
10l < 1U2n || + ltrMp(ng)| - [[Uny | < [| Uiy | + | Ung |

e, portanto,
1
max{||Uzn ||, [Un, I} = 5 [1Toll- (2.8)

(ii) [trMg(ng)| > 1. Aplicando (2.7) a U_,, e dividindo por trMg(ng)

obtemos,
1

CkUnk - UO + Ckank == O, Ck == m
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Novamente pela desigualdade triangular,
10l < |Ckl([Uny | + U=, ) < NUn | + U= [I-

Assim,

1
max{ |[Un ||, [U-n I} = 5 1Uoll- (2.9)
De (2.8) e (2.9) segue que, independentemente do valor de [trMpg(ng)|,
1
max{ [U—n, ||, |Un, [l Uz |1} 2 5110l

e portanto, para todo F € IR com condicdo inicial Uy # 0, a solucao u

correspondente nio é de quadrado soméavel, ou seja, ndo estd em [?(Z). O

Com base na proposicao acima, nossa idéia é mostrar que os conjuntos

mensuraveis

B(n) ={w € Q¢ : Wp—|cn(a)) = Wk = Wkcn@))> 1 <k < [¢M(a)l}
satisfazem
p(limsup B(n)) > 0,
n—oo
e que limsup,,_, ., B(n) estd contido no conjunto T'—invariante

Cp ={w € Q¢ : 0p(Hy,) = 0}.

Com isso, pela ergodicidade demonstrada na Proposicao 2.3, u(Cp) = 1.

Consideremos os conjuntos
J(n) = {fatores distintos de 1 da forma vvv com |v| = |("(a)|}.

Os Lemas seguintes serao usados para estimar as médias ergdodicas que usa-

remos para mostrar que p(B(n)) > 0.

Lema 2.8 Se (A1 + An41) > 4 ou Aj > 4 para algum 2 < j < N, entdo
para todo n > 1, #J(n) (cardinalidade de J(n)) satisfaz

By + A2|¢"H(a)| < #J(n) < [("(a)]-
Demonstragcao: A ocorréncia de aaaa em 7 garante a existéncia de blocos

¢"(a)¢"(a)¢"(a)¢"(a)
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que contém todos os blocos da forma vvv, com |v| = |("(a)|. Assim, vamos
considerar permutagoes ciclicas de (" (a) para determinar o nimero de blocos

distintos da forma vvv. Para cada bloco ujus - - - u; seja
P(u1u2 s ul) = ugusz---uUjU1.

Assim,
#J(n) =min{i > 1:¢"(a) = P'(¢"(a))} < [¢"(a)]-

Para uma substitui¢ao na classe ¢, aplicando P sucessivamente a ((a),
a primeira ocorréncia possivel de ((a) é (vide exemplos no final da demons-
tragao)

a..a b.b--- a..a b.b a.a.
e =~ NSRS

A2—ANn41 B2 A1+AN41 Br As—A
Assim, By + Ay < #J(1) < |((a)|. Pela definigao da substituigao, essa

propriedade se estende a qualquer inteiro positivo n
By + A2[¢"H(a)] < #J(n) <[ (a)].

Por exemplo, se os B; sao todos distintos ou A; # A; + Ay41,v2 < j < N,
obtemos #J(n) = [("(a)|; enquanto que no caso em que todos os Bj sao
iguais e A; = A1 + An41,V2 < j < N, obtemos #J(n) = By + A2|¢" (a)].
O

Lema 2.9 Se vvv ocorre em n com |v| = |("(a)|, entdo
‘ ‘ . N+1
#vaCH+J (a) > #aaaacj (a) = f]jvii_ll Z (A’L - 3) + ijlEN Z (AZ - 1)’
{i:A; >4} i=1
sendo
0 se A1 + AN—H <4
1 se A1 = AN+1 =2
En = .
3 Se mln{Al,AN+1} Z 3
min{A;, Ay;+1}  outros casos
Demonstragao: Pela constru¢ao dos blocos vvv com |v| = |("(a)|, na de-

monstragao do Lema 2.8, temos

#vvanJrj(a) > #C"(aaaa)CnJrj (a) = #aaaacj(a)'
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Assim, #4400C(a) = E{i:Ai24}(Ai —-3),e

N+1
#aaaac2(a) = fN+1 Z (A’L - 3) + EN Z(A -
{i:A;>4} i=1
Usando argumentos de indugao obtemos
' N+1
#aaaaC] (a) = fN+1 Z ( ) [fN+1 “t+ 1]EN Z(A -
{i:A; >4} i=1
N+1
= flon Y (Ai=3)+ RiBn Yy (Ai-
{i:A; >4} i=1

A o-dlgebra de Borel em (€¢,T') é gerada pelos cilindros
[0 w—1]pm,ee. mti—1) = {w € Q¢ twmyi = 13,0 < i <1 -1}

Como Q¢ ¢ estritamente ergédico, tem-se que a tnica medida de probabili-

dade T'—invariante p satisfaz ([33], Segao V.4)

- Fugu 16" (a)
d e _ = . _ _ = 1] - - 7.
(UO u 1) M([UO uy 1][771, ;m+l 1]) nl—{go |<~n(a)’
Demonstragao do Teorema 1.10: Pelo Lema 2.9, para todo fator em n
da forma vvv com |v| = |("(a)]

#v’qu (a)

d(vvv) = lim

a)|
>  lim #aaaaC ( )

~ gmee [¢MH(a)]

C o Y asay(Ai —3) + R By S (A= 1)
Jmoo f]r\L[J_T_jl + Rn+j hn
dn

(N +hy = 1)

em que dy = [fxi1— 1] (a,54y(Ai = 3) + Ex 011 (4, — 1), Como o
conjunto B(n) é a unido finita de cilindros disjuntos [vvv]y,, , com vov € J(n),
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em que I, = [1 —[¢"(a)], 2|¢" (a)]],

> w(fovels,)

voveJ(n)

Z d(vovv)

vvveJ(n)
> [By+ Az(frh + hnvRn-1)]d(vov)

u(B(n))

Substituindo d(vvv) por sua expressao encontrada acima,

limsup u(B(n)) > As(fng1+hn —1)dy

= > 0.
n—oo fj4\[+1 - 2f]%[+1 + f]2v+1 + (f]2\[+1hN)(fN+1 - 1)

Seguindo os argumentos de [9, 14], vem que limsup B(n) C Cp, que o con-

junto C, é T'—invariante, ;1 ¢é ergddica, e
p1(Cp) > p(limsup B(n)) > limsup p(B(n)) > 0.

Concluimos que 0,(H,) = 0 p-q.t.p. em Q¢ (um conjunto 7'—invariante
em (Q¢,T) tem medida p nula ou total). Que o espectro tem medida de
Lebesgue zero, segue de um resultado geral para substitui¢oes na classe ¢

(Teorema 1.8) que serd demonstrado na préxima secao. O

Observamos que €2 C A% é completo na topologia definida pela métrica
d definida em A#% (vide pag. 3) e a convergéncia em w implica na con-
vergéncia forte dos operadores H, associados (ver demonstracao da Pro-
posicao 1.5). Assim, o espago dos operadores auto-adjuntos, limitados,
H(Q) = {H, : w € Q¢} é regular, ou seja, é completo e a convergéncia
na topologia métrica implica na convergéncia forte dos operadores. Enunci-
amos abaixo o importante resultado de Simon [35] conhecido como Teorema

Wonderland.

Teorema 2.10 (Wonderland, [35]) Seja X um espago regular de ope-
radores auto-adjuntos. Os conjuntos C, = {H € X : op(H) = 0} e
Coc = {H € X : 04c(H) = 0} sdo G5 em X. Assim, se estes conjuntos
sao densos em X, entao Csc = {H € X : 05.(H) =0} é um Gs denso em X.

A demonstragao do Teorema 1.9 decorre diretamente do Teorema 2.4 e

da proposigao abaixo (que é essencialmente um resultado de [21]):
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Proposicao 2.11 Se Q)¢ € palindromico, ou se ((a) € um palindromo, entdo
existe um conjunto genérico Y C Q¢ de forma que op(Hy,) = 0 para todo

weT.

Demonstragao: Se ((a) é um palindromo, entao para qualquer palindromo
w, ¢(w) é também um palindromo. Assim, em 7 ocorrem palindromos de
comprimentos arbitrariamente grandes e, portanto, ()¢ ¢ palindrémico. Pela
minimalidade de (2¢,T'), existe um conjunto mensurdvel e denso S C ¢
de forma que o,(H,) = 0, para todo w € S (Proposi¢ao 2.1 e Teorema 5.1
de [21]). Como pelo Teorema 2.4 04.(H,) = 0 para todo w € Q¢, aplicando o
Teorema 2.10, concluimos que o4.(H,) = () para w em um conjunto genérico
T C Q. O

Demonstragcao do Teorema 1.9: Basta combinarmos o Teorema 2.4, a

Proposicao 2.11 e o Teorema 1.8. O

2.3 Medida Nula para o Espectro

Nesta sec@o, usando resultados de Lenz [29], mostraremos que o espectro
dos operadores H, tem medida de Lebesgue zero, para todo w em 2. Os
argumentos baseiam-se em uma versao uniforme para o Teorema Ergddico
Multiplicativo de Oseledec, devida a Furman [18].
Para uma fungao continua A : Q@ — GL(2,R),w € , e n € Z, definimos
A(w,n) por:
AT W) x -+ x Aw) n>1
Alw,n) =< I n=>0
AN T W) x - x AY (T ') n< -1
Definicao 2.12 [18] Seja (2, T) estritamente ergddico. Uma aplicagao
continua A: (Q,T) — GL(2,IR) € dita uniforme se o limite
AA) = Tim -

In|—co |1

log [|A(w, n)]|
existe para todo w € L) e a convergéncia € uniforme em ).

Fixados F € R e w € 2 definimos o expoente de Lyapunov

1
v(E,w)= lim —

Inj—oo |1

log || Mg (w, n)|,
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quando o limite existe. A funcao v(F,w) indica a razao de (de)crescimento

exponencial das solugdes de (2.5). Definindo, para cada E € R, Mg : Q —

SL(2,IR) por
E — -1
ME(w):< 1w1 . )

temos que Mg é uma aplicacdo continua e a média A(Mg) é a mesma que
define v(E,w). Para cada E, a existéncia de y(F,w) uniformemente em {2,
ou seja, a uniformidade de Mg (segundo a Definigao 2.12) estd diretamente

relacionada com o espectro de H, como mostra o seguinte

Teorema 2.13 ([29], Teorema 1) Seja (2, T') estritamente ergddico sobre

um alfabeto finito. Entdo sao equivalentes:
(i) A fun¢ao Mg € uniforme para todo E € R.
(ii)) o(H,) ={F € R:v(E,w) =0} para todo w € €.

Neste caso, o expoente de Lyapunov € continuo. Se (2,T) € aperiddico,
entdo o espectro de H, € um conjunto de Cantor (ou seja, fechado, com
interior vazio e sem pontos isolados) de medida de Lebesgue zero, para todo

w € .

Também é um resultado de [29] que a seguinte condi¢do sobre (€2, 7)

implica em (i) no teorema acima:

(B
(PW) : existe C > 0 com liminf #o(B)
|Bl—co  |B|

|v| > C, para todo v em W,

em que W é o conjunto de todos os fatores finitos (nao-vazios) que ocorrem

em elementos de 2. Assim

Teorema 2.14 ([29], Teorema 2) Se (2, T) satisfaz (PW), entao a aplicagio
Mg é uniforme para cada E € IR.

Pelos Teoremas 2.13 e 2.14, para demonstrar o Teorema 1.8 basta mos-
trarmos que toda substituicao (aperiédica) na classe ¢ satisfaz a condicao
PW. Observamos que devido & métrica d definida em A%, se u é recorrente,
entdo W é o conjunto de todos os fatores finitos que ocorrem em u ([33],
Secao IV.2).
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Proposicao 2.15 Toda substituicio na classe  satisfaz a condi¢ao (PW).

Demonstragao: Consideremos inicialmente o caso v = b. Para fatores B em
n com |B| — oo, podemos tomar k — oo de modo que ¢¥(a) C B C ¢**%(a).
Desta forma (usando a notagao introduzida na Secao 2.1)

lim jnf 70(5) #0(¢*(a)) h

v| > liminf = =P > 0.
it = e T B e + i = 1)

Para todos os outros fatores v em 7, existe j € IN de forma que (’(a) C
v C ¢(/T2(a) e, como no caso acima, podemos tomar k — oo de modo que
¢*(a) € B € ¢¥*2(a). Assim, para | B| grande,

#,(B) #eivz () (CF(a) .
B 2 T aee C@
:/;CJ”FQ(&) (Ck(a)) g
_ #alCF2(a) "
2 ()| ¢ (a)],

o]

em que # denota ocorréncias disjuntas. Em particular, existe o limite

- #alCFT(a)) 1 hn

lim o> k()| = -

ki»n;o ]Ck+2(a)\ ‘C (CL)’ f;{]+1 ffv—f1<fN+1 +hy — 1)
1 - hn

fﬁurl f]%{+1(fN+1 +hy —1)

> =P >0.

Portanto, para todo fator v (nao-vazio) de 7,

. #H(B)
lim inf
[Bl—oo  |B]

|v| > min{ Py, P,} > 0,

concluindo a demonstracao da proposicao. O

Demonstracao do Teorema 1.8: Combinando a Proposicao 2.15 com
o Teorema 2.14 temos que Mg é uniforme para todo E € IR. Pela Pro-
posicao 2.3, (¢, T) é estritamente ergédico e, portanto, pelo Teorema 2.13

o(H,) é um conjunto de Cantor com medida de Lebesgue zero. O



Capitulo 3

Um Resultado Uniforme e
Problemas Abertos

Uma grande dificuldade na andlise do espectro pontual de operadores da
forma (1.1) é a auséncia de resultados gerais a la Kotani (Teorema 2.1)
e Last-Simon (Teorema 2.2), que juntos excluem espectro absolutamente
continuo para todo elemento no hull. Como vimos no capitulo anterior, a
analise do espectro pontual é feita com base nas caracteristicas particulares
de cada substituicao e, por vezes, de cada elemento do hull. Neste capitulo,
baseando-nos nos trabalhos [9, 12, 13], apresentaremos um caso de substi-
tuicao na classe ( para o qual o operador associado possui espectro singular

continuo puro para todo elemento do hull €.

3.1 Exemplo de Resultado Uniforme

Nesta segdo mostraremos que para a substituicao g(a) = aabaa, o(b) = b,
os operadores H,, associados possuem espectro singular continuo puro, para
todo w em §2,. Como o resultado uniforme s6 foi obtido para esta substi-
tuicao particular, nao estamos utilizando a notacao geral “(” para designa-la.
Como nos casos tratados em [9, 12, 13], a demonstracao baseia-se no con-
ceito de partigoes, combinadas com argumentos de Gordon 3-blocos (Pro-
posigao 2.7) e Gordon 2-blocos que apresentamos na Proposi¢ao 3.1 abaixo.

Como introduzido anteriormente, trM denotara o traco da matriz M.

Proposicao 3.1 [36] Seja w um potencial para o qual existe uma seqiiéncia

k, — oo de modo que wj = wjiy,, para todo 1 < j < ky. Dado E € IR, se
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existe 0 < Cg < oo satisfazendo |trMpg(w, ky)| < Cg, Vk,, entdo E ndo é

autovalor de H,.

Demonstragao: Dado E € IR suponhamos que u seja solugao de (2.5) com
condigdo inicial normalizada Uy (i.e., |up|? + [u1/?> = 1). Usando Cayley-

Hamilton e a hipdtese sobre o potencial,
Uan — trME(w, kn) . Uk*n +Up=0

e assim,

[Uak, || + |trMp(w, kn)| - [[Ug, || = [[Uo]l = 1.

Logo, max{||Ug, |, [|Uak, ||} > 3 min{1, é} e portanto u ¢ 1*(Z).
g

Na proposigao acima a mesma conclusao ¢ claramente valida se w_g, _; =
w—_j, 0 < j < k,—1, ouseja, o argumento é simétrico. Além disso a repeticao
dos blocos pode ocorrer em qualquer posicao, desde que esteja fixada. Uma
forte restricdo a aplicagao desta proposicao é a dificuldade em se obter a
constante C'g que limita os tragos das matrizes de transferéncia Mg (w, ky,).
Em toda esta secao vamos denotar por ¢ a substituicao a +— aabaa; b+— b
e por 7] e 7, respectivamente, a seqiiéncia de substituicao e a seqiiéncia de
substituicao bilateral correspondentes.

Para 7 temos

1 = 0"(a)o*(a)o" (b)0*(a) 0" (a)d"(a)o" (a)d" (b) 0" (a)d"(a)d®(b) - - -

para todo k > 0, o mesmo ocorrendo para 7, j4 que ambos sao pontos fixos
de (. Por exemplo, para k= 1,2

--raabaaaabaa b aabaaaabaa-aabaaaabaa b aabaaaabaa---,
e e e e e e e
o(a) o(a) o)  o(a) o(a) o(a) o(a)  o(b)  ela) o(a)

0*(a) 0*(a)

ou seja, para cada k € IN, podemos “decompor”n em fatores o*(a) e o*(b).
O mesmo vale para qualquer substituicao na classe ¢ e motiva a definicao

de particoes dada abaixo.

Definicao 3.2 Para cada n € IN fizado, a n—particio de um elemento

w € Q¢ € uma seqiiéncia de pares (I]’»‘, Z]T'L)jel em que

L= {mj, - mpp 1} CZ e 2 €{¢"(a).C"(0)} = {¢"(a). b}
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n . n N n 4z
com0 € I e wpm;Wm,+1-" “Win,4[zn|—1 = 2j5 para todo j € Z. zy € chamado

de bloco da particao e I} ¢ a posi¢ao do bloco z7'.

Observamos que a 0—particao de um elemento w € 2, pode ser iden-
tificada com a prépria seqiiéncia w (neste caso, IJQ ={j}te z? = wj).
Exemplifiquemos no caso de

n=--+aabaaaabaabaabaaaabaa -aabaaaabaabaabaaaabaa---
alguns pares da 1-parti¢ao (I jl, 2]1)
Ig ={-4,-3,-2,-1,0}, z{ = o(a);
Il ={1,2,3,4,5}, 21 = o(a);
Iy = {11}, 7 = o(b);

e para a 2-particao

1?5 = {—42}, 2% 3 = 0%(b);
Ig = {_207"' ,0}, Zg = QQ(CL);
I§={65,-~ , 85}, z%ng(a).

Proposicao 3.3 Para cada n > 0, existe uma unica n—particao para cada

WEQC

Demonstragao: Para todo n, como o"(n) = n, existe uma tinica n—partigao
para 7, o mesmo ocorrendo para todos os transladados 777. Além disso, todo
w em (2, admite uma tnica 0—partigao (que é a prépria w). Devido & métrica
d definida em A%, para w = lim; o T™n temos que para todo N € IN,
existe ng em que para todo n; > ni de modo que w; = M4, lI| < N, ou
seja, w e T™in coincidem no intervalo {—N,--- | N} C Z. Como as posigoes
dos z! blocos sdao unicamente determinadas pelas posicoes dos z¥ blocos da
0—particao de w (por exemplo sgsobsgsyg = s1), a existéncia e unicidade
da 1—particdo dos T™n para todo j implica na existéncia e unicidade da
1—particao de w. De modo andlogo constréi-se, de maneira tnica, as demais

particoes de w. O
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Introduziremos agora algumas notagoes que serao usadas na demonstra-
cao do Teorema 1.11. Para w € €,, denotaremos os blocos de sua n—parti-
¢ao, 0"(a) e o™ (b), por s, e b, respectivamente. Usaremos os simbolos s, e b
para indicar a posicao do bloco zj na n—partigao. Um bloco formado ape-
nas pela letra b em uma n—partigao é dito isolado para a (n + 1)—particao
quando ele se mantém como um bloco z;"H ao passarmos a (n + 1)—partigao.

Por exemplo, o b abaixo é isolado para a 1—particao

--~aabaaagabaab aabaaagabaa -
——— ———— N N —
S1 S1 S1 S1
Explicitaremos agora algumas propriedades dos elementos de €2, (que se

estendem aos blocos s, e b) como preparagao para o Teorema 1.11.
e o fator bb nao ocorre em elementos de §2,;
e q s6 ocorre na forma aa ou aaaa;
e em baab, um dos b é isolado para a 1—particao.

A demonstragdo do teorema serd feita com base na andlise de todos os
casos possiveis para o zj bloco da n—particao de w € €,. Partindo-se de
2y, hd um nimero finito de possibilidades (que sdo as mesmas para cada
n—particdo) para a disposicao de z?—blocos adjacentes e, portanto, pelo
menos uma delas deve ocorrer infinitas vezes. Lembramos que nosso objetivo
¢ mostrar que para todo w € §,, e todo E € o(H,) a equagao (2.5) nao
possui solucdo em [?(Z); em cada caso abaixo serd usada a Proposicio 2.7
ou a Proposicao 3.1.

Demonstragcao do Teorema 1.11:

caso 1: zj =b.

Subdividimos este caso nos dois seguintes:

caso 1.1: b é isolado para a (n + 1)—particao, ou seja, zg“ = b. Neste
caso, passando a (n+1)—partigao obtemos (lembrando que o termo de indice
zero é a primeira posi¢ao a esquerda do ponto)

Sn+1 Sn+1

A

8, 8008y, S D8, S, 0Sy S -
N N N

Se isto ocorre para infinitos n’s, obtemos uma seqiiéncia (ky), com k, =

20" (a)| + 1, para a qual w_p,_; = w_j = Wk, —j, 0 < j <k, — 1. A Pro-
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posigao 2.7 (refletida na origem), garante que para todo E, a equagao (2.5)
nio possui solucdo em [?(Z), ou seja, H,, ndo possui autovalores.
caso 1.2: b nao é isolado para (n + 1)—particao, ou seja, zg'H = Sp+1-

Neste caso temos as seguintes possibilidades:

caso 1.2.1: szl =bou Z?H = b (observemos que nao ocorre o caso

zﬁTl =b= z{‘“ pois bab nao ocorre em w). Supondo 271”1 = b,

Snt1 Sn+1 Sn41

—_—~
Sn SnbSn Sn SnSnb-Sp S b Sy S, b8y Sn-
S~

Usamos novamente a Proposicao 2.7 com (k, = 2|¢"(a)|4+1). O caso 2"7' =

b é analogo.

caso 1.2.2: zT{l = Spt+1 = z?H. Assim, zTer = Sp41 OU Z;+1 = Spt1
(ndo simultaneamente pois aaaaa nao ocorre em w). Supondo 25+ = 5,41,
Sn+1 Snil Sni1 Sn+41

/_/h ~
SnSn b8y Sn SnSnbSn Sn SnSnbSn Sn SnSnbSn Sn

e podemos aplicar a Proposigao 2.7 com (k,, = 4|0"(a)| + 1). Andlogo para
27_1451 = Spni1-

caso 2: z) = sp.

Dividimos este caso nos seguintes:

caso 2.1: 2™ = s, = z7'. Andlogo ao caso 1.2.2 acima, exceto que agora
(kn = [0"(a)]) em que w1 -+ wyn(q)| ¢ uma permutacao ciclica de s,.

caso 2.2: bs,s,b. Neste caso, um dos b’s é isolado para a (n+1)—partigao.

Suponhamos que seja o b a esquerda. Passando & (n + 1)—particao obtemos

Sn+1 '§n+1

SnSnb 8,8, b5, Snbsy Sk
—— N N~

e usamos novamente a Proposicao 2.7 (refletida na origem) com (k, =
2|0"(a)| + 1). O argumento é simétrico para essa posicao do b isolado.
Trata-se da mesma forma o caso bs,,$,b.
caso 2.83: b Sy sy, sy, Sp b. Passando a (n+ 1)—particao, obtemos $y,418n+1
e temos os seguintes casos a considerar:
caso 2.3.1: ZT{I = Sp+1, que recai no caso 2.1 acima.

caso 2.8.2: szl =b= z’;H, que é o caso 2.2 acima.
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caso 2.8.3: zT{l =be zgﬂ = Spt+1, que é caso 2.3 para a (n +
1)—partigao.
Assim, o unico caso que falta analisar é quando 2", = b e 2 = 2 =
2y = z§ = Sy, para todo n > ng, algum ng € IN (e o seu “simétrico”, i.e.
b S, S, Sn Sn b). Explicitamente,
b Sp Snb8n Sn Sn Sn b Sy Sn Sn Sn b Sp Sn Sp Sn b Sn Sy b.

~~ ~~

§n+1 Sn+1 Sn+1 Sn+1

Essa “quebra”na repeticao tripla de blocos em torno da posi¢ao zero em
Z, devido a a ocorréncia do bloco b a esquerda de z{ = s,, nao nos per-
mite aplicar a Proposigao 2.7 como nos casos anteriores. Observemos que
este ¢ um caso possivel para um elemento w € €2,. Por outro lado, para cada
n—partigao, hd pelo menos trés repetigoes do mesmo fator (uma permutagao
ciclica de s,) a direita da posigao zero e pelo menos duas repetigoes de uma
permutacao de o"(a)o"(a)b a esquerda. Em particular temos wj = w_j4,,,
com k, = 2|o"(a)| + 1,1 < j < k, e, portanto, uma alternativa é tentar
usar a Proposicao 3.1. Para isso, precisamos estudar o comportamento de
|trMEg(w, kyn)| quando n — oco. Uma maneira de relacionar trMg(w, ky,) com
a substituicao ¢ é através de um sistema dindmico denominado aplicacdo
traco que descreveremos brevemente. A construcao a seguir vale para subs-
tituigoes em geral e referéncias importantes sobre este assunto sao [7, 25, 30].

Para 1 = ¢p*°(a) e cada E € IR fixado, identificando 7 com o correspon-

dente potencial de substituicao, definimos

xn = trMg(0"(aa)); yn =trMg(0"(aab)); z, = trMg(0"(aabaa)), (3.1)
com xg = trMg(aa), yo = trMg(aab), e zg = trMg(aabaa), em que
Mg(e"(9) = Me(n,[e"(@)]) = Te(n, [¢"(@)]) - 7£(n,1), ¢ = aa, aab, aabaa.

Combinando (3.1) com a seguinte relagao em [25] (A, B e C matrizes 2 X 2

com determinante igual a 1)
tr(ABAC) = tr(AB) - tr(AC) + tr(BC) — trB - trC
obtemos o sistema dinamico, denominado aplicacao traco associada a o,

Tni1 = (Tpyn —c)? =2

Ynt1 = (TpYn — c)(yﬁ —2) —c, em que ¢ = ZoYo — 20-
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Em particular, como g(a) é um palindromo, a aplicagdo trago para a es-
querda é a mesma. Além disso, basta definirmos a aplicacdo trago para a
seqiiéncia de substituicao 7 pois, no caso que estamos tratando, os fatores
que se repetem em w sao permutagoes ciclicas de o™ (a), para as quais o traco
¢é invariante. Para aplicarmos a Proposicao 3.1 bastaria encontrarmos, para
E € o(H,), uma constante Cg satisfazendo |[trMg(w, ky)| < Cg,V ky. No
entanto, isto nao foi possivel.

A forma que encontramos para contornar este problema foi a seguinte.
Introduzimos uma decomposicao de n em blocos da forma o = aabe 8 = aa
e com isso pudemos relacionar a substituicao ¢ com a substituicao duplicagao
de periodo &g, (vide pag. 2). Por exemplo, para os primeiros termos de 7
temos

n=gaab aa aabaabaab aa aab aa a---
T
B

@ a a a p o a  f
A seqiiéncia em {«, ﬂ}]N acima ¢é a seqiiéncia de substituicao gy, gerada
pela substituicao duplicacao de periodo (o — af3; f — a«).
O préximo lema estabelece uma relagdo, obtida por inducao, entre as
substituicoes o e {g,, com a qual poderemos identificar particoes adequadas

de 1 e ugp.
Lema 3.4 Fazendo a identificacdo aab = a e aa = 3 obtemos as relagoes

@) =d"a) e &rNB) = e"(a)b;
Enla) = g"(a)g"(@)b e  &(8) = o"(a)o"(a).

Uma vantagem desta identificacdo é que os pares

(tn(E) = trM (|4, ()]), r = trMp([€4,(6)]))
satizfazem a aplicagao trago da duplicagao de periodo [4]
togl = taln — 2, Tppl =12 —2

e, da mesma forma que em [4], segue que para E no espectro de H,, existe
ng com
[tn(E)| <2,V n > ny. (3.2)

Isto nos permitira aplicar o argumento de Gordon 2-blocos ao caso 2.3.3

acima.
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Reescrevendo o caso 2.3.3 em termos da (2n — 1)—particao em g, (v, =
Eap(@) e wy, = &7 (B)), obtemos
- Spb sn Snb Ssn Spb S, Sp Sy Sab sy sy

R N N N N N N N W W

Won—1 V2p—1 W2n—1 V2n—1 W2n—1 U2n_1 V2n—1 V2n—1 W2n—1 V2n—1 V2n—1

Passando a (2n)—particao em ugy,, obtemos

“ - Vay, Vo Vo Wop Vap Wap, * -

e, portanto, usando (3.2) conseguimos uma seqiiéncia (ky,), a qual pode ser
calculada explicitamente como ky, = 2|¢"(a)| + 1, que satisfaz as hipéteses
da Proposicao 3.1, e portanto H, nao possui autovalores.

Procedemos a mesma andlise para o caso b sy Sy, Sy 8, b. Com isso, con-

cluimos a demonstracao do teorema. |
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3.2 Comentarios Finais e Problemas Abertos

Nesta secdo apresentaremos algumas observagbes com respeito aos resul-
tados obtidos e comentaremos alguns problemas em aberto que julgamos
interessantes.

Operadores de Schrodinger discretos unidimensionais contam com um
aparato técnico importante na sua andlise espectral, que sao as matrizes de
transferéncia. Sistemas discretos cuja dimensao é maior ou igual a dois nao
dispoem deste recurso.

A generalizagao dos nossos resultados para o caso ((b) = b- - - b, com mais
de um fator, nao é direta pois (€2¢,7") deixa de ser estritamente ergédico.

Ha substituicoes na classe ¢ para as quais nossos resultados referentes
a exclusao de espectro pontual nao se aplicam. Eo caso, por exemplo, da
substituicao ( : a — abaabba;b — b. No entanto, para esta substituicao po-
demos aplicar os Teoremas 1.8 e 2.4, obtendo espectro singular com medida
de Lebesgue zero.

Sempre que A; + Anyy1 = 3, podemos aplicar argumentos de Gordon
3-blocos e, pelos Teoremas 2.1 e 2.2, excluir espectro pontual para n e seus
transladados. Assim, seguird que ocorre espectro singular continuo puro
num conjunto genérico no respectivo hull. Ainda fica em aberto se isto valerd
num conjunto de medida invariante total, o que ocorre se A; + Ay41 > 4.

Casos similares a 2.3.3 no Teorema 1.11 podem ocorrer para outras subs-
tituigoes na classe (. Aparentemente nao ha uma generalizacao trivial do

argumento usado para p, exceto nos casos

a— aa u aa,
B1
em que também é possivel adaptar a demonstragao do Teorema 1.11 e obter
resultados uniformes no hull.

Seria interessante uma caracterizacao, quanto ao tipo espectral, das me-
didas de autocorrelacao das préprias seqiiéncias de substituigao aperiddicas
na classe (. Nao ha resultados nesta diregao.

Finalmente, estimar a dimensao de Hausdorff do espectro dos operado-
res de Schrodinger com potenciais na classe ( é, certamente, um dos pro-
blemas abertos mais interessantes neste contexto, particularmente devido a

sua relacao com a dinamica quantica, pois indica a razao do decaimento da
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probabilidade média de retorno a uma condicdo inicial dada; relaciona-se
também com a taxa de crescimento do momento como funcao do tempo
(veja [27] e referéncias 14 citadas). Parece-nos que novas técnicas devem ser
introduzidas para abordar satisfatoriamente este tipo de problema no caso

das substituigoes aqui tratadas.
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