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Abstract

In this work we consider systems of two vector fields on the 3-torus.
We prove that global solvability for these systems (in the tube case, when the
1-form is closed and non-exact) is equivalent to all the sublevel and superlevel

sets of a certain primitive being connected.



Resumo

Neste trabalho consideramos sistemas de dois campos vetoriais no toro
tridimensional. Provamos que a resolubilidade global para estes sistemas (no
caso tubo, quando a 1-forma associada é fechada e nao exata) é equivalente
a todos os conjuntos de subnivel e supernivel de uma certa primitiva serem

Cconexos.
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Introducao

Neste trabalho propomo-nos a estudar a resolubilidade global, no toro T2,

do sistema de campos vetoriais

Ly = 01 +iby (1),
L2 == 82 + ’lbg(t)am

0 0 .
com bl,bg S COO<T2,R), t= (tl,tg) S T2, 81 = % (S 3j = 8_t] para ) = ]_,2

Pedimos primeiramente que o LL seja involutivo, o que é equivalente a dizer

que a 1-forma
b(t) = by (t)dt, + by(t)dty € N' C(T?) ¢é fechada.

Nosso objetivo ¢ estabelecer condi¢oes para que, dadas fi, fo € C>®(T?),
exista u € D'(T?) satisfazendo Lju = f; , para j = 1,2. Mas para que isto
seja possivel precisamos impor algumas condig¢oes sobre as fungoes fi(t,z) e
falt, ).

Tais condigoes sao: Ly fy = Lof; e que os coeficientes parciais de Fourier
f1(t,0) e fo(t,0) satisfacam

27 27

fi(r,0,0)dr =0 e f2(0,,0)ds =0 (%)
0 0

Diremos que L é Globalmente Resolivel (GR) em T? se para todo par de
funcoes fi, fo € C>®(T?) satisfazendo L, f, = Lyf; e a condigao (x) acima,

existir u € D'(T?) tal que Lju = f;, para j = 1,2.



Este tipo de sistema, foi estudado por Treves, ver [T1] e [T2], no caso
local e num contexto mais geral de operadores pseudodiferenciais sobre uma
variedade C* e em todos os niveis do complexo diferencial associado.

No caso de nosso sistema de campos vetoriais IL, no primeiro nivel deste

complexo, os dois tipos de resolubilidade estudados por Treves sao os seguintes:
(R1) Ve BLC>®(Q),YO' cc Q,Ju e D'(O) tal que Lu = f em O’
(R2) Vf e BL.C®(Q),VO' ccC Q,Fu € C®(O') tal que Lu = f em O

aqui @ C Q é um aberto fixado e BLC®(Q) é o espaco das f € A' C®(Q) que
satisfazem as condicoes de compatibilidade do sistema. E o resultado obtido

é o seguinte:

Teorema [Treves| Sejam (). = {t € O'; B(t) <r}, comr € R. As sequintes

afirmacoes a respeito de L sao equivalentes

(1) L € resolivel no sentido (Ry);
(11) 1L € resolivel no sentido (R2);

(111) valem as condi¢oes (V)1 e (¢¥)_ generalizadas, as quais

sao definidas da sequinte forma:

(V) YO ccC U, O CC Q contendo O tal que: ¥r € R a interse¢ao de
O.=0'NQ, ={t € O;£B(t) < r} com qualquer componente conezxa

de €, estd contida numa componente fixa de O, = O N€,.

t

Aqui B(t) :/ b € uma integral curvilinea da 1-forma b, ao longo de qualquer
to

caminho contido na variedade 2, unindo ty e t.

Posteriormente, Cardoso-Hounie, ver [CH], estudaram a resolubilidade
global de sistemas numa variedade C* compacta conexa orientavel e sem
bordo. Este estudo também foi feito num contexto mais geral de operadores

lineares auto-adjuntos num espago de Hilbert, os quais sao ilimitados, positivos



e possuem inversa limitada. Além disto o resultado obtido refere-se a todos os
niveis do complexo associado.
Em relagdo ao nosso sistema de campos vetoriais L, o artigo [CH] permite-

nos concluir o seguinte resultado quando a 1-forma b € exata:

Teorema [Cardoso-Hounie] O sistema L é globalmente resolivel se, e so-
mente se, os conjuntos de subnivel Q. = {t € Q / B(t) < r} e de supernivel
O = {t € Q/ B(t) > r} sio conexos, ¥r € R. Aqui B(t) :/tb ¢ uma
primitiva da 1-forma exata b definida na variedade €2. v

Também no nosso trabalho estabelecemos condicoes necessarias e suficien-
tes para que o sistema seja LL seja globalmente resolivel no toro T2, porém no
caso em que

b(t) € \' C®(T?) é fechada, mas nao exata.

A condigao que obtivemos igualmente relaciona a resolubilidade global com
a conexidade de conjuntos de subnivel e supernivel. Porém neste caso b nao
possui primitiva em T2. A solucdo que encontramos foi olhar estes conjuntos

sobre o recobrimento universal R2.

Comecgamos definindo os periodos

o 21
blO — / bl (7-1’ 0)d7‘1 e bgo = / b2(0,’7‘2)d7‘2
0 0

como b nao é exata entdo by = (byg,bag) # (0,0). Neste trabalho estamos
interessados no caso em que by e byy sao incomensuraveis, ou seja, linearmente

independentes sobre Q.

t
Considere a primitiva B € C*°(R? R) definida por B(t) :/ II"b. Aqui
to
II : R? — T? ¢ a aplicacao de recobrimento. Nosso principal resultado é o

seguinte:

Teorema 1.4 Seja b € A'C®(T?) fechada com periodos incomensurdveis.
Entao o sistema L. é globalmente resoliivel em T? se, e somente se, 0s subniveis
Q. ={r €R?*/ B(t) <r} e os superniveis Q" = {T € R? /| B(t) > r} forem

conexos, para todo r € R.



A demonstracao deste teorema esta dividida em duas partes. A suficiéncia
no capitulo 3 e a necessidade no capitulo 4. As construcoes feitas nestes dois
capitulos dependem fundamentalmente da existéncia de uma transversal para
as componentes conexas ilimitadas de conjuntos de nivel de B. A existéncia

desta transversal serd provada nos capitulos 2 e 3.

O caso que estudamos é chamado de incomensurdvel, uma referéncia a in-
comensurabilidade dos periodos byg € by. O caso estudado em [CH] e chamado
de exato, aqui a 1-forma b possui primitiva na prépria variedade T2.

Existe ainda o caso comensuravel, em que os periodos da big e byy sao
multiplos racionais um do outro. Num certo sentido, este é um caso inter-
mediario entre o incomensuravel e o exato. Como véarias técnicas desenvolvidas
neste trabalho nao se aplicam no caso comensuravel decidimos nao inclui-lo

neste trabalho e pretendemos estuda-lo no futuro.

O caso de um tnico campo L = 9; + ib(t)d, definido em T?, com b €
C>®(T',R) e b # 0, foi estudado por Hounie, em [H]. Quando b # 0 obtemos o

seguinte:
L é (GR) < b nao muda de sinal.

Aqui L é (GR) se para toda f € C*(T!, R) satisfazendo fozﬂ f(t,0)dt =0

existir u € D'(T?) tal que Lu = f.

Note que esta condicao de b nao mudar de sinal é equivalente a dizer que
Q. ={teR;B(t)<r} e Q={teR;B(t)>r}

t
sdo conexos, para todo r € R. Aqui B(t) :/ b(T)dr.
to
Conjectura O sistema involutivo L; = 0; +ib;(t)0, (1 < j < n —1), defi-
nido em T} 'x S! é (GR) se, e somente se todos os subniveis e superniveis

t
da funcao B(t) :/ II*b forem conexos.

to



A distribuicao dos capitulos neste trabalho ficou da seguinte forma: no
capitulo 1 introduzimos as notacoes e defini¢oes usadas neste trabalho; rees-
crevemos o sistema L enfocando a 1-forma b e usando a linguagem de fibrados
vetoriais; definimos resolubilidade global e reescrevemos o teorema (1.4) acima
nesta nova linguagem.

Comegamos o capitulo 2 usando um resultado de Arnold [A] para obter uma
curva v, chamada de pré-transversal, que possuird muitas das propriedades que
desejamos da transversal. Na tltima se¢ao deste capitulo fazemos um estudo
dos niveis regulares de uma funcao pseudoperiédica e conseguimos “melhorar”
a curva pré-transversal.

O capitulo 3 comega com um estudo minucioso dos niveis criticos da primi-
tiva B para detectar os tipos de problemas que impedem ~ de ser transversal.
Na ultima se¢ao mostramos como modificar a curva v para que ela torne-se a
transversal procurada.

No capitulo 4 demonstramos a suficiéncia, isto é, supondo que todos os
subniveis e superniveis de B sao conexos mostramos que L é globalmente
resoluvel. A técnica utilizada aqui foi a de integrar os coeficientes parciais de
Fourier u(t, £) do candidato a solucao do sistema sobre caminhos de integragao
convenientes.

No capitulo 5 provamos a necessidade dos subniveis e superniveis serem
conexos para que L seja globalmente resoluvel. A idéia é mostrar que numa
situacao bastante especial, chamada de caso modelo, se existirem subniveis
ou superniveis desconexos entao L nao sera globalmente resolivel. A segunda
parte do capitulo mostra como reduzir o caso geral para o caso modelo usando

difeomorfismos do toro.



Capitulo 1

Consideracoes Iniciais

O objetivo deste capitulo é introduzir as notagoes e definigoes necessérias
para enunciar o principal resultado deste trabalho, que relaciona a resolubili-
dade global de um sistema com a conexidade de certos conjuntos de subnivel
e supernivel.

Na secdo (1.1) apresentamos o sistema de equagoes L? que estudaremos. A
forma de apresentaciio, comecando com uma 1-forma fechada b € A' C*(T?)
e usando a linguagem de fibrados vetoriais, foi introduzida por Treves e tem
sido muito usada em artigos da area.

Na segao (1.2) definimos as médias da 1-forma b, as quais, por hipétese,
sao incomensuraveis. Também introduzimos o conceito de funcoes pseudo-
periédicas e mostramos que a fungao B(t) = fot I1*b, com t € R?, ¢ pseudo-
periodica;
aqui IT : R? — T2 é o recobrimento universal do toro.

Na se¢io (1.3) determinamos as condigoes de compatibilidade para L°, ou
seja, as condigdes que uma certa f € /\1 C>(T?) deve satisfazer para que faga
sentido perguntar se existe solucao para o sistema L%u = f.

Finalmente, na segao (1.4), definimos o conceito de resolubilidade global

para L.’ e enunciamos o teorema ja citado no primeiro paragrafo acima.



1.1 O Sistema de Equacoes

Denotaremos por C*(R"™) e C*(T™) os espagos das fungdes infinitamente
diferenciaveis, a valores reais, definidas sobre R™ e T" respectivamente. E por
D'(T™) o espago das distribuicoes definidas no toro T". Neste trabalho teremos
sempre n = 2 ou 3.

Usaremos a notacao (t,z) € T? indicando que t = (t1,t3) € T?> e z € T
Também adotaremos a notacao t = (¢1,t,) em R? e usaremos sempre a norma
do méximo nestes espagos.

Seja b € A'C®(T?) uma 1-forma fechada, isto é, existem by, by € C(T?)
tais que b(t) = by (t)dt; + ba(t)dty e O1by = Oaby.

Consideremos o subfibrado vetorial 7" C C ® T*(T?) gerado pela 1-forma
dz —ib € N\'C®(T?). Seu ortogonal V = (T")* é um subfibrado vetorial de
C®T(T?) cujas fibras tem dimensao 2. O subfibrado V é gerado pelos campos

vetoriails

0

0 )
Lj = a5 —i—zbj(t)a_xa

) =1,2

Assim V =< Ly, Ly > é uma estrutura localmente integravel de codimensao
1 sobre T3.

Definimos o operador diferencial L° : D'(T3) — A' D'(T?) pondo
LY = d; + ib(t) A O, (1.1.1)

aqui d; é a derivada exterior em T? e 9, = 9/dz. Note que L° também pode
ser visto como um operador de C>(T?) em A' C=(T?).

Definimos também o operador L! : A'D/(T?) — A’D/(T?) usando a
mesma expressao:

L' = d, +ib(t) A O, (1.1.2)



Se w(t, x) = wi(t,z)dty + wy(t,z)dt; € \' D'(T?) entéo
Llw = (LICUQ - ngl)dtl N dtg
Assim, dado u € D'(T?) teremos

L'(L%) = LYdwu+ c(t) A d,u)
= Ll (Lludtl + Lgudtg)

= (L1(Lau) — Lo(Lyu)) dty A dty

[0 0 ou
= 0

Portanto L'LY = 0 e a seqiiéncia
0 D/(Ts) LO) /\1'D’(T3) ]L_1> /\ZDI(Tg) — 0

¢ um complexo diferencial.
Neste trabalho estamos interessados em estudar a resolubilidade global de

IL°. A resolubilidade global do operador L' foi estudada em [BCP].

1.2 Funcoes Pseudoperiédicas

Definicao 1.1. Dizemos que uma funcao H : R?> — R ¢ pseudoperiddica se
H(t+2mn) = H(t) +w(2mn) para todo t € R? en € 72, sendo w : Z* — R um

monomorfismo.

Pondo r = w(0,27) e s = w(2m,0) teremos w(27n) = rny + sne, para todo
n = (m,n2) € Z*. Como o nicleo de w contém apenas o ponto (0,0) entao a
tunica possibilidade de ocorrer w(27n) = mr+mn2s = 0 serd quando 7y = 1y = 0.
Isto significa 7 e s sao incomensuraveis, ou seja, estes niimeros sao linearmente
independentes sobre Q.

Portanto w : Z? — R é um monomorfismo < w(27n) = mr + 1.8, para

todo n = (n1,m2) € Z?, com r e s incomensuraveis.



Lema 1.2. H ¢ pseudoperiodica se, e somente se, H é a soma de uma func¢ao
periddica P com uma funcao linear L(t) = rty + sty, com r e s incomen-

surdveis e t € R?,

Prova: Suponha que H(t) = P(t) + L(t) e tomemos t € R? e n € Z? entdo
H(t+2mn) = P(t+2mn)+ L(t+27mn) = P(t)+ L(t)+ L(2mn) = H(t)+ L(27n)
Como, por hipdtese, r e s sao incomensuraveis entao H é pseudoperiddica.

Por outro lado, supondo que H é pseudoperiédica e tomando P(t) = H(t)—
w(t) teremos H(t) = (H(t) —w(t)) + w(t) = P(t) + w(t). Aqui L(t) = w(t) é
linear e falta apenas mostrar que P é periddica, mas

P(t+2mn) = H(t+2mn) —w(t+2mn)
= H(t)+w(2mn) — (w(t) + w(27mn))

= H{t)-w(t) = P()

para todo t € R? e n € Z2. |

Considere agora a funcao

2
9(t2):/ bi(71,t2)dm, com ty € [0,2n]
0

Pelos teoremas de Fubini e Fundamental do Céalculo temos

2m 21 pto ab
g(tz) _9<O) = / (b1(717t2) —b1(7170) d7'1 = / 8t1 (7'1,7'2) drodT
2

to 27T to 27r
= // — (71, T2) dmidmy // — (71, T2) dmidmy

_ /(52(%,72)—1;2(0,72))@[72 _/ Odr, — 0

0 0

Portanto g é constante. Analogamente a funcao

27
h(t) :/ ba(t1, 72)ds  com t; € [0,27]°
0

é constante.



10

Definimos entao as médias
27
blg = / b1(71,0>d7'1 (121)
0

21
bgo = / b2(0,7’2)d7’2 (122)
0

Fazendo o pull-back de b € A'C®(T?) através do recobrimento universal

IT : R? — T? obtemos a 1-forma
(IT*D)(t) = by (t)dty + ba(t)dts

com by, by € C*(R?) e 2m-periédicas em cada varidvel.

Como R? é simplesmente conexo e II*b é fechada entdo a 1-forma IT*b é
exata em R? e a integral fti IT*b nao depende do caminho de integragao. Logo
estd bem definida a funcao

B(t)—/tl'[*b, t € R? (1.2.3)

to
Obviamente B € C*(R?) porém, em geral, esta fungao nao é periddica. Na
verdade, B sera periddica se, e somente se, a 1-forma b for exata. Porém neste
trabalho estamos interessados no caso em que esta 1-forma é fechada e nao
exata. Além disto os periodos big e byg deverao ser incomensuraveis

t
Segue do lema (1.1) acima, a func¢do B(t) = / [T*b é pseudoperiddica e
0
B(t)=P(t)+by-t (1.2.4)

t
com b() = (blo7 bgo) e P(t) = / I — b() 7 periédica.
0

1.3 Condicoes de Compatibilidade

Nosso objetivo neste trabalho é estabelecer condi¢oes para que o sistema de
equacoes

Lo = f (1.3.1)

tenha solucao, para f € /\I(COO('IF?))) dada, mas para que isto seja possivel

devemos impor algumas condigoes sobre as fungoes f; e f.
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Se existir u € D'(T?) solugdo do sistema (1.3.1) entdo Ly fo = Li(Lou) =
Ly(Liu) = Lofi. Logo, para que o sistema (1.3.1) tenha soluc¢do, devemos

comegcar exigindo que

Lifa=Lafp (1.3.2)

ou equivalentemente que L' f = 0 pois
L' f = LY(fidty + fadts) = (L1 fa — Laf1)dty A dts

Além desta condicao, propria do sistema de equacoes L, ha uma segunda
condicao associada a compacidade do toro. Para enuncia-la comecamos subs-

tituindo as séries parciais de Fourier

u(t, z) = % At e e fltx) = % > e, j=1,2
§EZ EET

na equacao Lou = f, aqui f(t,€) = fi(t,€)dt; + fo(t,&)dts € N\' C(T?), para
todo & € Z.
Segue da continuidade de L° em D'(T?) e da unicidade de representacio

em séries de Fourier que

(dt - gb(t))a(t,g) = f(t,6), Y€€ e teT (1.3.3)

Multiplicando esta equacdo pelo fator e~5®) com B(t) = B(t) — by - t,
podemos reescrevé-la como e~<B®) [dyi — £(b(t) — bo) — Ebodl] = e~<BO) f
Usando d,B = b — by e dy(e=Ba) = e €B{d, — £(b — by)}& obtemos a

equacao equivalente
(d; — £bo) (e—£§<t>a(t,5)) — e BOf(1e) com (1,€)eT xZ  (1.3.4)
Para prosseguir com as contas usaremos o seguinte resultado.
Lema 1.3. Seja X\ = A\idt; 4+ \odts, com A, Ay € C e consideremos a equacdo
(dy + Nv(t) = g(t) (1.3.5)

com g(t) = g1(t)dty + go(t)dty € N\ C®(T?) satisfazendo (dy + N)g(t) = 0.
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(i) Se \y € iZ, entao (1.53.5) possui exatamente uma solugao dada por

o (t1,t2) \ =Mt (2m,t2) R
U(t) =e /(v e .Tg(T) — m[ e .Tg(T)

07t2) 07t2)

(i) Se Ay € iZ, entao (1.5.5) possui exatamente uma solucao dada por

o (t1,t2) \ =Mt (t1,27) R
o(t) = e / Ag(r) - / Ag(r)
(t 1 _ 6271’)\2 (

1,0) t1,0)

(iii) Se (A1, \o) € iZ? € as integrais
2m 2m
/ Mg (11,0)dr =0 e / Mgy (11,0)dmy =0
0 0

t
entdo uma solugao para (1.3.5) é wv(t) = e“/ e g(7)
0

Para demonstrar este lema basta usar o fator integrante para encontrar a
solucao geral da equacao (1.3.5) em R? e impor as condigoes de fronteira que
implicarao na periodicidade.

Concluimos assim que a existéncia de solugoes periddicas para a equagao
(1.3.4) depende dos ntimeros £byg e Ebyg estarem ou nao em iZ. Como by e bag

sao reais e nao nulos, entao
(€b10,Ebro) € L7 = E=0

Para cada £ € Z \ {0} a equagao (1.3.3) possui uma unica solugao. Porém
quando ¢ = 0 existird solugao somente quando as integrais
2 2
fi(r,0,0)dr =0 e f2(0,,0)ds =0 (1.3.6)
0 0
Obtemos assim uma segunda condicao de compatibilidade, ou seja, para
que faga sentido a pergunta: Existe uma distribui¢ao u € D’(T?) solugao para

a equacao L% = f? Devemos comecar exigindo que L!f = 0 e que valha a

condigao (1.3.6).
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1.4 Enunciado do Teorema Principal

Nosso principal resultado estabelece condicdes para que a equacao Lou = f
tenha solucao. Antes de enuncia-lo precisamos definir o que significa dizer que
LY é globalmente resoltivel.

Vamos denotar por

E={fe \'C*(T%)/L'f =0 evale (1.36)} (1.4.1)

o Espaco das Fungoes Admissiveis para a Resolubilidade de 1L, ou seja, o espago

das 1-formas para as quais faz sentido procurar solugao para o sistema.

Definigao 1.4. Dizemos que IL° ¢ globalmente resolivel (GR) em T® se para

toda 1-forma f € E existir u € D'(T?) tal que Lou = f.

Teorema 1.5. Seja b € N\'C®(T?) fechada com periodos incomensurdveis e
¢

considere a func¢ao B(t) = / ITI*b. Entao o sistema L = d; + ib(t)0, é (GR)
0

se, e somente se, os subniveis ), = {1 € R* /| B(1) < r} e o0s superniveis

QO ={r € R?* / B(r) > r} forem conexos, para todo r € R.

A demonstracao deste teorema esta dividida em duas partes. A suficiéncia
no capitulo 3 e a necessidade no capitulo 4. As construcoes feitas nestes dois
capitulos dependem fundamentalmente da existéncia de uma transversal para
as componentes conexas ilimitadas de conjuntos de nivel de B. A existéncia

desta transversal serd provada nos capitulos 2 e 3.



Capitulo 2

A Construcao da Transversal

(12 parte)

Nosso objetivo é mostrar que existe uma curva fechada o em T2, nao
homoéloga a zero e que nao passa em nenhum ponto singular de b, cujo levan-
tamento & a IR? é transversal a todas as componentes ilimitadas de conjuntos
de nivel de B.

O processo de construcao desta curva passa por varias etapas e foi inspirada
primeiramente no trabalho de Arnold, ver [A] pag. 86-88. Neste trabalho
Arnold aborda o caso em que B é suave e esta em posigao geral (isto significa
que todos os pontos criticos de B sao isolados e os valores criticos sao todos
diferentes entre si). O caso em que B é pseudoperiédica e analitica-real foi
resolvido por Bergamasco-Nunes-Zani, ver [BNZ-2].

Para resolver o caso C* foi necessario fazer um estudo detalhado dos con-
juntos de nivel de uma funcao pseudoperiédica suave. Como as técnicas usadas
no estudo dos niveis criticos destas fungoes diferem muito daquelas utilizadas
por Arnold, decidimos dividir a construcao da transversal em dois capitulos.
Nesta primeira parte introduzimos a curva obtida por Arnold e, analisando os

niveis regulares da primitiva B, conseguimos melhora-la um pouco.

14
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Na segunda parte, contida no capitulo 3, estudaremos melhor os niveis
criticos para efetivar a construcao da transversal.

Na segao (2.1) obtemos uma curva =, fora de ¥ = {7;d;B(7) = 0}, que
intercepta transversalmente todos os conjuntos de nivel ilimitados de B, com
excecao de um numero finito destes onde ocorrem pontos de tangéncias.

Na secao (2.2) constatamos que cada um dos niveis regulares de B possui
uma tunica componente conexa ilimitada, a qual é difeomorfa a R e tende a
infinito, para ambos os lados, dentro de uma faixa nao vertical, tais curvas serao
chamadas curvas normais. Além disto mostramos que é possivel modificar
a curva 7y obtida na secao anterior para que cada uma das curvas normais
intercepte v uma unica vez.

Durante este capitulo todo vamos supor que as médias de b sao negativas,
ou seja, byjg < 0 e byy < 0. Na péagina 72 adiante mostramos que sempre ¢é

possivel supor isto.

2.1 Uma Curva Pré-Transversal

Vamos denotar por F(t) ao conjunto de nivel de B que contém ¢, ou seja,
F(t) = B Y({B(t)}) e por F'(t) a componente conexa de F(t) que contém o

ponto t.

Lema 2.1. Se b € \' C%(T?) € fechada e by # 0 entdo cada conjunto de nivel

F(t), com t € R? estd contido numa faiza Sy = {17 € R*/ay < by -7 < [}

Prova: Considere a fungao periédica P(t) = B(t) — by - t, entdao Vs € F(t)
temos 0 = B(s) — B(t) < 2||P||lec +bo- (s —1) = by - t — 2||P||sc < bo - 5.
Por outro lado 0 = B(s) — B(t) = —2||P||ec + bo - (s — ) e assim by - s <

by - t + 2|| P||so. Portanto

F) C{r € R byt —2||P||oe < bo-7 < bo -t +2|P||oc)} I
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Uma conseqiiéncia imediata do lema acima é que os conjuntos de subnivel
Q, = {r/B(1) < r} e de supernivel " = {7/B(7) > r} de B contém um

semiplano cada. O resultado a seguir fortalece esta constatacgao.

Teorema 2.2. (Arnold) Seja B : R? — R uma funcao pseudoperiddica suave.
Entao qualquer subnivel €0, (ou supernivel Q) de B contém exatamente uma

componente conexa nao limitada, a qual contém um semiplano.

A prova detalhada deste resultado depende de alguns resultados que pro-
varemos adiante e vamos deixd-la para o final desta se¢ao (ver pagina 23).

O numero real r é um wvalor reqular da fungao B quando nao existirem
pontos criticos de B no nivel 7, ou seja, se B(t) = r entao VB(t) # 0. Quando
r ¢ um valor regular dizemos que o nivel correspondente é regular. Se exis-
tirem pontos criticos de B no nivel r diremos que este é um nivel critico.
Denotaremos o conjunto dos pontos criticos de B por ¥ = {7/d;B(7) = 0}.

O préximo resultado, que pode ser encontrado em [A], serd usado na prova

do teorema (2.4) adiante.

Lema 2.3. Seja M uma variedade bidimensional compacta, orientada, com

fronteira e w € N'C'(M) fechada. Se G € uma c.c. de R = R?\ ¥ entio a

/ w=20
GnoM

Teorema 2.4. (Arnold) Se B ¢ uma fungio pseudoperiddica suave em R?

integral de Lebesque

entdo existe uma curva suave v, fora de Y, conectando um ponto P € R? com

um de seus inteiros transladados P + 2m(p,q), aqui (p,q) € Z*\ {(0,0)}.

Prova: Seja G uma c.c. qualquer do conjunto aberto R = R*\ ¥. Como B
é pseudoperiddica entao a translagao de G por vetores de 27Z também é uma
c.c. de R. Mas duas c.c. G e G+ {27(p,q)} s@o disjuntas ou coincidem. Se
coincidirem entdo para qualquer P € G teremos P + 27(p,q) € G. Como G
é aberta e conexa entao é conexa por caminhos, conseqiientemente existe um

caminho v C R conectando P e P + 27(p, q) e o resultado estard provado.
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Resta estudar o caso em que nenhuma c.c. G de R intercepta seus inteiros
transladados. Vamos mostrar que esta situacao nao ocorre.

Suponha que para toda c.c. G de R tenhamos G N (G + {27(p,q)}) = 2,
V(p,q) € Z. Neste caso a projecao canonica II : R? — T? leva cada G difeo-
morfamente sobre sua imagem II(G).

Considere as interse¢oes de uma componente G fixada com as retas ver-
ticais t; = 2km, k € Z. Cada uma destas intersegoes, denotadas por g, é a
reunidao enumeravel de intervalos dois-a-dois disjuntos. Além disto, os intei-
ros transladados dos intervalos de g também sdo mutuamente disjuntos (pois
gr C G e G nao intercepta inteiros transladados).

Portanto a projecao de todos os intervalos de todos os conjuntos gz, com
k € Z, no toro T?, constitui-se de uma reuniao de arcos dois-a-dois disjuntos
sobre o 1-ciclo oy = {t € T%¢; = 0}.

Considere agora a faixa S, = {(t1,ts) € R%2kr < t; < 2(k + 1)7}, com
k € Z. Entao G NSk é formado por, no maximo, uma quantidade enumeravel
de componentes conexas Gj;, , aqui j € N. E cada uma destas c.c. pode ser

projetada difeomorfamente no cilindro
Cy = {(t1,t2); 2l < t1 < 2(1 + )7, tamod(27) }
Aplicando o lema (2.3) acima a 1-forma d;B sobre o cilindro C; teremos

/ dtB - O
ijﬁacl

mas Gjp N O0C; = gjr U (—gjk+1)), 0 sinal negativo é devido a orientagao da
fronteira.

Como dt; = 0, sobre gi;, Yk € Z entao / 01 B(t)dt; = 0,Vk € Z. Assim
9jk

ijﬂacl 9jk 9g; 9jk

j(k+1) 9j(k+1)
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Logo
/ D B(t)dt; = O B(t)dty, VkeZ

9j(k+1)
Segue por inducao que

/82B(t)dt1: &, B(t)dt;, Vk,leN (2.1.1)
j gj1)

Somando sobre j € N obtemos

/ 0zB(t)dt1 = / 82B(t)dt1, Vk,’,l eN (212)
9k gi

Mas a projecao dos conjuntos g; sobre o l-ciclo oy de T? sao dois-a-dois dis-
juntos, portanto

0o B(t)dt; = O, B(t)dt;, Vk,leN (2.1.3)
(gx) (g:)

Agora duas situacoes distintas podem ocorrer. Num caso mais simples, se
GG nao interceptar alguma reta do tipo t; = 2kym, com ko € Z (por exemplo,
se G for limitado), teremos fl'[(gk )8QB(t)dt1 = (. Segue de (2.1.3) que
0
3QB(t)dt1 - O,Vk € Z
H(gx)

A situacao complica um pouco quando G intercepta todas as retas t; = 2k,
com k € Z. Como Il(gx) N1I(g) = @, Vk,l € Z, entao

1(gk

keZ keZ

Segue de (2.1.3) que

/ 323(15)(1752 == 0, Vk € Z
II

(9%)

Somando primeiro em k € Z e depois sobre todas as c.c. de R concluimos que

/ Dy B(1)dty = 0
TI(RN{t1=2km;k€Z})

Como 0B |2 = 0 e ¥ é um conjunto mensuravel, no sentido de Lebesgue,

concluimos que
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O que contraria a incomensurabilidade dos periodos de b = d;B. Segue
daqui que pelo menos uma das componentes conexas de R intercepta um de

seus transladados inteiros, o que conclui a prova do teorema. i

O resultado a seguir é citado por Arnold , sem demonstracao, na prova de

um lema (ver [A], pag. 85, §3).

Proposicao 2.5. E possivel deformar a curva v de forma que a funcao 3 =
dtB‘7 tenha apenas um nimero finito de singularidades isoladas (mdzimos e

minimos).

Prova: Como R?\ ¥ ¢ aberto e v é compacta, obtemos uma vizinhanga
V de v formada apenas por pontos regulares, assim VB(t) # 0, Vt € V.
Segue da forma local das submersoes que cada ponto deste aberto pertence a
uma vizinhanca V; folheada por curvas de nivel de B. Seja t € v e considere
os vetores vp(t) e v,(t) tangentes a F'(t) e v em t respectivamente. Duas

situagoes distintas podem ocorrer:

1. Se vp(t) e v,(t) nao forem paralelos entao F'(t) é transversal a v em t.
Préximo deste ponto nao precisaremos modificar v e usaremos a conti-
nuidade do produto interno para encontrar uma vizinhanca U; C V; de t

na qual F'(7) é transversal a v, V7 € U;.

2. Se < wvp(t),v,(t) >= 0, escolhemos um vetor v(t) qualquer que nao
seja paralelo a v,(t) e consideramos a reta p que passa em t com vetor
dire¢do v(t). Entao F'(t) sera transversal a p em ¢. Pela continuidade
do produto interno encontramos uma vizinhanca U, C V; de t na qual

F'(7) é transversal a p, V1 € U,.

Apenas para uniformizar a notacao, vamos escrever ~y; para denotar pNU,
ou v N U;. Assim 7, é o arco que passa em t e é transversal a todos os F'(7),

com 7 € U,.
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Como « é compacta, extraimos uma subcobertura finita U, U --- U Uy,
de {Ui}iey € em cada intersecao U, NUy,,, escolhemos um ponto 7; qualquer,

Y ! A * ko
entdao F'(7;) é transversal a 7, num ponto 7 e transversal a v;;,, em 7.7

Vamos denotar por:

/ * *ok
e 0; o pedago de F'(7;) entre 7 e 7;
e 0( 0 pedago de nivel necessario para unir o ponto inicial de v com 7,
e oy o pedago de nivel necessdrio para unir o ponto final de v com

° 7;‘], o pedaco de VM necessario para unir as curvas o;_; € 0; acima.

Figura 2.1: Primeiro passo em direcao a reducao

do nuimero de pontos criticos de § = dtB‘V

Obtemos assim uma curva C*> por partes
_ * * *
0 =0074017,02" " ON-17yON

que ¢ transversal as curvas de nivel nos pedagos Vi, € coincide com o nivel em
cada o,. Fazendo uma pequena modificacao numa vizinhanca Wy de cada oy,
conseguimos fazer com que a nova oy, fique transversal a todas as curvas de

nivel desta vizinhanga ou que tangencie alguma curva de nivel F'(7) de W}, de
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modo que a nova curva oy permaneca integralmente de um dos lados F'(7),
sem transpassa-la.
Por exemplo, na figura 2.1 acima, os trechos o; (entre 75 e 7;*) e 0,1 (entre

* *ok . . ~
771 e Ti51) fazemos as seguintes modificagoes:

Figura 2.2: Modificacao que deve ser feita em o; e 041

para reduzir o nimero de pontos criticos de 3

Assim fica facil ver que o segmento [7,7'] é transversal a todos os niveis
que ele intercepta. Além disto é possivel suavizar a nova curva ¢ obtida sem
estragar a transversalidade préximo de 77 e de 7'.

No caso de 0,4 surgird um ponto de tangéncia. A modificacao introduzida

na proxima figura ajuda a visualizar melhor este fenomeno.

2]
T
Gj+1 jtl

Figura 2.3: Aparecimento de um ponto de tangéncia
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Suavizando o obtemos uma curva C* que une um ponto com um de seus
transladados inteiros e tangencia apenas um numero finito de niveis de B, logo
8= dtB‘U tem apenas um numero finito de singularidades isoladas, as quais

sao pontos de maximo ou de minimo de (. i

Observagao 2.6. Fazendo mudanca de variaveis conveniente podemos supor
que ITH(TI(7y)) é o eixo t; = 0, ou qualquer um de seus transladados t; = 2k,

com k € Z.

De fato, se ty e to + 2m(m,n), com (m,n) € Z*\ {(0,0)}, sdo os pontos
inicial e final de v, a translacao t — t — ¢ty leva as extremidades de v para os
pontos (0,0) e 2m(m,n).

Como m,n € Z entao existem p,q € Z relativamente primos tais que
pm + gn = 0. Conseqiientemente, existem r, s € Z tais que pr + ¢s = 1.

Entao

t th . P q ]

t 31 ro—q 4
th () s p th

Este difeomorfismo transforma ~ numa curva suave 7 com extremidades
em (0,0) e (0,2nd), aqui d = mde(m,n), e a nova fungao 5 = dtg’a continua
tendo um numero finito de singularidades isoladas (méximos e minimos).

Se d = 1 entao a nova curva 4 conectard os pontos (0,0) e (0,27) e nao
precisaremos modifics-la. Porém se d > 1 trocaremos 4 por outra curva 7, a
qual é construida a partir de ¥ da seguinte forma:

Primeiro consideramos a reunido I' := | J, ., ¥ + {(0,27dk)} de todos os
transladados de 4 por miltiplos inteiros de (0,27dk). Desta forma I' é uma
curva que divide o plano em duas regioes ilimitadas, cada uma contendo um
semiplano. O passo seguinte é verificar se o ponto (0,27) ficou a esquerda ou

a direita de I'. Suponha que esteja a direita (o outro caso ¢ andlogo).
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Agora escolhemos um ponto P = (#1,%,) € 7 tal que &, < t;, V¢, com
(t1,t2) € 7, ou seja, escolhemos um dos pontos de 4 que estd mais a esquerda
da reta t; = 0. Obviamente ¢; < 0, pois (0, 27) estd a direita de T

Assim P+(0, 27) est4 a esquerda de 7 (ou sobre 7). Além disto P+(0, 27) €
A+ (0,27). Como (0,27) € 4 + (0,27) e (0,27) esta a direita de I' entdo
4+ (0,27) intercepta I'.

Finalmente basta determinar o primeiro ponto ) nesta intersecao e subs-

tituir a curva 4 pela nova curva 7 formada pelo trecho de 7 + (0,27) entre

(0,27) e @ e pelo trecho de I' entre (0,0) e Q.

A projecio I1(7) serd uma curva fechada suave e homotépica ao 1-ciclo .
Segue do lema de Baer, ver Epstein [E], que arcos homotépicos sao isotdpicos, e
pelo teorema (1.3), pag. 180 em Hirsch [H], concluimos que TI(7) é difeotépico
ao 1-ciclo o9, ou seja, existe um difeomorfismo suave do toro T? que manda

I1(7) sobre os.

Portanto podemos supor que II(y) = oy, conseqiientemente I1-(I1(7))

coincide com t; = 2km, para k € Z.

Coroldrio 2.7. Se t € R? entio F(t) intercepta todas as retas t; = 2km, com
k € Z, mas apenas um numero finito destas retas sao interceptadas mais de
uma vez. Além disto este nimero (finito) é menor ou igual ao nimero de

singularidades da fun¢ao B no intervalo [0, 27|.

Prova: Como ( = B’tl:%ﬂ é sobrejetora, Vk € Z, entdao F(t) intercepta
todas as retas t; = 2kw. Agora, pelo teorema de Rolle, cada vez que F(t)
intercepta uma das retas t; = 2km mais de uma vez surge uma singularidade

de (3 e pela proposi¢ao (2.5) o nimero de singularidades de (3 é finito. |

Construimos assim retas que sao transversais a quase todos os conjuntos
de nivel de B, com excecao de um nimero finito de tangéncias em cada trecho
compacto. As retas t; = 2k, com k € Z, serao chamadas de pré-transversais.

A partir destas retas construiremos a transversal.
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Observagao 2.8. Como d;B(0,t2) # 0, Vts € [0, 27], usando a continuidade de
B e a compacidade de [0, 27| obtemos uma vizinhanga tubular (-4, §) x [0, 27]
sobre a qual d;B(7) # 0. Devido a pseudoperiodicidade de B estendemos esta
vizinhanga tubular a uma faixa {|t;| < ¢} contendo o eixo t; = 0, sobre a qual
d;B nao se anula. Obviamente as transladadas inteiras desta faixa também

gozam destas propriedades.
Conforme prometemos na pégina 16, vamos provar aqui o teorema (2.2).

Demonstracao do Teorema 2.2 (p.16): Devemos provar que qualquer
subnivel €, de uma funcao pseudoperiédica suave B : R? — R contém exata-
mente uma componente conexa nao limitada.

Pelo lema (2.1), cada conjunto de nivel F(¢) , com t € R?, estd contido
numa faixa S; = {ay < by 7 < i}, logo €2, possui uma c.c. ilimitada contendo
o semiplano {by - 7 < o} e todas as outras c.c. de €2, estarao confinadas a
faixa S;.

Suponha, por absurdo, que €2, possua uma c.c. ilimitada G C S;. Neste
caso GG deverd interceptar uma infinidade de retas do tipo t; = 2kn, com k € Z
e cada uma destas intersecoes contera pelo menos um intervalo [j.

Como dG C F(t) e para todo s € F(t) temos s +n & F(t),Vn € 2772,
entao F(t) é difeomorfo a sua projegao II(F(t)) no toro T2. Conseqiientemente
G é difeomorfo a II(G) e todos os arcos I1(I;) sdo disjuntos.

Como em cada um dos intervalos I surge um ponto critico de B chega-
mos a um absurdo, pois a funcao dtB‘al tem apenas um ntumero finito de

singularidades. i

2.2 Caracterizacao dos Niveis Regulares

Os niveis regulares desempenham papel fundamental em nosso trabalho,

devido a sua caracterizacao simples e ao lema de Sard, o qual enunciamos aqui.



25

Teorema 2.9. (Lema de Sard) Se f : R? — R? ¢ de classe C* e sobrejetiva
entdo o conjunto dos valores criticos de f tem medida de Lebesque nula. Em

particular, o conjunto dos valores requlares de f é denso em RY.

Se B(tp) um valor regular entdo F(ty) é uma subvariedade mergulhada de
R? de dimensao 1, portanto cada componente conexa de F(ty) é difeomorfa a
R ou a S'. Se F'(ty) for difeomorfa a S, usando a forma local das submersoes
e a compacidade da curva é possivel encontrar uma vizinhanca V' de F'(t) di-
feomorfa a um anel de R? formada apenas por curvas de nivel regulares, cada

uma difeomorfa a S! e todas com niveis diferentes entre si.

Suponha agora que F'(ty) é difeomorfa a uma reta e vamos analisar o
comportamento desta curva. O difeomorfismo ¢ : R — F'(tp) induz uma
orientagao natural na curva F'(tp).

Seja K CC R? com F'(ty) N K # & e tomemos um ponto R = o(r)
arbitrario nesta intersecao. Vamos supor que para cada n € N exista um
Ay > 1+ n tal que p(A\y) € K.

Como K é compacto, a seqiiéncia {¢(Ay)} tem uma subseqiiéncia conver-
gente ¢(\,,) — L € K, além disto podemos supor que {\,,} ¢ estritamente
crescente.

Como B(p(M\,)) = B(to), Vj entao B(L) = B(ty) = L € F(to). Mas
B(to) é valor regular logo existe uma vizinhanga de L, folheada por curvas de
nivel de B, na qual o valor B(ty) é atingido apenas sobre o arco que passa por
L.

Como A,; /" 400 entdo, a partir de um certo indice, teremos ¢ ([Ay;, An,.,])
contido neste arco que passa por L, portanto ¢(s) — L quando s — 00,
o que ¢é absurdo, pois neste caso F'(ty) termina em L e nao haverd nenhum
arco passando por este ponto.

Analogamente, nao existe uma seqiiéncia de niimeros reais oy < r —n que

satisfaga p(oy) € K, Vn € N.
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Portanto, dado K CC R? com F'(ty)NK # & existem P = ¢(p) e Q = ¢(q)
em F'(ty) distintos tais que, apenas uma das trés componentes conexas de
F'(to) \{P, Q} intercepta K, a saber: ¢([p, q]). Noutras palavras, F'(ty) escapa
de qualquer compacto pré-fixado.

Agora, como B é pseudoperiddica, sabemos pelo lema (2.1) que F'(to)
estd contida numa faixa, escolhendo compactos convenientes, vemos que 0s
extremos de F'(ty) tendem a infinito dentro desta faixa e pelo corolario (2.2)
as extremidades de F'(ty) devem ir para lados opostos. Podemos resumir a

discussao acima no seguinte resultado:

Proposicao 2.10. Se F(ty) for um nivel regular de uma fun¢do pseudo-
periodica suave suas componentes conexas podem ser basicamente de duas for-

mas:

o Limitada e difeomorfa a S': neste caso existe uma vizinhanca V de
F'(ty), difeomorfa a um anel de R?, formada apenas por niveis requ-
lares, cada um destes difeomorfos a S' e todos em niveis diferentes .

FEstas curvas serdao chamadas de curvas (regulares) limitadas;

e llimitada e difeomorfa a R, neste caso R*\ F'(ty) tem exatamente duas
componentes conexas ilimitadas, cada uma contendo um semiplano. Tais

curvas serao chamadas de curvas normais.

O préximo passo € mostrar que as curvas normais realmente existem e que,
apés uma mudanca de varidveis, interceptarao cada uma das pré-transversais

uma unica vez.

Proposicao 2.11. Cada nivel reqular de uma fun¢ao pseudoperiddica suave

contém exatamente uma curva normal.

Prova: Suponha, por absurdo, que algum nivel regular F(¢y) da fungao pseu-
doperiddica B € C* nao contenha curva normal, ou seja, F(ty) é formado
apenas por curvas limitadas. Pelo corolario (2.7) acima, o eixo t; = 0 inter-

cepta apenas um numero finito de componentes F, F, ..., Fr de F(to).
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Lembremos que cada componente ]—"J’ tem uma vizinhanga V; difeomorfa
a um anel de R? contendo apenas pontos regulares, na qual o valor B(ty)
é atingido somente sobre F’.. Assim, para cada j = 1,2,..., N, é possivel

J

escolher um P; € V; de modo que JE]’ esteja na componente conexa limitada
de R?\ F'(P;).

Agora basta determinar o primeiro e ultimo pontos onde o eixo t; = 0
intercepta cada F'(P;) e substituir o segmento de reta determinado por estes
pontos por um dos dois arcos correspondentes de F'(F;).

Esta curva que acabamos de construir é C* por partes e conecta pontos de
QB € QB0) sem passar por B(ty), o que é absurdo. Logo todo nivel regular
deve conter uma curva normal.

Para verificar que cada nivel regular possui uma tnica curva normal, su-
ponha que no nivel B(ty) existam duas curvas normais F; ¢ 3. Vamos denotar
por e Q" a componente conexa ilimitada do subnivel Qp(,) e do supernivel
QB) respectivamente.

O aberto R? \ F] tem duas componentes conexas ilimitadas: U; D 7 e
U D QF. A segunda curva F} estd contida numa destas duas componentes.
Suponha, por exemplo, que F}, C U; . Entdo a componente conexa ilimitada
U, é disjunta de U, conseqiientemente QP(0) terd duas componentes conexas

ilimitadas, o que contradiz o teorema (2.2) de [A]. ]

Corolario 2.12. Curvas normais distintas assumem valores regulares distin-

tos. Em particular, se a curva normal F'(ty) estd acima de outra curva normal

F'(t) entao B(ty) < B(t).

Vérios resultados deste capitulo foram inspirados na referéncia [BNZ-2],

em particular, a técnica utilizada na demonstracao do préximo resultado.

Proposicao 2.13. E possivel modificar as curvas pré-transversais para que
cada curva normal intercepte cada uma das pré-transversais exatamente uma

vez fazendo-o transversalmente.
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Prova: Vamos denotar por o o segmento [(0,0);(0,27)]. Pelo corolario
(2.7), cada curva normal F'(ty) intercepta todas as retas ¢, = 2k7, com k € Z,
porém apenas um numero finito destas retas sao interceptadas mais de uma
vez. Portanto existe ky € Z tal que as curvas normais F'(ty) e F'(to + (0, 27))
interceptam t; = 2kym exatamente uma vez. Conseqiilentemente as curvas
normais F'(tg + (—2kom,0)) e F'(tg + (—2kom,27)) interceptam ¢; = 0 uma
Unica vez.

Agora a translagdo t +— ty + (—2kom, 0) faz com que as curvas normais
F'(0,0) e F'(0,27) interceptem o exatamente uma vez. Além disto, se uma
curva normal intercepta o mais de uma vez, entao todos os pontos de intersecao
estarao contidos no segmento o. Logo basta provar que cada curva normal
intercepta ¢ uma nica vez, pois feito isto a pseudoperiodicidade de B garantira
que F'(t) interceptara cada uma das retas t; = 2k, com k € Z, exatamente
uma vez.

Vamos dividir esta prova em 3 casos. O primeiro caso é essencialmente
o mais importante, os dois casos seguintes conterao apenas técnicas para a
reducao ao primeiro caso.

Seja F'(t) uma curva normal. Pela proposigao (2.10), existe um difeomor-
fismo ¢ : R — F'(t), o qual induz uma orientacao em F'(t).

Sejam P; = ¢(r1), Py = ¢(ra),..., Py = ¢(ry) os pontos de interse¢ao de
F'(t) com o, aqui 1 < r9 < ... < ry. Denotaremos por v* o trecho compacto

de F'(t) entre P, e Py.

(1° Caso) v* estd contida na faiza {|t1| < 2w} e os pontos de intersecao estao
corretamente ordenados sobre a reta t; = 0.
Dizer que os pontos Py, P, ..., Py estao corretamente ordenados sobre a
reta t; = 0 significa que |Py| > |Po| > ... > |Py| ou |P| < |B] <...<|Py|.
Neste caso substituimos o segmento de reta [P;; Py] de o por v*. Assim a

nova curva ¢ sera C* por partes e coincidird com v* no trecho entre P, e Py.
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Como todos os pontos do compacto v* sao regulares, podemos escolher uma
vizinhanca V' de v* folheada por curvas de nivel, todas com niveis diferentes
entre si, na qual todos os pontos sao regulares e nao existem componentes
limitadas de conjuntos de nivel.

Agora escolhemos uma curva normal F'(Q), acima de F'(t), que intercepta
{t; = 0} em Q4,...,Q,, tal que seu trecho compacto entre (); e @, esteja
contido em V.

Também escolhemos uma segunda curva normal F'(R), abaixo de F'(t),
que intercepta {t; = 0} em Ry,..., R, com trecho compacto entre R; e R,
contido em V.

Desta forma Qq, R, € VN {t; =0} e |Q1| > |P1| > |Py| > |R,| ou |Qi1] <
|P| < |Py| < |R,|, conforme @) esteja acima ou abaixo de Q). Fazendo uma
pequena modificacdo em ¢ no trecho entre ); e R, obtemos uma nova curva
& transversal a todos os conjuntos de nivel contidos em V. Finalmente, pela
observacao (2.6), transformamos & novamente em o = [(0,0); (0,27)]

Importante observar que cada vez que aplicamos o processo acima a uma
curva normal, o nimero de pontos criticos de § = dtB’U diminui no minimo
duas unidades. Como [ tem apenas um numero finito de pontos criticos, entao
apés repetirmos este processo um certo nimero finito vezes, todas as curvas
normais de B interceptarao as pré-transversais exatamente uma vez.

Apesar deste processo reduzir o nimero de pontos criticos de 3 ele, por
si 80, nao elimina todos os pontos criticos. Veja, por exemplo, as figuras na
pégina 43. Os pontos P e @ na figura (3.1) serao eliminados pelo processo

acima. O ponto P da figura (3.2) certamente nao sera eliminado.
(2° Caso) v* estd contida na faiza {|t;| < 27} mas os pontos de interse¢io
nao estao corretamente ordenados sobre t1 = 0.

Aqui trabalharemos para eliminar os pontos que estao fora da ordem e

recair no caso anterior.
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Apenas para simplificar o raciocinio suponha que P; esta acima de Py. Se
o ponto P; estiver entre P; e Py nao ha o que fazer, suponha entao que P
esta acima de P;, entao duas situagoes distintas podem ocorrer: ou P, é um
ponto de tangéncia de v* com {t; = 0}; ou v* corta {¢; = 0} transversalmente
em 5.

Na primeira situacao, do tangenciamento, tomamos uma vizinhanca V de
P, formada apenas por pontos regulares e folheada por curvas de nivel de B,
todas em niveis diferentes entre si. Além disto podemos supor que V nao
contém nenhuma componente limitada de conjunto de nivel.

A seguir escolhemos duas curvas normais F'(Q) e F'(R), acima de F'(t),
que interceptam {t; = 0} em pontos Q,,Q_, R,, R_ € V, tais que os trechos
de F'(Q) entre Q. e Q_ e de F'(R) entre R, e R_ estejam contidos em V.
Além disto |Q-| < |R-| < |R4| < |Q4]-

O préximo passo é modificar o substituindo o segmento [R_, R,] pelo
trecho de F'(R) entre estes dois pontos, obtendo assim uma curva o.

Finalmente usamos o outro trecho de curva normal, entre )_ e (), para
modificar ¢ de modo que a nova G seja transversal a quase todos os niveis
entre F'(Q) e F'(R), exceto por um tnico nivel onde ocorrerd um ponto de
tangéncia, o qual por construcao é diferente de F'(P,).

Assim o ponto P, nao interceptara mais a curva pré-transversal o.

Na segunda situagao, em que v* corta o transversalmente em P5, observa-
mos que existird pelo menos mais um ponto P; entre os restantes P3, Py, ..., Pn_1
no qual v* cortard transversalmente o (passando do lado t; < 0 para t; > 0).

Agora voltamos nossa atencao para o trecho 7** C v* entre P» e P;. Ana-
logamente ao que fizemos na situacao do tangenciamento, tomaremos uma
vizinhanga )V de v**, formada apenas por pontos regulares e folheada por cur-
vas de nivel, todos em niveis diferentes. Além disto podemos supor que V nao

contém nenhuma componente limitada de conjunto de nivel.
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Escolhemos uma curva normal F'(Q), acima de F'(t), que intercepta a reta
t; = 0 em pontos @, Q_ € V), tais que o trecho de F'(Q) entre ) e Q)_ esteja
contido em V. Além disto |Q_| < || < |Pj| < |Q4], ou |Q_| > |P| > |F;| >
|Q+], conforme P, esteja abaixo ou acima de P;.

A seguir modificamos ¢ substituindo o segmento [Pz, P;] por v**, obtendo
assim a curva o. Para finalizar fazemos com que o seja transversal a quase
todos os niveis entre F'(t) e F'(Q), exceto por um unico nivel onde ocorrerd
um ponto de tangéncia, o qual por construgao é diferente de F'(F,).

Assim eliminamos no minimo 2 pontos que estavam fora de ordem: P e
P;. Prosseguindo desta forma indutivamente eliminaremos todos os pontos

que estao fora da ordem e recairemos no 1° caso.
(3° Caso) v* ndo estd contida na faiza {|t1] < 2m}.

Pelo corolério (2.7) sabemos que ~* intercepta apenas um numero finito
de retas t; = 2km, com k € 7Z. A prova consiste em usar as técnicas de
demonstracao descritas no segundo caso acima (para eliminar pontos fora de
ordem).

Em poucas palavras, o que fazemos aqui é determinar o maior |k| > 0
tal que v* N {|t1|] = 2knw} # @. A seguir determinamos todos os pontos
Pj,7 = 1,2,...,v nesta intersecao. Se estes pontos estiverem corretamente
ordenados podemos elimina-los todos de uma sé vez, caso contrario iremos
eliminando tais pontos por etapas.

Quando tivermos eliminado todos os pontos de v* N {|t;| = 2kn} faremos o
mesmo para k — 1 depois para k — 2 e assim por diante. Repetimos o processo
para k < 0 e assim reduzimos este caso ao anterior, e conseqiientemente ao 1°
caso. Isto conclui a prova da proposicao 2.13 |

Se B nao possui pontos singulares, isto é, ¥ = @, entao todas as curvas de
nivel de B serdo curvas normais. Segue da proposigao (2.13), corolario (2.12)
e observagao (2.8) que as retas t; = 2kmw, com k € Z, sdo as transversais

procuradas.



Capitulo 3

A Construcao da Transversal

(22 parte)

No capitulo anterior obtivemos uma curva suave v C {1 € R?;d;B(1) # 0},
cuja projecao no toro T? é nao homodloga a zero. Além disto, mostramos que a
restricao 3 := altB|7 tem apenas um numero finito de singularidades isoladas
(méximos e minimos) e que 7 intercepta cada curva normal uma unica vez,
fazendo-o transversalmente.

Neste capitulo mostraremos que, a partir da curva v acima, é possivel
construir uma curva que transversal a todas as c.c. ilimitadas de conjunto de
nivel de B.

Na secao (3.1) iniciamos o estudo dos niveis criticos. Em linhas gerais, o
que mostramos é que todo conjunto de nivel critico de B possui uma tunica
componente conexa ilimitada que pode ser bem aproximada por curvas nor-
mais. Na se¢ao (3.2) definimos traps e mostramos que todas as componentes
limitadas dos conjuntos de nivel estao contidas em traps. Finalmente na secao
(3.3) descrevemos o processo para passar da curva pré-transversal v para a
transversal o procurada.

Durante este capitulo todo estaremos supondo que by < 0 e byy < 0. Na

pagina 72 mostramos que sempre é possivel supor isto.

32
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3.1 Os Niveis Criticos

Os niveis criticos de uma funcao suave, mesmo sendo pseudoperiodica,
podem ser bastante complicados, como por exemplo: conter patamares, curvas
nao retificaveis, seqiiéncias de componentes limitadas convergindo para uma
componente ilimitada, etc...

Na verdade é possivel demonstrar que, dado qualquer conjunto fechado
F C R?, existe uma funcao suave g : R? — R tal que ¢7'(0) = F. Se F for
um conjunto compacto e contido no quadrado (0, 27) x (0, 27) , este resultado
também serd verdadeiro para fungoes pseudoperiodicas.

Portanto em vez de tentar caracterizar os niveis criticos, usaremos os niveis
regulares e suas boas propriedades para descobrir algumas propriedades dos
niveis criticos.

Seja F'(t) uma curva normal com B(t) valor regular. Pela proposigao (2.10)
sabemos que esta curva é difeomorfa a uma reta e que divide o plano em duas
componentes conexas e ilimitadas, cada uma contendo um semiplano.

Vamos chamar de I'; a componente acima de F'(t) e de I';’ a componente

abaixo de F'(t). A escolha desta notagdo deve-se principalmente ao corolario

(2.12).
Definigao 3.1. Seja B(ty) um valor critico e considere os sequintes conjuntos
F. ={t / £ B(t) > £B(ty) € valor reqular e F'(t) é curva normal }
entao definimos: Iy = U Iy e I, = U ry
teFy teFy,
Vamos provar uma série de resultados a respeito dos conjuntos Ftio, com
B(to) valor critico, visando caracteriza-los. Quando B(to) for um valor reqular

todas estas afirmagoes serao triviais ou conseqiiéncia das proposigoes (2.10) e

(2.11).

Proposicao 3.2. Cada um dos conjuntos Fzg e I'y, € nao vazio, aberto, ilimi-

tado e contém um semiplano.
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Prova: Como by # 0, a fungao B nao é constante. Na verdade, B é sobrejetiva
e suave, segue do Teorema de Sard que o conjunto dos valores regulares de
B é denso em R, como todo conjunto de nivel regular tem exatamente uma
curva normal. Tomando um valor regular qualquer ¢+ € Fy teremos I'/ # &
aberto, ilimitado e contendo um semiplano, portanto I’;; é nao vazio, ilimitado
e contém este mesmo semi-plano. Além disto, Fzg ¢ uma reuniao de abertos,
logo ¢é aberto. Trocando todos os sinais positivos acima por negativos, obtemos

a demonstragao desta proposicao para I'; . 1

Proposicao 3.3. Ezistem seqiiéncias {u;} C F e {v;} C Fy, tais que:

Uj+1 Vji+1

o0 e}
+ + + + - _ - - -
Iy = U Iy, com L' CT e Iy = U I, com T') CT
j=1 j=1

Prova: Como o conjunto dos valores regulares de B é denso em R entao,
para cada j € N dado, existem pontos u;,v; € R? tais que B(u;) e B(v;) sao

valores regulares,
1 1
B(Uj) < B(to) + 3 € B(Uj) > B(to) — ;

Como todo nivel regular tem exatamente uma curva normal, entao podemos
supor que F'(u;) e F'(v;) s@o curvas normais e, passando a uma subseqiiéncia
caso seja necessario, também podemos supor que a seqiiéncia {B(v;)}jen é

crescente e {B(u;)}jen é decrescente. Desta forma temos

rrcry vi e Uriclyrs

Uj417
jeN
IS teF

Para obter a inclusao contrdria tomamos 7 € Fy, entao B(7) > B(t). Esco-
lhendo j € N tal que ;= < B(7) — B(to) teremos o correspondente u; € Fy e
B(t) > B(u;j) > B(to), portanto I'T C I'} C Ujenl'y . Analogamente, usando

a seqiiéncia {v;} prova-se a afirmacao para I'; . |
Proposigao 3.4. 9’} e oI, sdo ilimitadas.
+

Prova: Primeiro notemos que F;g NI, = g. De fato, se 7 € T'}, pela

proposicao 3.3 acima, existe j € N tal que 7 esta abaixo da curva normal
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F'(uj) e B(uj) > B(ty). Segue do coroldrio (2.12) que nao existe nenhum
t* € R? satisfazendo:

(i) B(t*) é valor regular; (i) F'(t*) é curva normal;

(111) T estd acima de F'(t*); (iv) B(ty) > B(t").
portanto 7 ¢ I';, donde segue que I'; € R*\ Ty, ou seja. Iy, NI} = @.

Agora, para mostrar que as fronteiras de I‘;; e de I';, sao ilimitadas vamos

fixar dois pontos P € Fy, e Q € F;,. Como F'(P) e F'(Q) sao curvas normais
entao, para cada k € Z dado, existe um unico ponto P, € F'(P) N {t; = 2kn}
e Qr € F'(Q)N{ty = 2k7}, pois as curvas normais interceptam cada uma das
pré-transversais t; = 2km uma tunica vez. Considere entao o segmento de reta
[P, Qx]. Como I'f NT;, = &, P, € T e Qp € ', entdo, para cada k € Z
existem pontos t € [Py, Qx]NOTE e t; € [Py, Qe NIT';,, ndo necessariamente

tnicos. Daqui segue que 9T e II';. sao ilimitadas. i
Proposicao 3.5. B ¢ constante sobre 9T} e 0T .

Prova: Sejam P,(Q) € arjo pontos distintos, € > 0 tal que os discos abertos
D(P,e) N D(Q,e) = @ e tomemos P. € D(P,e) NI e Q- € D(Q,e) NT.
Pela proposic¢ao (3.3) e corolario (2.12) obtemos jy € N tal que P., Q. € I‘j[j,
Vj > jo. Agora podemos construir duas seqiiéncias de pontos {P;} e {Q;} con-
tidas em I'} escolhendo, para cada j > jo pontos P; € [P., PJNF'(u;) e Q; €
[Q=, Q] N F'(uy).  Assim B(P;) = B(Q;).Vj = Jjo. P — P e
Q; — Q. Segue pela continuidade de B que B(P) = B((®). Analogamente B

é constante sobre a fronteira de Iy, |
Proposicao 3.6. dI';, e dI'; sdo conezas.

Prova: Suponha que (91“25 nao seja conexa, entao existem abertos nao vazios
U, V' C oy tais que: U'NV' =@ e U UV’ =0T, Como a topologia de
O’} ¢ a topologia relativa entao existem abertos U, V C R? tais que: UNV =

o, U'=UNdTE, VI =V Nl e (UUV)NATE =U' UV = aT;.
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Vamos fixar dois pontos P € U’ e Q € V'. Como U e V sao abertos de
R? existe € > 0 tal que o disco aberto D(P,e) C U e D(Q,e) C V. Como
P,Q € JI'; entdo os discos D(P,e) e D(Q, ) contém, ambos, pontos de I'.
Sejam Py € D(P,e)NI} e Qo € D(Q,e)NT. Pela proposi¢ao (3.3) e coroldrio
(2.12) obtemos um jo € N tal que Py, Qo € I'; ,Vj = Jjo.

Agora, para cada j > jo escolhemos um P; € [Py, P] N F'(u;) e Q; €
[Qo, Q] NF'(u;). Obtemos assim seqiiéncias P; — P e ); — () que satisfazem
B(P;) = B(Q;),Vj 2 jo-

Como cada F'(u;) é uma curva normal que passa em P; € U, em Q; € V
e UNV = @& entdo, para todo j > jo a curva F’'(u;) contém pontos de
R?\ (U UV). Vamos escolher em cada F'(u;) um ponto R; fora de UUV e
considerar a seqiiéncia {R;};>;,-

Vamos também construir um compacto K C R? que contenha a seqiiéncia
{R;},>;, da seguinte forma: Como P e @) estao fixados tomamos k € N tal que
2km > |P| + |Q| + 1 e considere a faixa vertical {|t;| < 2k7}. Além disto os
niveis F'(to) (que contém a fronteira de I'} ) e F'(P;,) (o nivel mais alto que
tomamos na seqiiéncia acima) estao ambos contidos em faixas ndo verticais,
logo existe uma faixa S de largura limitada, nao vertical, contendo F'(F;), V)

e F(tp). Finalmente tomamos
K =Sn{|t| < 2k} NT;
Como este compacto contém todos os trechos das curvas normais F'(u;) entre

PjeQjentao R; € K\ (UUV),Vj. Mas K \ (UUYV) também é compacto,
logo a seqiiéncia {R;} possui uma subseqiiéncia convergente

R, = Re K\ (UUYV)
Note que R nao pode estar em F;g, senao encontrariamos um 6 > 0 tal que
o disco aberto D(R,d) C T'{. e pela proposicao (3.3) existiria um js; tal que
R € T (uj,), Como I'*(u;) & I'(u;j41),Yj e R; € 0I'"(u;) entdo R nao
poderia ser limite de nenhuma subseqiiéncia de {R;}. Portanto R € 9T’} e

R & (UUV), o que é absurdo. |
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Proposicao 3.7. 81“;3 e OI';, estao contidas numa mesma componente conexa
de F(to). Em particular, todo nivel critico F(ty) tem wma dnica componente

conexa limitada.

Prova: Como 9I'; e 0", sdo conexas, ilimitadas, tendem a infinito dentro
de uma faixa néo vertical (nos dois sentidos) e 9T';,0I';, C F(ty), entdo o
nivel critico F () tem pelo menos uma componente conexa nao limitada. A

unicidade segue do corolario (2.7). ]

Coroléario 3.8. R* \ F(ty) tem exatamente duas componentes conexas

ilimitadas: F;; ely,.

Portanto, se B(t) for um nivel critico, o conjunto de nivel F'(¢) pode ser
bastante complicado, mas algumas propriedades que os niveis regulares pos-

suem sao preservadas. Vamos reuni-las num s6 teorema para referéncia futura.

Teorema 3.9. Seja F(t) um conjunto de nivel critico, ou seja, B(t) é valor

critico, entao:

e F(t) tem uma unica componente conexa nao limitada F'(ty), a qual tende

a infinito para ambos os lados dentro de uma faiza {a < by - 7 < B},
o R\ F'(ty) tem exatamente duas componentes nao limitadas: T'f e T’y .

Em particular, componentes conexas nao limitadas distintas estao em niveis

distintos.
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A grande diferenca que aparece num nivel critico é a possibilidade do con-
junto R?\ F'(ty) poder ter mais componentes conexas (além das nao limitadas
I} eTy,). Claramente tais componentes serao limitadas e vamos chama-las de
traps. As traps merecerao uma atencao especial, pois sao exatamente elas que

dificultam a construcao da transversal.

3.2 As Traps

Seja F'(to) a componente conexa nao limitada do nivel critico B(ty). Como
F'(ty) é fechada entao R?\ F'(ty) é aberto, e todo aberto de R? pode ser escrito
como a reuniao enumeravel de suas componentes conexas, pois a topologia de

R? admite base enumerdvel de abertos. Logo vamos escrever

R?\ F'(ty) =T UT;, U (U F{(J)
j=1

J

aqui F;g eI';, sdo as duas tinicas componentes conexas nao limitadas e cada Iy,

com j € N, é uma componente limitada. Nos exemplos mais simples teremos

F{O = & a partir de um certo indice jp, mas pode ocorrer F{O #+ 9,Vj.

Definicao 3.10. Seja F'(ty) a unica componente nao limitada do nivel critico
B(ty). Cada uma das componentes conexas limitadas F{O de R*\ F'(to), quando

existirem, serdo chamadas de traps (A terminologia trap também é devida a

Arnold.).

Nosso objetivo neste trabalho é estabelecer alguma relacao entre a
resolubilidade global de um sistema com a conexidade de certos conjuntos
de subnivel e supernivel. O préximo resultado ajuda a compreender de que

maneira as traps se inserem neste contexto.

Proposicao 3.11. A funcao pseudoperiodica B possui subnivel ou supernivel

desconexo se, e somente se, B admite traps.
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Prova: (<) Seja F'(ty) a componente nao limitada do nivel critico B(t)
e Iy, € R*\ F'(to) uma trap. Como I'; é aberto entdo para cada P € T},
existe € > 0 tal que o disco aberto D(P,e) C T'j. Também vamos tomar
Q € O} C F'(to) tal que dist(P,Q) = dist(P,F'(ty)), entdao o segmento
[P.QI\{Q} < T},

Note que B nao pode ser constante sobre o segmento [P, @], senao terfamos
[P,Q] C F'(to) o que contraria a escolha de P. Na verdade, B nao pode
ser constante em nenhum subconjunto [Py, Q] com Py € [P, Q] \ {P,Q}, caso
contrario [Py, Q] C F'(to) e terfamos dist(P, Py) < dist(P, Q) = dist(P, F'(to)),
o que nao pode ocorrer. Portanto, existe Py € [P, Q] tal que B(Fy) # B(to).

Apenas para facilitar o raciocinio, vamos supor que B(Py) < B(tg). Pelo
Teorema de Sard, existe um valor regular r com B(Fy) < r < B(ty) e, pelo

teorema do valor intermediario aplicado a B‘[PO obtemos um ponto R €

QI
[Py, Q] tal que B(R) = r < B(ty). Segue da proposi¢ao (2.10), que F'(R) é
difeomorfa ou a uma S' ou a R, porém a tinica curva normal do nivel r < B(t)
estd acima de F'(ty), logo em R passa uma curva fechada difeomorfa a uma
St. Além disto, existe uma vizinhanca V', de F'(R) , difeomorfa a um anel
de R? formada apenas pos niveis regulares, cada um destes difeomorfos a S! e
todos com niveis diferentes entre si.

Tomemos um ponto Ry € V que esteja na componente limitada de R? \ F'(R),
entdo B(Ry) < B(R) ou B(Ry) > B(R). No primeiro caso B(Ry) € €,
F'(R) C 09, e sobre V o valor r é atingido apenas em F’'(R), portanto (2,
tem uma componente conexa limitada que esta a uma distancia positiva da

componente ilimitada €2,y do subnivel. Daqui segue que o subnivel ¢ desco-

nexo. Analogamente, se B(Ry) > B(R), existird um supernivel desconexo.

(=) Suponha que nao existam traps, ou seja, que Vt € R? o conjunto R?\ F'(t)
tenha apenas as duas componentes nao limitadas I'; e I'; . Entao basta mostrar

que I = QB e Iy = Qp,.
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Por definicio temos I’ D QB® e Iy D Q). Para obter a inclusao
contréaria tomemos um ponto 7 ¢ '} e vamos mostrar que ele também nao
estd em QB® . Como néo existem traps, entdao R?\ F'(t) = I' UT;. Como
T ¢ T/ entdo 7 € Iy out € F'(t).

Se 7 € F'(t) entdo B(t) = B(t) = 7 ¢ QP®. Agora, se 7 € I'; entdo
existe um indice j € N tal que B(v;) < B(t), F'(v;) é uma curva normal
abaixo de 7, portanto F'(t) estd acima da componente conexa nao limitada
de F(t). Como QP® estd todo abaixo da componente ndo limitada de F(t)
entdo 7 € QF®. Daqui segue que I'Y c QP®. Analogamente prova-se que

I, C QB(t)- |

J& sabemos como s@o as traps e quando elas surgem. Agora precisamos
localiza-las, ou seja, precisamos saber se alguma destas traps intercepta a curva

pré-transversal.

Definicao 3.12. Seja F'(to) uma componente conexa limitada de um conjunto
de nivel considere os sequintes conjuntos
Gy ={t/F(t) € curva normal e F'(t) C I'[}
entao definimos: 1:;; = U rr e f;) = U ry
teGy t€Gy,

Observe que os conjuntos lN“zg e f;) acima sao muito parecidos com os con-
juntos F;g e I';, que definimos na pagina 33. A diferenca é que na definicao
(3.1) estavamos preocupados em provar que todo nivel critico possui uma com-
ponente ilimitada e que no complementar desta componente ilimitada podem
existir traps, logo o ponto de partida era um valor critico. J& na definicao
(3.12) partimos de uma componente limitada de nivel e queremos mostrar que
esta componente esta contida dentro de uma trap.

Na pratica, os conjuntos 1:2; e Fzg podem coincidir. Por exemplo, no caso
em que F'(tg) \ {to} for difeomorfo a R\ {0} e em ¢, tivermos uma cuspide,

T+ — 1t
teremos I';, =T .
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Proposicao 3.13. Existem seqiiéncias {u;} C G, e {v;} C Gy, tais que:

j Ujt1 Vj41

i;;r):UF:j com FICFJF e f;):UI‘;] com F;J_Cl"_
j=1

j=1
Prova: Cada curva normal F'(t), com ¢t € G;, intercepta a reta t; = 0 uma
unica vez, portanto podemos escrever

,= U o

G%ﬂ{tlzo}

Como o conjunto Gf N {t; = 0} é limitado superiormente, pois qualquer
elemento de G, ¢ uma cota superior para este conjunto, entao G;g N{t; =0}
admite um supremo, o qual chamaremos de ¢t*. Agora basta escolher u; €
G;, N {t; = 0} satisfazendo

1
|Uj — t+| < 5 e B(UJ) > B<Uj+1), com j € N

e teremos a seqiiéncia desejada. O processo de construcao da seqiiéncia {v;} é

analogo. 1

A proposicdo acima corresponde a proposicao (3.3) que provamos para
Fi. Esta proposicao é basicamente o que precisamos para repetir aqui os
enunciados e provas de proposigdes correspondentes a (3.2), (3.4), (3.5) e (3.6).

Portanto, consideramos provado o seguinte teorema.

Teorema 3.14. Seja F'(ty) uma componente conexa limitada de um conjunto

de nivel entao:
(i) ffo e f;) sao abertos, nao limitados e cada um contém um semiplano.
(ii) B ¢ constante sobre Ty, e Ty,

(1) Oy e OTy, sao ilimitadas e conezas.
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Como B é constante sobre cada um dos conjuntos conexos e nao limitados
oIt e 0T, entdao podemos escolher pontos ¢ na intersecao de OI'f com

{t; = 0} et~ na intersegao de 8?;) com {t; = 0} tais que
oy C Fi(t7) e 0T, C F(t7)
Proposigao 3.15. F'(t1) = F'(t7).

Prova: Suponha que F'(t7) # F'(t7), neste caso B(t~) < B(t"). Segue do
lema de Sard que existe valor regular B(t~) < r < B(t"). Como F'(t*) e
F'(t™) sao ilimitadas entdo a curva normal do nivel regular r estd entre estas
duas curvas e devera passar por baixo de F'(t,) ou por cima de F'(t1), o que
é absurdo. Da maneira como foram definidos, 8??0 C F'(tT) estd acima de
qualquer curva normal F'(t) que passe por baixo de F'(to) e 811_0 C F'(t7) esta
abaixo de qualquer curva normal F'(t) que passe acima de F'(ty). Portanto

Flt7) = F(1). '

Esta ultima proposicao nos diz que dado uma componente conexa limitada
F'(tp) (regular ou nao) existe uma unica componente conexa de nivel nao
limitada F'(t*) tal que F'(to) nao estd em I'j; nem em I';,, ou seja, F(to)

estd numa trap definida por F'(¢7). Isto prova o seguinte resultado

Teorema 3.16. Toda componente limitada de um conjunto de nivel de B estd

contida em alguma trap.

A componente conexa ilimitada de um nivel critico pode interceptar cada
uma das curvas pré-transversais apenas de duas maneiras distintas: pode ser
num unico ponto (pertencente a um arco, que intercepta transversalmente a
reta t; = 0) ou em véarios pontos diferentes contidos na fronteira de traps de-
terminadas pelo préprio nivel. Neste tltimo caso cada arco que passa por um

dos pontos de intersecao podera ser transversal ou tangenciar a pré-transversal.
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Lembremos que cada par de vezes que um nivel intercepta a pré-transversal
obtém-se entre estes dois pontos de interse¢ao um ponto critico de 5. Portanto
se um trap interceptar t; = 0 existira pelo menos um ponto critico de 8 no
interior desta trap. Também poderao ocorrer pontos criticos de 3 na fronteira

de alguma trap

\ A
—__‘_‘-‘_‘_‘_""‘--.
P-s’_“"‘-a-
\‘_“\_
O L
Figura 3.1: traps com pontos criticos Figura 3.2: Duas traps com um
na fronteira mesmo ponto critico na fronteira

Proposicao 3.17. Todo ponto critico de (3 estd contido em uma trap ou na

fronteira de uma trap.

Prova: Seja t; um ponto critico de f. Se F'(tg) for uma componente
limitada, entdo pelo teorema (3.16) acima existe uma trap contendo F'(ty).
Como F'(tp) ndo pode ser uma curva normal, pois nenhum ponto critico de
[ estd em curva normal, entao resta apenas examinar o que ocorre quando
F'(to) é ndo limitada e B(ty) é valor critico. Nesta situacao, to ndo estara em
nenhuma trap, pois as traps residem justamente no complementar de compo-
nentes ilimitadas de niveis criticos. Vamos mostrar que ty esta na fronteira de
alguma trap.

Como ty é ponto critico isolado de 3, vamos supor que %y seja um ponto de
méximo local (o caso em que ¢y é minimo local é andlogo). Neste caso existe
um € > 0 tal que o é o tinico ponto critico de (3 no disco D(tg,¢), 3 é crescente

no intervalo I_. = [ty — (0,¢),to] e decrescente em I, = [to,to + (0,¢)] .
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Tomando & < ¢ também teremos que D(tg, €) é folheado pelos conjuntos de
nivel de B. Usando a regularidade de B ¢é possivel encontrar um nivel F'(P)
proximo de F'(ty) que intercepta I_. e I,.. Sejam P_ e P, os pontos abaixo
e acima de ty onde F'(P) intercepta I_. e I,. respectivamente.

Como o valor critico B(tp) é atingido uma tnica vez no intervalo [P, P.],
exatamente em tg, entao [P_, P.] \ {to} C R*\ F'(to). Se o subintervalo
[P-, P.] estiver contido numa trap definida por F'(t() entao ¢, estard na fron-
teira desta mesma trap. Logo resta apenas o caso em que [P_, P,] estd em
F?;. Vamos mostrar que esta tltima situacao nao pode ocorrer.

Se, por exemplo, [P_,P,] C I'f, entao pela definicio de I',, é possivel
obter um ponto t € [P_, P, ]\ {to} tal que B(t) é valor regular e F'(t) é uma
curva normal, a qual interceptard [P_, P, ] em dois pontos distintos (um acima
e outro abaixo de ty), o que contradiz a proposi¢ao (2.13) e conclui a prova da

proposicao. |

A demonstracao acima prova o seguinte resultado, que sera til adiante.

Corolario 3.18. Se F'(ty) € a componente nao limitada do nivel critico B(ty)
e 5 (ty) = 0 entdo existe € > 0 tal que [to—(0,¢),t0+ (0,2)]\ {to} estd contido

numa trap definida por F' (o).

3.3 A Construcao da Transversal

Note que em alguns casos (mais simples) a curva pré-transversal {¢; = 0}
que obtivemos ja é a transversal procurada. Vamos descrever estes casos para

esclarecer quais tipos de dificuldades deveremos encontrar no caso mais geral.

(1° caso) ¥ = @. Aqui todos os conjuntos de nivel sdo regulares, logo nao
existem traps nem c.c. de conjuntos de nivel limitados. Portanto F'(¢)

é curva normal, V¢ € R%. Como as curvas normais interceptam {t; = 0}
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transversalmente uma tinica vez e cada nivel regular tem uma tinica curva

normal segue do corolario (2.12) que {¢; = 0} é a transversal procurada.

(2° caso) X # &, porém nao existem traps. Como todos os pontos criticos de
[ e niveis limitados de B devem estar dentro de traps e estamos supondo
que nao existem traps, entao somente niveis ilimitados
interceptam {t; = 0}. Mas cada conjunto de nivel tem exatamente uma
componente ilimitada e as curvas normais interceptam {t; = 0} trans-
versalmente uma tunica vez, logo sé falta mostrar que as componentes
ilimitadas de um nivel critico também satisfazem estas mesmas propri-
edades. Com efeito, o teorema de Rolle garante que cada nivel critico
ilimitado interceptara {t; = 0} uma tunica vez, ji para garantir que tal
intersecao ocorra transversalmente podemos repetir o procedimento uti-

lizado na proposicao (2.5).

(3° caso) Existem traps, porém nenhuma intercepta {t; = 0}. Quando e-
xistem traps temos automaticamente ¥ # &, pois dentro da cada trap
sempre ha um ponto de maximo ou minimo local. Como nenhuma trap

intercepta {¢; = 0} entao somente c.c. de niveis ilimitados interceptarao

esta reta, como no caso anterior segue que {t; = 0} é a transversal
procurada.
(4° caso) Existem traps interceptando {t; = 0}. Este é o caso que nos

darda mais trabalho e que justifica a necessidade de termos feito todo
aquele estudo sobre traps na secao anterior. A idéia aqui é simplesmente
“desviar” das traps. Os resultados que seguirao tornarao esta tultima

frase mais clara.

Se existirem traps interceptando {¢t; = 0} entao, pelo teorema de Rolle, (3

tera pontos criticos.
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Segue da proposi¢ao (2.5) que [ tem apenas um nimero finito de pontos

criticos isolados no intervalo [0, 27], os quais enumeraremos da seguinte forma:
’P1| < ‘PQ‘ <. . < |P2N|

Observe que na notacao acima estamos afirmando que o nimero de pontos
criticos de 3 é sempre par. De fato, como [ possui apenas pontos criticos nao
degenerados, F'(0,27) ¢ F'(0,0) sdo curvas normais cujos valores regulares
B(0,27) < B(0,0) e 8 ¢é decrescente numa vizinhanca (0,0) e de (0, 27) entao
a cada ponto de minimo de (8 devera corresponder um ponto de maximo.

Como todo ponto critico de ( estd no fecho de uma trap entao existe uma
trap T cujo fecho contém P;. Na verdade, devido ao corolério (3.18) e ao fato
de P; ser o “primeiro” ponto critico de # no intervalo [0, 27| o ponto P; devera
estar no interior de uma trap.

Agora basta tomar um ponto )1 € 9T qualquer e considerar a componente
nao limitada F'(Q1) a qual intercepta a reta t; = 0 apenas um numero finito
de vezes (coroldrio (2.7)). Sejam Q) e Q7 os pontos de menor e maior médulo
em F'(Q1) N {t; = 0} respectivamente.

Ao determinarmos F'(Q1) pode ocorrer que todos os demais pontos criticos
de 3 estejam em traps definidas por este nivel, o que seria étimo para nos.
Porém, a tnica coisa que podemos afirmar com certeza é que, no minimo, P; e
Py estao contidas em traps definidas por F'(Q1). Para explicar esta afirmagao
precisamos analisar melhor o comportamento de (5.

Por hipétese F'(0,0) é uma curva normal com [ decrescente numa vi-
zinhanca da origem e P; é o primeiro ponto critico de 3, entao 8 devera ser
decrescente no trecho [0, P]. A partir de Py a fungao [ passard a ser crescente,
mas por pouco tempo.

Como Q7 ¢ o tltimo ponto de intersegao de F'(Q);) com a reta t; = 0 e
este ponto é regular, entao existe uma vizinhanga de @)} formada apenas por
pontos regulares, em particular existe um ponto R acima de @ tal que F'(R)

é uma curva normal e todos os niveis F'(t) com t € [QY, R] sdo componentes
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nao limitadas. (Caso contrério, se todas as componentes de nivel que passam
acima de @)} fossem limitadas entdo existiria uma trap T' contendo estes niveis e
()} estaria na fronteira de 7', contrariando a maximalidade da escolha de Q7).
Portanto F'(t) ¢ ilimitada V¢ € [Q7, R], conseqiientemente § é decrescente
neste intervalo, como QY é ponto regular da funcao [ entdo existe um Ry €
{t; = 0} abaixo de QY tal que  é decrescente no intervalo [Ry, R].

Desta forma a funcao [ é decrescente numa vizinhanga de @)} e também
numa vizinhanga de Q. Além disto 5 tem um ponto de minimo local em P,
portanto entre P; e Ry devera existir um ponto de maximo local, podem existir
varios outros pontos de maximo e minimo entre P, e Ry, mas a existéncia de
pelo menos um esta assegurada. Isto prova que P, e P, estao contidos em traps
definidas pela mesma componente nao limitada F'(Q1).

Se algum P; estiver acima de @ repetimos o processo anterior. Tal ponto
P; estard numa trap T}, tomaremos um (); € 07T} arbitrario e determinamos
os pontos @ e Q7 de menor e maior médulo na intersegao de F'(Q;) com a
reta t; = 0. As traps definidas por F'(Q);) conterao no minimo dois pontos:
Pje P

Repetimos este processo, no maximo mais N — 2 vezes, até encontrar todas
as componentes ilimitadas cujas traps por elas definidas contém os pontos
criticos de . Vamos renomear estas c.c. ilimitadas para Fj, F3, ..., Fp. Assim

", Q7 € F;N{t, = 0} sdo, como antes, os pontos de menor e maior médulo

nas intersecoes respectivamente. Também vamos fixar
A=min{ |Q},; — Q] / 0<j < N}

onde convencionamos que Qg = (0,0) e @y, = (0,27).

Pelo corolario (2.7) sabemos que cada conjunto de nivel pode interceptar
apenas um numero finito de retas t; = 2km, com k € 7Z, mais de uma vez, além
disto este nimero finito é no maximo 2N.

Portanto, para cada j = 1,2,..., N, obtemos um inteiro | k;| < 2N +1

tal que a intersecao de .7-"]’ com a reta t; = 2k;m contém somente o ponto Xj;.
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Agora basta escolher dois pontos I, R} € {t; = 0} satisfazendo:
(i) F'(R;) e F'(R}) sdo curvas normais
(ii) R} estd abaixo de Q) e |R; — Q)| < 3
(iii) R] estd acima de Q7 e |R] — Q)| < 3\

Sejam X’ e X7 respectivamente os pontos de intersegao de F'(R}) e F'(R])
com a reta {t; = 2k;m}. Vamos chamar de o} o trecho de curva normal de
F'(R;) entre R e X e de of o trecho de F'(R}) entre X7 e R7. O passo
seguinte ¢ substituir cada um dos segmentos [Q}, Q7] da curva pré-transversal
{t1 = 0} pelo caminho o U [ X}, X{] U o7.

Obtemos assim uma nova curva ¢ unindo o ponto (0,0) a seu transladado
(0,27), a qual é transversal a praticamente todas as componentes conexas nao
limitadas de B, com excecdo de um niimero finito de curvas normais F'(R}) e
F'(R}) nas quais ¢ hd uma coincidéncia nos trechos o’ e o respectivamente.
Fazendo uma pequena modificagao numa vizinhanca de cada uma destas cur-
vas, conseguimos fazer com que o se torne transversal a todas as componentes

nao limitadas que interceptam esta curva.

Teorema 3.19. Eriste um 1-ciclo o : [0,27] — T? nao homdlogo a zero cujo
levantamento o : R — R? nao intercepta X = {7/ d;B(1) = 0} e € transversal
a todas as componentes ilimitadas de conjuntos de nivel de B : R? — R.
Além disto, ¢ possui uma vizinhang¢a tubular de raio 6 > 0 que nao intercepta

nenhuma componente limitada de conjunto de nivel.

Finalmente, por [H], podemos supor que o = [(0,0),(0,2nr)], portanto
{t; = 0} é transversal a todas as componentes ilimitadas de conjunto de nivel

de B, e a vizinhanca tubular acima serd a faixa {|t;| < d}.



Capitulo 4

Subniveis Conexos e a

Resolubilidade Global

O objetivo deste capitulo é demonstrar a parte do teorema (1.5) relativa
a suficiéncia, isto é, provaremos que uma condicao suficiente para que L° seja
globalmente resolivel é que todos os conjuntos de subnivel €0, e de supernivel
" de B sejam conexos.

Na secao (3.1), supondo que existe uma distribuigao u solucao do sistema
Lo = f, com f € \'C®(T?), deduzimos a expressio dos coeficientes a(t, £)
em funcao de um caminho de integracao bastante especial.

Na segao (3.2) provamos que tais caminhos de integragao especiais de fato
existem e que seu comprimento pode ser razoavelmente controlado. Os resul-
tados desta secao foram inspirados nas notas do curso: Solvability of a Model
in the Theory of Complexes of Pseudodifferential Operators, ministrado pelo
Professor Francois Treves em Recife, ver [T2].

Na ultima segao deste capitulo, (3.3), mostramos que os coeficientes parciais
de Fourier 4(t, £) obtidos em (3.1) quando integrados sobre os caminhos obtidos
em (3.2) correspondem a série parcial de Fourier de uma fungao u(t, z) suave

e 2m-periddica.

49



20

4.1 O Coeficiente u(t,£) Dependendo do
Caminho

Dada f € A\'C™(T?) suponha que exista u € D’(T?) solugio do sistema
de equacoes Lou = f, com L° = d;, + ib(t) A, e b e N\ C®(T?) fechada.
Aplicando a série parcial de Fourier no sistema obtemos, para cada £ € Z, o

sistema:
(di — b)) E) = f(t,E), teR’ (4.1.1)

Multiplicando esta equacio pelo fator integrante e $5®) | teremos
dy (e7PDa(t, &) = e PO f(t,¢) (4.1.2)

A equacdo homogénea correspondente a (4.1.2) é dy(e $B®(t,€)) = 0, cuja
solugdo geral é: a(t, &) = KeetPW com K, € C, t € R? e £ € Z e uma solucio

particular da equacao nao-homogénea é

a(t,€) = / " -el8()-50) f(r,€)dr (4.1.3)

to

Logo a solugao geral da equagao (4.1.1) é

t
at, &) = / e SBO=BOI (7 €)dr 4+ K, PO (4.1.4)

to

com K €C, teR?*el€Z
Agora notemos que dt(effB(t)f(t,ﬁ)) = 0, ou seja, a integral acima nao
depende do caminho de integracao escolhido, portanto vamos supor que para

cada ty € [0, 27]? exista um caminho 7 : [0, 2] — R? satisfazendo:
(1) 7(0) = to e ¥(27) = to + (2, 0)
(ii) v € C*([0, 27])
(iii) v*®(0) =~®(27), VE=1,2,...

ou seja, vamos supor que em cada ponto do quadrado fundamental [0, 27]?
passa uma curva vy cuja projecao no toro T? é uma curva fechada de classe C*®

nao homéloga a zero.
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Neste caso podemos reescrever a solugao (4.1.4) na seguinte forma
i1(9).€) = <20 | Glo o + K 20 (4.15)
0

com G(0,§) = 6753(7(0)53(7(0)75) v'(o)

Para que esta expressao defina uma funcao 27-peridédica precisamos impor

que @(7(0),§) = a(y(27), £), mas

2w
a(y(2m), £) = eB0OE) / G(o,&)do + K¢ SB0C™) (4.1.6)
0
e

W(7(0),€) = K¢ €50 (4.1.7)

portanto

2w

K (eﬁB(v(O)) _ 6EB(W(ZW))) — £B(Y(2m) G(o,&)do (4.1.8)

0

to+(2m,0) 2

como B(v(2m)) — B(v(0)) = / b = / bi1(11,0)dmy = byo entdo para
to 0

¢ # 0 temos

(£B((2m) 2 X o
Ke = EB((0) _ cEB(M) /0 G(0,§)do = m/ﬂ G(o,&)do

Levando esta constante na solugdo geral (4.1.5) obtemos a seguinte ex-

pressao para a solugao da equacao (4.1.1)

. s 1 2m
u(y(s),§) —/0 wdo + 65”1—0—1/0 wdo (4.1.9)
com

w(o, &) = G—E[B(v(a))—B(v(s))]f(y(g),5) v'(0)

H4 um segundo caminho que seré ttil para nds, é a curva A : [0, 2nr] — R?
cuja projecao no toro T? ¢ uma curva fechada, nao homoéloga a zero, de classe
C> satisfazendo

MO) =ty e A(2m) = to — (27,0)
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Para esta curva as expressoes (4.1.4), (4.1.6), (4.1.7) e (4.1.8) continuam
validas. E apenas uma pequena diferenca ocorrera no denominador da fracao
que multiplica a segunda integral, pois B(A(27)) — B(A(0)) = —byo. Assim,
para & # 0 a férmula (4.1.5) permanecerd a mesma, exceto por este sinal
que mudara de negativo para positivo. Vamos registra-la aqui para referéncia

futura.

R s 1 27
U(A(S),f) = /O wd\ + m\/o wdo (4110)
com

w(o,§) = e POODBODN f(\(0),€) A (o)

Para concluir esta discussao, observe que quando £ = 0 a solucao geral

(4.1.4) torna-se simplesmente
t A
u(t,0) = / f(r,0)dT + Ky (4.1.11)
to
Integrando sobre o caminho v acima teremos

/ fly (0)do + K, (4.1.12)

2

Assim quando f(7(0),0)7'(0)do = 0, a expressao acima fornece uma
0

solucdo para o sistema (4.1.1).

4.2 Caminhos de Integracao

Lema 4.1. Eziste uma faiza S = {|by - 7| < v} C R? que contém todos os

niveis F(t) com t € [—2m, 47| x [0, 27]

Prova: Pelo lema (2.1), cada F(t), com ¢ € R?, estd contido numa faixa ;.
Como |bg - t| < 27(2]bio| + |b2o|), VE € [—2m, 47| x [0, 27| entdao basta tomar
S={-v<by-7<v}com v =2||P||lw + 27(2]b1o| + |b20]), veja (1.2.4). |
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Lema 4.2. Seja b € A'CY(T?) fechada com periodos incomensurdveis e
t

B = / II*b. Suponha que os conjuntos de subnivel Q, = {r : B(1) <r} e
0

de supernivel Q" = {1 : B(T) > r} sejam conezxos, para todo r € R. Entdo
K,=Q.Nn(0,471] xR)NS e K =Q n([0,47] x R)NS
sao compactos e conexos por caminhos.

Prova: Como by # 0 entao as faixas [0,47] xR e S={7; | <by-7| < v}
nao sao paralelas, logo ([0, 47] x R)N.S CcC R?, daqui segue que K, e K’ sdo
compactos em R2.

Para provar a conexidade por caminhos teremos um pouco mais de traba-
lho. Pelo teorema (3.19) as retas t; = 0 e t; = 47 sdo transversais a todos
os conjuntos de nivel ilimitados de B, ou seja cada F'(t) ilimitado intercepta
cada uma destas retas transversalmente uma tnica vez nos pontos t' = (0, t})
et = (4w, 7).

Agora B(t') = B(t") = B(t) e B é decrescente sobre as transversais logo
as semi-retas {(0,7); 72 > th} e {(47, m); 7 > t4} estdo ambas contidas em
Q).

Sejam P e () dois pontos quaisquer de ©,.N([0, 47] xR). Pela conexidade de
€2, obtemos um caminho o : [0, 1] — €, conectando os pontos P e ). Suponha
que o ¢ ,N([0,47r] xR), senao nao ha o que provar, neste caso existe s € [0, 1]
tal que o(s) € [0,47] x R. Caso o(s) esteja a esquerda da faixa [0,47] x R o
que fazemos é determinar os pontos Py = o(pg) e Qo = 0(qo), respectivamente
o primeiro e o ultimo ponto de intersecao do caminho ¢ com a transversal
t; = 0, a seguir substituimos o([po, qo]) pelo segmento de reta [Py, Qo] contido
na semi-reta {(0,72);72 > t5} obtendo um novo caminho o, unindo P e¢ Q)
que nao atinge pontos a esquerda de t; = 0. Caso 0, passe por pontos a
direita da transversal t; = 47 repetimos o processo acima substituindo a parte
do caminho que sai da faixa por um segmento de reta contido na semi-reta
{(4m, 139); 9 > t5} obtendo assim um novo caminho o,, C €2, que conecta P e

() e nao atinge pontos a esquerda de t; = 0 nem pontos a direita de t; = 4,



o4

ou seja, 0., C . N ([0,47] x R). Daqui segue que Q, N ([0,47] x R) é conexo
por caminhos.

Para mostrar que o compacto K, = €, N ([0,47] x R) N S é conexo por
caminhos basta ver a reta by - 7 = —v C Qp), ¥Vt € ([0,47] x [0,27]) (com
v dado no lema (2.1)) e repetir a argumentacao acima. A prova para K" é

analoga. 1

O préximo resultado mostra como escolher os caminhos de integragao que
usaremos na férmula (4.1.9). Tanto o enunciado como a prova foram inspirados

nas notas de curso [T2] de Treves.

Teorema 4.3. Com as mesmas hipdteses do lema (4.2) existe uma constante
M > 0 e, para cada t € [0,27]? e & € Z dados, existe um caminho poligonal

v(t, &) conectando os pontost et + (2m,0) contido em K, tal que:

(i) B(r) < B(t) +

1
R VT € y(t,€)

(ii) O comprimento |y(t,&)| < M(1+|€])

Demonstracao: Seja Dy a colecao de todos os quadrados de R? de lado
27 com vértices nos pontos de 27Z2%. Para cada k € N, denotemos por Dy, a

imagem de D, pela contracao t — 27%¢.

1
Vamos fixar t € [0,27]> e & € Z , colocar r = B(t) + ——— e
02 O ST

considerar os conjuntos

A ={Q €Dy ; QNK, # o} V= |J @

QE AkT

Note que cada s € Vy, estd contido num quadrado de diagonal ;rk_zl’ o qual

intercepta {2, num ponto s, logo

/2

B(s) < |B(s) = B(s")| + B(s') < [[blloo|s = 8+ 7 < [[Blloo =g +7
Agora bastaria escolher um k inteiro tal que ||b||00;r,€@ < m , OU seja,

satisfazendo 47v/2(|¢| + 1) < 2*. Tendo em vista uma conta que faremos adi-

ante vamos ser mais precisos nesta escolha; para este ¢ € Z fixado, tomaremos
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o unico k € N tal que
k1 < ArV2(|€) + )| |b]|e < 2F (4.2.1)

entao

™2 1 1

W—Frgm—i-?”:B(t)-Fm

Assim para cada t € [0,27] e £ € Z fixados, obtemos um k tal que

B(s) < |0l

1
IS

B(s) < B(t) + Vs € Vi, (4.2.2)

Agora, pelo lema (4.2), K, é c.p.c. e, portanto, a reuniao Vy, dos quadrados
Q@ € D;. que interceptam K, também é conexa por caminhos. Logo, é possivel
construir uma curva poligonal y(t,£) em Vg, unindo os pontos t e ¢t + (0, 27)
que intercepta cada quadrado de Vi, no maximo uma vez. O que verifica o
item (i) enunciado no lema.

Apenas para esclarecer, como V., € c.p.c. existe um caminho ¢ unindo
t et+ (0,2m) contido em V.. Podemos construir um caminho poligonal ~
a partir de o que intercepta cada quadrado de Vj, no maximo uma vez da
seguinte forma: em cada quadrado que o passa determinamos o primeiro e o
ultimo ponto de intersecao de o com este quadrado, a seguir substituimos o
pedaco de caminho entre estes dois pontos pelo segmento de reta que os une.

Para verificar o item (i) , seja N o numero de quadrados em D, que

interceptam o compacto K,., o numero de quadrados em Dj, que interceptam

K, é no maximo 4*N. Como a diagonal de cada quadrado em Vj, mede gk,zl
temos
™2 _
(Ll < g AN = (4mNV2)2
oy ArNV2)(ArV2(1+ [€])[bll) = M(1+ [€])
o que conclui a prova do teorema i

O teorema a seguir é o analogo do teorema acima para superniveis, ele é

necessario para estimar a expressao (4.1.10) quando & > 0.



o6

Teorema 4.4. Com as mesmas hipdteses do lema (4.2) existe uma constante
M > 0 e, para cada t € [0,27)* e & € Z dados, existe um caminho poligonal

~(t, &) conectando os pontos t et — (2m,0) contido em K" tal que:

(i) B(T) > B(t) , VT € (1, €)

1
€l +1

(ii) O comprimento |y(t,&)| < M(1+ |£])

Prova: Basta aplicar o teorema anterior para a funcio B(t) = —B(t) ]

Observacgao 4.5. Fazendo uma pequena correcao nos caminhos acima pode-

mos supor que eles sao de classe C* e ainda satisfazem os respectivos teoremas.

4.3 Construcao da Solucao

Nosso objetivo nesta segao é mostrar que o sistema L é globalmente re-
soltivel, ou seja, que a equagao L°u = f tem solucdo, Vf € E ( o espago E
foi definido em (1.4.1)). Na segdo 1 deste mesmo capitulo, em (4.1.9), vimos
que o candidato a solucao deste sistema tem coeficientes parciais de Fourier

em relacao a x dados por

t 1 t0+(27'(',0)

to to

com w(r, &) = e EBO-BOIf(7 ¢€) parat € R?e € € Zyg. Além disto, podemos
supor que , fazendo a mudanca de varidveis (t1,ts) — (—t1,t2) caso
seja necessario.

Pretendemos mostrar que a série formal u(t,z) = dezf&(t,f)e“ é uma
solugao C* do sistema L% = f. Para isto basta provar que (t, £) e todas suas
derivadas 0@ a(t, €) decaem mais rapido que qualquer poténcia negativa de

£#0.

Vamos comecar chamando

H(t, &) = / ¢8O f(7 &)dr (4.3.1)

to
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entao

t t
6§B(t)H(t’€) _ /e—E[B(T)—B(t)]f(7—7§)dT = /wdT (4.3.2)

to to

derivando as expressoes acima temos
O;H(t,&) = e PW fi(t,¢) (4.3.3)

90; (eSPH) = 0;(e*PYH + $B(0;H) = £(0;B)e*PH + f; (4.3.4)

Op; (FPH) = 0, (05 (¢FPH)) = O, (5(6jB)e’53H+fj)
1

e [(ajB)(akB) + %ak(akB)] +¢ { fr0;B + :

akf]}
mais geralmente temos o seguinte resultado:

Lema 4.6. Seja £ # 0. Para cada par (o, 3) € 73, tal que o+ 3 > 1 vale a
eTpressao

0 (PH) = €77 P H Flap) + €77 Gl (4.3.5)

para H definida em (4.8.1), com

(

0;B se p+q=0
F(p:Q)+€‘ = 1
’ (ajB)F(WZ) + EajF(zxq) se ptqg=1
\
€ 4
i se p+q=0
G(p:Q)+€j =9 . 1
fi Fog + gajG(nq) se p+q=1
\

Demonstracao: Os casos a + 3 = 1,2 foram verificados acima. Vamos

completar a prova usando inducao sobre a ordem das derivadas.

ghter (fBH) = 0; [0 (5P H)| = 0, [€*TPeP HF o ) + €M7 G0 )]
= P9, (P H) Flap) + £*7 P H 0,F o 5) + £°77710,G 0 p)

_ €a+g [S(ajB)egBH_{_ fj} F(a,ﬂ) + 504-1—5 B H ajF(aﬁ) —l—foc-&-ﬁ—lajG(a,ﬁ)
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o 1 N |
= ¢ Fap) 0B + gajF(a,ﬁ)l S S {F(a,ﬁ)fj + gaij,ﬁ)
= €a+ﬁ+1F(a,ﬂ)+ej6£BH + ga—i_ﬁG(a,B)Jrej
o que conclui a prova do lema. i

No lema acima ¢ importante observar que o termo F{, g depende apenas
das derivadas de B e de poténcias negativas de &, portanto V(«, 3) € Z;O
fixado teremos F, g) limitado.

J4 o termo G, gy depende de B, fl e fg e de suas derivadas (todas de
ordem menor que « + 3) e também de poténcias negativas de .

Como fi, fo € C°°(T?) entao, para cada (p,q) € Z2>o e N > 0 dados, existe

uma constante K, ) tal que

p K
or o) < S gen e e =12

tomando C, gy = max{ K, q;p + ¢ < o+ B} teremos

A C
9 f. (0)
‘(9 fi (t,ﬁ)) < T (4.3.6)

para qualquer £ € Z, t € T?, j=1,2¢ (p,q) EZéO comp+q< a+pf.

Analogamente, usando o fato que as derivadas de B sao fungoes periddicas,

obtemos uma constante CN’(%@ > 0 tal que
‘8(”)3’ < C'(a,ﬁ) (4.3.7)

para qualquer £ € Z, t € T, j=1,2¢ (p,q) € Z:, com p+q < a+ 3.
Como G4,y ¢ uma soma finita de parcelas, cada uma limitada “uniforme-

mente” acima, denotando por N, g o nimero de parcela teremos:

= Clap Clas
G o) < Niays)Clapy — 2D o = 10D (4.3.8)

(L+1eh™ (@ +1en™

Para o termo e H temos o seguinte resultado.
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Lema 4.7. Para cada N € N dado existe uma constante C > 0 tal que

C
w < ——
7(t,€) (1 + |f|)

com w(o, &) = e SBOEN=BOG)] f(4(5),€) 7v'(0).

Aqui v(t,€) é um dos caminhos obtido nos teoremas (4.3) ou (4.4) e a

escolha do caminho correto depende do sinal de &.

Prova: Se ¢ < 0 segue do lema (4.3) que —&(B(71) — B(t)) < ﬁ logo
¢
/ wirl — e EBE-BO] (7. ¢\dr
0 Nio.a
< (supm(t,@le €EO-20) f(r, )] |y t,€)]
< <sup7@(, JE( f)D (1+’5|)
< e (supfeﬂ,(tmfv, ol)ca+gh
< e C'(L+ )~ MVe + g
< CO+Eh™
Por outro lado, se £ > 0 pelo lema (4.4) temos —&(B(7) — B(t)) < mi_ 1
para todo 7 € (t,&) e a estimativa acima continua verdadeira. i

Como estamos interessados em analisar o crescimento das expressoes (4.1.9)
e (4.1.10), para completar nossa lista de estimativas que precedem a demons-
tracao do teorema principal precisamos analisar o comportamento do termo

(efh10 — 1)~ que aparece na expressao de u(t, §).

Lema 4.8. Ezxiste uma constantes C > 0 tal que
0<Ci et —1|<C<o0, VEEN

Prova: Como by < 0 entao byg < byg < 0, V€ € N logo

|6§blo _ 1| < efbl() + 1 < 6171() + 1< Z(eblo)k — (1 _ Gblo)_l
k=0
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Por outro lado, como byp < 0 e & > 1 entao byg < byg < 0, V€ € N, logo

esho < ghio « 1 = 1 —ebbio > 1 — eb1o > () e assim
11 _€§b10| >1 —ebw, VéE e N

Tomando C' = (1 — €%°)~! teremos o resultado desejado. ]

Definigao 4.9. Dizemos que o sistema L° é globalmente resolivel (GR) no

sentido cldssico se para cada f € E existir uma funcio u € C*°(T?) tal que

Lo = f em T2,

Recordamos que aqui E = {f e AN'C®(T?); L'f=0e fm = f20 = 0} é

o espaco das funcoes admissiveis para a resolubilidade do sistema IL°.

Teorema 4.10. Seja b € N\' C®(T?) fechada com periodos incomensurdveis
e B(t) = /t IT*b.  Suponha que by < 0 e que os conjuntos de subnivel
Q, ={r e (I)RQ;B(T) < r} e de supernivel Q" = {1 € R?*; B(1) > r} sejam
conexos, para todo r € R. Entao o sistema L.° = d; + ib(t) A 0, € (GR) no

sentido cldssico.

Demonstragao: Basta mostrar que os coeficientes u(t,£) decaem rapida-

mente. Primeiro notemos que dado N > 0 pelos lemas (4.7) e (4.8) temos

t 1 to+(2m,0)
la(t, &)| < / wdr| + ——— / wdr| < ———, paraé >0
; e —1] |, (+ €N~
analogamente
t 1 to—(2m,0) C
la(t, &)| < / wdr| + ——— / wdr| < —————, para £ <0
s e=<to — 1] | /4, [y

2
e quando / f(v(0),0)y"(0)do = 0, temos
0
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Agora, quando (a, ) € Z%, tal que a + > 1 segue do lema (4.6) que

0Pt e)| < Jgi

t
/t w’ | Flap | + 1677 |G|
0

1
] Clap)N o g Clas).N
(L el e e
C

S @re”

~X

VE#0,t€[0,2r)> e N > 0. O que conclui a demonstragao. |



Capitulo 5

Subniveis Desconexos e a

nao-Resolubilidade Global

Neste capitulo demonstramos que a condi¢ao enunciada no teorema (1.5) é
necesséria, isto é, que uma condicao necessaria para que L seja globalmente
resoluvel é que todos os conjuntos de subnivel €2, e de supernivel Q)" de B
sejam conexos.

Na segao (4.1) mostramos que numa situacao bastante conveniente, a qual
chamamos de caso modelo, se algum subnivel (ou supernivel) de B nao for
conexo entdo existird f € A" C™(T3), satisfazendo as condicoes de compati-
bilidade (1.4.1), para a qual nao existe u € D'(T?) solugao de Lu = f.

Na secao (4.2) mostramos que o caso geral pode ser reduzido ao caso modelo
através de difeomorfismos do toro.

Os resultados deste capitulo foram inspirados nos artigos Global Analytic
Huypoellipticity for a Class of Overdetermined Systems e Global Analytic Hy-
poellipticity and Pseudoperiodic Functions de Bergamasco-Nunes-Zani citados

nas referéncias bibliograficas.

62
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5.1 O Caso Modelo

Chamaremos de caso modelo ao sistema L° que satisfaz as seguintes
condigdes: by < byg < 0 e 5(0,0) = 0. Além disto, (0,0) € TI"}(X) e o
méaximo da func¢do pseudoperiédica B(t) = f(f [I*b sobre [0,27]* nao é atin-
gido na fronteira. Neste caso os subniveis sao conexos devido a Proposicao
3.11.

Nesta se¢ao mostraremos que o caso modelo nao é globalmente resolivel
apresentando uma 1-forma f € A\'C*(T?) satisfazendo as condicdes de com-
patibilidade tal que nao existe u € D'(T?) solugao do sistema L% = f.

A primeira dificuldade que enfrentamos é justamente como encontrar um
par de fungoes fi, fo € C®(T?) tais que f = fidt, + fodl, satisfaca as condigoes:
L'f=0e f10(0> = fQO(O) =0.

Como L'f = 0 & Lifs = Lyf1, o plano é comecar com uma funcao

h € C>*(T?) e usar a relagao
h = L1f2 = L2f1 (511)

para encontrar os coeficientes parciais de Fourier de funcoes f; e f5 que ainda
sejam suaves sobre o toro T2. Supondo que o sistema L% = f tem solucao
poderemos igualmente encontrar os coeficientes parciais de Fourier (¢, £), com
¢ € Z. A contradigao surgird do fato que tal seqiiéncia nao correspondera a

nenhuma distribuicao definida sobre T®.

Comecamos substituindo as séries formais
1 — ix — iéx
h(t,l’):—2h<t,£)€£ € f](t7I>:—Zf](t,£)€£ ) j:172

nas equacoes Lifs = h e Lofi = h. Pela continuidade de L; e unicidade
de representacao em séries parciais de Fourier obtemos, para cada £ € N, as
equacoes

d ~ ~
(G- €0 fi=h, com 1<ik<2iAh
J
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Como byg # 0 e byy # 0, cada uma destas equagoes admite uma tnica solugao

2m-perioddica, dada por

2w
fi(t,€) = d%/ eﬁ{B(t)—B(h,tQ—sz)}h(tl’t2 — 59,&) dsy (5.1.2)
0
2
fg(t, é) = dlg/ BE{B(t)_B(tl_sl’tQ)}h(tl — 51, tg, g) dSl (513)
0
1

com dje = , paraj=1,2¢e & € N.

1 _ e?ﬂfbjo

Analogamente, substituindo a série formal

1 .
u(t,z) = 5= ) alt,§)e

£eN

em L;u = f; chegaremos as equacoes (d/dt; —&b,(t))a = fj, com j = 1,2, cuja

unica solucao, para cada & € N, é

2m p2m
U(t, €) = dyedae / / eSBO=BU=p(t — 5 €) dsyds, (5.1.4)
0 0

Retornando ao caso modelo, recordamos que o méximo de B(t) sobre
[0,27]% nao é atingido na fronteira. Como B ¢ continua em [0,27]* entdo
este maximo deverd ser atingido num ponto t* € (0,27)%. Mas B(0,0) = 0
logo B(t*) = M > 0. Resumindo:

M = max B(t)= B(t*) >0 com t* = (t,t;) € (0,27)? (5.1.5)

t€[0,2m)?

Os pontos da forma (t1,0) e (0,t2), com t,t5 € [0, 27], estao na fronteira
de [0,27)* e 0 maximo de B neste quadrado nao ocorre na fronteira. Logo se
pusermos

M'= max B(t;,0) e M"= max B(0,ts) (5.1.6)

t1€[0,27] t2€[0,27]

teremos 0 < M ' <M e 0K M < M.

Para construir a fungao h anunciada em (5.1.1) precisamos definir algumas

fungoes auxiliares. Comegamos escolhendo uma fungao de corte y. € C2°(R?)
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tal que:

aqui Q. = {1 € R?% |1j] <&, j = 1,2} é o quadrado de lado 2¢ centrado na

origem e 0 <& < % ¢ suficientemente pequeno para que

M
|B(t)] < 5 Vi € Qo (5.1.7)
Agora, definimos as funcoes
p(t) == > B{t—mn)-x(t—n), VieR®  (5.18)
ne2nz?
gt) == > (lt=nP—=1)-x(t—n)+1, VteR> (519
ne2nz?

as quais sao 2m-periddicas e de classe C* em R2.

Finalmente definimos

A( ) e_g(M—)\—l—P(t)-I—KQ(t))’ se 6 I~ Z>1 ( )
€)= z 5.1.10
0 , se £€Zg

com M = B(t*) > 0 e os valores A > 0 e K > 0 serdo escolhidos adiante.

Levando os coeficientes h(t, &) definidos acima nas férmulas (5.1.2), (5.1.3)

e (5.1.4) obtemos:

~

2
f1<t7£) — d%/ ef{B(t)—B(tl,tz—sz)—Kq(tl,t2—32)+p(t1,t2—32)—)\+M} ng (5111)
0

~

2T
fa(t, &) = d1§/ B —=B(t1—s1,t2)=Kq(t1—s1,t2)+p(t1—s1,t2) —A+M} dsy (5.1.12)
0

21 p2m
u(t, &) = dlgdgg/ / SIBO=B(t—s)=Kq()+p()-2+M} go s, (5.1.13)
0 Jo
Observagao 5.1. Para concluir que h, f1, fo € C*(T?). Devemos mostrar que

os coeficientes parciais de Fourier (5.1.10), (5.1.11), (5.1.12) e todas as suas

derivadas tendem a zero rapidamente quando & — +o00.
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Como h(-,€), fi(-,€) e fo-,€) sao funcdes periddicas e suaves para € > 1,
basta provar que esta convergéncia ocorre num quadrado de lado 27 qualquer.

Sendo assim, optamos por trabalhar com

1
O = —§t* + 10, 271)?

recordando que t* € (0,27)2 é tal que B(t*) = M. Caso seja necessario,
diminuiremos € para que (5. C int(Q*).

Neste quadrado as expressoes de p e ¢ assumem a forma mais simples:

p(t) = B(t)-y.(t), Vt € Q (5.1.14)

q(t) = (tP=1)-x(t)+1, VteQ* (5.1.15)
Lema 5.2. h € C>*(T?)

Prova: Vamos chamar ¢(t) = M + Kq(t) + p(t). Entdao em Q* \ Q2. temos
Xe=0=¢=M+K > M/2. Em Q. temos x. = 1 e |B(t)| < M/2 logo
U(t) = M+K|t?—B(t) > M—B(t) > M/2. E em Qa.\ Q. sabemos apenas que
[p(t)] < M/2 e q(t) = 0. Portanto ¢(t) = M+ Kq(t)—p(t) = M —p(t) = M/2.

Assim 9(t) = M/2,Vt € Q*. Tomando A < & teremos £(¢(t) — A) > &4

para & > 1e
h(t, &) = e EWON < 65 Vezlete (5.1.16)
Agora, se «a,f3 € Z>, entao
0P h(t,€) = h(t, ) P(€, a, B)

onde P(&, a, ) é uma expressao polinomial envolvendo apenas poténcias de
(até a ordem a + 3) e derivadas de 1, as quais sao limitadas. Logo existe uma

constante C,, 5 tal que

IP(¢,a,B8)] < Cap €477, VE21
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Daqui segue que
0D h(t, )] = h(t. )] |P(E, . )] < Cop €77 €74
e portanto h € C>(T?). |
Lema 5.3. Se ¢(t,s) .= B(t) — B(t —s) — M — Kq(t — s) — p(t — s), entao
o(t,s) <0, Vit secR?

Prova: Set—s € Q., temos x.(t—s) =1ep(t,s) = B(t)—-M —K|t—s|*> < 0.
Eset—s € Q*\ Q. temos |t — s[> > 2. Agora podemos escolher um K

suficientemente grande para que
B(t)— B(t—s)— M —p(t—s) < Ke*, V(t—s)e€Q"\Q:

pois B(t) — B(t — s) — M — p(t — s) é continua sobre o compacto Q* \ Q..

Daqui segue que ¢(t,s) < 0, V(t —s) € Q* \ Q.. |
Coroldrio 5.4. p(t,s) =0 & t=s=1*

Prova: Na demonstrac¢io acima obtivemos ¢(t,s) <0, V(t —s) € Q" \ Q..
No quadrado Q. temos ¢(t,s) = B(t) — M — K|t — s|>. Logo ¢(t,t*) =
B(t)—M —Klt—t"*<B(t)— M <0, Vt £t* e @(t*,s) = —K|t* —s| <0,

Vs # t*. Como ¢(t*,t*) = 0, segue o resultado. |
Lema 5.5. Eziste k > 1 tal que k™' < |dj| <k, V¢ €N ej=1,2.

A prova deste lema é andloga a prova de (4.8).
Proposigao 5.6. f; € C*°(T?)
Prova: Na férmula (5.1.11) aparece no expoente a seguinte funcao:
©(t1,t2,0,89) = B(ty,t2) — B(ti,ta — s2) — M — Kq(t1,t2 — s2) — p(t1,ta — S2)
O termo q(t1,ts — $2) = 0 <t =0, t3 = s9 e neste ponto temos

QO(O,tQ,O,tQ) = B(O,tg) — M < M — M
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Como ¢(0,0) = 0,Vq(0,0) = (0,0) e det Hq(0,0) = 4 > 0 entao existem K > 0
e d € (0,¢) tais que

o(t,s)=B({t)—B(t—s)— M —Kq(t—s)—pt—s) < M"— M

para todo ¢, s € Q* tais que |t — s| < .
Nos pontos t,s € Q* que satisfazem |t — s| > ¢ temos |t — s|* > 6% > 0.

Aumentando K, caso seja necessario, conseguimos que

B(t) — B(t —s) —p(t — s) < K&

logo
P(t1,12,0,80,) < K& — M — Kq(ty, b2 — s5)
< K& — M — K{(Jt — s> = 1)x.(t —s) + 1}
< Ko*—M— K[(6*—1)+1]
= M < M'-M
e portanto

o(t,s) < M"— M, Vt,s € Q* com s; =0
Voltando a férmula (5.1.11) que fornece os coeficientes f(t,€), teremos
R 2m
FLO] < Jd] [ etetnnom ol g
0
27 y
< k:/ M =MAA} g6,
0

< e eSiM " —M+A}

agora diminuimos A, caso seja necessario, para que A < %(M — M") e assim
1fi(t, )] < 2kmet™ 2 VEE€ ZLsiet € QF
Finalmente

27
PO < lduele® [ o 0] s,
0

2
< ke [0 (g a,6)| ds
0
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aqui P(£, «, ) é uma expressao polinomial envolvendo poténcias de £ (até a
ordem « + (3) e derivadas de ¢, as quais sao todas limitadas. Portanto, para

cada (o, ) € N?| existe uma constante C, 5 tal que
P& a,B)| < Cap &P, VE>1

logo
2

9O R 1 E)| <  Co € 06 [ 0020 45y =k Coy €711,
0

MM

Sk Cop €70 2%k 75 = Ol 4 €0 55

Q,

1 < - ,
Daqui segue que fi(t,z) = Py g fi(t, €)e™ € C™=(T?) ]
m
-1

Proposigao 5.7. fy € C*>°(T?)

Prova: Usando os mesmos argumentos e contas da proposicao anterior é

possivel mostrar que
o(t,s) < M'— M, Vit,s€ Q" comsy =0

Diminuindo A, para que tenhamos \ < %(M — M') e aumentando K, caso seja

necessario, teremos

M/

1fot, )| < 2km 2, VEEZLsiet € QF

Analisando as derivadas de fg(t, ¢) concluiremos que f, € C*(T?). i

O préximo passo é mostrar que a seqiiéncia {u(t,£)} definida em (5.1.13)
nao pertence a nenhuma distribuicao periédica. Para isto, precisaremos
analisar melhor o comportamento de 4(t*,§). Neste ponto temos B(t*) = M
e (t*,t*) = 0.

Comegamos reescrevendo os coeficientes da expressao (5.1.13) na seguinte
forma:

u(t*, &) = dig doe (I + J¢)
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com

J£ :// e{(g&(tis)+)\)d81d82 e IE :// ef(@(th)Jr/\)dSldSQ
[t*—s|>e [t*—s|<e

Lema 5.8. A integral J; decai exponencialmente quando & — oo.
Prova: Se |t*— s| > € entao
o(t*,s) = B(t*)— B({t*—s)— M — K|t*— s]* — p(t*— s)
< —B(t*—s)— Ke? —p(t*—s) < —-m— Ké&?
com m= min |B(t"—s)+ p(t*—s)|.

|t*—s|>e

Agora podemos aumentar K para garantir que —(m + Ke?) < 0 e diminuir
A para que A < 3(m+ Ke?) assim

0 < Je < dm2eat-m—Ke?) N

Este lema diz basicamente que nao precisamos nos preocupar com Jg, toda a
informagao que precisamos esté concentrada préximo da origem, em |t*—s| < e.
Para avaliar o comportamento da integral /¢ comegamos observando que

na regiao |t*— s| < e temos x.(t*— s) = 1, logo ¢(t* s) = —K|t*— s|* e temos

I = e // e_gK‘t*_‘S'stldsz
[t*—s|<e

Fazendo a mudanca de varidveis 0 = /K (t*— s) obtemos

I3
I& = e— // 67|O’|2d01d0'2
EK ) Jioj<ever

Portanto

I, =C(§) 65)‘i com C(§) = // ¢ doy dory
EK jol<evER

Observe que v/ K < ey/EK < 00, V€ > 1e K > 0 logo a seqiiéncia {C(£)} é

crescente e

C(1) = // e 1P doydoy < C(€) € // e 1P doydoy = 7
lo|<eVK R2
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portanto

C(1) e — < [ <7 e — (5.1.17)

Como A, K, C(1) > 0 entdo existe & > 1 tal que C(1)(£K)'exp(£3) > 1,

V€ > &o logo

segue dos lemas (5.5) e (5.8) que
W(t5€) = digdae (Ie+J)) 2 k2 > k723, VE2 &

como u(t* &) cresce mais que qualquer polinémio em &, entao esta seqiiéncia

nao pode corresponder a nenhuma distribuicao periédica definida em T3.

5.2 Reducao ao Caso Modelo

Seja b € /\1 C>(T?) fechada com perfodos by € byy incomensurdveis e supo-
t
nha que a fungao pseudoperiédica B(t) = / IT*b possua algum subnivel ou
0
supernivel desconexo.
Nosso objetivo é mostrar que, apés um numero finito de difeomorfismos
suaves do toro T2, é possivel transformar a situacao geral acima no caso modelo,

o qual possui as seguintes hipdteses:
(i) bag < b1p <0
(i) b(0,0) =0e B(0,0) =0
(111) (0,0) € II71(X)
(i) M = maxieaq2 B(t) = B(t*) >0 com t* € (0,2m)?

Nossa hipotese é que B possui algum subnivel ou supernivel desconexo;

segue da proposigao (3.11) que B admite traps.
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Seja T uma trap de B. Vamos tomar um ponto qualquer ¢ty € 9T e consi-
derar o conjunto de nivel F'(ty), pela definigao de trap, sabemos que F'(tq) é

um nivel critico ilimitado, T C F'(ty) e T C R*\ F'(to).

Apenas para simplificar nossa prova, vamos supor que exista algum ponto
t € T tal que B(t) > B(ty). Neste caso existirao superniveis desconexos 7,
com r > B(tg). No caso em que existem apenas subniveis desconexos, e todos
0s superniveis sdo conexos, a mudanga de variaveis (¢, z) — (—t, —z) invertera

esta situagao.

Para nao sobrecarregar a notacao, apos cada mudanca de variaveis vamos
renomear as coordenadas de T? novamente para t = (¢;,%5). Também usaremos

esta mesma notacdo para as coordenadas em T2.

Como byy # 0 e by # 0, se ocorrer byg > 0 usaremos o difeomorfismo
(t1,t2) — (—t1,t2) e se byg > 0 usaremos (t1,%2) — (t1,—t2). Finalmente se
by > byo o difeomorfismo (¢, ty) — (2,t1) fard com que byg < byg < 0.

No restante desta secao, todos os difeomorfismos que usaremos preservarao

os valores byg e byg.

No capitulo 2, mostramos que existe um novo sistema de coordenadas se-
gundo o qual a reta t; = 0 intercepta exatamente uma vez cada componente
ilimitada de conjunto de nivel de B. Além disto a funcao B(t2) = B(0,ts) é
decrescente e existe 6 > 0 tal que F'(¢) N{|t;| < 0} é constituido de um unico
arco de curva regular, Vt € {|t;| < d}.

Como para todo 7 € 9T temos B(7) = B(ty) e existem pontos t € T
satisfazendo B(t) > B(ty) entdo pela compacidade de T obtemos um ponto
t* € T tal que B(t*) = maxg B(t) > B(ty), conseqiientemente t* € 7.

Sejam t’ e t” os pontos em que F'(ty) intercepta respectivamente {t; = 0}
e {t; = 2r}. Fazendo a translagao t — t — t' podemos supor que F'(ty) inter-

cepta {t; = 0} exatamente na origem.



73

Também podemos supor que B(0,0) = 0, assim B(t*) > 0. Além disto,
como byg € by s@o negativos teremos t” = (2w, t5), com —2m < t§ < 0, pois
B restrita a reta t; = 27 é estritamente decrescente e B(0,271) = 2wbyp < 0 =
B(2m,t5) < 2m(byg — Bao) = B(2m, 2m).

Pela proposigao (3.3) e definicao (3.1), obtemos uma seqiiéncia de curvas

1 1
normais {F'(u;)}, tal que 0 < B(u;) < B(ty) + = = =, Vj € N. Tomando j
J 7

1
suficientemente grande para que - < §B (t*) teremos
J
L .
0<B(uj)<§B(t), Vi > jo

Como a trap T estd contida na faixa {J < ¢; < 27 — J} entdo existe um
ponto critico P € 908 N {§ < t; < 27 — 6} C F'(ty). Caso contrario,
se todos os pontos de 9NP) N {§ < t; < 27 — §} fossem regulares entdo
em cada um deles passaria um arco de curva regular e cada um deste pontos
possuiria uma vizinhanca folheada por arcos regulares de conjuntos de nivel,
todos pertencendo a niveis diferentes entre si. Donde concluimos que o trecho
da fronteira de Q8®) entre as retas t; = 0 e t; = 27 é constituido de um tnico
arco de curva regular, o que é absurdo.

Logo existe um ponto critico P € Q%) N {§ < ¢, < 27 — ¢}. Como
B(P) = 0, tomemos ¢ > 0 suficientemente pequeno para que B(t) < M/2
para todo ¢ no disco D(P,¢).

A seguir tomamos uma curva normal F’(u;), com j* > jy que intercepte o
disco D(P,¢). Sejam P, e P, respectivamente o primeiro e tltimo pontos de
intersecao de F'(uy) com D(P,¢e), considerando a orientacao natural que toda
curva normal possui pelo fato de ser difeomorfa a R.

Vamos construir uma curva suave A, unindo (0,0) a (27,0), da seguinte

forma:
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Figura 5.1: Tomando cuidado ao lagar a singularidade

e )\ comega na origem e move-se horizontalmente até atingir o ponto (0, §/2);
e desce verticalmente até atingir o ponto @ = F'(uy) N {t1 = §/2};

e percorre o trecho de F'(uy) entre Q e Py;

e scgue o raio de D(P,¢) entre P, e P;

e segue o raio de D(P,¢) entre P e P,;

e percorre o trecho de F'(uy) entre P, e o ponto

R = F'(uy) N{t1 =21 — §/2};
e sobe verticalmente até atingir o ponto (27 — §/2,0);

e segue horizontalmente até atingir o ponto (2m,0).

Fazendo uma pequena modificacdo em A, obtemos uma nova A € C®. A
projegao II(A\) desta curva no torto T? é um 1-ciclo homotdpico ao 1-ciclo

canonico oy, e coincide com oy préximo da origem.
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Pelo teorema 1.4, cap. 8, em [Hi], existe um difeomorfismo ® do toro que
manda II(\) sobre oy e coincide com a identidade numa vizinhanga tubular,
de raio /2, de g9; preservando assim a transversalidade em t; = 0.

Nestas novas coordenadas obtemos d; > 0 tal que B(t) < %, para todo t €
[0, 27] X (=02, d2). Observe também que existe 03 tal que B|t1:a ¢ decrescente,
Va € (—d3,03).

Tomamos agora uma funcao 6 : R — R suave e 2wr—periddica tal que:
0(0) = p, aqui P = (p,0), 0(t2) € [0,p] quando ty € [0,d5] U 21 — 09, 27] €
0(t2) € [—03, 03], para ty € [d2,2m — da).

Assim o grafico de 9‘[0 or] esta contido na reuniao de retangulos
([0,27?] x [0,52]) U ([—53,53} x [0,52]) U ([o, 2r] x [27 — 52,%])

E o difeomorfismo v (t1,t2) = (t; — 6(t2),t2) manda P = (0,p) na origem e o
grafico de I1(#) sobre os.

Com isto mostramos que B possui um méximo local em t* e que B(t) <
B(t*)/2, em todos os pontos da fronteira de [0,27]?. O que ja seria suficiente
para toda a construcao que fazemos no caso modelo.

Apenas para simplificar e exposicao das hipoteses do caso modelo, optamos
por falar no maximo de B no quadrado todo. Obviamente tal ponto é um
méximo local e B(t*) = max {B(7); 7 € [0,27]*} > B(t*). Assim a redugdo

ao caso modelo foi atingida.
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