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Abstract

In this work we consider systems of two vector fields on the 3-torus.

We prove that global solvability for these systems (in the tube case, when the

1-form is closed and non-exact) is equivalent to all the sublevel and superlevel

sets of a certain primitive being connected.



Resumo

Neste trabalho consideramos sistemas de dois campos vetoriais no toro

tridimensional. Provamos que a resolubilidade global para estes sistemas (no

caso tubo, quando a 1-forma associada é fechada e não exata) é equivalente

a todos os conjuntos de subńıvel e superńıvel de uma certa primitiva serem

conexos.
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Introdução

Neste trabalho propomo-nos a estudar a resolubilidade global, no toro T3,

do sistema de campos vetoriais

L =





L1 = ∂1 + ib1(t)∂x

L2 = ∂2 + ib2(t)∂x

com b1, b2 ∈ C∞(T2,R), t = (t1, t2) ∈ T2, ∂x =
∂

∂x
e ∂j =

∂

∂tj
para j = 1, 2

Pedimos primeiramente que o L seja involutivo, o que é equivalente a dizer

que a 1-forma

b(t) = b1(t)dt1 + b2(t)dt2 ∈
∧1 C∞(T2) é fechada.

Nosso objetivo é estabelecer condições para que, dadas f1, f2 ∈ C∞(T3),

exista u ∈ D′(T3) satisfazendo Lju = fj , para j = 1, 2. Mas para que isto

seja posśıvel precisamos impor algumas condições sobre as funções f1(t, x) e

f2(t, x).

Tais condições são: L1f2 = L2f1 e que os coeficientes parciais de Fourier

f̂1(t, 0) e f̂2(t, 0) satisfaçam

∫ 2π

0

f̂1(r, 0, 0)dr = 0 e

∫ 2π

0

f̂2(0, s, 0)ds = 0 (?)

Diremos que L é Globalmente Resolúvel (GR) em T3 se para todo par de

funções f1, f2 ∈ C∞(T3) satisfazendo L1f2 = L2f1 e a condição (?) acima,

existir u ∈ D′(T3) tal que Lju = fj, para j = 1, 2.
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Este tipo de sistema, foi estudado por Treves, ver [T1] e [T2], no caso

local e num contexto mais geral de operadores pseudodiferenciais sobre uma

variedade C∞ e em todos os ńıveis do complexo diferencial associado.

No caso de nosso sistema de campos vetoriais L, no primeiro ńıvel deste

complexo, os dois tipos de resolubilidade estudados por Treves são os seguintes:

(R1) ∀f ∈ BLC∞(Ω),∀O′ ⊂⊂ Ω′,∃u ∈ D′(O′) tal que Lu = f em O′

(R2) ∀f ∈ BLC∞(Ω), ∀O′ ⊂⊂ Ω′,∃u ∈ C∞(O′) tal que Lu = f em O′

aqui Ω′ ⊂ Ω é um aberto fixado e BLC∞(Ω) é o espaço das f ∈ ∧1 C∞(Ω) que

satisfazem as condições de compatibilidade do sistema. E o resultado obtido

é o seguinte:

Teorema [Treves] Sejam Ωr = {t ∈ O′; B(t) < r}, com r ∈ R. As seguintes

afirmações a respeito de L são equivalentes

(i) L é resolúvel no sentido (R1);

(ii) L é resolúvel no sentido (R2);

(iii) valem as condições (ψ)+ e (ψ)− generalizadas, as quais

são definidas da seguinte forma:

(ψ)± ∀O′ ⊂⊂ Ω′, ∃O ⊂⊂ Ω contendo O′ tal que: ∀r ∈ R a interseção de

O′
r = O′ ∩ Ωr = {t ∈ O′;±B(t) < r} com qualquer componente conexa

de Ω′, está contida numa componente fixa de Or = O ∩ Ωr.

Aqui B(t) =

∫ t

t0

b é uma integral curviĺınea da 1-forma b, ao longo de qualquer

caminho contido na variedade Ω, unindo t0 e t.

Posteriormente, Cardoso-Hounie, ver [CH], estudaram a resolubilidade

global de sistemas numa variedade C∞ compacta conexa orientável e sem

bordo. Este estudo também foi feito num contexto mais geral de operadores

lineares auto-adjuntos num espaço de Hilbert, os quais são ilimitados, positivos
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e possuem inversa limitada. Além disto o resultado obtido refere-se a todos os

ńıveis do complexo associado.

Em relação ao nosso sistema de campos vetoriais L, o artigo [CH] permite-

nos concluir o seguinte resultado quando a 1-forma b é exata:

Teorema [Cardoso-Hounie] O sistema L é globalmente resolúvel se, e so-

mente se, os conjuntos de subńıvel Ωr = {t ∈ Ω / B(t) < r} e de superńıvel

Ωr = {t ∈ Ω / B(t) > r} são conexos, ∀r ∈ R. Aqui B(t) =

∫ t

t0

b é uma

primitiva da 1-forma exata b definida na variedade Ω.

Também no nosso trabalho estabelecemos condições necessárias e suficien-

tes para que o sistema seja L seja globalmente resolúvel no toro T3, porém no

caso em que
b(t) ∈ ∧1 C∞(T2) é fechada, mas não exata.

A condição que obtivemos igualmente relaciona a resolubilidade global com

a conexidade de conjuntos de subńıvel e superńıvel. Porém neste caso b não

possui primitiva em T2. A solução que encontramos foi olhar estes conjuntos

sobre o recobrimento universal R2.

Começamos definindo os peŕıodos

b10 =

∫ 2π

0

b1(τ1, 0)dτ1 e b20 =

∫ 2π

0

b2(0, τ2)dτ2

como b não é exata então b0 = (b10, b20) 6= (0, 0). Neste trabalho estamos

interessados no caso em que b10 e b20 são incomensuráveis, ou seja, linearmente

independentes sobre Q.

Considere a primitiva B ∈ C∞(R2,R) definida por B(t) =

∫ t

t0

Π∗b. Aqui

Π : R2 → T2 é a aplicação de recobrimento. Nosso principal resultado é o

seguinte:

Teorema 1.4 Seja b ∈ ∧
1C∞(T2) fechada com peŕıodos incomensuráveis.

Então o sistema L é globalmente resolúvel em T3 se, e somente se, os subńıveis

Ωr = {τ ∈ R2 / B(t) < r} e os superńıveis Ωr = {τ ∈ R2 / B(t) > r} forem

conexos, para todo r ∈ R.
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A demonstração deste teorema está dividida em duas partes. A suficiência

no caṕıtulo 3 e a necessidade no caṕıtulo 4. As construções feitas nestes dois

caṕıtulos dependem fundamentalmente da existência de uma transversal para

as componentes conexas ilimitadas de conjuntos de ńıvel de B. A existência

desta transversal será provada nos caṕıtulos 2 e 3.

O caso que estudamos é chamado de incomensurável, uma referência a in-

comensurabilidade dos peŕıodos b10 e b20. O caso estudado em [CH] e chamado

de exato, aqui a 1-forma b possui primitiva na própria variedade T2.

Existe ainda o caso comensurável, em que os peŕıodos da b10 e b20 são

múltiplos racionais um do outro. Num certo sentido, este é um caso inter-

mediário entre o incomensurável e o exato. Como várias técnicas desenvolvidas

neste trabalho não se aplicam no caso comensurável decidimos não inclúı-lo

neste trabalho e pretendemos estudá-lo no futuro.

O caso de um único campo L = ∂t + ib(t)∂x definido em T2, com b ∈
C∞(T1,R) e b 6≡ 0, foi estudado por Hounie, em [H]. Quando b 6≡ 0 obtemos o

seguinte:

L é (GR) ⇔ b não muda de sinal.

Aqui L é (GR) se para toda f ∈ C∞(T1,R) satisfazendo
∫ 2π

0
f̂(t, 0)dt = 0

existir u ∈ D′(T1) tal que Lu = f .

Note que esta condição de b não mudar de sinal é equivalente a dizer que

Ωr = {t ∈ R; B(t) < r} e Ωr = {t ∈ R; B(t) > r}

são conexos, para todo r ∈ R. Aqui B(t) =

∫ t

t0

b(τ)dτ .

Conjectura O sistema involutivo Lj = ∂j + ibj(t)∂x (1 6 j 6 n− 1), defi-

nido em Tn−1
t × S1

x é (GR) se, e somente se todos os subńıveis e superńıveis

da função B(t) =

∫ t

t0

Π∗b forem conexos.
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A distribuição dos caṕıtulos neste trabalho ficou da seguinte forma: no

caṕıtulo 1 introduzimos as notações e definições usadas neste trabalho; rees-

crevemos o sistema L enfocando a 1-forma b e usando a linguagem de fibrados

vetoriais; definimos resolubilidade global e reescrevemos o teorema (1.4) acima

nesta nova linguagem.

Começamos o caṕıtulo 2 usando um resultado de Arnold [A] para obter uma

curva γ, chamada de pré-transversal, que possuirá muitas das propriedades que

desejamos da transversal. Na última seção deste caṕıtulo fazemos um estudo

dos ńıveis regulares de uma função pseudoperiódica e conseguimos “melhorar”

a curva pré-transversal.

O caṕıtulo 3 começa com um estudo minucioso dos ńıveis cŕıticos da primi-

tiva B para detectar os tipos de problemas que impedem γ de ser transversal.

Na última seção mostramos como modificar a curva γ para que ela torne-se a

transversal procurada.

No caṕıtulo 4 demonstramos a suficiência, isto é, supondo que todos os

subńıveis e superńıveis de B são conexos mostramos que L é globalmente

resolúvel. A técnica utilizada aqui foi a de integrar os coeficientes parciais de

Fourier û(t, ξ) do candidato a solução do sistema sobre caminhos de integração

convenientes.

No caṕıtulo 5 provamos a necessidade dos subńıveis e superńıveis serem

conexos para que L seja globalmente resolúvel. A idéia é mostrar que numa

situação bastante especial, chamada de caso modelo, se existirem subńıveis

ou superńıveis desconexos então L não será globalmente resolúvel. A segunda

parte do caṕıtulo mostra como reduzir o caso geral para o caso modelo usando

difeomorfismos do toro.



Caṕıtulo 1

Considerações Iniciais

O objetivo deste caṕıtulo é introduzir as notações e definições necessárias

para enunciar o principal resultado deste trabalho, que relaciona a resolubili-

dade global de um sistema com a conexidade de certos conjuntos de subńıvel

e superńıvel.

Na seção (1.1) apresentamos o sistema de equações L0 que estudaremos. A

forma de apresentação, começando com uma 1-forma fechada b ∈ ∧1 C∞(T2)

e usando a linguagem de fibrados vetoriais, foi introduzida por Treves e tem

sido muito usada em artigos da área.

Na seção (1.2) definimos as médias da 1-forma b, as quais, por hipótese,

são incomensuráveis. Também introduzimos o conceito de funções pseudo-

periódicas e mostramos que a função B(t) =
∫ t

0
Π∗b, com t ∈ R2, é pseudo-

periódica;

aqui Π : R2 → T2 é o recobrimento universal do toro.

Na seção (1.3) determinamos as condições de compatibilidade para L0, ou

seja, as condições que uma certa f ∈ ∧1 C∞(T2) deve satisfazer para que faça

sentido perguntar se existe solução para o sistema L0u = f .

Finalmente, na seção (1.4), definimos o conceito de resolubilidade global

para L0 e enunciamos o teorema já citado no primeiro parágrafo acima.

6
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1.1 O Sistema de Equações

Denotaremos por C∞(Rn) e C∞(Tn) os espaços das funções infinitamente

diferenciáveis, a valores reais, definidas sobre Rn e Tn respectivamente. E por

D′(Tn) o espaço das distribuições definidas no toro Tn. Neste trabalho teremos

sempre n = 2 ou 3.

Usaremos a notação (t, x) ∈ T3 indicando que t = (t1, t2) ∈ T2 e x ∈ T1.

Também adotaremos a notação t = (t1, t2) em R2 e usaremos sempre a norma

do máximo nestes espaços.

Seja b ∈ ∧1 C∞(T2) uma 1-forma fechada, isto é, existem b1, b2 ∈ C∞(T2)

tais que b(t) = b1(t)dt1 + b2(t)dt2 e ∂1b2 = ∂2b1.

Consideremos o subfibrado vetorial T ′ ⊂ C ⊗ T ∗(T3) gerado pela 1-forma

dx − ib ∈ ∧1 C∞(T3). Seu ortogonal V = (T ′)⊥ é um subfibrado vetorial de

C⊗T (T3) cujas fibras tem dimensão 2. O subfibrado V é gerado pelos campos

vetoriais

Lj =
∂

∂tj
+ ibj(t)

∂

∂x
, j = 1, 2

Assim V =< L1, L2 > é uma estrutura localmente integrável de codimensão

1 sobre T3.

Definimos o operador diferencial L0 : D′(T3) −→ ∧1D′(T3) pondo

L0 = dt + ib(t) ∧ ∂x (1.1.1)

aqui dt é a derivada exterior em T2 e ∂x = ∂/∂x. Note que L0 também pode

ser visto como um operador de C∞(T3) em
∧1 C∞(T3).

Definimos também o operador L1 :
∧1D′(T3) −→ ∧2D′(T3) usando a

mesma expressão:

L1 = dt + ib(t) ∧ ∂x (1.1.2)
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Se ω(t, x) = ω1(t, x)dt1 + ω2(t, x)dt2 ∈
∧1D′(T3) então

L1ω = (L1ω2 − L2ω1)dt1 ∧ dt2

Assim, dado u ∈ D′(T3) teremos

L1(L0u) = L1(dtu + c(t) ∧ ∂xu)

= L1 (L1udt1 + L2udt2)

= (L1(L2u)− L2(L1u)) dt1 ∧ dt2

= i

(
∂

∂t2
b1(t)− ∂

∂t1
b2(t)

)
∂u

∂x
dt1 ∧ dt2

= 0

Portanto L1L0 = 0 e a seqüência

0 −→ D′(T3)
L0−→ ∧

1D′(T3)
L1−→ ∧

2D′(T3) −→ 0

é um complexo diferencial.

Neste trabalho estamos interessados em estudar a resolubilidade global de

L0. A resolubilidade global do operador L1 foi estudada em [BCP].

1.2 Funções Pseudoperiódicas

Definição 1.1. Dizemos que uma função H : R2 → R é pseudoperiódica se

H(t + 2πη) = H(t) + ω(2πη) para todo t ∈ R2 e η ∈ Z2, sendo ω : Z2 → R um

monomorfismo.

Pondo r = ω(0, 2π) e s = ω(2π, 0) teremos ω(2πη) = rη1 + sη2, para todo

η = (η1, η2) ∈ Z2. Como o núcleo de ω contém apenas o ponto (0, 0) então a

única possibilidade de ocorrer ω(2πη) = η1r+η2s = 0 será quando η1 = η2 = 0.

Isto significa r e s são incomensuráveis, ou seja, estes números são linearmente

independentes sobre Q.

Portanto ω : Z2 → R é um monomorfismo ⇔ ω(2πη) = η1r + η2s, para

todo η = (η1, η2) ∈ Z2, com r e s incomensuráveis.



9

Lema 1.2. H é pseudoperiódica se, e somente se, H é a soma de uma função

periódica P com uma função linear L(t) = rt1 + st2, com r e s incomen-

suráveis e t ∈ R2.

Prova: Suponha que H(t) = P (t) + L(t) e tomemos t ∈ R2 e η ∈ Z2 então

H(t+2πη) = P (t+2πη)+L(t+2πη) = P (t)+L(t)+L(2πη) = H(t)+L(2πη)

Como, por hipótese, r e s são incomensuráveis então H é pseudoperiódica.

Por outro lado, supondo que H é pseudoperiódica e tomando P (t) = H(t)−
ω(t) teremos H(t) = (H(t) − ω(t)) + ω(t) = P (t) + ω(t). Aqui L(t) = ω(t) é

linear e falta apenas mostrar que P é periódica, mas

P (t + 2πη) = H(t + 2πη)− ω(t + 2πη)

= H(t) + ω(2πη)− (ω(t) + ω(2πη))

= H(t)− ω(t) = P (t)

para todo t ∈ R2 e η ∈ Z2.

Considere agora a função

g(t2) =

∫ 2π

0

b1(τ1, t2)dτ1, com t2 ∈ [0, 2π]

Pelos teoremas de Fubini e Fundamental do Cálculo temos

g(t2)− g(0) =

∫ 2π

0

(b1(τ1, t2)− b1(τ1, 0))dτ1 =

∫ 2π

0

∫ t2

0

∂b1

∂t2
(τ1, τ2) dτ2dτ1

=

∫ t2

0

∫ 2π

0

∂b1

∂t2
(τ1, τ2) dτ1dτ2 =

∫ t2

0

∫ 2π

0

∂b2

∂t1
(τ1, τ2) dτ1dτ2

=

∫ t2

0

(b2(2π, τ2)− b2(0, τ2))dτ2 =

∫ t2

0

0dτ2 = 0

Portanto g é constante. Analogamente a função

h(t1) =

∫ 2π

0

b2(t1, τ2)dτ2 com t1 ∈ [0, 2π]2

é constante.
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Definimos então as médias

b10 =

∫ 2π

0

b1(τ1, 0)dτ1 (1.2.1)

b20 =

∫ 2π

0

b2(0, τ2)dτ2 (1.2.2)

Fazendo o pull-back de b ∈ ∧1 C∞(T2) através do recobrimento universal

Π : R2 → T2 obtemos a 1-forma

(Π∗b)(t) = b1(t)dt1 + b2(t)dt2

com b1, b2 ∈ C∞(R2) e 2π-periódicas em cada variável.

Como R2 é simplesmente conexo e Π∗b é fechada então a 1-forma Π∗b é

exata em R2 e a integral
∫ t

t0
Π∗b não depende do caminho de integração. Logo

está bem definida a função

B(t) =

∫ t

t0

Π∗b, t ∈ R2 (1.2.3)

Obviamente B ∈ C∞(R2) porém, em geral, esta função não é periódica. Na

verdade, B será periódica se, e somente se, a 1-forma b for exata. Porém neste

trabalho estamos interessados no caso em que esta 1-forma é fechada e não

exata. Além disto os peŕıodos b10 e b20 deverão ser incomensuráveis

Segue do lema (1.1) acima, a função B(t) =

∫ t

0

Π∗b é pseudoperiódica e

B(t) = P (t) + b0 · t (1.2.4)

com b0 = (b10, b20) e P (t) =

∫ t

0

Π∗b− b0 · t periódica.

1.3 Condições de Compatibilidade

Nosso objetivo neste trabalho é estabelecer condições para que o sistema de

equações

L0u = f (1.3.1)

tenha solução, para f ∈ ∧1(C∞(T3)) dada, mas para que isto seja posśıvel

devemos impor algumas condições sobre as funções f1 e f2.
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Se existir u ∈ D′(T3) solução do sistema (1.3.1) então L1f2 = L1(L2u) =

L2(L1u) = L2f1. Logo, para que o sistema (1.3.1) tenha solução, devemos

começar exigindo que

L1f2 = L2f1 (1.3.2)

ou equivalentemente que L1f = 0 pois

L1f = L1(f1dt1 + f2dt2) = (L1f2 − L2f1)dt1 ∧ dt2

Além desta condição, própria do sistema de equações L, há uma segunda

condição associada a compacidade do toro. Para enunciá-la começamos subs-

tituindo as séries parciais de Fourier

u(t, x) =
1

2π

∑

ξ∈Z
û(t, ξ)eiξx e f(t, x) =

1

2π

∑

ξ∈Z
f̂(t, ξ)eiξx, j = 1, 2

na equação L0u = f , aqui f̂(t, ξ) = f̂1(t, ξ)dt1 + f̂2(t, ξ)dt2 ∈
∧1 C∞(T2), para

todo ξ ∈ Z.

Segue da continuidade de L0 em D′(T3) e da unicidade de representação

em séries de Fourier que

(
dt − ξb(t)

)
û(t, ξ) = f̂(t, ξ), ∀ξ ∈ Z e t ∈ T2 (1.3.3)

Multiplicando esta equação pelo fator e−ξB̃(t), com B̃(t) = B(t) − b0 · t,
podemos reescrevê-la como e−ξB̃(t) [dtû− ξ(b(t)− b0)û− ξb0û] = e−ξB̃(t)f̂ .

Usando dtB̃ = b − b0 e dt(e
−ξB̃û) = e−ξB̃{dt − ξ(b − b0)}û obtemos a

equação equivalente

(dt − ξb0)
(
e−ξB̃(t)û(t, ξ)

)
= e−ξB̃(t)f̂(t, ξ) com (t, ξ) ∈ T2 × Z (1.3.4)

Para prosseguir com as contas usaremos o seguinte resultado.

Lema 1.3. Seja λ = λ1dt1 + λ2dt2, com λ1, λ2 ∈ C e consideremos a equação

(dt + λ)v(t) = g(t) (1.3.5)

com g(t) = g1(t)dt1 + g2(t)dt2 ∈
∧1 C∞(T2) satisfazendo (dt + λ)g(t) = 0.
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(i) Se λ1 6∈ iZ, então (1.3.5) possui exatamente uma solução dada por

v(t) = e−λ·t
∫ (t1,t2)

(0,t2)

eλ·τg(τ)− e−λ·t

1− e2πλ1

∫ (2π,t2)

(0,t2)

eλ·τg(τ)

(ii) Se λ2 6∈ iZ, então (1.3.5) possui exatamente uma solução dada por

v(t) = e−λ·t
∫ (t1,t2)

(t1,0)

eλ·τg(τ)− e−λ·t

1− e2πλ2

∫ (t1,2π)

(t1,0)

eλ·τg(τ)

(iii) Se (λ1, λ2) ∈ iZ2 e as integrais

∫ 2π

0

eλ1τ1g1(τ1, 0)dτ1 = 0 e

∫ 2π

0

eλ1τ1g1(τ1, 0)dτ2 = 0

então uma solução para (1.3.5) é v(t) = e−λ·t
∫ t

0

eλ·τg(τ)

Para demonstrar este lema basta usar o fator integrante para encontrar a

solução geral da equação (1.3.5) em R2 e impor as condições de fronteira que

implicarão na periodicidade.

Conclúımos assim que a existência de soluções periódicas para a equação

(1.3.4) depende dos números ξb10 e ξb20 estarem ou não em iZ. Como b10 e b20

são reais e não nulos, então

(ξb10, ξb10) ∈ iZ2 ⇔ ξ = 0

Para cada ξ ∈ Z \ {0} a equação (1.3.3) possui uma única solução. Porém

quando ξ = 0 existirá solução somente quando as integrais

∫ 2π

0

f̂1(r, 0, 0)dr = 0 e

∫ 2π

0

f̂2(0, s, 0)ds = 0 (1.3.6)

Obtemos assim uma segunda condição de compatibilidade, ou seja, para

que faça sentido a pergunta: Existe uma distribuição u ∈ D′(T3) solução para

a equação L0u = f? Devemos começar exigindo que L1f = 0 e que valha a

condição (1.3.6).



13

1.4 Enunciado do Teorema Principal

Nosso principal resultado estabelece condições para que a equação L0u = f

tenha solução. Antes de enunciá-lo precisamos definir o que significa dizer que

L0 é globalmente resolúvel.

Vamos denotar por

E =
{

f ∈
∧

1C∞(T3)/ L1f = 0 e vale (1.3.6)
}

(1.4.1)

o Espaço das Funções Admisśıveis para a Resolubilidade de L, ou seja, o espaço

das 1-formas para as quais faz sentido procurar solução para o sistema.

Definição 1.4. Dizemos que L0 é globalmente resolúvel (GR) em T3 se para

toda 1-forma f ∈ E existir u ∈ D′(T3) tal que L0u = f .

Teorema 1.5. Seja b ∈ ∧
1C∞(T2) fechada com peŕıodos incomensuráveis e

considere a função B(t) =

∫ t

0

Π∗b. Então o sistema L0 = dt + ib(t)∂x é (GR)

se, e somente se, os subńıveis Ωr = {τ ∈ R2 / B(τ) < r} e os superńıveis

Ωr = {τ ∈ R2 / B(τ) > r} forem conexos, para todo r ∈ R.

A demonstração deste teorema está dividida em duas partes. A suficiência

no caṕıtulo 3 e a necessidade no caṕıtulo 4. As construções feitas nestes dois

caṕıtulos dependem fundamentalmente da existência de uma transversal para

as componentes conexas ilimitadas de conjuntos de ńıvel de B. A existência

desta transversal será provada nos caṕıtulos 2 e 3.



Caṕıtulo 2

A Construção da Transversal

(1a parte)

Nosso objetivo é mostrar que existe uma curva fechada σ em T2, não

homóloga a zero e que não passa em nenhum ponto singular de b, cujo levan-

tamento σ̃ a R2 é transversal a todas as componentes ilimitadas de conjuntos

de ńıvel de B.

O processo de construção desta curva passa por várias etapas e foi inspirada

primeiramente no trabalho de Arnold, ver [A] pag. 86-88. Neste trabalho

Arnold aborda o caso em que B é suave e está em posição geral (isto significa

que todos os pontos cŕıticos de B são isolados e os valores cŕıticos são todos

diferentes entre si). O caso em que B é pseudoperiódica e anaĺıtica-real foi

resolvido por Bergamasco-Nunes-Zani, ver [BNZ-2].

Para resolver o caso C∞ foi necessário fazer um estudo detalhado dos con-

juntos de ńıvel de uma função pseudoperiódica suave. Como as técnicas usadas

no estudo dos ńıveis cŕıticos destas funções diferem muito daquelas utilizadas

por Arnold, decidimos dividir a construção da transversal em dois caṕıtulos.

Nesta primeira parte introduzimos a curva obtida por Arnold e, analisando os

ńıveis regulares da primitiva B, conseguimos melhorá-la um pouco.

14
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Na segunda parte, contida no caṕıtulo 3, estudaremos melhor os ńıveis

cŕıticos para efetivar a construção da transversal.

Na seção (2.1) obtemos uma curva γ, fora de Σ = {τ ; dtB(τ) = 0}, que

intercepta transversalmente todos os conjuntos de ńıvel ilimitados de B, com

exceção de um número finito destes onde ocorrem pontos de tangências.

Na seção (2.2) constatamos que cada um dos ńıveis regulares de B possui

uma única componente conexa ilimitada, a qual é difeomorfa a R e tende a

infinito, para ambos os lados, dentro de uma faixa não vertical, tais curvas serão

chamadas curvas normais. Além disto mostramos que é posśıvel modificar

a curva γ obtida na seção anterior para que cada uma das curvas normais

intercepte γ uma única vez.

Durante este caṕıtulo todo vamos supor que as médias de b são negativas,

ou seja, b10 < 0 e b20 < 0. Na página 72 adiante mostramos que sempre é

posśıvel supor isto.

2.1 Uma Curva Pré-Transversal

Vamos denotar por F(t) ao conjunto de ńıvel de B que contém t, ou seja,

F(t) = B−1({B(t)}) e por F ′(t) a componente conexa de F(t) que contém o

ponto t.

Lema 2.1. Se b ∈ ∧1 C0(T2) é fechada e b0 6= 0 então cada conjunto de ńıvel

F(t), com t ∈ R2 está contido numa faixa St = {τ ∈ R2/αt 6 b0 · τ 6 βt}.

Prova: Considere a função periódica P (t) = B(t) − b0 · t, então ∀s ∈ F(t)

temos 0 = B(s)−B(t) 6 2||P ||∞ + b0 · (s− t) ⇒ b0 · t− 2||P ||∞ 6 b0 · s.
Por outro lado 0 = B(s) − B(t) > −2||P ||∞ + b0 · (s − t) e assim b0 · s 6

b0 · t + 2||P ||∞. Portanto

F(t) ⊂ {τ ∈ R2/ b0 · t− 2||P ||∞ 6 b0 · τ 6 b0 · t + 2||P ||∞}
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Uma conseqüência imediata do lema acima é que os conjuntos de subńıvel

Ωr = {τ/B(τ) < r} e de superńıvel Ωr = {τ/B(τ) > r} de B contém um

semiplano cada. O resultado a seguir fortalece esta constatação.

Teorema 2.2. (Arnold) Seja B : R2 → R uma função pseudoperiódica suave.

Então qualquer subńıvel Ωr (ou superńıvel Ωr) de B contém exatamente uma

componente conexa não limitada, a qual contém um semiplano.

A prova detalhada deste resultado depende de alguns resultados que pro-

varemos adiante e vamos deixá-la para o final desta seção (ver página 23).

O número real r é um valor regular da função B quando não existirem

pontos cŕıticos de B no ńıvel r, ou seja, se B(t) = r então ∇B(t) 6= 0. Quando

r é um valor regular dizemos que o ńıvel correspondente é regular. Se exis-

tirem pontos cŕıticos de B no ńıvel r diremos que este é um ńıvel cŕıtico.

Denotaremos o conjunto dos pontos cŕıticos de B por Σ = {τ/dtB(τ) = 0}.
O próximo resultado, que pode ser encontrado em [A], será usado na prova

do teorema (2.4) adiante.

Lema 2.3. Seja M uma variedade bidimensional compacta, orientada, com

fronteira e ω ∈ ∧1 C1(M) fechada. Se G é uma c.c. de R = R2 \ Σ então a

integral de Lebesgue ∫

G∩∂M

ω = 0

Teorema 2.4. (Arnold) Se B é uma função pseudoperiódica suave em R2

então existe uma curva suave γ, fora de Σ, conectando um ponto P ∈ R2 com

um de seus inteiros transladados P + 2π(p, q), aqui (p, q) ∈ Z2 \ {(0, 0)}.

Prova: Seja G uma c.c. qualquer do conjunto aberto R = R2 \ Σ. Como B

é pseudoperiódica então a translação de G por vetores de 2πZ também é uma

c.c. de R. Mas duas c.c. G e G + {2π(p, q)} são disjuntas ou coincidem. Se

coincidirem então para qualquer P ∈ G teremos P + 2π(p, q) ∈ G. Como G

é aberta e conexa então é conexa por caminhos, conseqüentemente existe um

caminho γ ⊂ R conectando P e P + 2π(p, q) e o resultado estará provado.
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Resta estudar o caso em que nenhuma c.c. G de R intercepta seus inteiros

transladados. Vamos mostrar que esta situação não ocorre.

Suponha que para toda c.c. G de R tenhamos G ∩ (G + {2π(p, q)}) = ∅,

∀(p, q) ∈ Z. Neste caso a projeção canônica Π : R2 → T2 leva cada G difeo-

morfamente sobre sua imagem Π(G).

Considere as interseções de uma componente G fixada com as retas ver-

ticais t1 = 2kπ, k ∈ Z. Cada uma destas interseções, denotadas por gk, é a

reunião enumerável de intervalos dois-a-dois disjuntos. Além disto, os intei-

ros transladados dos intervalos de gk também são mutuamente disjuntos (pois

gk ⊂ G e G não intercepta inteiros transladados).

Portanto a projeção de todos os intervalos de todos os conjuntos gk, com

k ∈ Z, no toro T2, constitui-se de uma reunião de arcos dois-a-dois disjuntos

sobre o 1-ciclo σ1 = {t ∈ T2; t1 = 0}.
Considere agora a faixa Sk = {(t1, t2) ∈ R2; 2kπ 6 t1 6 2(k + 1)π}, com

k ∈ Z. Então G ∩ Sk é formado por, no máximo, uma quantidade enumerável

de componentes conexas Gjk , aqui j ∈ N. E cada uma destas c.c. pode ser

projetada difeomorfamente no cilindro

Cl = {(t1, t2); 2lπ 6 t1 6 2(l + 1)π, t2mod(2π)}

Aplicando o lema (2.3) acima a 1-forma dtB sobre o cilindro Cl teremos

∫

Gjk∩∂Cl

dtB = 0

mas Gjk ∩ ∂Cl = gjk ∪ (−gj(k+1)), o sinal negativo é devido a orientação da

fronteira.

Como dt1 ≡ 0, sobre gkj, ∀k ∈ Z então

∫

gjk

∂1B(t)dt1 = 0,∀k ∈ Z. Assim

0 =

∫

Gjk∩∂Cl

dtB =

∫

gjk

dtB −
∫

gj(k+1)

dtB =

∫

gjk

∂2B(t)dt1 −
∫

gj(k+1)

∂2B(t)dt1
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Logo ∫

gjk

∂2B(t)dt1 =

∫

gj(k+1)

∂2B(t)dt1, ∀k ∈ Z

Segue por indução que

∫

gjk

∂2B(t)dt1 =

∫

gjl)

∂2B(t)dt1, ∀k, l ∈ N (2.1.1)

Somando sobre j ∈ N obtemos

∫

gk

∂2B(t)dt1 =

∫

gl

∂2B(t)dt1, ∀k, l ∈ N (2.1.2)

Mas a projeção dos conjuntos gk sobre o 1-ciclo σ1 de T2 são dois-a-dois dis-

juntos, portanto

∫

Π(gk)

∂2B(t)dt1 =

∫

Π(gl)

∂2B(t)dt1, ∀k, l ∈ N (2.1.3)

Agora duas situações distintas podem ocorrer. Num caso mais simples, se

G não interceptar alguma reta do tipo t1 = 2k0π, com k0 ∈ Z (por exemplo,

se G for limitado), teremos
∫
Π(gk0

)
∂2B(t)dt1 = 0. Segue de (2.1.3) que

∫

Π(gk)

∂2B(t)dt1 = 0,∀k ∈ Z

A situação complica um pouco quando G intercepta todas as retas t1 = 2kπ,

com k ∈ Z. Como Π(gk) ∩ Π(gl) = ∅, ∀k, l ∈ Z, então

∑

k∈Z

∣∣∣∣
∫

Π(gk)

∂2B(t)dt2

∣∣∣∣ 6
∑

k∈Z

∫

Π(gk)

|∂2B(t)|dt2 6
∫

σ1

|∂2B(t)|dt2 < +∞

Segue de (2.1.3) que ∫

Π(gk)

∂2B(t)dt2 = 0, ∀k ∈ Z

Somando primeiro em k ∈ Z e depois sobre todas as c.c. de R conclúımos que

∫

Π(R∩{t1=2kπ;k∈Z})
∂2B(t)dt2 = 0

Como ∂2B
∣∣
Σ
≡ 0 e Σ é um conjunto mensurável, no sentido de Lebesgue,

conclúımos que ∫

σ1

∂2B(t)dt2 = 0
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O que contraria a incomensurabilidade dos peŕıodos de b = dtB. Segue

daqui que pelo menos uma das componentes conexas de R intercepta um de

seus transladados inteiros, o que conclui a prova do teorema.

O resultado a seguir é citado por Arnold , sem demonstração, na prova de

um lema (ver [A], pag. 85, §3).

Proposição 2.5. É posśıvel deformar a curva γ de forma que a função β :=

dtB
∣∣
γ

tenha apenas um número finito de singularidades isoladas (máximos e

mı́nimos).

Prova: Como R2 \ Σ é aberto e γ é compacta, obtemos uma vizinhança

V de γ formada apenas por pontos regulares, assim ∇B(t) 6= 0, ∀t ∈ V .

Segue da forma local das submersões que cada ponto deste aberto pertence a

uma vizinhança Vt folheada por curvas de ńıvel de B. Seja t ∈ γ e considere

os vetores vB(t) e vγ(t) tangentes a F ′(t) e γ em t respectivamente. Duas

situações distintas podem ocorrer:

1. Se vB(t) e vγ(t) não forem paralelos então F ′(t) é transversal a γ em t.

Próximo deste ponto não precisaremos modificar γ e usaremos a conti-

nuidade do produto interno para encontrar uma vizinhança Ut ⊂ Vt de t

na qual F ′(τ) é transversal a γ, ∀τ ∈ Ut.

2. Se < vB(t), vγ(t) >= 0, escolhemos um vetor v(t) qualquer que não

seja paralelo a vγ(t) e consideramos a reta ρ que passa em t com vetor

direção v(t). Então F ′(t) será transversal a ρ em t. Pela continuidade

do produto interno encontramos uma vizinhança Ut ⊂ Vt de t na qual

F ′(τ) é transversal a ρ, ∀τ ∈ Ut.

Apenas para uniformizar a notação, vamos escrever γt para denotar ρ∩Ut,

ou γ ∩ Ut. Assim γt é o arco que passa em t e é transversal a todos os F ′(τ),

com τ ∈ Ut.
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Como γ é compacta, extráımos uma subcobertura finita Ut1 ∪ · · · ∪ UtN

de {Ut}t∈γ e em cada interseção Utj ∩ Utj+1
escolhemos um ponto τj qualquer,

então F ′(τj) é transversal a γtj num ponto τ ∗j e transversal a γtj+1
em τ ∗∗j .

Vamos denotar por:

• σj o pedaço de F ′(τj) entre τ ∗j e τ ∗∗j

• σ0 o pedaço de ńıvel necessário para unir o ponto inicial de γ com γt1

• σN o pedaço de ńıvel necessário para unir o ponto final de γ com γtN

• γ∗tj o pedaço de γtj necessário para unir as curvas σj−1 e σj acima.

Figura 2.1: Primeiro passo em direção a redução

do número de pontos cŕıticos de β = dtB
∣∣
γ

Obtemos assim uma curva C∞ por partes

σ = σ0γ
∗
t1
σ1γ

∗
t2
σ2 · · ·σN−1γ

∗
tN

σN

que é transversal as curvas de ńıvel nos pedaços γ∗tj e coincide com o ńıvel em

cada σk. Fazendo uma pequena modificação numa vizinhança Wk de cada σk,

conseguimos fazer com que a nova σk fique transversal a todas as curvas de

ńıvel desta vizinhança ou que tangencie alguma curva de ńıvel F ′(τ) de Wk de
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modo que a nova curva σk permaneça integralmente de um dos lados F ′(τ),

sem transpassá-la.

Por exemplo, na figura 2.1 acima, os trechos σj (entre τ ∗j e τ ∗∗j ) e σj+1 (entre

τ ∗j+1 e τ ∗∗j+1) fazemos as seguintes modificações:

Figura 2.2: Modificação que deve ser feita em σj e σj+1

para reduzir o número de pontos cŕıticos de β

Assim fica fácil ver que o segmento [[τ ∗j , τ ′]] é transversal a todos os ńıveis

que ele intercepta. Além disto é posśıvel suavizar a nova curva σ obtida sem

estragar a transversalidade próximo de τ ∗j e de τ ′.

No caso de σj+1 surgirá um ponto de tangência. A modificação introduzida

na próxima figura ajuda a visualizar melhor este fenômeno.

Figura 2.3: Aparecimento de um ponto de tangência
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Suavizando σ obtemos uma curva C∞ que une um ponto com um de seus

transladados inteiros e tangencia apenas um número finito de ńıveis de B, logo

β := dtB
∣∣
σ

tem apenas um número finito de singularidades isoladas, as quais

são pontos de máximo ou de mı́nimo de β.

Observação 2.6. Fazendo mudança de variáveis conveniente podemos supor

que Π−1(Π(γ)) é o eixo t1 = 0, ou qualquer um de seus transladados t1 = 2kπ,

com k ∈ Z.

De fato, se t0 e t0 + 2π(m,n), com (m,n) ∈ Z2 \ {(0, 0)}, são os pontos

inicial e final de γ, a translação t 7→ t − t0 leva as extremidades de γ para os

pontos (0, 0) e 2π(m,n).

Como m, n ∈ Z então existem p, q ∈ Z relativamente primos tais que

pm + qn = 0. Conseqüentemente, existem r, s ∈ Z tais que pr + qs = 1.

Então 
 t1

t2


 7→


 t′1

t′2


 :=


 p q

−s r





 t1

t2




é um difeomorfismo de T2 com inversa

 t′1

t′2


 7→


 t1

t2


 =


 r −q

s p





 t′1

t′2




Este difeomorfismo transforma γ numa curva suave γ̃ com extremidades

em (0, 0) e (0, 2πd), aqui d = mdc(m,n), e a nova função β̃ := dtB̃
∣∣
γ̃

continua

tendo um número finito de singularidades isoladas (máximos e mı́nimos).

Se d = 1 então a nova curva γ̃ conectará os pontos (0, 0) e (0, 2π) e não

precisaremos modificá-la. Porém se d > 1 trocaremos γ̃ por outra curva ˜̃γ, a

qual é constrúıda a partir de γ̃ da seguinte forma:

Primeiro consideramos a reunião Γ :=
⋃

k∈Z γ̃ + {(0, 2πdk)} de todos os

transladados de γ̃ por múltiplos inteiros de (0, 2πdk). Desta forma Γ é uma

curva que divide o plano em duas regiões ilimitadas, cada uma contendo um

semiplano. O passo seguinte é verificar se o ponto (0, 2π) ficou a esquerda ou

a direita de Γ. Suponha que esteja a direita (o outro caso é análogo).
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Agora escolhemos um ponto P = (t1, t2) ∈ γ̃ tal que t1 6 t1, ∀t1 com

(t1, t2) ∈ γ̃, ou seja, escolhemos um dos pontos de γ̃ que está mais a esquerda

da reta t1 = 0. Obviamente t1 < 0, pois (0, 2π) está a direita de Γ.

Assim P+(0, 2π) está a esquerda de γ̃ (ou sobre γ̃). Além disto P+(0, 2π) ∈
γ̃ + (0, 2π). Como (0, 2π) ∈ γ̃ + (0, 2π) e (0, 2π) está a direita de Γ então

γ̃ + (0, 2π) intercepta Γ.

Finalmente basta determinar o primeiro ponto Q nesta interseção e subs-

tituir a curva γ̃ pela nova curva ˜̃γ formada pelo trecho de γ̃ + (0, 2π) entre

(0, 2π) e Q e pelo trecho de Γ entre (0, 0) e Q.

A projeção Π(˜̃γ) será uma curva fechada suave e homotópica ao 1-ciclo σ2.

Segue do lema de Baer, ver Epstein [E], que arcos homotópicos são isotópicos, e

pelo teorema (1.3), pag. 180 em Hirsch [H], conclúımos que Π(˜̃γ) é difeotópico

ao 1-ciclo σ2, ou seja, existe um difeomorfismo suave do toro T2 que manda

Π(˜̃γ) sobre σ2.

Portanto podemos supor que Π(˜̃γ) ≡ σ2, conseqüentemente Π−1(Π(˜̃γ))

coincide com t1 = 2kπ, para k ∈ Z.

Corolário 2.7. Se t ∈ R2 então F(t) intercepta todas as retas t1 = 2kπ, com

k ∈ Z, mas apenas um número finito destas retas são interceptadas mais de

uma vez. Além disto este número (finito) é menor ou igual ao número de

singularidades da função β no intervalo [0, 2π].

Prova: Como β = B
∣∣
t1=2kπ

é sobrejetora, ∀k ∈ Z, então F(t) intercepta

todas as retas t1 = 2kπ. Agora, pelo teorema de Rolle, cada vez que F(t)

intercepta uma das retas t1 = 2kπ mais de uma vez surge uma singularidade

de β e pela proposição (2.5) o número de singularidades de β é finito.

Constrúımos assim retas que são transversais a quase todos os conjuntos

de ńıvel de B, com exceção de um número finito de tangências em cada trecho

compacto. As retas t1 = 2kπ, com k ∈ Z, serão chamadas de pré-transversais.

A partir destas retas construiremos a transversal.
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Observação 2.8. Como dtB(0, t2) 6= 0,∀t2 ∈ [0, 2π], usando a continuidade de

B e a compacidade de [0, 2π] obtemos uma vizinhança tubular (−δ, δ)× [0, 2π]

sobre a qual dtB(τ) 6= 0. Devido a pseudoperiodicidade de B estendemos esta

vizinhança tubular a uma faixa {|t1| < δ} contendo o eixo t1 = 0, sobre a qual

dtB não se anula. Obviamente as transladadas inteiras desta faixa também

gozam destas propriedades.

Conforme prometemos na página 16, vamos provar aqui o teorema (2.2).

Demonstração do Teorema 2.2 (p.16): Devemos provar que qualquer

subńıvel Ωr de uma função pseudoperiódica suave B : R2 → R contém exata-

mente uma componente conexa não limitada.

Pelo lema (2.1), cada conjunto de ńıvel F(t) , com t ∈ R2, está contido

numa faixa St = {αt 6 b0 ·τ 6 βt}, logo Ωr possui uma c.c. ilimitada contendo

o semiplano {b0 · τ < αt} e todas as outras c.c. de Ωr estarão confinadas a

faixa St.

Suponha, por absurdo, que Ωr possua uma c.c. ilimitada G ⊂ St. Neste

caso G deverá interceptar uma infinidade de retas do tipo t1 = 2kπ, com k ∈ Z
e cada uma destas interseções conterá pelo menos um intervalo Ik.

Como ∂G ⊂ F(t) e para todo s ∈ F(t) temos s + η 6∈ F(t),∀η ∈ 2πZ2,

então F(t) é difeomorfo a sua projeção Π(F(t)) no toro T2. Conseqüentemente

G é difeomorfo a Π(G) e todos os arcos Π(Ik) são disjuntos.

Como em cada um dos intervalos Ik surge um ponto cŕıtico de B chega-

mos a um absurdo, pois a função dtB
∣∣
σ1

tem apenas um número finito de

singularidades.

2.2 Caracterização dos Nı́veis Regulares

Os ńıveis regulares desempenham papel fundamental em nosso trabalho,

devido a sua caracterização simples e ao lema de Sard, o qual enunciamos aqui.
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Teorema 2.9. (Lema de Sard) Se f : Rp → Rq é de classe C∞ e sobrejetiva

então o conjunto dos valores cŕıticos de f tem medida de Lebesgue nula. Em

particular, o conjunto dos valores regulares de f é denso em Rq.

Se B(t0) um valor regular então F(t0) é uma subvariedade mergulhada de

R2 de dimensão 1, portanto cada componente conexa de F(t0) é difeomorfa a

R ou a S1. Se F ′(t0) for difeomorfa a S1, usando a forma local das submersões

e a compacidade da curva é posśıvel encontrar uma vizinhança V de F ′(t0) di-

feomorfa a um anel de R2 formada apenas por curvas de ńıvel regulares, cada

uma difeomorfa a S1 e todas com ńıveis diferentes entre si.

Suponha agora que F ′(t0) é difeomorfa a uma reta e vamos analisar o

comportamento desta curva. O difeomorfismo ϕ : R → F ′(t0) induz uma

orientação natural na curva F ′(t0).

Seja K ⊂⊂ R2 com F ′(t0) ∩ K 6= ∅ e tomemos um ponto R = ϕ(r)

arbitrário nesta interseção. Vamos supor que para cada n ∈ N exista um

λN > r + n tal que ϕ(λN) ∈ K.

Como K é compacto, a seqüência {ϕ(λN)} tem uma subseqüência conver-

gente ϕ(λnj
) −→ L ∈ K, além disto podemos supor que {λnj

} é estritamente

crescente.

Como B(ϕ(λnj
)) = B(t0), ∀j então B(L) = B(t0) ⇒ L ∈ F(t0). Mas

B(t0) é valor regular logo existe uma vizinhança de L, folheada por curvas de

ńıvel de B, na qual o valor B(t0) é atingido apenas sobre o arco que passa por

L.

Como λnj
↗ +∞ então, a partir de um certo ı́ndice, teremos ϕ([λnj

, λnj+1
])

contido neste arco que passa por L, portanto ϕ(s) −→ L quando s → +∞,

o que é absurdo, pois neste caso F ′(t0) termina em L e não haverá nenhum

arco passando por este ponto.

Analogamente, não existe uma seqüência de números reais σN < r− n que

satisfaça ϕ(σN) ∈ K, ∀n ∈ N.
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Portanto, dado K ⊂⊂ R2 com F ′(t0)∩K 6= ∅ existem P = ϕ(p) e Q = ϕ(q)

em F ′(t0) distintos tais que, apenas uma das três componentes conexas de

F ′(t0)\{P,Q} intercepta K, a saber: ϕ([p, q]). Noutras palavras, F ′(t0) escapa

de qualquer compacto pré-fixado.

Agora, como B é pseudoperiódica, sabemos pelo lema (2.1) que F ′(t0)

está contida numa faixa, escolhendo compactos convenientes, vemos que os

extremos de F ′(t0) tendem a infinito dentro desta faixa e pelo corolario (2.2)

as extremidades de F ′(t0) devem ir para lados opostos. Podemos resumir a

discussão acima no seguinte resultado:

Proposição 2.10. Se F(t0) for um ńıvel regular de uma função pseudo-

periódica suave suas componentes conexas podem ser basicamente de duas for-

mas:

• Limitada e difeomorfa a S1: neste caso existe uma vizinhança V de

F ′(t0), difeomorfa a um anel de R2, formada apenas por ńıveis regu-

lares, cada um destes difeomorfos a S1 e todos em ńıveis diferentes .

Estas curvas serão chamadas de curvas (regulares) limitadas;

• Ilimitada e difeomorfa a R, neste caso R2 \ F ′(t0) tem exatamente duas

componentes conexas ilimitadas, cada uma contendo um semiplano. Tais

curvas serão chamadas de curvas normais.

O próximo passo é mostrar que as curvas normais realmente existem e que,

após uma mudança de variáveis, interceptarão cada uma das pré-transversais

uma única vez.

Proposição 2.11. Cada ńıvel regular de uma função pseudoperiódica suave

contém exatamente uma curva normal.

Prova: Suponha, por absurdo, que algum ńıvel regular F(t0) da função pseu-

doperiódica B ∈ C∞ não contenha curva normal, ou seja, F(t0) é formado

apenas por curvas limitadas. Pelo corolário (2.7) acima, o eixo t1 = 0 inter-

cepta apenas um número finito de componentes F ′
1,F ′

2, . . . ,F ′
N de F(t0).
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Lembremos que cada componente F ′
j tem uma vizinhança Vj difeomorfa

a um anel de R2, contendo apenas pontos regulares, na qual o valor B(t0)

é atingido somente sobre F ′
j. Assim, para cada j = 1, 2, . . . , N , é posśıvel

escolher um Pj ∈ Vj de modo que F ′
j esteja na componente conexa limitada

de R2 \ F ′(Pj).

Agora basta determinar o primeiro e último pontos onde o eixo t1 = 0

intercepta cada F ′(Pj) e substituir o segmento de reta determinado por estes

pontos por um dos dois arcos correspondentes de F ′(Pj).

Esta curva que acabamos de construir é C∞ por partes e conecta pontos de

ΩB(t0) e ΩB(t0) sem passar por B(t0), o que é absurdo. Logo todo ńıvel regular

deve conter uma curva normal.

Para verificar que cada ńıvel regular possui uma única curva normal, su-

ponha que no ńıvel B(t0) existam duas curvas normais F ′
1 e F ′

2. Vamos denotar

por Ω− e Ω+ a componente conexa ilimitada do subńıvel ΩB(t0) e do superńıvel

ΩB(t0) respectivamente.

O aberto R2 \ F ′
1 tem duas componentes conexas ilimitadas: U−

1 ⊃ Ω− e

U+
1 ⊃ Ω+. A segunda curva F ′

2 está contida numa destas duas componentes.

Suponha, por exemplo, que F ′
2 ⊂ U−

1 . Então a componente conexa ilimitada

U+
2 é disjunta de U+

1 , conseqüentemente ΩB(t0) terá duas componentes conexas

ilimitadas, o que contradiz o teorema (2.2) de [A].

Corolário 2.12. Curvas normais distintas assumem valores regulares distin-

tos. Em particular, se a curva normal F ′(t0) está acima de outra curva normal

F ′(t) então B(t0) < B(t).

Vários resultados deste caṕıtulo foram inspirados na referência [BNZ-2],

em particular, a técnica utilizada na demonstração do próximo resultado.

Proposição 2.13. É posśıvel modificar as curvas pré-transversais para que

cada curva normal intercepte cada uma das pré-transversais exatamente uma

vez fazendo-o transversalmente.
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Prova: Vamos denotar por σ o segmento [[(0, 0); (0, 2π)]]. Pelo corolário

(2.7), cada curva normal F ′(t0) intercepta todas as retas t1 = 2kπ, com k ∈ Z,

porém apenas um número finito destas retas são interceptadas mais de uma

vez. Portanto existe k0 ∈ Z tal que as curvas normais F ′(t0) e F ′(t0 + (0, 2π))

interceptam t1 = 2k0π exatamente uma vez. Conseqüentemente as curvas

normais F ′(t0 + (−2k0π, 0)) e F ′(t0 + (−2k0π, 2π)) interceptam t1 = 0 uma

única vez.

Agora a translação t 7→ t0 + (−2k0π, 0) faz com que as curvas normais

F ′(0, 0) e F ′(0, 2π) interceptem σ exatamente uma vez. Além disto, se uma

curva normal intercepta σ mais de uma vez, então todos os pontos de interseção

estarão contidos no segmento σ. Logo basta provar que cada curva normal

intercepta σ uma única vez, pois feito isto a pseudoperiodicidade de B garantirá

que F ′(t) interceptará cada uma das retas t1 = 2kπ, com k ∈ Z, exatamente

uma vez.

Vamos dividir esta prova em 3 casos. O primeiro caso é essencialmente

o mais importante, os dois casos seguintes conterão apenas técnicas para a

redução ao primeiro caso.

Seja F ′(t) uma curva normal. Pela proposição (2.10), existe um difeomor-

fismo φ : R→ F ′(t), o qual induz uma orientação em F ′(t).

Sejam P1 = φ(r1), P2 = φ(r2), . . . , PN = φ(rN) os pontos de interseção de

F ′(t) com σ, aqui r1 < r2 < . . . < rN . Denotaremos por γ∗ o trecho compacto

de F ′(t) entre P1 e PN .

(1o Caso) γ∗ está contida na faixa {|t1| < 2π} e os pontos de interseção estão

corretamente ordenados sobre a reta t1 = 0.

Dizer que os pontos P1, P2, . . . , PN estão corretamente ordenados sobre a

reta t1 = 0 significa que |P1| > |P2| > . . . > |PN | ou |P1| < |P2| < . . . < |PN |.
Neste caso substitúımos o segmento de reta [[P1; PN ]] de σ por γ∗. Assim a

nova curva σ̃ será C∞ por partes e coincidirá com γ∗ no trecho entre P1 e PN .
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Como todos os pontos do compacto γ∗ são regulares, podemos escolher uma

vizinhança V de γ∗ folheada por curvas de ńıvel, todas com ńıveis diferentes

entre si, na qual todos os pontos são regulares e não existem componentes

limitadas de conjuntos de ńıvel.

Agora escolhemos uma curva normal F ′(Q), acima de F ′(t), que intercepta

{t1 = 0} em Q1, . . . , Qν , tal que seu trecho compacto entre Q1 e Qν esteja

contido em V .

Também escolhemos uma segunda curva normal F ′(R), abaixo de F ′(t),

que intercepta {t1 = 0} em R1, . . . , Rη com trecho compacto entre R1 e Rη

contido em V .

Desta forma Q1, Rη ∈ V ∩ {t1 = 0} e |Q1| > |P1| > |PN | > |Rη| ou |Q1| <
|P1| < |PN | < |Rη|, conforme Q1 esteja acima ou abaixo de QN . Fazendo uma

pequena modificação em σ̃ no trecho entre Q1 e Rη obtemos uma nova curva

˜̃σ transversal a todos os conjuntos de ńıvel contidos em V . Finalmente, pela

observação (2.6), transformamos ˜̃σ novamente em σ = [[(0, 0); (0, 2π)]]

Importante observar que cada vez que aplicamos o processo acima a uma

curva normal, o número de pontos cŕıticos de β = dtB
∣∣
σ

diminui no mı́nimo

duas unidades. Como β tem apenas um número finito de pontos cŕıticos, então

após repetirmos este processo um certo número finito vezes, todas as curvas

normais de B interceptarão as pré-transversais exatamente uma vez.

Apesar deste processo reduzir o número de pontos cŕıticos de β ele, por

si só, não elimina todos os pontos cŕıticos. Veja, por exemplo, as figuras na

página 43. Os pontos P e Q na figura (3.1) serão eliminados pelo processo

acima. O ponto P da figura (3.2) certamente não será eliminado.

(2o Caso) γ∗ está contida na faixa {|t1| < 2π} mas os pontos de interseção

não estão corretamente ordenados sobre t1 = 0.

Aqui trabalharemos para eliminar os pontos que estão fora da ordem e

recair no caso anterior.
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Apenas para simplificar o racioćınio suponha que P1 está acima de PN . Se

o ponto P2 estiver entre P1 e PN não há o que fazer, suponha então que P2

está acima de P1, então duas situações distintas podem ocorrer: ou P2 é um

ponto de tangência de γ∗ com {t1 = 0}; ou γ∗ corta {t1 = 0} transversalmente

em P2.

Na primeira situação, do tangenciamento, tomamos uma vizinhança V de

P2 formada apenas por pontos regulares e folheada por curvas de ńıvel de B,

todas em ńıveis diferentes entre si. Além disto podemos supor que V não

contém nenhuma componente limitada de conjunto de ńıvel.

A seguir escolhemos duas curvas normais F ′(Q) e F ′(R), acima de F ′(t),

que interceptam {t1 = 0} em pontos Q+, Q−, R+, R− ∈ V , tais que os trechos

de F ′(Q) entre Q+ e Q− e de F ′(R) entre R+ e R− estejam contidos em V .

Além disto |Q−| < |R−| < |R+| < |Q+|.
O próximo passo é modificar σ substituindo o segmento [[R−, R+]] pelo

trecho de F ′(R) entre estes dois pontos, obtendo assim uma curva σ̃.

Finalmente usamos o outro trecho de curva normal, entre Q− e Q+ para

modificar σ̃ de modo que a nova ˜̃σ seja transversal a quase todos os ńıveis

entre F ′(Q) e F ′(R), exceto por um único ńıvel onde ocorrerá um ponto de

tangência, o qual por construção é diferente de F ′(P2).

Assim o ponto P2 não interceptará mais a curva pré-transversal ˜̃σ.

Na segunda situação, em que γ∗ corta σ transversalmente em P2, observa-

mos que existirá pelo menos mais um ponto Pj entre os restantes P3, P4, . . . , PN−1

no qual γ∗ cortará transversalmente σ (passando do lado t1 < 0 para t1 > 0).

Agora voltamos nossa atenção para o trecho γ∗∗ ⊂ γ∗ entre P2 e Pj. Ana-

logamente ao que fizemos na situação do tangenciamento, tomaremos uma

vizinhança V de γ∗∗, formada apenas por pontos regulares e folheada por cur-

vas de ńıvel, todos em ńıveis diferentes. Além disto podemos supor que V não

contém nenhuma componente limitada de conjunto de ńıvel.
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Escolhemos uma curva normal F ′(Q), acima de F ′(t), que intercepta a reta

t1 = 0 em pontos Q+, Q− ∈ V , tais que o trecho de F ′(Q) entre Q+ e Q− esteja

contido em V . Além disto |Q−| < |P2| < |Pj| < |Q+|, ou |Q−| > |P2| > |Pj| >
|Q+|, conforme P2 esteja abaixo ou acima de Pj.

A seguir modificamos σ substituindo o segmento [[P2, Pj]] por γ∗∗, obtendo

assim a curva σ̃. Para finalizar fazemos com que σ̃ seja transversal a quase

todos os ńıveis entre F ′(t) e F ′(Q), exceto por um único ńıvel onde ocorrerá

um ponto de tangência, o qual por construção é diferente de F ′(P2).

Assim eliminamos no mı́nimo 2 pontos que estavam fora de ordem: P2 e

Pj. Prosseguindo desta forma indutivamente eliminaremos todos os pontos

que estão fora da ordem e recairemos no 1o caso.

(3o Caso) γ∗ não está contida na faixa {|t1| < 2π}.

Pelo corolário (2.7) sabemos que γ∗ intercepta apenas um número finito

de retas t1 = 2kπ, com k ∈ Z. A prova consiste em usar as técnicas de

demonstração descritas no segundo caso acima (para eliminar pontos fora de

ordem).

Em poucas palavras, o que fazemos aqui é determinar o maior |k| > 0

tal que γ∗ ∩ {|t1| = 2kπ} 6= ∅. A seguir determinamos todos os pontos

Pjk, j = 1, 2, . . . , ν nesta interseção. Se estes pontos estiverem corretamente

ordenados podemos eliminá-los todos de uma só vez, caso contrário iremos

eliminando tais pontos por etapas.

Quando tivermos eliminado todos os pontos de γ∗∩{|t1| = 2kπ} faremos o

mesmo para k− 1 depois para k− 2 e assim por diante. Repetimos o processo

para k < 0 e assim reduzimos este caso ao anterior, e conseqüentemente ao 1o

caso. Isto conclui a prova da proposição 2.13

Se B não possui pontos singulares, isto é, Σ = ∅, então todas as curvas de

ńıvel de B serão curvas normais. Segue da proposição (2.13), corolário (2.12)

e observação (2.8) que as retas t1 = 2kπ, com k ∈ Z, são as transversais

procuradas.



Caṕıtulo 3

A Construção da Transversal

(2a parte)

No caṕıtulo anterior obtivemos uma curva suave γ ⊂ {τ ∈ R2; dtB(τ) 6= 0},
cuja projeção no toro T2 é não homóloga a zero. Além disto, mostramos que a

restrição β := dtB
∣∣
γ

tem apenas um número finito de singularidades isoladas

(máximos e mı́nimos) e que γ intercepta cada curva normal uma única vez,

fazendo-o transversalmente.

Neste caṕıtulo mostraremos que, a partir da curva γ acima, é posśıvel

construir uma curva que transversal a todas as c.c. ilimitadas de conjunto de

ńıvel de B.

Na seção (3.1) iniciamos o estudo dos ńıveis cŕıticos. Em linhas gerais, o

que mostramos é que todo conjunto de ńıvel cŕıtico de B possui uma única

componente conexa ilimitada que pode ser bem aproximada por curvas nor-

mais. Na seção (3.2) definimos traps e mostramos que todas as componentes

limitadas dos conjuntos de ńıvel estão contidas em traps. Finalmente na seção

(3.3) descrevemos o processo para passar da curva pré-transversal γ para a

transversal σ procurada.

Durante este caṕıtulo todo estaremos supondo que b10 < 0 e b20 < 0. Na

página 72 mostramos que sempre é posśıvel supor isto.

32
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3.1 Os Nı́veis Cŕıticos

Os ńıveis cŕıticos de uma função suave, mesmo sendo pseudoperiódica,

podem ser bastante complicados, como por exemplo: conter patamares, curvas

não retificáveis, seqüências de componentes limitadas convergindo para uma

componente ilimitada, etc...

Na verdade é posśıvel demonstrar que, dado qualquer conjunto fechado

F ⊂ R2, existe uma função suave g : R2 → R tal que g−1(0) = F . Se F for

um conjunto compacto e contido no quadrado (0, 2π)× (0, 2π) , este resultado

também será verdadeiro para funções pseudoperiódicas.

Portanto em vez de tentar caracterizar os ńıveis cŕıticos, usaremos os ńıveis

regulares e suas boas propriedades para descobrir algumas propriedades dos

ńıveis cŕıticos.

Seja F ′(t) uma curva normal com B(t) valor regular. Pela proposição (2.10)

sabemos que esta curva é difeomorfa a uma reta e que divide o plano em duas

componentes conexas e ilimitadas, cada uma contendo um semiplano.

Vamos chamar de Γ−t a componente acima de F ′(t) e de Γ+
t a componente

abaixo de F ′(t). A escolha desta notação deve-se principalmente ao corolário

(2.12).

Definição 3.1. Seja B(t0) um valor cŕıtico e considere os seguintes conjuntos

F±t0 = {t / ±B(t) > ±B(t0) é valor regular e F ′(t) é curva normal }

então definimos: Γ+
t0

=
⋃

t∈F+
t0

Γ+
t e Γ−t0 =

⋃

t∈F−t0

Γ−t

Vamos provar uma série de resultados a respeito dos conjuntos Γ±t0 , com

B(t0) valor cŕıtico, visando caracterizá-los. Quando B(t0) for um valor regular

todas estas afirmações serão triviais ou conseqüência das proposições (2.10) e

(2.11).

Proposição 3.2. Cada um dos conjuntos Γ+
t0 e Γ−t0 é não vazio, aberto, ilimi-

tado e contém um semiplano.
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Prova: Como b0 6= 0, a função B não é constante. Na verdade, B é sobrejetiva

e suave, segue do Teorema de Sard que o conjunto dos valores regulares de

B é denso em R, como todo conjunto de ńıvel regular tem exatamente uma

curva normal. Tomando um valor regular qualquer t+ ∈ F+
t0 teremos Γ+

t 6= ∅

aberto, ilimitado e contendo um semiplano, portanto Γ+
t0 é não vazio, ilimitado

e contém este mesmo semi-plano. Além disto, Γ+
t0 é uma reunião de abertos,

logo é aberto. Trocando todos os sinais positivos acima por negativos, obtemos

a demonstração desta proposição para Γ−t0 .

Proposição 3.3. Existem seqüências {uj} ⊂ F+
t0 e {vj} ⊂ F−t0 tais que:

Γ+
t0

=
∞⋃

j=1

Γ+
uj

com Γ+
uj
⊂ Γ+

uj+1
e Γ−t0 =

∞⋃
j=1

Γ−vj
com Γ−vj

⊂ Γ−vj+1

Prova: Como o conjunto dos valores regulares de B é denso em R então,

para cada j ∈ N dado, existem pontos uj, vj ∈ R2 tais que B(uj) e B(vj) são

valores regulares,

B(uj) < B(t0) +
1

j
e B(vj) > B(t0)− 1

j

Como todo ńıvel regular tem exatamente uma curva normal, então podemos

supor que F ′(uj) e F ′(vj) são curvas normais e, passando a uma subseqüência

caso seja necessário, também podemos supor que a seqüência {B(vj)}j∈N é

crescente e {B(uj)}j∈N é decrescente. Desta forma temos

Γ+
uj
⊂ Γ+

uj+1
, ∀j e

⋃

j∈N
Γ+

tj
⊆

⋃

t∈F+
t0

Γ+
t

Para obter a inclusão contrária tomamos τ ∈ F+
t0 , então B(τ) > B(t0). Esco-

lhendo j ∈ N tal que j−1 < B(τ)−B(t0) teremos o correspondente uj ∈ F+
t0 e

B(τ) > B(uj) > B(t0), portanto Γ+
τ ⊆ Γ+

uj
⊆ ∪j∈NΓ+

uj
. Analogamente, usando

a seqüência {vj} prova-se a afirmação para Γ−t0 .

Proposição 3.4. ∂Γ+
t0 e ∂Γ−t0 são ilimitadas.

Prova: Primeiro notemos que Γ+
t0 ∩ Γ−t0 = ∅. De fato, se τ ∈ Γ+

t0 , pela

proposição 3.3 acima, existe j ∈ N tal que τ está abaixo da curva normal
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F ′(uj) e B(uj) > B(t0). Segue do corolário (2.12) que não existe nenhum

t∗ ∈ R2 satisfazendo:

(i) B(t∗) é valor regular; (ii)F ′(t∗) é curva normal;

(iii) τ está acima de F ′(t∗); (iv) B(t0) > B(t∗).

portanto τ 6∈ Γ−t0 donde segue que Γ+
t0 ⊂ R2 \ Γ−t0 , ou seja. Γ−t0 ∩ Γ+

t0 = ∅.

Agora, para mostrar que as fronteiras de Γ+
t0 e de Γ−t0 são ilimitadas vamos

fixar dois pontos P ∈ F+
t0 e Q ∈ F−t0 . Como F ′(P ) e F ′(Q) são curvas normais

então, para cada k ∈ Z dado, existe um único ponto Pk ∈ F ′(P )∩ {t1 = 2kπ}
e Qk ∈ F ′(Q)∩ {t1 = 2kπ}, pois as curvas normais interceptam cada uma das

pré-transversais t1 = 2kπ uma única vez. Considere então o segmento de reta

[[Pk, Qk]]. Como Γ+
t0 ∩ Γ−t0 = ∅, Pk ∈ Γ+

t0 e Qk ∈ Γ−t0 então, para cada k ∈ Z
existem pontos t+k ∈ [[Pk, Qk]]∩∂Γ+

t0 e t−k ∈ [[Pk, Qk]]∩∂Γ−t0 , não necessariamente

únicos. Daqui segue que ∂Γ+
t0 e ∂Γ−t0 são ilimitadas.

Proposição 3.5. B é constante sobre ∂Γ+
t0 e ∂Γ−t0.

Prova: Sejam P, Q ∈ ∂Γ+
t0 pontos distintos, ε > 0 tal que os discos abertos

D(P, ε) ∩ D(Q, ε) = ∅ e tomemos Pε ∈ D(P, ε) ∩ Γ+
t0 e Qε ∈ D(Q, ε) ∩ Γ+

t0 .

Pela proposição (3.3) e corolário (2.12) obtemos j0 ∈ N tal que Pε, Qε ∈ Γ+
uj

,

∀j > j0. Agora podemos construir duas seqüências de pontos {Pj} e {Qj} con-

tidas em Γ+
t0 escolhendo, para cada j > j0 pontos Pj ∈ [[Pε, P ]]∩F ′(uj) e Qj ∈

[[Qε, Q]] ∩ F ′(uj). Assim B(Pj) = B(Qj),∀j > j0, Pj → P e

Qj → Q. Segue pela continuidade de B que B(P ) = B(Q). Analogamente B

é constante sobre a fronteira de Γ−t0 .

Proposição 3.6. ∂Γ+
t0 e ∂Γ−t0 são conexas.

Prova: Suponha que ∂Γ+
t0 não seja conexa, então existem abertos não vazios

U ′, V ′ ⊂ ∂Γ+
t0 tais que: U ′ ∩ V ′ = ∅ e U ′ ∪ V ′ = ∂Γ+

t0 . Como a topologia de

∂Γ+
t0 é a topologia relativa então existem abertos U, V ⊂ R2 tais que: U ∩V =

∅, U ′ = U ∩ ∂Γ+
t0 , V ′ = V ∩ ∂Γ+

t0 e (U ∪ V ) ∩ ∂Γ+
t0 = U ′ ∪ V ′ = ∂Γ+

t0 .
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Vamos fixar dois pontos P ∈ U ′ e Q ∈ V ′. Como U e V são abertos de

R2 existe ε > 0 tal que o disco aberto D(P, ε) ⊂ U e D(Q, ε) ⊂ V . Como

P,Q ∈ ∂Γ+
t0 então os discos D(P, ε) e D(Q, ε) contém, ambos, pontos de Γ+

t0 .

Sejam P0 ∈ D(P, ε)∩Γ+
t0 e Q0 ∈ D(Q, ε)∩Γ+

t0 . Pela proposição (3.3) e corolário

(2.12) obtemos um j0 ∈ N tal que P0, Q0 ∈ Γ+
uj

,∀j > j0.

Agora, para cada j > j0 escolhemos um Pj ∈ [[P0, P ]] ∩ F ′(uj) e Qj ∈
[[Q0, Q]]∩F ′(uj). Obtemos assim seqüências Pj → P e Qj → Q que satisfazem

B(Pj) = B(Qj),∀j > j0.

Como cada F ′(uj) é uma curva normal que passa em Pj ∈ U , em Qj ∈ V

e U ∩ V = ∅ então, para todo j > j0 a curva F ′(uj) contém pontos de

R2 \ (U ∪ V ). Vamos escolher em cada F ′(uj) um ponto Rj fora de U ∪ V e

considerar a seqüência {Rj}j>j0 .

Vamos também construir um compacto K ⊂ R2 que contenha a seqüência

{Rj}j>j0 da seguinte forma: Como P e Q estão fixados tomamos k ∈ N tal que

2kπ > |P | + |Q| + 1 e considere a faixa vertical {|t1| < 2kπ}. Além disto os

ńıveis F ′(t0) (que contém a fronteira de Γ+
t0) e F ′(Pj0) (o ńıvel mais alto que

tomamos na seqüência acima) estão ambos contidos em faixas não verticais,

logo existe uma faixa S de largura limitada, não vertical, contendo F ′(Pj),∀j
e F(t0). Finalmente tomamos

K = S ∩ {|t1| < 2kπ} ∩ Γ+
t0

Como este compacto contém todos os trechos das curvas normais F ′(uj) entre

Pj e Qj então Rj ∈ K \ (U ∪ V ),∀j. Mas K \ (U ∪ V ) também é compacto,

logo a seqüência {Rj} possui uma subseqüência convergente

Rjn → R ∈ K \ (U ∪ V )

Note que R não pode estar em Γ+
t0 , senão encontraŕıamos um δ > 0 tal que

o disco aberto D(R, δ) ⊂ Γ+
t0 e pela proposição (3.3) existiria um jδ tal que

R ∈ Γ+(ujδ
), Como Γ+(uj)  Γ+(uj+1),∀j e Rj ∈ ∂Γ+(uj) então R não

poderia ser limite de nenhuma subseqüência de {Rj}. Portanto R ∈ ∂Γ+
t0 e

R 6∈ (U ∪ V ), o que é absurdo.
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Proposição 3.7. ∂Γ+
t0 e ∂Γ−t0 estão contidas numa mesma componente conexa

de F(t0). Em particular, todo ńıvel cŕıtico F(t0) tem uma única componente

conexa ilimitada.

Prova: Como ∂Γ+
t0 e ∂Γ−t0 são conexas, ilimitadas, tendem a infinito dentro

de uma faixa não vertical (nos dois sentidos) e ∂Γ+
t0 , ∂Γ−t0 ⊆ F(t0), então o

ńıvel cŕıtico F(t0) tem pelo menos uma componente conexa não limitada. A

unicidade segue do corolário (2.7).

Corolário 3.8. R2 \ F(t0) tem exatamente duas componentes conexas

ilimitadas: Γ+
t0 e Γ−t0.

Portanto, se B(t) for um ńıvel cŕıtico, o conjunto de ńıvel F ′(t) pode ser

bastante complicado, mas algumas propriedades que os ńıveis regulares pos-

suem são preservadas. Vamos reuńı-las num só teorema para referência futura.

Teorema 3.9. Seja F(t) um conjunto de ńıvel cŕıtico, ou seja, B(t) é valor

cŕıtico, então:

• F(t) tem uma única componente conexa não limitada F ′(t0), a qual tende

a infinito para ambos os lados dentro de uma faixa {α 6 b0 · τ 6 β}.

• R2 \ F ′(t0) tem exatamente duas componentes não limitadas: Γ+
t0 e Γ−t0.

Em particular, componentes conexas não limitadas distintas estão em ńıveis

distintos.
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A grande diferença que aparece num ńıvel cŕıtico é a possibilidade do con-

junto R2 \F ′(t0) poder ter mais componentes conexas (além das não limitadas

Γ+
t0 e Γ−t0). Claramente tais componentes serão limitadas e vamos chamá-las de

traps. As traps merecerão uma atenção especial, pois são exatamente elas que

dificultam a construção da transversal.

3.2 As Traps

Seja F ′(t0) a componente conexa não limitada do ńıvel cŕıtico B(t0). Como

F ′(t0) é fechada então R2\F ′(t0) é aberto, e todo aberto de R2 pode ser escrito

como a reunião enumerável de suas componentes conexas, pois a topologia de

R2 admite base enumerável de abertos. Logo vamos escrever

R2 \ F ′(t0) = Γ+
t0
∪ Γ−t0 ∪

( ∞⋃
j=1

Γj
t0

)

aqui Γ+
t0 e Γ−t0 são as duas únicas componentes conexas não limitadas e cada Γj

t0 ,

com j ∈ N, é uma componente limitada. Nos exemplos mais simples teremos

Γj
t0 = ∅ a partir de um certo ı́ndice j0, mas pode ocorrer Γj

t0 6= ∅,∀j.

Definição 3.10. Seja F ′(t0) a única componente não limitada do ńıvel cŕıtico

B(t0). Cada uma das componentes conexas limitadas Γj
t0 de R2\F ′(t0), quando

existirem, serão chamadas de traps (A terminologia trap também é devida a

Arnold.).

Nosso objetivo neste trabalho é estabelecer alguma relação entre a

resolubilidade global de um sistema com a conexidade de certos conjuntos

de subńıvel e superńıvel. O próximo resultado ajuda a compreender de que

maneira as traps se inserem neste contexto.

Proposição 3.11. A função pseudoperiódica B possui subńıvel ou superńıvel

desconexo se, e somente se, B admite traps.
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Prova: (⇐) Seja F ′(t0) a componente não limitada do ńıvel cŕıtico B(t0)

e Γ1
t0
⊂ R2 \ F ′(t0) uma trap. Como Γ1

t0
é aberto então para cada P ∈ Γ1

t0

existe ε > 0 tal que o disco aberto D(P, ε) ⊂ Γ1
t0
. Também vamos tomar

Q ∈ ∂Γ1
t0
⊂ F ′(t0) tal que dist(P,Q) = dist(P,F ′(t0)), então o segmento

[[P, Q]] \ {Q} ⊂ Γ1
t0
.

Note que B não pode ser constante sobre o segmento [[P, Q]], senão teŕıamos

[[P, Q]] ⊂ F ′(t0) o que contraria a escolha de P . Na verdade, B não pode

ser constante em nenhum subconjunto [[P0, Q]] com P0 ∈ [[P, Q]] \ {P, Q}, caso

contrário [[P0, Q]] ⊂ F ′(t0) e teŕıamos dist(P, P0) < dist(P, Q) = dist(P,F ′(t0)),

o que não pode ocorrer. Portanto, existe P0 ∈ [[P,Q]] tal que B(P0) 6= B(t0).

Apenas para facilitar o racioćınio, vamos supor que B(P0) < B(t0). Pelo

Teorema de Sard, existe um valor regular r com B(P0) 6 r < B(t0) e, pelo

teorema do valor intermediário aplicado a B
∣∣
[[P0,Q]]

obtemos um ponto R ∈
[[P0, Q]] tal que B(R) = r < B(t0). Segue da proposição (2.10), que F ′(R) é

difeomorfa ou a uma S1 ou a R, porém a única curva normal do ńıvel r < B(t0)

está acima de F ′(t0), logo em R passa uma curva fechada difeomorfa a uma

S1. Além disto, existe uma vizinhança V , de F ′(R) , difeomorfa a um anel

de R2 formada apenas pos ńıveis regulares, cada um destes difeomorfos a S1 e

todos com ńıveis diferentes entre si.

Tomemos um ponto R0 ∈ V que esteja na componente limitada de R2 \ F ′(R),

então B(R0) < B(R) ou B(R0) > B(R). No primeiro caso B(R0) ∈ Ωr,

F ′(R) ⊂ ∂Ωr e sobre V o valor r é atingido apenas em F ′(R), portanto Ωr

tem uma componente conexa limitada que está a uma distância positiva da

componente ilimitada Ωr0 do subńıvel. Daqui segue que o subńıvel é desco-

nexo. Analogamente, se B(R0) > B(R), existirá um superńıvel desconexo.

(⇒) Suponha que não existam traps, ou seja, que ∀t ∈ R2 o conjunto R2\F ′(t)

tenha apenas as duas componentes não limitadas Γ+
t e Γ−t . Então basta mostrar

que Γ+
t = ΩB(t) e Γ−t = ΩB(t).
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Por definição temos Γ+
t ⊃ ΩB(t) e Γ−t ⊃ ΩB(t). Para obter a inclusão

contrária tomemos um ponto τ 6∈ Γ+
t e vamos mostrar que ele também não

está em ΩB(t). Como não existem traps, então R2 \ F ′(t) = Γ+
t ∪ Γ−t . Como

τ 6∈ Γ+
t então τ ∈ Γ−t ou τ ∈ F ′(t).

Se τ ∈ F ′(t) então B(τ) = B(t) ⇒ τ 6∈ ΩB(t). Agora, se τ ∈ Γ−t então

existe um ı́ndice j ∈ N tal que B(vj) < B(t), F ′(vj) é uma curva normal

abaixo de τ , portanto F ′(t) está acima da componente conexa não limitada

de F(t). Como ΩB(t) está todo abaixo da componente não limitada de F(t)

então τ 6∈ ΩB(t). Daqui segue que Γ+
t ⊂ ΩB(t). Analogamente prova-se que

Γ−t ⊂ ΩB(t).

Já sabemos como são as traps e quando elas surgem. Agora precisamos

localizá-las, ou seja, precisamos saber se alguma destas traps intercepta a curva

pré-transversal.

Definição 3.12. Seja F ′(t0) uma componente conexa limitada de um conjunto

de ńıvel considere os seguintes conjuntos

G±t0 = { t / F ′(t) é curva normal e F ′(t0) ⊂ Γ∓t }

então definimos: Γ̃+
t0

=
⋃

t∈G+
t0

Γ+
t e Γ̃−t0 =

⋃

t∈G−t0

Γ−t

Observe que os conjuntos Γ̃+
t0 e Γ̃−t0 acima são muito parecidos com os con-

juntos Γ+
t0 e Γ−t0 que definimos na página 33. A diferença é que na definição

(3.1) estávamos preocupados em provar que todo ńıvel cŕıtico possui uma com-

ponente ilimitada e que no complementar desta componente ilimitada podem

existir traps, logo o ponto de partida era um valor cŕıtico. Já na definição

(3.12) partimos de uma componente limitada de ńıvel e queremos mostrar que

esta componente está contida dentro de uma trap.

Na prática, os conjuntos Γ̃+
t0 e Γ+

t0 podem coincidir. Por exemplo, no caso

em que F ′(t0) \ {t0} for difeomorfo a R \ {0} e em t0 tivermos uma cúspide,

teremos Γ̃+
t0 = Γ+

t0 .
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Proposição 3.13. Existem seqüências {uj} ⊂ G+
t0 e {vj} ⊂ G−t0 tais que:

Γ̃+
t0

=
∞⋃

j=1

Γ+
uj

com Γ+
uj
⊂ Γ+

uj+1
e Γ̃−t0 =

∞⋃
j=1

Γ−vj
com Γ−vj

⊂ Γ−vj+1

Prova: Cada curva normal F ′(t), com t ∈ G+
t0 , intercepta a reta t1 = 0 uma

única vez, portanto podemos escrever

Γ̃+
t0

=
⋃

G+
t0
∩{t1=0}

Γ+
t

Como o conjunto G+
t0 ∩ {t1 = 0} é limitado superiormente, pois qualquer

elemento de G−t0 é uma cota superior para este conjunto, então G+
t0 ∩ {t1 = 0}

admite um supremo, o qual chamaremos de t+. Agora basta escolher uj ∈
G+

t0 ∩ {t1 = 0} satisfazendo

|uj − t+| < 1

j
e B(uj) > B(uj+1), com j ∈ N

e teremos a seqüência desejada. O processo de construção da seqüência {vj} é

análogo.

A proposição acima corresponde à proposição (3.3) que provamos para

Γ±t0 . Esta proposição é basicamente o que precisamos para repetir aqui os

enunciados e provas de proposições correspondentes a (3.2), (3.4), (3.5) e (3.6).

Portanto, consideramos provado o seguinte teorema.

Teorema 3.14. Seja F ′(t0) uma componente conexa limitada de um conjunto

de ńıvel então:

(i) Γ̃+
t0 e Γ̃−t0 são abertos, não limitados e cada um contém um semiplano.

(ii) B é constante sobre ∂Γ̃+
t0 e ∂Γ̃−t0.

(iii) ∂Γ̃+
t0 e ∂Γ̃−t0 são ilimitadas e conexas.
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Como B é constante sobre cada um dos conjuntos conexos e não limitados

∂Γ̃+
t0 e ∂Γ̃−t0 , então podemos escolher pontos t+ na interseção de ∂Γ̃+

t0 com

{t1 = 0} e t− na interseção de ∂Γ̃−t0 com {t1 = 0} tais que

∂Γ̃+
t0
⊂ F ′(t+) e ∂Γ̃−t0 ⊂ F ′(t−)

Proposição 3.15. F ′(t+) ≡ F ′(t−).

Prova: Suponha que F ′(t+) 6= F ′(t−), neste caso B(t−) < B(t+). Segue do

lema de Sard que existe valor regular B(t−) < r < B(t+). Como F ′(t+) e

F ′(t−) são ilimitadas então a curva normal do ńıvel regular r está entre estas

duas curvas e deverá passar por baixo de F ′(t−0 ) ou por cima de F ′(t+0 ), o que

é absurdo. Da maneira como foram definidos, ∂Γ̃+
t0 ⊂ F ′(t+) está acima de

qualquer curva normal F ′(t) que passe por baixo de F ′(t0) e ∂Γ̃−t0 ⊂ F ′(t−) está

abaixo de qualquer curva normal F ′(t) que passe acima de F ′(t0). Portanto

F ′(t+) = F ′(t−).

Esta última proposição nos diz que dado uma componente conexa limitada

F ′(t0) (regular ou não) existe uma única componente conexa de ńıvel não

limitada F ′(t+) tal que F ′(t0) não está em Γ+
t+ nem em Γ−t+ , ou seja, F ′(t0)

está numa trap definida por F ′(t+). Isto prova o seguinte resultado

Teorema 3.16. Toda componente limitada de um conjunto de ńıvel de B está

contida em alguma trap.

A componente conexa ilimitada de um ńıvel cŕıtico pode interceptar cada

uma das curvas pré-transversais apenas de duas maneiras distintas: pode ser

num único ponto (pertencente a um arco, que intercepta transversalmente a

reta t1 = 0) ou em vários pontos diferentes contidos na fronteira de traps de-

terminadas pelo próprio ńıvel. Neste último caso cada arco que passa por um

dos pontos de interseção poderá ser transversal ou tangenciar a pré-transversal.
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Lembremos que cada par de vezes que um ńıvel intercepta a pré-transversal

obtém-se entre estes dois pontos de interseção um ponto cŕıtico de β. Portanto

se um trap interceptar t1 = 0 existirá pelo menos um ponto cŕıtico de β no

interior desta trap. Também poderão ocorrer pontos cŕıticos de β na fronteira

de alguma trap

Figura 3.1: traps com pontos cŕıticos

na fronteira

Figura 3.2: Duas traps com um

mesmo ponto cŕıtico na fronteira

Proposição 3.17. Todo ponto cŕıtico de β está contido em uma trap ou na

fronteira de uma trap.

Prova: Seja t0 um ponto cŕıtico de β. Se F ′(t0) for uma componente

limitada, então pelo teorema (3.16) acima existe uma trap contendo F ′(t0).

Como F ′(t0) não pode ser uma curva normal, pois nenhum ponto cŕıtico de

β está em curva normal, então resta apenas examinar o que ocorre quando

F ′(t0) é não limitada e B(t0) é valor cŕıtico. Nesta situação, t0 não estará em

nenhuma trap, pois as traps residem justamente no complementar de compo-

nentes ilimitadas de ńıveis cŕıticos. Vamos mostrar que t0 está na fronteira de

alguma trap.

Como t0 é ponto cŕıtico isolado de β, vamos supor que t0 seja um ponto de

máximo local (o caso em que t0 é mı́nimo local é análogo). Neste caso existe

um ε > 0 tal que t0 é o único ponto cŕıtico de β no disco D(t0, ε), β é crescente

no intervalo I−ε = [[t0 − (0, ε), t0]] e decrescente em I+ε = [[t0, t0 + (0, ε)]] .
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Tomando ε < δ também teremos que D(t0, ε) é folheado pelos conjuntos de

ńıvel de B. Usando a regularidade de B é posśıvel encontrar um ńıvel F ′(P )

próximo de F ′(t0) que intercepta I−ε e I+ε. Sejam P− e P+ os pontos abaixo

e acima de t0 onde F ′(P ) intercepta I−ε e I+ε respectivamente.

Como o valor cŕıtico B(t0) é atingido uma única vez no intervalo [[P−, P+]],

exatamente em t0, então [[P−, P+]] \ {t0} ⊂ R2 \ F ′(t0). Se o subintervalo

[[P−, P+]] estiver contido numa trap definida por F ′(t0) então t0 estará na fron-

teira desta mesma trap. Logo resta apenas o caso em que [[P−, P+]] está em

Γ±t0 . Vamos mostrar que esta última situação não pode ocorrer.

Se, por exemplo, [[P−, P+]] ⊂ Γ+
t0 , então pela definição de Γ−t0 , é posśıvel

obter um ponto t ∈ [[P−, P+]] \ {t0} tal que B(t) é valor regular e F ′(t) é uma

curva normal, a qual interceptará [[P−, P+]] em dois pontos distintos (um acima

e outro abaixo de t0), o que contradiz a proposição (2.13) e conclui a prova da

proposição.

A demonstração acima prova o seguinte resultado, que será útil adiante.

Corolário 3.18. Se F ′(t0) é a componente não limitada do ńıvel cŕıtico B(t0)

e β′(t0) = 0 então existe ε > 0 tal que [[t0− (0, ε), t0 +(0, ε)]]\{t0} está contido

numa trap definida por F ′(t0).

3.3 A Construção da Transversal

Note que em alguns casos (mais simples) a curva pré-transversal {t1 = 0}
que obtivemos já é a transversal procurada. Vamos descrever estes casos para

esclarecer quais tipos de dificuldades deveremos encontrar no caso mais geral.

(1◦ caso) Σ = ∅. Aqui todos os conjuntos de ńıvel são regulares, logo não

existem traps nem c.c. de conjuntos de ńıvel limitados. Portanto F ′(t)

é curva normal, ∀t ∈ R2. Como as curvas normais interceptam {t1 = 0}
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transversalmente uma única vez e cada ńıvel regular tem uma única curva

normal segue do corolário (2.12) que {t1 = 0} é a transversal procurada.

(2◦ caso) Σ 6= ∅, porém não existem traps. Como todos os pontos cŕıticos de

β e ńıveis limitados de B devem estar dentro de traps e estamos supondo

que não existem traps, então somente ńıveis ilimitados

interceptam {t1 = 0}. Mas cada conjunto de ńıvel tem exatamente uma

componente ilimitada e as curvas normais interceptam {t1 = 0} trans-

versalmente uma única vez, logo só falta mostrar que as componentes

ilimitadas de um ńıvel cŕıtico também satisfazem estas mesmas propri-

edades. Com efeito, o teorema de Rolle garante que cada ńıvel cŕıtico

ilimitado interceptará {t1 = 0} uma única vez, já para garantir que tal

interseção ocorra transversalmente podemos repetir o procedimento uti-

lizado na proposição (2.5).

(3◦ caso) Existem traps, porém nenhuma intercepta {t1 = 0}. Quando e-

xistem traps temos automaticamente Σ 6= ∅, pois dentro da cada trap

sempre há um ponto de máximo ou mı́nimo local. Como nenhuma trap

intercepta {t1 = 0} então somente c.c. de ńıveis ilimitados interceptarão

esta reta, como no caso anterior segue que {t1 = 0} é a transversal

procurada.

(4◦ caso) Existem traps interceptando {t1 = 0}. Este é o caso que nos

dará mais trabalho e que justifica a necessidade de termos feito todo

aquele estudo sobre traps na seção anterior. A idéia aqui é simplesmente

“desviar” das traps. Os resultados que seguirão tornarão esta última

frase mais clara.

Se existirem traps interceptando {t1 = 0} então, pelo teorema de Rolle, β

terá pontos cŕıticos.
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Segue da proposição (2.5) que β tem apenas um número finito de pontos

cŕıticos isolados no intervalo [0, 2π], os quais enumeraremos da seguinte forma:

|P1| < |P2| < . . . < |P2N |

Observe que na notação acima estamos afirmando que o número de pontos

cŕıticos de β é sempre par. De fato, como β possui apenas pontos cŕıticos não

degenerados, F ′(0, 2π) e F ′(0, 0) são curvas normais cujos valores regulares

B(0, 2π) < B(0, 0) e β é decrescente numa vizinhança (0, 0) e de (0, 2π) então

a cada ponto de mı́nimo de β deverá corresponder um ponto de máximo.

Como todo ponto cŕıtico de β está no fecho de uma trap então existe uma

trap T1 cujo fecho contém P1. Na verdade, devido ao corolário (3.18) e ao fato

de P1 ser o “primeiro” ponto cŕıtico de β no intervalo [0, 2π] o ponto P1 deverá

estar no interior de uma trap.

Agora basta tomar um ponto Q1 ∈ ∂T qualquer e considerar a componente

não limitada F ′(Q1) a qual intercepta a reta t1 = 0 apenas um número finito

de vezes (corolário (2.7)). Sejam Q′
1 e Q′′

1 os pontos de menor e maior módulo

em F ′(Q1) ∩ {t1 = 0} respectivamente.

Ao determinarmos F ′(Q1) pode ocorrer que todos os demais pontos cŕıticos

de β estejam em traps definidas por este ńıvel, o que seria ótimo para nós.

Porém, a única coisa que podemos afirmar com certeza é que, no mı́nimo, P1 e

P2 estão contidas em traps definidas por F ′(Q1). Para explicar esta afirmação

precisamos analisar melhor o comportamento de β.

Por hipótese F ′(0, 0) é uma curva normal com β decrescente numa vi-

zinhança da origem e P1 é o primeiro ponto cŕıtico de β, então β deverá ser

decrescente no trecho [[0, P1]]. A partir de P1 a função β passará a ser crescente,

mas por pouco tempo.

Como Q′′
1 é o último ponto de interseção de F ′(Q1) com a reta t1 = 0 e

este ponto é regular, então existe uma vizinhança de Q′′
1 formada apenas por

pontos regulares, em particular existe um ponto R acima de Q′′
1 tal que F ′(R)

é uma curva normal e todos os ńıveis F ′(t) com t ∈ [[Q′′
1, R]] são componentes
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não limitadas. (Caso contrário, se todas as componentes de ńıvel que passam

acima de Q′′
1 fossem limitadas então existiria uma trap T contendo estes ńıveis e

Q′′
1 estaria na fronteira de T , contrariando a maximalidade da escolha de Q′′

1).

Portanto F ′(t) é ilimitada ∀t ∈ [[Q′′
1, R]], conseqüentemente β é decrescente

neste intervalo, como Q′′
1 é ponto regular da função β então existe um R0 ∈

{t1 = 0} abaixo de Q′′
1 tal que β é decrescente no intervalo [[R0, R]].

Desta forma a função β é decrescente numa vizinhança de Q′
1 e também

numa vizinhança de Q′′
1. Além disto β tem um ponto de mı́nimo local em P1,

portanto entre P1 e R0 deverá existir um ponto de máximo local, podem existir

vários outros pontos de máximo e mı́nimo entre P1 e R0, mas a existência de

pelo menos um está assegurada. Isto prova que P1 e P2 estão contidos em traps

definidas pela mesma componente não limitada F ′(Q1).

Se algum Pj estiver acima de Q′′
1 repetimos o processo anterior. Tal ponto

Pj estará numa trap Tj, tomaremos um Qj ∈ ∂Tj arbitrário e determinamos

os pontos Q′
j e Q′′

j de menor e maior módulo na interseção de F ′(Qj) com a

reta t1 = 0. As traps definidas por F ′(Qj) conterão no mı́nimo dois pontos:

Pj e Pj+1.

Repetimos este processo, no máximo mais N−2 vezes, até encontrar todas

as componentes ilimitadas cujas traps por elas definidas contém os pontos

cŕıticos de β. Vamos renomear estas c.c. ilimitadas para F ′
1,F ′

2, . . . ,F ′
N . Assim

Q′
j, Q

′′
j ∈ F ′

j ∩ {t1 = 0} são, como antes, os pontos de menor e maior módulo

nas interseções respectivamente. Também vamos fixar

λ = min{ |Q′
j+1 −Q′′

j | / 0 6 j 6 N}

onde convencionamos que Q′′
0 = (0, 0) e Q′

N+1 = (0, 2π).

Pelo corolário (2.7) sabemos que cada conjunto de ńıvel pode interceptar

apenas um número finito de retas t1 = 2kπ, com k ∈ Z, mais de uma vez, além

disto este número finito é no máximo 2N .

Portanto, para cada j = 1, 2, . . . , N , obtemos um inteiro | kj| 6 2N + 1

tal que a interseção de F ′
j com a reta t1 = 2kjπ contém somente o ponto Xj.
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Agora basta escolher dois pontos R′
j, R

′′
j ∈ {t1 = 0} satisfazendo:

(i) F ′(R′
j) e F ′(R′′

j ) são curvas normais

(ii) R′
j está abaixo de Q′

j e |R′
j −Q′

j| < 1
3
λ

(iii) R′′
j está acima de Q′′

j e |R′′
j −Q′′

j | < 1
3
λ

Sejam X ′
j e X ′′

j respectivamente os pontos de interseção de F ′(R′
j) e F ′(R′′

j )

com a reta {t1 = 2kjπ}. Vamos chamar de σ′j o trecho de curva normal de

F ′(R′
j) entre R′

j e X ′
j e de σ′′j o trecho de F ′(R′′

j ) entre X ′′
j e R′′

j . O passo

seguinte é substituir cada um dos segmentos [[Q′
j, Q

′′
j ]] da curva pré-transversal

{t1 = 0} pelo caminho σ′j ∪ [[X ′
j, X

′′
j ]] ∪ σ′′j .

Obtemos assim uma nova curva σ unindo o ponto (0, 0) a seu transladado

(0, 2π), a qual é transversal a praticamente todas as componentes conexas não

limitadas de B, com exceção de um número finito de curvas normais F ′(R′
j) e

F ′(R′′
j ) nas quais σ há uma coincidência nos trechos σ′j e σ′′j respectivamente.

Fazendo uma pequena modificação numa vizinhança de cada uma destas cur-

vas, conseguimos fazer com que σ se torne transversal a todas as componentes

não limitadas que interceptam esta curva.

Teorema 3.19. Existe um 1-ciclo σ : [0, 2π] → T2 não homólogo a zero cujo

levantamento σ̃ : R→ R2 não intercepta Σ = {τ/ dtB(τ) = 0} e é transversal

a todas as componentes ilimitadas de conjuntos de ńıvel de B : R2 → R.

Além disto, σ̃ possui uma vizinhança tubular de raio δ > 0 que não intercepta

nenhuma componente limitada de conjunto de ńıvel.

Finalmente, por [H], podemos supor que σ = [[(0, 0), (0, 2π)]], portanto

{t1 = 0} é transversal a todas as componentes ilimitadas de conjunto de ńıvel

de B, e a vizinhança tubular acima será a faixa {|t1| < δ}.



Caṕıtulo 4

Subńıveis Conexos e a

Resolubilidade Global

O objetivo deste caṕıtulo é demonstrar a parte do teorema (1.5) relativa

a suficiência, isto é, provaremos que uma condição suficiente para que L0 seja

globalmente resolúvel é que todos os conjuntos de subńıvel Ωr e de superńıvel

Ωr de B sejam conexos.

Na seção (3.1), supondo que existe uma distribuição u solução do sistema

L0u = f , com f ∈ ∧1 C∞(T3), deduzimos a expressão dos coeficientes û(t, ξ)

em função de um caminho de integração bastante especial.

Na seção (3.2) provamos que tais caminhos de integração especiais de fato

existem e que seu comprimento pode ser razoavelmente controlado. Os resul-

tados desta seção foram inspirados nas notas do curso: Solvability of a Model

in the Theory of Complexes of Pseudodifferential Operators, ministrado pelo

Professor François Treves em Recife, ver [T2].

Na última seção deste caṕıtulo, (3.3), mostramos que os coeficientes parciais

de Fourier û(t, ξ) obtidos em (3.1) quando integrados sobre os caminhos obtidos

em (3.2) correspondem à série parcial de Fourier de uma função u(t, x) suave

e 2π-periódica.

49
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4.1 O Coeficiente û(t, ξ) Dependendo do

Caminho

Dada f ∈ ∧1 C∞(T3) suponha que exista u ∈ D ′(T3) solução do sistema

de equações L0u = f , com L0 = dt + ib(t) ∧ ∂x e b ∈ ∧1 C∞(T2
t ) fechada.

Aplicando a série parcial de Fourier no sistema obtemos, para cada ξ ∈ Z, o

sistema:

(dt − ξb(t)∧)û(t, ξ) = f̂(t, ξ), t ∈ R2 (4.1.1)

Multiplicando esta equação pelo fator integrante e−ξB(t), teremos

dt

(
e−ξB(t)û(t, ξ)

)
= e−ξB(t)f̂(t, ξ) (4.1.2)

A equação homogênea correspondente a (4.1.2) é dt(e
−ξB(t)û(t, ξ)) = 0, cuja

solução geral é: û(t, ξ) = Kξe
ξB(t), com Kξ ∈ C, t ∈ R2 e ξ ∈ Z e uma solução

particular da equação não-homogênea é

û(t, ξ) =

∫ t

t0

e−ξ[B(τ)−B(t)]f̂(τ, ξ)dτ (4.1.3)

Logo a solução geral da equação (4.1.1) é

û(t, ξ) =

∫ t

t0

e−ξ[B(τ)−B(t)]f̂(τ, ξ)dτ + Kξ eξB(t) (4.1.4)

com Kξ ∈ C, t ∈ R2 e ξ ∈ Z
Agora notemos que dt(e

−ξB(t)f̂(t, ξ)) = 0, ou seja, a integral acima não

depende do caminho de integração escolhido, portanto vamos supor que para

cada t0 ∈ [0, 2π]2 exista um caminho γ : [0, 2π] −→ R2 satisfazendo:

(i) γ(0) = t0 e γ(2π) = t0 + (2π, 0)

(ii) γ ∈ C∞([0, 2π])

(iii) γ(k)(0) = γ (k)(2π), ∀k = 1, 2, . . .

ou seja, vamos supor que em cada ponto do quadrado fundamental [0, 2π]2

passa uma curva γ cuja projeção no toro T2 é uma curva fechada de classe C∞

não homóloga a zero.
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Neste caso podemos reescrever a solução (4.1.4) na seguinte forma

û(γ(s), ξ) = eξB(γ(s))

∫ s

0

G(σ, ξ)dσ + Kξ eξB(γ(s)) (4.1.5)

com G(σ, ξ) = e−ξB(γ(σ))f̂(γ(σ), ξ) γ ′(σ)

Para que esta expressão defina uma função 2π-periódica precisamos impor

que û(γ(0), ξ) = û(γ(2π), ξ), mas

û(γ(2π), ξ) = eξB(γ(2π))

∫ 2π

0

G(σ, ξ)dσ + Kξ eξB(γ(2π)) (4.1.6)

e

û(γ(0), ξ) = Kξ eξB(γ(0)) (4.1.7)

portanto

Kξ

(
eξB(γ(0)) − eξB(γ(2π))

)
= eξB(γ(2π))

∫ 2π

0

G(σ, ξ)dσ (4.1.8)

como B(γ(2π)) − B(γ(0)) =

∫ t0+(2π,0)

t0

b =

∫ 2π

0

b1(τ1, 0)dτ1 = b10 então para

ξ 6= 0 temos

Kξ =
eξB(γ(2π))

eξB(γ(0)) − eξB(γ(2π))

∫ 2π

0

G(σ, ξ)dσ =
1

e−ξb10 − 1

∫ 2π

0

G(σ, ξ)dσ

Levando esta constante na solução geral (4.1.5) obtemos a seguinte ex-

pressão para a solução da equação (4.1.1)

û(γ(s), ξ) =

∫ s

0

ωdσ +
1

e−ξb10 − 1

∫ 2π

0

ωdσ (4.1.9)

com

ω(σ, ξ) = e−ξ[B(γ(σ))−B(γ(s))]f̂(γ(σ), ξ) γ ′(σ)

Há um segundo caminho que será útil para nós, é a curva λ : [0, 2π] −→ R2

cuja projeção no toro T2 é uma curva fechada, não homóloga a zero, de classe

C∞ satisfazendo

λ(0) = t0 e λ(2π) = t0 − (2π, 0)
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Para esta curva as expressões (4.1.4), (4.1.6), (4.1.7) e (4.1.8) continuam

válidas. E apenas uma pequena diferença ocorrerá no denominador da fração

que multiplica a segunda integral, pois B(λ(2π)) − B(λ(0)) = −b10. Assim,

para ξ 6= 0 a fórmula (4.1.5) permanecerá a mesma, exceto por este sinal

que mudará de negativo para positivo. Vamos registrá-la aqui para referência

futura.

û(λ(s), ξ) =

∫ s

0

ωdλ +
1

e+ξb10 − 1

∫ 2π

0

ωdσ (4.1.10)

com

ω(σ, ξ) = e−ξ[B(λ(σ))−B(λ(s))]f̂(λ(σ), ξ) λ ′(σ)

Para concluir esta discussão, observe que quando ξ = 0 a solução geral

(4.1.4) torna-se simplesmente

û(t, 0) =

∫ t

t0

f̂(τ, 0)dτ + K0 (4.1.11)

Integrando sobre o caminho γ acima teremos

û(γ(s), 0) =

∫ s

0

f̂(γ(σ), 0)γ ′(σ)dσ + K0 (4.1.12)

Assim quando

∫ 2π

0

f̂(γ(σ), 0)γ ′(σ)dσ = 0, a expressão acima fornece uma

solução para o sistema (4.1.1).

4.2 Caminhos de Integração

Lema 4.1. Existe uma faixa S = {|b0 · τ | < ν} ⊂ R2 que contém todos os

ńıveis F(t) com t ∈ [−2π, 4π]× [0, 2π]

Prova: Pelo lema (2.1), cada F(t), com t ∈ R2, está contido numa faixa St.

Como |b0 · t| 6 2π(2|b10| + |b20|),∀t ∈ [−2π, 4π] × [0, 2π] então basta tomar

S = {−ν 6 b0 · τ 6 ν} com ν = 2||P ||∞ + 2π(2|b10|+ |b20|), veja (1.2.4).
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Lema 4.2. Seja b ∈ ∧1 C0(T2) fechada com peŕıodos incomensuráveis e

B =

∫ t

0

Π∗b. Suponha que os conjuntos de subńıvel Ωr = {τ : B(τ) < r} e

de superńıvel Ωr = {τ : B(τ) > r} sejam conexos, para todo r ∈ R. Então

Kr = Ωr ∩ ([0, 4π]× R) ∩ S e Kr = Ωr ∩ ([0, 4π]× R) ∩ S

são compactos e conexos por caminhos.

Prova: Como b20 6= 0 então as faixas [0, 4π]×R e S = {τ ; | 6 b0 · τ | 6 ν}
não são paralelas, logo ([0, 4π]×R)∩S ⊂⊂ R2, daqui segue que Kr e Kr são

compactos em R2.

Para provar a conexidade por caminhos teremos um pouco mais de traba-

lho. Pelo teorema (3.19) as retas t1 = 0 e t1 = 4π são transversais a todos

os conjuntos de ńıvel ilimitados de B, ou seja cada F ′(t) ilimitado intercepta

cada uma destas retas transversalmente uma única vez nos pontos t′ = (0, t′2)

e t′′ = (4π, t′′2).

Agora B(t′) = B(t′′) = B(t) e B é decrescente sobre as transversais logo

as semi-retas {(0, τ2); τ2 > t′2} e {(4π, τ2); τ2 > t′′2} estão ambas contidas em

ΩB(t).

Sejam P e Q dois pontos quaisquer de Ωr∩([0, 4π]×R). Pela conexidade de

Ωr obtemos um caminho σ : [0, 1] → Ωr conectando os pontos P e Q. Suponha

que σ 6⊂ Ωr∩([0, 4π]×R), senão não há o que provar, neste caso existe s ∈ [0, 1]

tal que σ(s) 6∈ [0, 4π] × R. Caso σ(s) esteja à esquerda da faixa [0, 4π] × R o

que fazemos é determinar os pontos P0 = σ(p0) e Q0 = σ(q0), respectivamente

o primeiro e o último ponto de interseção do caminho σ com a transversal

t1 = 0, a seguir substitúımos σ([p0, q0]) pelo segmento de reta [[P0, Q0]] contido

na semi-reta {(0, τ2); τ2 > t′2} obtendo um novo caminho σo unindo P e Q

que não atinge pontos a esquerda de t1 = 0. Caso σo passe por pontos a

direita da transversal t1 = 4π repetimos o processo acima substituindo a parte

do caminho que sai da faixa por um segmento de reta contido na semi-reta

{(4π, τ2); τ2 > t′′2} obtendo assim um novo caminho σoo ⊂ Ωr que conecta P e

Q e não atinge pontos a esquerda de t1 = 0 nem pontos a direita de t1 = 4π,
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ou seja, σoo ⊂ Ωr ∩ ([0, 4π]× R). Daqui segue que Ωr ∩ ([0, 4π]× R) é conexo

por caminhos.

Para mostrar que o compacto Kr = Ωr ∩ ([0, 4π] × R) ∩ S é conexo por

caminhos basta ver a reta b0 · τ = −ν ⊂ ΩB(t),∀t ∈ ([0, 4π] × [0, 2π]) (com

ν dado no lema (2.1)) e repetir a argumentação acima. A prova para Kr é

análoga.

O próximo resultado mostra como escolher os caminhos de integração que

usaremos na fórmula (4.1.9). Tanto o enunciado como a prova foram inspirados

nas notas de curso [T2] de Treves.

Teorema 4.3. Com as mesmas hipóteses do lema (4.2) existe uma constante

M > 0 e, para cada t ∈ [0, 2π]2 e ξ ∈ Z dados, existe um caminho poligonal

γ(t, ξ) conectando os pontos t e t + (2π, 0) contido em Kr tal que:

(i) B(τ) 6 B(t) +
1

|ξ|+ 1
, ∀τ ∈ γ(t, ξ)

(ii) O comprimento |γ(t, ξ)| < M(1 + |ξ|)

Demonstração: Seja D0 a coleção de todos os quadrados de R2 de lado

2π com vértices nos pontos de 2πZ2. Para cada k ∈ N, denotemos por Dk a

imagem de D0 pela contração t 7−→ 2−kt.

Vamos fixar t ∈ [0, 2π]2 e ξ ∈ Z , colocar r = B(t) +
1

2(1 + |ξ|) e

considerar os conjuntos

Akr = {Q ∈ Dk ; Q ∩Kr 6= ∅} Vkr =
⋃

Q∈Akr

Q

Note que cada s ∈ Vkr está contido num quadrado de diagonal π
√

2
2k−1 , o qual

intercepta Ωr num ponto s′, logo

B(s) 6 |B(s)−B(s′)|+ B(s′) 6 ||b||∞|s− s′|+ r 6 ||b||∞π
√

2

2k−1
+ r

Agora bastaria escolher um k inteiro tal que ||b||∞ π
√

2
2k−1 6 1

2(1+|ξ|) , ou seja,

satisfazendo 4π
√

2(|ξ|+ 1) 6 2k. Tendo em vista uma conta que faremos adi-

ante vamos ser mais precisos nesta escolha; para este ξ ∈ Z fixado, tomaremos
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o único k ∈ N tal que

2k−1 < 4π
√

2(|ξ|+ 1)||b||∞ 6 2k (4.2.1)

então

B(s) 6 ||b||∞π
√

2

2k−1
+ r 6 1

2(1 + |ξ|) + r = B(t) +
1

1 + |ξ|
Assim para cada t ∈ [0, 2π] e ξ ∈ Z fixados, obtemos um k tal que

B(s) 6 B(t) +
1

1 + |ξ| , ∀s ∈ Vkr (4.2.2)

Agora, pelo lema (4.2), Kr é c.p.c. e, portanto, a reunião Vkr dos quadrados

Q ∈ Dk que interceptam Kr também é conexa por caminhos. Logo, é posśıvel

construir uma curva poligonal γ(t, ξ) em Vkr unindo os pontos t e t + (0, 2π)

que intercepta cada quadrado de Vkr no máximo uma vez. O que verifica o

item (i) enunciado no lema.

Apenas para esclarecer, como Vkr é c.p.c. existe um caminho σ unindo

t e t + (0, 2π) contido em Vkr. Podemos construir um caminho poligonal γ

a partir de σ que intercepta cada quadrado de Vkr no máximo uma vez da

seguinte forma: em cada quadrado que σ passa determinamos o primeiro e o

último ponto de interseção de σ com este quadrado, a seguir substitúımos o

pedaço de caminho entre estes dois pontos pelo segmento de reta que os une.

Para verificar o item (ii) , seja N o número de quadrados em D0 que

interceptam o compacto Kr, o número de quadrados em Dk que interceptam

Kr é no máximo 4kN . Como a diagonal de cada quadrado em Vkr mede π
√

2
2k−1

temos

|γ(t, ξ)| 6 π
√

2

2k−1
4kN = (4πN

√
2)2k−1

<
(4.2.1)

(4πN
√

2)(4π
√

2(1 + |ξ|)||b||∞) = M(1 + |ξ|)

o que conclui a prova do teorema

O teorema a seguir é o análogo do teorema acima para superńıveis, ele é

necessário para estimar a expressão (4.1.10) quando ξ > 0.
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Teorema 4.4. Com as mesmas hipóteses do lema (4.2) existe uma constante

M > 0 e, para cada t ∈ [0, 2π]2 e ξ ∈ Z dados, existe um caminho poligonal

γ(t, ξ) conectando os pontos t e t− (2π, 0) contido em Kr tal que:

(i) B(τ) > B(t)− 1

|ξ|+ 1
, ∀τ ∈ γ(t, ξ)

(ii) O comprimento |γ(t, ξ)| < M(1 + |ξ|)

Prova: Basta aplicar o teorema anterior para a função B̃(t) = −B(t)

Observação 4.5. Fazendo uma pequena correção nos caminhos acima pode-

mos supor que eles são de classe C∞ e ainda satisfazem os respectivos teoremas.

4.3 Construção da Solução

Nosso objetivo nesta seção é mostrar que o sistema L é globalmente re-

solúvel, ou seja, que a equação L0u = f tem solução, ∀f ∈ E ( o espaço E

foi definido em (1.4.1)). Na seção 1 deste mesmo caṕıtulo, em (4.1.9), vimos

que o candidato a solução deste sistema tem coeficientes parciais de Fourier

em relação a x dados por

û(t, ξ) =

∫ t

t0

ωdτ +
1

eξb10 − 1

∫ t0+(2π,0)

t0

ωdτ

com ω(τ, ξ) = e−ξ[B(τ)−B(t)]f̂(τ, ξ), para t ∈ R2 e ξ ∈ Z 6=0. Além disto, podemos

supor que b10 < 0 , fazendo a mudança de variáveis (t1, t2) 7→ (−t1, t2) caso

seja necessário.

Pretendemos mostrar que a série formal u(t, x) =
∑

ξ∈Z û(t, ξ)eξ·x é uma

solução C∞ do sistema L0u = f . Para isto basta provar que û(t, ξ) e todas suas

derivadas ∂(α,β)û(t, ξ) decaem mais rápido que qualquer potência negativa de

ξ 6= 0.

Vamos começar chamando

H(t, ξ) =

∫ t

t0

e−ξB(τ)f̂(τ, ξ)dτ (4.3.1)
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então

eξB(t)H(t, ξ) =

∫ t

t0

e−ξ[B(τ)−B(t)]f̂(τ, ξ)dτ =

∫ t

t0

ωdτ (4.3.2)

derivando as expressões acima temos

∂jH(t, ξ) = e−ξB(t)f̂j(t, ξ) (4.3.3)

∂j

(
eξBH

)
= ∂j(e

ξB)H + eξB(∂jH) = ξ(∂jB)eξBH + f̂j (4.3.4)

∂2
kj

(
eξBH

)
= ∂k

(
∂j

(
eξBH

))
= ∂k

(
ξ(∂jB)eξBH + f̂j

)

= ξ2eξBH

[
(∂jB)(∂kB) +

1

ξ
∂k(∂kB)

]
+ ξ

[
f̂k∂jB +

1

ξ
∂kf̂j

]

mais geralmente temos o seguinte resultado:

Lema 4.6. Seja ξ 6= 0. Para cada par (α, β) ∈ Z2
>0 tal que α + β > 1 vale a

expressão

∂(α,β)
(
eξBH

)
= ξα+β eξBH F(α,β) + ξα+β−1G(α,β) (4.3.5)

para H definida em (4.3.1), com

F(p,q)+ej
=





∂jB se p + q = 0

(∂jB)F(p,q) +
1

ξ
∂jF(p,q) se p + q > 1

e

G(p,q)+ej
=





f̂j se p + q = 0

f̂j F(p,q) +
1

ξ
∂jG(p,q) se p + q > 1

Demonstração: Os casos α + β = 1, 2 foram verificados acima. Vamos

completar a prova usando indução sobre a ordem das derivadas.

∂(α,β)+ej
(
eξBH

)
= ∂j

[
∂(α,β)

(
eξBH

)]
= ∂j

[
ξα+βeξBHF(α,β) + ξα+β−1G(α,β)

]

= ξα+β∂j

(
eξBH

)
F(α,β) + ξα+β eξBH ∂jF(α,β) + ξα+β−1∂jG(α,β)

= ξα+β
[
ξ(∂jB)eξBH + f̂j

]
F(α,β) + ξα+β eξBH ∂jF(α,β) + ξα+β−1∂jG(α,β)
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= ξα+β+1

[
F(α,β)∂jB +

1

ξ
∂jF(α,β)

]
eξBH + ξα+β

[
F(α,β)f̂j +

1

ξ
∂jG(α,β)

]

= ξα+β+1F(α,β)+ej
eξBH + ξα+βG(α,β)+ej

o que conclui a prova do lema.

No lema acima é importante observar que o termo F(α,β) depende apenas

das derivadas de B e de potências negativas de ξ, portanto ∀(α, β) ∈ Z2
>0

fixado teremos F(α,β) limitado.

Já o termo G(α,β) depende de B, f̂1 e f̂2 e de suas derivadas (todas de

ordem menor que α + β) e também de potências negativas de ξ.

Como f1, f2 ∈ C∞(T3) então, para cada (p, q) ∈ Z2
>0 e N > 0 dados, existe

uma constante K(p,q) tal que

∣∣∣∂(p,q)f̂j(t, ξ)
∣∣∣ 6 K(p,q)

(1 + |ξ|)N
, ξ ∈ Z, t ∈ T2 e j = 1, 2

tomando C(α,β) = max{K(p,q); p + q 6 α + β} teremos

∣∣∣∂(p,q)f̂j(t, ξ)
∣∣∣ 6 C(α,β)

(1 + |ξ|)N
(4.3.6)

para qualquer ξ ∈ Z, t ∈ T2, j = 1, 2 e (p, q) ∈ Z2
>0 com p + q 6 α + β.

Analogamente, usando o fato que as derivadas de B são funções periódicas,

obtemos uma constante C̃(α,β) > 0 tal que

∣∣∂(p,q)B
∣∣ 6 C̃(α,β) (4.3.7)

para qualquer ξ ∈ Z, t ∈ T2, j = 1, 2 e (p, q) ∈ Z2
>0 com p + q 6 α + β.

Como G(α,β) é uma soma finita de parcelas, cada uma limitada “uniforme-

mente” acima, denotando por N(α,β) o número de parcela teremos:

|G(α,β)| 6 N(α,β)C̃(α,β)

C(α,β)

(1 + |ξ|)N
=

C(α,β)

(1 + |ξ|)N
(4.3.8)

Para o termo eξBH temos o seguinte resultado.
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Lema 4.7. Para cada N ∈ N dado existe uma constante C > 0 tal que

∣∣∣∣
∫

γ(t,ξ)

ω

∣∣∣∣ 6 C

(1 + |ξ|)N

com ω(σ, ξ) = e−ξ[B(γ(σ))−B(γ(s))]f̂(γ(σ), ξ) γ ′(σ).

Aqui γ(t, ξ) é um dos caminhos obtido nos teoremas (4.3) ou (4.4) e a

escolha do caminho correto depende do sinal de ξ.

Prova: Se ξ < 0 segue do lema (4.3) que −ξ(B(τ)−B(t)) 6 −ξ

|ξ|+ 1
logo

∣∣∣∣
∫ t

0

ωdτ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

γ|[0,s]

e−ξ[B(τ)−B(t)]f̂(τ, ξ)dτ

∣∣∣∣∣

6
(
supτ∈γ(t,ξ)|e−ξ[B(τ)−B(t)]f̂(τ, ξ)|

)
|γ(t, ξ)|

6
(
supτ∈γ(t,ξ)

∣∣∣e−ξ 1
1+|ξ| f̂(τ, ξ)

∣∣∣
)

C(1 + |ξ|)

6 e
(
supτ∈γ(t,ξ)|f̂(τ, ξ)|

)
C(1 + |ξ|)

6 e C ′(1 + |ξ|)−(N+1)C(1 + |ξ|)

6 C(1 + |ξ|)−N

Por outro lado, se ξ > 0 pelo lema (4.4) temos −ξ(B(τ) − B(t)) 6 ξ

|ξ|+ 1
para todo τ ∈ γ(t, ξ) e a estimativa acima continua verdadeira.

Como estamos interessados em analisar o crescimento das expressões (4.1.9)

e (4.1.10), para completar nossa lista de estimativas que precedem a demons-

tração do teorema principal precisamos analisar o comportamento do termo

(eξb10 − 1)−1 que aparece na expressão de û(t, ξ).

Lema 4.8. Existe uma constantes C > 0 tal que

0 < C−1 6 |eξb10 − 1| 6 C < ∞, ∀ξ ∈ N

Prova: Como b10 < 0 então ξb10 < b10 < 0, ∀ξ ∈ N logo

|eξb10 − 1| 6 eξb10 + 1 6 eb10 + 1 <

∞∑

k=0

(eb10)k = (1− eb10)−1
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Por outro lado, como b10 < 0 e ξ > 1 então ξb10 < b10 < 0, ∀ξ ∈ N, logo

eξb10 < ebj0 < 1 ⇒ 1− eξbj0 > 1− eb10 > 0 e assim

|1− eξb10| > 1− eb10 , ∀ξ ∈ N

Tomando C = (1− ebj0)−1 teremos o resultado desejado.

Definição 4.9. Dizemos que o sistema L0 é globalmente resolúvel (GR) no

sentido clássico se para cada f ∈ E existir uma função u ∈ C∞(T2) tal que

L0u = f em T2.

Recordamos que aqui E =
{

f ∈ ∧
1C∞(T3); L1f = 0 e f̂10 = f̂20 = 0

}
é

o espaço das funções admisśıveis para a resolubilidade do sistema L0.

Teorema 4.10. Seja b ∈ ∧1 C∞(T2) fechada com peŕıodos incomensuráveis

e B(t) =

∫ t

0

Π∗b. Suponha que b10 < 0 e que os conjuntos de subńıvel

Ωr = {τ ∈ R2; B(τ) < r} e de superńıvel Ωr = {τ ∈ R2; B(τ) > r} sejam

conexos, para todo r ∈ R. Então o sistema L0 = dt + ib(t) ∧ ∂x é (GR) no

sentido clássico.

Demonstração: Basta mostrar que os coeficientes û(t, ξ) decaem rapida-

mente. Primeiro notemos que dado N > 0 pelos lemas (4.7) e (4.8) temos

|û(t, ξ)| 6
∣∣∣∣
∫ t

t0

ωdτ

∣∣∣∣ +
1

|eξb10 − 1|

∣∣∣∣∣
∫ t0+(2π,0)

t0

ωdτ

∣∣∣∣∣ 6 C

(1 + |ξ|)N
, para ξ > 0

analogamente

|û(t, ξ)| 6
∣∣∣∣
∫ t

t0

ωdτ

∣∣∣∣ +
1

|e−ξb10 − 1|

∣∣∣∣∣
∫ t0−(2π,0)

t0

ωdτ

∣∣∣∣∣ 6 C

(1 + |ξ|)N
, para ξ < 0

e quando

∫ 2π

0

f̂(γ(σ), 0)γ ′(σ)dσ = 0, temos

|û(γ(s), 0)| 6
∫ 2π

0

∣∣∣f̂(γ(σ), 0)γ ′(σ)
∣∣∣ dσ + |K0| = C
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Agora, quando (α, β) ∈ Z2
>0 tal que α + β > 1 segue do lema (4.6) que

∣∣∂(α,β)û(t, ξ)
∣∣ 6 |ξ|α+β

∣∣∣∣
∫ t

t0

ω

∣∣∣∣
∣∣F(α,β)

∣∣ + |ξ|α+β−1
∣∣G(α,β)

∣∣

6 |ξ|α+β C(α,β),N

(1 + |ξ|)N+α+β
C ′

(α,β) + |ξ|α+β−1
C ′′

(α,β),N

(1 + |ξ|)N+α+β−1

6 C

(1 + |ξ|)N

∀ξ 6= 0, t ∈ [0, 2π]2 e N > 0. O que conclui a demonstração.



Caṕıtulo 5

Subńıveis Desconexos e a

não-Resolubilidade Global

Neste caṕıtulo demonstramos que a condição enunciada no teorema (1.5) é

necessária, isto é, que uma condição necessária para que L0 seja globalmente

resolúvel é que todos os conjuntos de subńıvel Ωr e de superńıvel Ωr de B

sejam conexos.

Na seção (4.1) mostramos que numa situação bastante conveniente, a qual

chamamos de caso modelo, se algum subńıvel (ou superńıvel) de B não for

conexo então existirá f ∈ ∧1 C∞(T3), satisfazendo as condições de compati-

bilidade (1.4.1), para a qual não existe u ∈ D′(T3) solução de L0u = f .

Na seção (4.2) mostramos que o caso geral pode ser reduzido ao caso modelo

através de difeomorfismos do toro.

Os resultados deste caṕıtulo foram inspirados nos artigos Global Analytic

Hypoellipticity for a Class of Overdetermined Systems e Global Analytic Hy-

poellipticity and Pseudoperiodic Functions de Bergamasco-Nunes-Zani citados

nas referências bibliográficas.
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5.1 O Caso Modelo

Chamaremos de caso modelo ao sistema L0 que satisfaz as seguintes

condições: b20 < b10 < 0 e b(0, 0) = 0. Além disto, (0, 0) ∈ Π−1(Σ) e o

máximo da função pseudoperiódica B(t) =
∫ t

0
Π∗b sobre [0, 2π]2 não é atin-

gido na fronteira. Neste caso os subńıveis são conexos devido a Proposição

3.11.

Nesta seção mostraremos que o caso modelo não é globalmente resolúvel

apresentando uma 1-forma f ∈ ∧1 C∞(T3) satisfazendo as condições de com-

patibilidade tal que não existe u ∈ D′(T3) solução do sistema L0u = f .

A primeira dificuldade que enfrentamos é justamente como encontrar um

par de funções f1, f2 ∈ C∞(T3) tais que f = f1dt1+f2dt2 satisfaça as condições:

L1f = 0 e f̂10(0) = f̂20(0) = 0.

Como L1f = 0 ⇔ L1f2 = L2f1, o plano é começar com uma função

h ∈ C∞(T3) e usar a relação

h := L1f2 = L2f1 (5.1.1)

para encontrar os coeficientes parciais de Fourier de funções f1 e f2 que ainda

sejam suaves sobre o toro T3. Supondo que o sistema L0u = f tem solução

poderemos igualmente encontrar os coeficientes parciais de Fourier û(t, ξ), com

ξ ∈ Z. A contradição surgirá do fato que tal seqüência não corresponderá a

nenhuma distribuição definida sobre T3.

Começamos substituindo as séries formais

h(t, x) =
1

2π

∞∑

ξ=1

ĥ(t, ξ)eiξx e fj(t, x) =
1

2π

∞∑

ξ=1

f̂j(t, ξ)e
iξx, j = 1, 2

nas equações L1f2 = h e L2f1 = h. Pela continuidade de Lj e unicidade

de representação em séries parciais de Fourier obtemos, para cada ξ ∈ N, as

equações (
d

dtj
− ξbj(t)

)
f̂k = ĥ, com 1 6 j, k 6 2, j 6= k
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Como b10 6= 0 e b20 6= 0, cada uma destas equações admite uma única solução

2π-periódica, dada por

f̂1(t, ξ) = d2ξ

∫ 2π

0

eξ{B(t)−B(t1,t2−s2)}ĥ(t1, t2 − s2, ξ) ds2 (5.1.2)

f̂2(t, ξ) = d1ξ

∫ 2π

0

eξ{B(t)−B(t1−s1,t2)}ĥ(t1 − s1, t2, ξ) ds1 (5.1.3)

com djξ =
1

1− e2πξbj0
, para j = 1, 2 e ξ ∈ N.

Analogamente, substituindo a série formal

u(t, x) =
1

2π

∑

ξ∈N
û(t, ξ)eiξx

em Lju = fj chegaremos as equações (d/dtj− ξbj(t))û = f̂j, com j = 1, 2, cuja

única solução, para cada ξ ∈ N, é

û(t, ξ) = d1ξd2ξ

∫ 2π

0

∫ 2π

0

eξ{B(t)−B(t−s)}ĥ(t− s, ξ) ds1ds2 (5.1.4)

Retornando ao caso modelo, recordamos que o máximo de B(t) sobre

[0, 2π]2 não é atingido na fronteira. Como B é cont́ınua em [0, 2π]2 então

este máximo deverá ser atingido num ponto t∗ ∈ (0, 2π)2. Mas B(0, 0) = 0

logo B(t∗) = M > 0. Resumindo:

M = max
t∈[0,2π]2

B(t) = B(t∗) > 0 com t∗ = (t∗1, t
∗
2) ∈ (0, 2π)2 (5.1.5)

Os pontos da forma (t1, 0) e (0, t2), com t1, t2 ∈ [0, 2π], estão na fronteira

de [0, 2π]2 e o máximo de B neste quadrado não ocorre na fronteira. Logo se

pusermos

M ′ = max
t1∈[0,2π]

B(t1, 0) e M ′′ = max
t2∈[0,2π]

B(0, t2) (5.1.6)

teremos 0 6 M ′ < M e 0 6 M ′′ < M .

Para construir a função h anunciada em (5.1.1) precisamos definir algumas

funções auxiliares. Começamos escolhendo uma função de corte χε ∈ C∞c (R2)
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tal que:

χε(t) = 1 se t ∈ Qε

χε(t) = 0 se t ∈ R2 \Q2ε

0 6 χε(t) 6 1, ∀t ∈ R2

aqui Qε = {τ ∈ R2; |τj| < ε, j = 1, 2} é o quadrado de lado 2ε centrado na

origem e 0 < ε < π
3

é suficientemente pequeno para que

|B(t)| 6 M

2
, ∀t ∈ Q2ε (5.1.7)

Agora, definimos as funções

p(t) :=
∑

η∈2πZ2

B(t− η) · χε(t− η), ∀t ∈ R2 (5.1.8)

q(t) :=
∑

η∈2πZ2

( |t− η|2 − 1
) · χε(t− η) + 1, ∀t ∈ R2 (5.1.9)

as quais são 2π-periódicas e de classe C∞ em R2.

Finalmente definimos

ĥ(t, ξ) =





e−ξ(M−λ+P (t)+Kq(t)), se ξ ∈ Z>1

0 , se ξ ∈ Z60

(5.1.10)

com M = B(t∗) > 0 e os valores λ > 0 e K > 0 serão escolhidos adiante.

Levando os coeficientes ĥ(t, ξ) definidos acima nas fórmulas (5.1.2), (5.1.3)

e (5.1.4) obtemos:

f̂1(t, ξ) = d2ξ

∫ 2π

0

eξ{B(t)−B(t1,t2−s2)−Kq(t1,t2−s2)+p(t1,t2−s2)−λ+M} ds2 (5.1.11)

f̂2(t, ξ) = d1ξ

∫ 2π

0

eξ{B(t)−B(t1−s1,t2)−Kq(t1−s1,t2)+p(t1−s1,t2)−λ+M} ds1 (5.1.12)

û(t, ξ) = d1ξd2ξ

∫ 2π

0

∫ 2π

0

eξ{B(t)−B(t−s)−Kq(t)+p(t)−λ+M} ds1ds2 (5.1.13)

Observação 5.1. Para concluir que h, f1, f2 ∈ C∞(T3). Devemos mostrar que

os coeficientes parciais de Fourier (5.1.10), (5.1.11), (5.1.12) e todas as suas

derivadas tendem a zero rapidamente quando ξ → +∞.
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Como ĥ(·, ξ), f̂1(·, ξ) e f̂2(·, ξ) são funções periódicas e suaves para ξ > 1,

basta provar que esta convergência ocorre num quadrado de lado 2π qualquer.

Sendo assim, optamos por trabalhar com

Q∗ = −1

2
t∗ + [0, 2π]2

recordando que t∗ ∈ (0, 2π)2 é tal que B(t∗) = M . Caso seja necessário,

diminuiremos ε para que Q2ε ⊂ int(Q∗).

Neste quadrado as expressões de p e q assumem a forma mais simples:

p(t) = B(t) · χε(t), ∀t ∈ Q∗ (5.1.14)

q(t) =
(|t|2 − 1

) · χε(t) + 1, ∀t ∈ Q∗ (5.1.15)

Lema 5.2. h ∈ C∞(T3)

Prova: Vamos chamar ψ(t) = M + Kq(t) + p(t). Então em Q∗ \ Q2ε temos

χε ≡ 0 ⇒ ψ = M + K > M/2. Em Qε temos χε ≡ 1 e |B(t)| 6 M/2 logo

ψ(t) = M+K|t|2−B(t) > M−B(t) > M/2. E em Q2ε\Qε sabemos apenas que

|p(t)| 6 M/2 e q(t) > 0. Portanto ψ(t) = M +Kq(t)−p(t) > M−p(t) > M/2.

Assim ψ(t) > M/2,∀t ∈ Q∗. Tomando λ < M
4

teremos ξ(ψ(t) − λ) > ξ M
4

para ξ > 1 e

|ĥ(t, ξ)| = e−ξ(ψ(t)−λ) < e−ξ M
4 , ∀ξ > 1 e t ∈ Q∗ (5.1.16)

Agora, se α, β ∈ Z>0 então

∂(α,β)ĥ(t, ξ) = ĥ(t, ξ)P (ξ, α, β)

onde P (ξ, α, β) é uma expressão polinomial envolvendo apenas potências de ξ

(até a ordem α +β) e derivadas de ψ, as quais são limitadas. Logo existe uma

constante Cα,β tal que

|P (ξ, α, β)| 6 Cα,β ξα+β, ∀ξ > 1
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Daqui segue que

|∂(α,β)ĥ(t, ξ)| = |ĥ(t, ξ)| |P (ξ, α, β)| 6 Cα,β ξα+β e−ξ M
4

e portanto h ∈ C∞(T3).

Lema 5.3. Se ϕ(t, s) := B(t)−B(t− s)−M −Kq(t− s)− p(t− s), então

ϕ(t, s) 6 0, ∀t, s ∈ R2

Prova: Se t−s ∈ Qε, temos χε(t−s) = 1 e ϕ(t, s) = B(t)−M−K|t−s|2 6 0.

E se t − s ∈ Q∗ \ Qε temos |t − s|2 > ε2. Agora podemos escolher um K

suficientemente grande para que

B(t)−B(t− s)−M − p(t− s) < Kε2, ∀ (t− s) ∈ Q∗ \Qε

pois B(t) − B(t − s) − M − p(t − s) é cont́ınua sobre o compacto Q∗ \ Qε.

Daqui segue que ϕ(t, s) < 0, ∀(t− s) ∈ Q∗ \Qε.

Corolário 5.4. ϕ(t, s) = 0 ⇔ t = s = t∗

Prova: Na demonstração acima obtivemos ϕ(t, s) < 0, ∀(t− s) ∈ Q∗ \Qε.

No quadrado Qε temos ϕ(t, s) = B(t) − M − K|t − s|2. Logo ϕ(t, t∗) =

B(t)−M −K|t− t∗|2 < B(t)−M < 0, ∀t 6= t∗ e ϕ(t∗, s) = −K|t∗ − s| < 0,

∀s 6= t∗. Como ϕ(t∗, t∗) = 0, segue o resultado.

Lema 5.5. Existe k > 1 tal que k−1 < |djξ| < k, ∀ξ ∈ N e j = 1, 2.

A prova deste lema é análoga a prova de (4.8).

Proposição 5.6. f1 ∈ C∞(T3)

Prova: Na fórmula (5.1.11) aparece no expoente a seguinte função:

ϕ(t1, t2, 0, s2) = B(t1, t2)−B(t1, t2 − s2)−M −Kq(t1, t2 − s2)− p(t1, t2 − s2)

O termo q(t1, t2 − s2) = 0 ⇔ t1 = 0, t2 = s2 e neste ponto temos

ϕ(0, t2, 0, t2) = B(0, t2)−M 6 M ′′ −M
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Como q(0, 0) = 0,∇q(0, 0) = (0, 0) e det Hq(0, 0) = 4 > 0 então existem K > 0

e δ ∈ (0, ε) tais que

ϕ(t, s) = B(t)−B(t− s)−M −Kq(t− s)− p(t− s) 6 M ′′ −M

para todo t, s ∈ Q∗ tais que |t− s| < δ.

Nos pontos t, s ∈ Q∗ que satisfazem |t − s| > δ temos |t − s|2 > δ2 > 0.

Aumentando K, caso seja necessário, conseguimos que

B(t)−B(t− s)− p(t− s) 6 Kδ2

logo

ϕ(t1, t2, 0, s2, ) 6 Kδ2 −M −Kq(t1, t2 − s2)

6 Kδ2 −M −K{(|t− s|2 − 1)χε(t− s) + 1}

6 Kδ2 −M −K[(δ2 − 1) + 1]

= −M < M ′′ −M

e portanto

ϕ(t, s) 6 M ′′ −M, ∀t, s ∈ Q∗ com s1 = 0

Voltando a fórmula (5.1.11) que fornece os coeficientes f̂1(t, ξ), teremos

|f̂1(t, ξ)| 6 |d2ξ|
∫ 2π

0

eξ{ϕ(t1,t2,0,s2)+λ} ds2

6 k

∫ 2π

0

eξ{M ′′−M+λ} ds2

6 2kπeξ{M ′′−M+λ}

agora diminúımos λ, caso seja necessário, para que λ < 1
2
(M −M ′′) e assim

|f̂1(t, ξ)| 6 2kπeξ M′′−M
2 , ∀ξ ∈ Z>1 e t ∈ Q∗

Finalmente

|∂(α,β)f̂1(t, ξ)| 6 |d2ξ|eξλ

∫ 2π

0

∣∣∂(α,β)eξϕ(t1,t2,0,s2)
∣∣ ds2

6 k eξλ

∫ 2π

0

eξϕ(t1,t2,0,s2) |P (ξ, α, β)| ds2
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aqui P (ξ, α, β) é uma expressão polinomial envolvendo potências de ξ (até a

ordem α + β) e derivadas de ϕ, as quais são todas limitadas. Portanto, para

cada (α, β) ∈ N2, existe uma constante Cα,β tal que

|P (ξ, α, β)| 6 Cα,β ξα+β, ∀ξ > 1

logo

|∂(α,β)f̂1(t, ξ)| 6 k Cα,β ξα+βeξλ

∫ 2π

0

eξϕ(t1,t2,0,s2) ds2 = k Cα,β ξα+β|f̂1(t, ξ)|

6 k Cα,β ξα+β 2kπ eξ M′′−M
2 = C ′

α,β ξα+β eξ M′′−M
2

Daqui segue que f1(t, x) =
1

2π

∞∑

ξ=1

f̂1(t, ξ)e
iξx ∈ C∞(T3)

Proposição 5.7. f2 ∈ C∞(T3)

Prova: Usando os mesmos argumentos e contas da proposição anterior é

posśıvel mostrar que

ϕ(t, s) 6 M ′ −M, ∀t, s ∈ Q∗ com s2 = 0

Diminuindo λ, para que tenhamos λ < 1
2
(M −M ′) e aumentando K, caso seja

necessário, teremos

|f̂2(t, ξ)| 6 2kπ eξ M′−M
2 , ∀ξ ∈ Z>1 e t ∈ Q∗

Analisando as derivadas de f̂2(t, ξ) concluiremos que f2 ∈ C∞(T3).

O próximo passo é mostrar que a seqüência {û(t, ξ)} definida em (5.1.13)

não pertence a nenhuma distribuição periódica. Para isto, precisaremos

analisar melhor o comportamento de û(t∗, ξ). Neste ponto temos B(t∗) = M

e ϕ(t∗, t∗) = 0.

Começamos reescrevendo os coeficientes da expressão (5.1.13) na seguinte

forma:

û(t∗, ξ) = d1ξ d2ξ (Iξ + Jξ)
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com

Jξ =

∫ ∫

|t∗−s|>ε

eξ(ϕ(t∗, s)+λ)ds1ds2 e Iξ =

∫ ∫

|t∗−s|<ε

eξ(ϕ(t∗, s)+λ)ds1ds2

Lema 5.8. A integral Jξ decai exponencialmente quando ξ →∞.

Prova: Se |t∗− s| > ε então

ϕ(t∗, s) = B(t∗)−B(t∗− s)−M −K|t∗− s|2 − p(t∗− s)

6 −B(t∗− s)−Kε2 − p(t∗− s) 6 −m−Kε2

com m = min
|t∗−s|>ε

|B(t∗− s) + p(t∗− s)|.
Agora podemos aumentar K para garantir que −(m+Kε2) < 0 e diminuir

λ para que λ < 1
2
(m + Kε2) assim

0 6 Jξ 6 4π2e
1
2
ξ(−m−Kε2))

Este lema diz basicamente que não precisamos nos preocupar com Jξ, toda a

informação que precisamos está concentrada próximo da origem, em |t∗−s| < ε.

Para avaliar o comportamento da integral Iξ começamos observando que

na região |t∗− s| < ε temos χε(t
∗− s) = 1, logo ϕ(t∗, s) = −K|t∗− s|2 e temos

Iξ = eξλ

∫ ∫

|t∗−s|<ε

e−ξK|t∗−s|2ds1ds2

Fazendo a mudança de variáveis σ =
√

ξK (t∗− s) obtemos

Iξ =
eξλ

ξK

∫ ∫

|σ|<ε
√

ξK

e−|σ|
2

dσ1dσ2

Portanto

Iξ = C(ξ) eξλ 1

ξK
com C(ξ) =

∫ ∫

|σ|<ε
√

ξK

e−|σ|
2

dσ1dσ2

Observe que ε
√

K 6 ε
√

ξK < ∞, ∀ξ > 1 e K > 0 logo a seqüência {C(ξ)} é

crescente e

C(1) =

∫ ∫

|σ|<ε
√

K

e−|σ|
2

dσ1dσ2 6 C(ξ) 6
∫ ∫

R2

e−|σ|
2

dσ1dσ2 = π
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portanto

C(1) eξλ 1

ξK
6 Iξ 6 π eξλ 1

ξK
(5.1.17)

Como λ,K,C(1) > 0 então existe ξ0 > 1 tal que C(1)(ξK)−1 exp(ξ λ
2
) > 1,

∀ξ > ξ0 logo

Iξ > eξ λ
2 , ∀ξ > ξ0

segue dos lemas (5.5) e (5.8) que

û(t∗, ξ) = d1ξ d2ξ (Iξ + Jξ) > k−2Iξ > k−2eξ λ
2 , ∀ξ > ξ0

como û(t∗, ξ) cresce mais que qualquer polinômio em ξ, então esta seqüência

não pode corresponder a nenhuma distribuição periódica definida em T3.

5.2 Redução ao Caso Modelo

Seja b ∈ ∧1 C∞(T2) fechada com peŕıodos b10 e b20 incomensuráveis e supo-

nha que a função pseudoperiódica B(t) =

∫ t

0

Π∗b possua algum subńıvel ou

superńıvel desconexo.

Nosso objetivo é mostrar que, após um número finito de difeomorfismos

suaves do toro T2, é posśıvel transformar a situação geral acima no caso modelo,

o qual possui as seguintes hipóteses:

(i) b20 < b10 < 0

(ii) b(0, 0) = 0 e B(0, 0) = 0

(iii) (0, 0) ∈ Π−1(Σ)

(iv) M = maxt∈[0,2π]2 B(t) = B(t∗) > 0 com t∗ ∈ (0, 2π)2

Nossa hipótese é que B possui algum subńıvel ou superńıvel desconexo;

segue da proposição (3.11) que B admite traps.
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Seja T uma trap de B. Vamos tomar um ponto qualquer t0 ∈ ∂T e consi-

derar o conjunto de ńıvel F ′(t0), pela definição de trap, sabemos que F ′(t0) é

um ńıvel cŕıtico ilimitado, ∂T ⊂ F ′(t0) e T ⊂ R2 \ F ′(t0).

Apenas para simplificar nossa prova, vamos supor que exista algum ponto

t ∈ T tal que B(t) > B(t0). Neste caso existirão superńıveis desconexos Ωr,

com r > B(t0). No caso em que existem apenas subńıveis desconexos, e todos

os superńıveis são conexos, a mudança de variáveis (t, x) 7→ (−t,−x) inverterá

esta situação.

Para não sobrecarregar a notação, após cada mudança de variáveis vamos

renomear as coordenadas de T2 novamente para t = (t1, t2). Também usaremos

esta mesma notação para as coordenadas em T2.

Como b20 6= 0 e b10 6= 0, se ocorrer b10 > 0 usaremos o difeomorfismo

(t1, t2) 7→ (−t1, t2) e se b20 > 0 usaremos (t1, t2) 7→ (t1,−t2). Finalmente se

b20 > b10 o difeomorfismo (t1, t2) 7→ (t2, t1) fará com que b20 < b10 < 0.

No restante desta seção, todos os difeomorfismos que usaremos preservarão

os valores b10 e b20.

No caṕıtulo 2, mostramos que existe um novo sistema de coordenadas se-

gundo o qual a reta t1 = 0 intercepta exatamente uma vez cada componente

ilimitada de conjunto de ńıvel de B. Além disto a função β(t2) = B(0, t2) é

decrescente e existe δ > 0 tal que F ′(t)∩ {|t1| < δ} é constitúıdo de um único

arco de curva regular, ∀t ∈ {|t1| < δ}.
Como para todo τ ∈ ∂T temos B(τ) = B(t0) e existem pontos t ∈ T

satisfazendo B(t) > B(t0) então pela compacidade de T obtemos um ponto

t] ∈ T tal que B(t]) = maxT B(t) > B(t0), conseqüentemente t] ∈ T .

Sejam t′ e t′′ os pontos em que F ′(t0) intercepta respectivamente {t1 = 0}
e {t1 = 2π}. Fazendo a translação t 7→ t− t′ podemos supor que F ′(t0) inter-

cepta {t1 = 0} exatamente na origem.
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Também podemos supor que B(0, 0) = 0, assim B(t]) > 0. Além disto,

como b10 e b20 são negativos teremos t′′ = (2π, t′′2), com −2π < t′′2 < 0, pois

B restrita a reta t1 = 2π é estritamente decrescente e B(0, 2π) = 2πb10 < 0 =

B(2π, t′′2) < 2π(b10 −B20) = B(2π, 2π).

Pela proposição (3.3) e definição (3.1), obtemos uma seqüência de curvas

normais {F ′(uj)}, tal que 0 < B(uj) < B(t0) +
1

j
=

1

j
, ∀j ∈ N. Tomando j0

suficientemente grande para que
1

j
<

1

2
B(t]) teremos

0 < B(uj) <
1

2
B(t]), ∀j > j0

Como a trap T está contida na faixa {δ < t1 < 2π − δ} então existe um

ponto cŕıtico P ∈ ∂ΩB(t0) ∩ {δ < t1 < 2π − δ} ⊂ F ′(t0). Caso contrário,

se todos os pontos de ∂ΩB(t0) ∩ {δ < t1 < 2π − δ} fossem regulares então

em cada um deles passaria um arco de curva regular e cada um deste pontos

possuiria uma vizinhança folheada por arcos regulares de conjuntos de ńıvel,

todos pertencendo a ńıveis diferentes entre si. Donde conclúımos que o trecho

da fronteira de ΩB(t0) entre as retas t1 = 0 e t1 = 2π é constitúıdo de um único

arco de curva regular, o que é absurdo.

Logo existe um ponto cŕıtico P ∈ ∂ΩB(t0) ∩ {δ < t1 < 2π − δ}. Como

B(P ) = 0, tomemos ε > 0 suficientemente pequeno para que B(t) < M/2

para todo t no disco D(P, ε).

A seguir tomamos uma curva normal F ′(u]), com j] > j0 que intercepte o

disco D(P, ε). Sejam Pα e Pω respectivamente o primeiro e último pontos de

interseção de F ′(u]) com D(P, ε), considerando a orientação natural que toda

curva normal possui pelo fato de ser difeomorfa a R.

Vamos construir uma curva suave λ, unindo (0, 0) a (2π, 0), da seguinte

forma:
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Figura 5.1: Tomando cuidado ao laçar a singularidade

• λ começa na origem e move-se horizontalmente até atingir o ponto (0, δ/2);

• desce verticalmente até atingir o ponto Q = F ′(u]) ∩ {t1 = δ/2};

• percorre o trecho de F ′(u]) entre Q e Pα;

• segue o raio de D(P, ε) entre Pα e P ;

• segue o raio de D(P, ε) entre P e Pω;

• percorre o trecho de F ′(u]) entre Pω e o ponto

R = F ′(u]) ∩ {t1 = 2π − δ/2};

• sobe verticalmente até atingir o ponto (2π − δ/2, 0);

• segue horizontalmente até atingir o ponto (2π, 0).

Fazendo uma pequena modificação em λ, obtemos uma nova λ ∈ C∞. A

projeção Π(λ) desta curva no torto T2 é um 1-ciclo homotópico ao 1-ciclo

canônico σ1, e coincide com σ1 próximo da origem.



75

Pelo teorema 1.4, cap. 8, em [Hi], existe um difeomorfismo Φ do toro que

manda Π(λ) sobre σ1 e coincide com a identidade numa vizinhança tubular,

de raio δ/2, de σ2; preservando assim a transversalidade em t1 = 0.

Nestas novas coordenadas obtemos δ2 > 0 tal que B(t) < M
2

, para todo t ∈
[0, 2π]× (−δ2, δ2). Observe também que existe δ3 tal que B

∣∣
t1=α

é decrescente,

∀α ∈ (−δ3, δ3).

Tomamos agora uma função θ : R → R suave e 2π−periódica tal que:

θ(0) = p, aqui P = (p, 0), θ(t2) ∈ [0, p] quando t2 ∈ [0, δ2] ∪ [2π − δ2, 2π] e

θ(t2) ∈ [−δ3, δ3], para t2 ∈ [δ2, 2π − δ2].

Assim o gráfico de θ
∣∣
[0,2π]

está contido na reunião de retângulos

(
[0, 2π]× [0, δ2]

)
∪

(
[−δ3, δ3]× [0, δ2]

)
∪

(
[0, 2π]× [2π − δ2, 2π]

)

E o difeomorfismo ψ(t1, t2) = (t1 − θ(t2), t2) manda P = (0, p) na origem e o

gráfico de Π(θ) sobre σ2.

Com isto mostramos que B possui um máximo local em t] e que B(t) <

B(t])/2, em todos os pontos da fronteira de [0, 2π]2. O que já seria suficiente

para toda a construção que fazemos no caso modelo.

Apenas para simplificar e exposição das hipóteses do caso modelo, optamos

por falar no máximo de B no quadrado todo. Obviamente tal ponto é um

máximo local e B(t∗) = max {B(τ); τ ∈ [0, 2π]2} > B(t]). Assim a redução

ao caso modelo foi atingida.
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