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Abstract

A question that arises in equivariant bordism is the classification, up to bordism, of the
smooth actions (M™, ®) of the group G' = Z&§ on closed smooth m-dimensional manifolds M™,
with a given condition on the fixed point set of ®. Here, Z¥ is considered as the group generated
by k commuting involutions 77,75, ..., T}, and the fixed point set of ® is F' = ﬂle Fr., where
Fr, is the set of points fixed by T;.

In this direction, our aim in this work is to obtain the classification in question when the
fixed point set is the disjoint union RP(r) U RP(s), where RP(r) denotes the r-dimensional
real projective space, r and s are even, v < s and 2r # s. This classification is described in
terms of the set of equivariant bordism classes of involutions with the same fixed point set. The
explicit determination of this latter set is still an open problem; in order to partially bypass
this gap, we additionally give an explicit description of this set when (7, s) = (2,2p), where p
is odd.
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CAPITULO 1

Introducao

Em seu monumental trabalho “Differentiable Periodic Maps” [C-F|, P. Conner e E. Floyd
introduziram a estratégia de se estudar propriedades de aplicagoes periddicas diferencidveis em
variedades fechadas C* através de técnicas de bordismo. Em linhas gerais, eles introduziram
o conceito de G-bordismo ou bordismo equivariante, onde G € um grupo de Lie arbitrario: dois
pares (M™ @), (V™ ¥) (onde M™, V'™ sdo variedades fechadas C*> e ®, U sdo agdes C de
G em M™ e V'™ respectivamente) sdo ditos G-bordantes se, e somente se, existe variedade C'*°
W™+ com bordo e agio C* O de G em W™ tal que OW™ ! = M™UV™ e O |ppmyym= PUV.
Isto determina o grupo de bordismo de ordem 2 J,,(G), constituido pelas classes de bordismo
[M™, ®], com adi¢ao dada pela unido disjunta, o qual possui também uma estrutura de -
modulo, onde M, é o anel de bordismo nao-orientado de Thom.

Se M™ é variedade fechada C'*° e ® ¢ uma acao C'*° do grupo de Lie G em M™, entao é bem
conhecido o fato de que cada componente conexa de Fp = {x € M™ | ®(g,z) = z,Vg € G}
¢ uma subvariedade fechada de M™, com as possibilidades de dimensoes para tais variedades
variando de 0 (um ponto de M™) a m (uma componente conexa de M™). Neste contexto,
aparece naturalmente e ¢ de grande interesse a seguinte questao: fixados G e F' = J_, F*, onde
F' denota uma uniao disjunta finita arbitraria de variedades fechadas i-dimensionais, é possivel
encontrar variedade fechada C'*° M e uma acao ® de G em M tal que Fp = F'?7 Adicionalmente,
é possivel classificar tais acoes a menos de difeomorfismos equivariantes? Evidentemente, da
mesma forma que a classificacdo de variedades M™ a menos de difeomorfismos para m > 3 é
um problema praticamente inacessivel, com mais razoes isto também acontece na classificacao
em questao (por exemplo, duas agdes na mesma variedade podem néo ser equivariantemente
difeomorfas). Desta maneira, a relacdo de equivaléncia mais branda introduzida por Conner e
Floyd, dada pelo bordismo equivariante, ¢ uma abordagem mais plausivel na busca de respostas
para a questao atras formulada e, de fato, mostrou-se efetiva em alguns casos particulares
interessantes. Sumarizando, fixados G e F = J;_, F", objetiva-se determinar as eventuais
classes de a € J,,,(G), m > n, as quais contém um representante (M, ®) tal que Fp = F.

Nesta linha de raciocinio, Conner e Floyd estudaram extensivamente em [C-F]| o caso G =

Z,, ou seja, os pares (M™,T), onde T': M™ — M™ ¢é uma involu¢gdo C'*°. Concernente a
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este caso, um dos principais resultados de |[C-F| nos diz que a classe de bordismo equivariante
[M™,T] é completamente determinada pela classe de bordismo de n — Fr, onde 1 ¢é o fibrado
normal de F em M™. Desta forma, fixada F, a juncao de informagcoes sobre a K-teoria real
de F' com o fato de que o bordismo de fibrados é determinado por numeros de Whitney,
torna plausivel a andlise, a menos de bordismo equivariante, dos pares (M™,T') com Fp = F.
Sob este prisma, e posteriormente ao trabalho de Conner e Floyd, varios autores atacaram
casos particulares dessa questdo, como em [St3| (F' = RP(2n)), [St2| (onde F' é uma unido
arbitraria de produto de circulos), [Ro| (onde F' é uma uniao de dois espagos projetivos reais),
|To| (F =uniao de espagos projetivos, todos com a mesma dimensao impar) [H-T2| (onde
F & uma uniao arbitraria de espagos projetivos com dimensoes impares), [K-S| (onde F' tem
dimensao constante igual a n e m > 2n), [Pe8] (onde F = SP x S?U {ponto}) e [Pe4] (onde
F ¢ a unido de um produto arbitrario de esferas com um ponto). Em [C-F|, Conner e Floyd
ja haviam resolvido, através de seus métodos, os casos F' = S™ U {ponto} e quando F' é uma
uniao de pontos; esses dois casos particulares trazem, como conseqiiéncia, alguns interessantes
resultados de Topologia Diferencial, a saber:

i) um ponto, ou mais geralmente, um nimero impar de pontos, nao pode ser fixado por uma
involugao (com excegao da identidade atuando no conjunto de pontos);

ii) um namero par de pontos pode ser fixado por uma involugao com qualquer codimensao
e, nesse caso, a involucao borda equivariantemente;

iii) a unido disjunta de uma esfera n-dimensional com um ponto nao pode ser fixada por
nenhuma involucao, a menos que n = 1,2,4 ou 8; e para cada um de tais n, existe uma tnica
involugao, a menos de bordismo equivariante, fixando S™ U {ponto}, a qual tem codimensao n.

Tais resultados surpreendentes justificam o interesse, demonstrado posteriormente, na busca
de solugoes referentes a outros casos particulares.

Também em [C-F|, Conner e Floyd iniciaram, embora de maneira superficial, o estudo do
caso G = Zy ® Zs ® -+ - @ Zy (k copias), ou seja, a analise do bordismo dos objetos (M™, ®),
¢ = (11, Ts,...,Ty), onde cada T; : M™ — M™ é uma involugdo C* e T; o T; = T; o Tj,
Vi, 7 =1,2,..., k. Assim, os autores em questao obtiveram a classificacdo completa para o caso
particular £ = 2 e quando F' é a uniao de pontos, apesar de nao estabelecerem nenhuma relagao
geral, em termos de bordismo, entre (M™, ®) e o conjunto de pontos fixos de ® mais o fibrado

normal.
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Posteriormente, em seu importante trabalho [St|, R. E. Stong estendeu os resultados de
Conner e Floyd para k > 1, introduzindo a segiiéncia ezata de bordismo de (Z5,q)-variedades-
fibrados; uma conseqiiéncia deste resultado é que a classe de bordismo equivariante de uma agao
(M™ @), & = (T1,Ts,...,Ty), é completamente determinada pela classe de bordismo simulta-
neo do “fixed data” de ®. Especificamente, seja F' = Fgp e n — F' o fibrado normal de F' em
M™. Para cada seqiiéncia p = (a1, as, ..., a;), onde a; = £1, existe um subfibrado ¢, — F de
n caracterizado pelo fato de que cada 7; atua em ¢, como a;. Entdo n = @ , Eps onde p percorre
todas as possiveis 2F — 1 seqiiéncias acima descritas, com excecdo de (1,1,1,...,1); assim, o
“fixed data” de ® ¢ definido como sendo o objeto (F;{e,},xq1,...1)), ou seja, I acompanhado da
lista de 2% — 1 fibrados {¢,},. Em outras palavras, o resultado de Stong nos diz que (M™, ®)
borda equivariantemente se, e somente se, a lista {€,}, borda simultaneamente. Agora, como
o bordismo simultaneo de uma lista de fibrados é determinado por niimeros caracteristicos, o
resultado em questao abriu perspectivas para o ataque a questoes com mesma natureza das
acima mencionadas para k > 1. Nesta dire¢ao, o primeiro resultado a surgir na literatura foi
[Cal: se (M, ®) é uma acdo de Z¥ fixando o espago projetivo RP(2n), entdo (M, ®) é equivari-
antemente bordante a uma certa agao, denominada “twist”, de Z§ em RP(2n) x --- x RP(2n)
(2" copias, 1 < t < k). Este resultado generalizou o trabalho [St3], onde havia sido provado
que, se (M, T) é uma involugao fixando RP(2n), entdo (M,T') é equivariantemente bordante a
involugao “twist” (RP(2n) x RP(2n),S), S(z,y) = (y, z).

Tendo como motivagao o fato de que o resultado de Capobianco tinha sido obtido utilizando-
se fortemente o fato de que o caso k = 1 era conhecido, P. Pergher iniciou estudos na direcao
de se analisar, para uma F' fixada, até que ponto a classificagao para k = 1 produz informacoes
sobre a classificacao para k > 1. Tais estudos culminaram em uma série de resultados, os quais
podem ser situados dentro do seguinte contexto geral: fixada uma F = (J;_, F' ‘ nao-bordo,
seja Ay a colecao formada por todas as classes de bordismo 3 € J,,(Z5), m < n, tal que 3
possui um representante (M™, ®) com Fy = F. Sendo F' nao-bordo, sabe-se que 4; é sempre
finita [K-S|. Inicialmente questiona-se, em linha gerais, até que ponto A; determina Ay, k > 1.
Com tal generalidade, porém, nada pode ser feito: de fato, existe uma acao de Z5 em RP(2)
fixando trés pontos, enquanto que, por outro lado, nenhuma involucao pode fixar trés pontos.
Fugindo dessa generalidade, os resultados de P. Pergher podem ser colocados, entao, dentro
de um contexto mais especifico. De fato, seja (V,T) uma involugao com “fixed data” n — F.
Em |Pe8| e [Pe6]|, P. Pergher usou uma certa operacao denotada por oI'F, onde 1 <t < k e

o : Z5 — Z¥ é um automorfismo, de tal sorte que oT¥(V, T') € uma Z¥-acio ((V)* ™, ®) definida
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no produto cartesiano de 2/~ copias de V, a qual fixa F' e cujo “fixed data” possui 2!=! copias
den — F, 271 —1 copias do fibrado tangente 7F — F e 2¥ — 2! copias do fibrado nulo 0 — F.
A maneira como cada tal fibrado esté situado no “fixed data” de ®, em termos das seqiiéncias
p = (a1,as,...,a;), depende do automorfismo o; por exemplo, se o é a identidade, entdao ¢, =7
caso p = (—1,a9,as,...,a,0,0,...,0), ¢, = 7F caso p = (1,a9,as,...,a:0,0,...,0) e, =0
caso algum a; = —1 com i > t. Mais ainda, em particular, a definigao de oT'¥ & de tal sorte
que o' (involugio “twist”)= Z5-agio “twist”. Isto produz, a partir da involugao (V,T') fixando
F, uma familia de acoes de Z§ fixando F, a saber, {oT¥(V,T),0 € Aut(Z5),1 <t < k}. Mas
esta colegao ainda pode, eventualmente, ser ampliada. De fato, em [Pe9|, P. Pergher provou o
seguinte teorema de estabilidade para acoes de Z§, generalizando o mesmo teorema concernente
a k = 1, provado por Conner e Floyd em [C-F|: seja (M,®) agdao de Z§ com “fixed data”
(F,{ep},) e suponha que para algum py, ,, possua uma sec¢ao, ou seja, decomponha-se como
Epy = €y, D R, onde R — F ¢ o fibrado trivial unidimensional. Entdo a lista (F) {s,},), onde
[ty = €, S€ p 7 po € [y, = €, € ainda o “fixed data” de alguma Zj-agao (N, ¥) (evidentemente
dim(N) = dim(M) — 1). Em outras palavras, a partir da Z¥-acdo (M, ®) fixando F pode-se,
eventualmente, produzir uma familia de acdes de Z§ fixando F' através da remocio iterada
de secgoes de ¢,, para cada p. Mais ainda, se (M, ®) é uma agao de 7% obtida a partir de
alguma o['F(V,T) através de remocio de secgoes, entao a classe de bordismo equivariante de
(M, ®) é completamente determinada pela classe de bordismo equivariante de (V,T'), ou seja,
a associagao (V,T) — (M, ®) é bem definida com respeito a bordismo.

Aplicando-se a discussao acima para cada elemento de A; obtém-se uma bem definida
colecao B C Ay; ou seja, os elementos de B, sao obtidos a partir dos elementos de A;
através das operagoes oT'¥(V, T') e de remogao de secgoes. O contexto mais especifico que inclui
os resultados de P. Pergher caracteriza-se, entao, pela seguinte formulacao: para quais F é
verdade que By = Ay, para k > 17

O resultado de [Cal, atras mencionado, nos diz que B;, = Ay caso F' = RP(2n); por outro
lado, se F' = {trés pontos} isto é falso. Embora este exemplo nao invalide a possibilidade de
ocorréncia de outras F' com 3 ou mais componentes conexas tal que o resultado seja verdadeiro,
é razoavel questionar inicialmente com que grau de generalidade o fato é vélido para F' com
uma ou duas componentes.

Concernente ao caso em que F' possui uma unica componente, em [K-S| é provado que se
(M™ T) é uma involugao fixando F' = F™, com dimensao constante igual a n, entao (M™ T

¢ bordante a involugao (F™ x F™ twist) caso m = 2n, e (M™,T) borda equivariantemente
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caso m > 2n. Logo em seguida, em [K-S2|, os mesmos autores conjecturaram a seguinte
generalizacdo do fato acima, para k > 1: se (M™,®) é uma agao de Z§ fixando F™ conexa,
entao (M™, ®) ¢ bordante & acao Z5-“twist” sobre (F")2" = F"x F™x ... x F™ caso m = 2*n, e
(M™, ®) borda equivariantemente caso m > 2fn. Recentemente, em [Pe5|, P. Pergher provou
tal conjectura e, a luz da notacao atras estabelecida, este fato pode ser colocado da seguinte
forma: sejam A" = A N T (Z5) e Br.s C By a subcolegao de By, constituida pelas classes de
bordismo de a¢oes de Z§ obtidas a partir de A$ através de operagoes o'¥(V,T) e de remocio
de seccoes; entao, se F' = F™ é conexa, temos que Um22kn Al = Usz% By s. Isso classifica, a
menos de bordismo, as Z5-acoes (M™, ®) com Fy = F conexa e com m > 2Fn. Para m < 2Fn,
e com esta generalidade, ainda trata-se de um problema em aberto (com excegao da situagao na
qual algum dos fibrados do “fixed data” de ® possua dimensao maior que n; neste caso, como
subproduto de |[Pe5|, a agdo borda equivariantemente). No que se refere a particulares F", os
tinicos casos conhecidos sdo F™ = RP(2s) ou C'P(2s), quando Ay = By.

Passando ao caso em que F' possui duas componentes, a situacao mais simples a considerar,
evidentemente, é quando uma de tais componentes é um ponto. Em outras palavras, questiona-
se até que ponto A; determina Ay, quando F = V"*U{ponto}, onde V" é uma variedade fechada
conexa n-dimensional com n > 1. Conner e Floyd tinham obtido A; para V" = S™ em |C-F],
enquanto D. Royster determinou A; para V" = RP(n) em |Ro].

Em [Pe6] iniciou-se o estudo discutido acima nos casos V" = S e V" = SP x 5%, calculando
A; para V" = SP x §9 e utilizando o calculo de A; para V" = S™, de Conner e Floyd; P. Pergher
mostrou que Aj, = B, em ambos os casos. E importante observar que, para cada n (para cada
(p,q)), tal que existe involugao fixando S™U{ponto} (S? x STU{ponto}), a cole¢ao A; é unitaria
e, portanto, o fibrado normal n — S™ (n — SP x S9), correspondente ao unico elemento de
A1, nao possui seccoes; desta forma, a obtencao de 9B, nao passa pelo processo de remocao de
secgoOes nestes casos.

Uma boa parte dos procedimentos utilizados em [Pe8| mostraram-se gerais e, com isso em
maos, P. Pergher obteve em [Pe6|, para qualquer V", uma descri¢ao do “fixed data” de uma
agdo de Z& fixando V™ U {ponto} em termos do bordismo individual de cada fibrado; com
efeito, foi mostrado que tal “fixed data” possui, para algum 1 < t < k, 2% — 2! fibrados nulos,
2t=1 1 fibrados bordantes ao fibrado tangente 7V™ — V™ e 2!~ fibrados bordantes a fibrados
normais n — V" correspondentes a elementos de A;. Isso indica uma forte semelhanca entre
tal “fixed data” e o de uma agao do tipo oT'¥(V,T), onde [V, T] € A;, uma vez que foi mostrado

também em [Pe6| que a distribui¢ao dos fibrados no “fixed data”, em termos das seqiiéncias
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(a1, as,...,ax), é similar & distribuigao dos fibrados correspondentes no “fixed data” de alguma
acao ol'F(V,T).

Em particular, quando A; é unitaria, digamos A; = {[V,T]}, isso significa que se uma Z}
-agao (M™, @) fixa V" U {ponto}, entao o “fixed data” de ® ¢ individualmente bordante ao
“fixed data” oT®(V,T), para algum 1 < t < k e algum o € Aut(Z5). Isso ndo classifica tais
agoes, uma vez que bordismo individual nao implica em bordismo simultaneo de fibrados. A
partir de tal resultado, e com calculos adicionais de nimeros caracteristicos, ainda em [Pe6],
foi resolvido o caso V™ = RP(n) com n impar, quando A; = B, e A; é unitaria (portanto, o
processo de remocao de secgoes nao ocorre).

Posteriormente, em [Pe2], foi resolvido o primeiro caso em que .A; nao é unitéaria e o processo
de remogao de secgoes é necessério; a saber, o caso k = 2 e V" = RP(n) com n par. Tal caso
foi obtido mediante a juncao do resultado de [Pe6], com o teorema de estabilidade para k = 2
(também provado em |[Pe2|), e com célculos adicionais de niimeros caracteristicos; neste caso
foi mostrado que Ay = B.,.

Em [Pe9|, os resultados de [Pe2]| foram generalizados para qualquer k; em outras palavras, o
teorema de estabilidade foi estendido para todo k e foi mostrado que Ay = By, para V" = RP(n)
com n par.

Recentemente, em [Pe7], os resultados de [Pe6| foram essencialmente completados. Especi-
ficamente, foi mostrado que, para uma agao (M™, ®) fixando V™ U {ponto}, os 2t~ fibrados do
“fixed data” de ® que sao bordantes a fibrados normais n — V", correspondentes a elementos
de Ay, pertencem todos & mesma classe de estabilidade; em outras palavras, o “fixed data”
de ® ¢ individualmente bordante ao “fixed data” de um elemento de B;. Ao mesmo tempo,
foi mostrado que esse bordismo é, na realidade, simultaneo, o que significa que, para qualquer
V", é verdade que Ay = By para todo k. Isso classifica, a menos de bordismo, as Z4 -agoes
(M™ ®) com Fp = V™"U{ponto}, médulo a obtengao de .A;. Como casos particulares, ainda em
[Pe7|, foram obtidas as classifica¢oes explicitas quando V™ é um produto arbitrario de esferas
(A; tinha sido obtido em [Pe4|) e quando V™ é uma variedade arbitraria com n impar (A; foi
determinado em |Ro]).

O objetivo deste trabalho é iniciar estudos concernentes ao fenémeno acima discutido, para
o caso em que F' possui duas componentes conexas, ambas com dimensao maior que zero.
Especificamente, analisaremos o caso F' = RP(2m) U RP(2n), com 0 < m < n e 2m # n. O
principal resultado é que, para tal F', também é verdade que A, = B, para todo k. Tal estudo

segue as linhas desenvolvidas em [Pe6| e em [Pe7|. Inicialmente, imitamos as técnicas de [Pe6]
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para obtermos uma descricao em termos de bordismo individual dos fibrados do “fixed data”
de uma tal acao; salientamos que a obtencao de tal descricao mostrou-se consideravelmente
mais complexa do que a obtengao da correspondente descrigao desenvolvida para V™ U {ponto}
em [Pe6|, a qual é suavizada pelo fato de que nenhuma involu¢ao pode fixar um tnico ponto.
Além disso, de fundamental importancia foi a obtenc¢ao do Teorema 4.2.18, o qual reduz nossos
estudos ao caso em que as agoes sao efetivas (essa abordagem simplificaria substancialmente o
material de [Pe6], no qual a possibilidade de ocorréncia de involugoes identidade em @ tornou-se
um sério complicador).

A seguir, adaptamos as técnicas desenvolvidas em |[Pe7| para mostrar que os subfibrados
normais  — RP(2m)Uu — RP(2n), que fazem parte do “fixed data” da agao, correspondentes
a involugao fixando RP(2m) U RP(2n), pertencem todos & mesma classe de estabilidade e,
adicionalmente, que o bordismo inicialmente individual é, na realidade, simultdneo. Esse é o
material do Capitulo 4.

Para aplicarmos a classificacao obtida no Capitulo 4 e exibir explicitamente os possiveis
modelos das agoes em discussao, devemos conhecer A, para algum F' = RP(2m) U RP(2n).
Assim, para exemplificar tal classificacao, no Capitulo 5 obtemos 4; no caso particular F' =
RP(2) U RP(2n), n impar. Enfatizamos que o céalculo de A; para F' = RP(2m)U RP(2n) ¢é
um problema ainda em aberto (Royster determinou .4, para F' = RP(r)URP(s) em |Ro]| para
todos os pares (r, s) com exce¢ao do caso r = 2m, s = 2n, m,n > 0; recentemente encontramos,
na literatura, referéncia sobre a resolugao do caso particular 2m = 2n). A obtencao de A; para
F = RP(2) U RP(2n), n impar ¢é feita com o uso dos Teoremas de Conner e Floyd e com
calculos extensivos de ntimeros caracteristicos; algumas técnicas que permeiam tais célculos
foram extraidos de [P-S]. Agradecemos o Prof. R. E. Stong por ter nos fornecido os principais
passos para a obtencgao de tal A;. O fato de que 2n # 2 -2 quando n > 1 é impar, em jungao
com o resultado do Capitulo 4, nos fornece a classificacao explicita das acoes de Z§ que fixam
RP(2) U RP(2n), n > 1 impar.

Nosso trabalho é constituido ainda pelos Capitulos 2 e 3, os quais sao devotados aos pré-
requisitos necessarios para o desenvolvimento dos capitulos subseqiientes. O Capitulo 2 é
constituido pelos pré-requisitos mais basicos, mais especificamente, é uma coletanea de topicos
fundamentais da teoria de bordismo equivariante desenvolvida por Conner e Floyd. No capitulo
3 reunimos topicos mais especificos e proximos do material desenvolvido nos capitulos seguintes,
versando sobre o bordismo de acoes de Z5. Em particular, explicamos o Teorema de Stong (que

implica que o bordismo equivariante da acao é determinado pelo bordismo simultaneo do “fixed
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data”) e esmiugamos uma série de fatos encontrados em trabalhos de P. Pergher relacionados
com o trabalho ora desenvolvido.

Finalmente, no Apéndice, destacamos alguns resultados utilizados nos Capitulos 4 e 5 que
nao foram citados nos pré-requisitos por nao estarem diretamente relacionados com os assuntos

tratados nos Capitulos 2 e 3.



CAPITULO 2

Preliminares

2.1. Introducao

Neste capitulo apresentaremos nog¢oes basicas da teoria de bordismo equivariante, conforme
desenvolvida por Conner e Floyd em |C-F|. Admitiremos que o leitor tenha no¢oes de homolo-
gia, cohomologia, teoria de fibrados e classes de Stiefel-Whitney.

Quando falarmos em variedade, aplicacao ou acao estaremos subentendendo uma variedade,
aplicacao ou acao C'°.

Uma variedade M terd um ntmero finito de componentes conexas, nao necessariamente de
mesma dimensao. Usaremos M"™ para denotar uma variedade tal que cada componente conexa
possui dimensao n.

Da mesma forma, um fibrado ( — M sera, eventualmente, uma uniao disjunta finita de
fibrados, nao necessariamente de mesma dimensao, sobre as componentes conexas de M, nao
necessariamente de mesma dimensdo. Usaremos (¥ — M para denotar um fibrado quando a
restricao deste fibrado a cada componente conexa de M possui fibra de dimensao k.

Para uma variedade M, o simbolo OM denotara o bordo de M.

Dados um fibrado ( — M e uma aplicagao f : N — M, denotaremos por f!({) o fibrado
induzido por f (“pullback”).

Diremos que ( — M é o fibrado nulo se a fibra sobre cada componente de M for o espago
vetorial trivial {0}.

Para um fibrado { — M, o simbolo w;(() denotara sua classe de Stiefel-Whitney de dimensao
i; W(() denotara a classe total de Stiefel-Whitney de (. Quando ( for o fibrado tangente de M
denotaremos por w;(M) (ou simplesmente w;, quando ndo houver possibilidade de confuséo) e
W (M), respectivamente.

BO(k) sera o espago classificante para fibrados vetoriais k-dimensionais.

H,,(X) e H"(X) denotarao, respectivamente, os grupos de homologia e cohomologia com
coeficientes em Z5.

Denotaremos por [M], a classe fundamental de homologia.

RP(n) sera o espago projetivo real de dimensao n.

1d seré a aplicacao identidade.

13
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Quando nao houver citacdo, os detalhes omitidos poderao ser obtidos de |C-F|. As se¢oes
seguintes serao apresentadas em uma estrutura semelhante que ressaltara a analogia entre as

defini¢oes, notagoes e estruturas algébricas dos objetos em questao.

2.2. Bordismo de Variedades

DEFINIGAO 2.2.1. Variedade que borda:

Dizemos que uma variedade fechada M borda se, e somente se, existe variedade compacta

W tal que OW = M.

DEFINIGAO 2.2.2. Variedades bordantes:

Dizemos que duas variedades fechadas M; e M; sao bordantes se, e somente se, a uniao

disjunta M; U M5 borda.

LEMA 2.2.3. A relagao de bordismo de variedades € uma relacao de equivaléncia no conjunto

das classes de difeomorfismo de variedades.
NOTAGAO 2.2.4. Adotaremos as seguintes notagoes:

e [M] — a classe de equivaléncia a que M pertence, denominada classe de bordismo
nao-orientado de M

e 1, — o conjunto das classes de bordismo de variedades de dimensao n, denominado
grupo de bordismo nao-orientado n-dimensional (veremos, a seguir, sua estrutura de
grupo);

e 91, — o conjunto de todas as classes de bordismo, denominado anel de bordismo

nao-orientado (veremos, a seguir, sua estrutura de anel).

LEMA 2.2.5. A operagao [My] + [Msy] = [My U M| (unido disjunta) dd uma estrutura de
grupo abeliano a N, sendo N, um subgrupo. A operagio [M,] - [Ms] = [My x Ms] completa

uma estrutura de anel graduado comutativo com unidade em N,.

OBSERVAGAO 2.2.6. Note que:

e [M] = 0 se, e somente se, M borda, e como [M] = [M U (}] usaremos, por convengao,
que [0] = 0;

e [M] =1 se, e somente se, M esté na mesma classe de bordismo da variedade constituida

por apenas um ponto;
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o M e MJ? com nj # ny sao bordantes se, e somente se, M{"" e M,*? bordam;
e Para qualquer variedade M teremos que [M] + [M] = [M U M] borda, pois O(M X
[0,1]) = M U M e, portanto, toda classe de bordismo de variedades tem ordem 2 com
respeito a adigao.

DEFINIGAO 2.2.7. Numeros de Stiefel-Whitney:

Os inteiros modulo 2 wylwy? - - - wy#[M], sao chamados nimeros de Stiefel-Whitney de M
lembrando que w,, = w,, (M) é a p;-ésima classe de Stiefel-Whitney de M e que [M], é a classe
Di Di

fundamental de homologia com coeficientes em Zs).

7 n g i -di i 50 wited2 - . qpd n), —
E claro que, se M™ ¢ uma variedade n-dimensional e ) j;r; # n entao wl'w? - - - wls[M™]y =
0. Assim, associada a uma variedade M, existe uma cole¢ao de inteiros modulo 2, obtida ao
considerarmos os diferentes monomios w!w?2 - - - w’*. Dizemos que duas variedades M e M’ pos-

suem os mesmos nimeros de Stiefel-Whitney se wl! (M) - - - ws (M )[M]y = wi* (M") - - - wl: (M")[M'],

para qualquer monoémio.

TEOREMA 2.2.8. Se 0B = M entao todos os nimeros de Stiefel-Whitney de M sao nulos.
[Po]

TEOREMA 2.2.9. Se todos os numeros de Stiefel-Whitney de uma variedade fechada M

forem nulos entdao existe B, variedade com bordo, tal que 0B = M (ou seja, M borda). |Th|
Estes dois teoremas implicam no

COROLARIO 2.2.10. As wvariedades My e My pertencem a mesma classe de bordismo se, e

somente se, possuem os mesmos nimeros de Stiefel- Whitney.

Em outras palavras, um elemento de 91, é completamente caracterizado pelos niimeros de
Stiefel-Whitney de qualquer um de seus representantes. Usando esta informagao e lembrando

que W(RP(n)) = (1+a)"™, onde a ¢ o gerador de H'(RP(n)), é possivel verificar o seguinte
EXEMPLO 2.2.11. RP(n) borda se, e somente se, n é impar.

TEOREMA 2.2.12. N, € uma dlgebra polinomial graduada sobre Zy com um gerador em cada

dimensaon # 2/ —1 (n >0). [Th]

Uma colegao de variedades, representando os citados geradores, foi apresentada por [Th],

para n par (os espagos projetivos reais RP(n)) e por |Do| para as dimensoes restantes (var-

iedades do tipo (Sixcp(k)

Go~(Csz) com i e k apropriados, onde C'P(k) é o espago projetivo complexo

e Z é o complexo conjugado).
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Geometricamente, o teorema acima significa que qualquer variedade fechada M é bordante
a uma uniao disjunta de variedades, cada uma delas sendo um produto cartesiano envolvendo

as variedades acima citadas. Por exemplo, qualquer variedade de dimensao 4 ou é bordante a

RP(4), ou RP(2) x RP(2) ou RP(4) U RP(2) x RP(2).
2.3. Bordismo de Espagos Topolégicos

DEFINIGAO 2.3.1. Variedade singular:
Fixado um espago topologico X, uma variedade singular em X é um par (M, f) consistindo

de uma variedade fechada M e uma funcao continua f : M — X.

DEFINIGAO 2.3.2. Variedade singular que borda:
Dizemos que uma variedade singular (M, f) borda se, e somente se, existe variedade com-

pacta W e uma funcdo continua F' : W — X tal que OW = M e F |y= f.

DEFINIGAO 2.3.3. Variedades singulares bordantes:
Dizemos que duas variedades singulares (M, f1) e (Ma, f2) s@o bordantes se, e somente se,

a unido disjunta (M; U My, f1 U fo) borda (onde fi U fo |a,= fi).

LEMA 2.3.4. A relagcao de bordismo de variedades singulares € uma relagao de equivaléncia

na colecao de variedades singulares.
NOTACAO 2.3.5. Adotaremos as seguintes notagoes:

e [M, f] — a classe de equivaléncia a que (M, f) pertence, denominada classe de bor-
dismo de f;

e 91,(X) — o conjunto das classes de bordismo de variedades singulares de dimensao
n (veremos, a seguir, sua estrutura de grupo);

e . (X) — o conjunto de todas as classes de bordismo, denominado grupo de bordismo

nao-orientado de X (veremos, a seguir, sua estrutura de 9,-modulo).

LEMA 2.3.6. A operacao [My, fi] + [Ma, fo] = [My U My, f1 U fo] (unido disjunta) dd uma
estrutura de grupo abeliano a N, (X), sendo N, (X) um subgrupo. A operagao [M,] - [Ms, f] =
[My x Ms,g|, onde g(my,my) = f(ma) completa uma estrutura de MN.-mddulo graduado em

N, (X).

TEOREMA 2.3.7. Se X é um CW complexo finito entao M.(X) € um N.-mddulo livre grad-
uado, isomorfo a H,(X) @ N,. |C-F, pg 55]|
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OBSERVAGAO 2.3.8. Note que:

o M(X) =By M(X);

e [M, f] = 0 se, e somente se, (M, f) borda; por exemplo, se N bordaec: N — X é
uma fun¢do constante entdo [V, ¢] = 0;

o (M, f1)e (M3?, fo) com ny # ng sdo bordantes se, e somente se, (M, f1) e (M3?, fa)
bordam:;

e Para qualquer variedade singular (M, f) teremos que [M, f]+ [M, f]=[M UM, f U f]
borda, pois se F': M x [0,1] — X ¢é tal que F((m,r) = f(m) entao O(M x [0,1], F) =
(MUM, fU f); portanto, toda classe de bordismo de variedades singulares tem ordem
2 com respeito a adigao.

e Se {ponto} ¢ a variedade 0-dimensional constituida de apenas um ponto, existe um
isomorfismo natural M, ({ponto}) = N..

e Se d: X — Y éuma funcao continua entre espacos topologicos, existe o homomorfismo
induzido ®, : M. (X) — N.(Y), definido por .[M, f] = [M, P o f]; P, é também um

homomorfismo de grau zero de M,-modulos graduados.

DEFINIGAO 2.3.9. Numeros caracteristicos de uma variedade singular:
Seja (M, f) € M.(X). Para cada classe de cohomologia h € H™(X) o inteiro modulo 2
wptwy? - wpe f*(h)[M]y, onde f*: H™(X) — H™(M) ¢ a induzida em cohomologia, ¢ chamado

namero caracteristico de (M, f) (ou de f).

E claro que, se M™ é uma variedade n-dimensional e m + > mp; # n entdo

wpiwy -+ wys f*(R)[M"]s = 0,

Ps

Assim, associada a uma variedade singular (M, f), existe uma colegdo de inteiros modulo 2
obtida ao considerarmos os diferentes monomios wylw;? - - - wy* e diferentes elementos de H*(X).
Dizemos que duas variedades singulares (M, f) e (M’, f') possuem os mesmos nimeros car-
acteristicos se wil(M)---wis(M)f*(h)[M]y = wjt(M')---wps(M') f*(h)[M'], para quaisquer

mondmio e h € H*(X).

TEOREMA 2.3.10. Se X é um CW complexo finito entiao [M, f] = 0 em M.(X) se, e somente

se, todos os nimeros caracteristicos de (M, f) se anulam. |[C-F, pg 54|

COROLARIO 2.3.11. Duas variedades singulares sao bordantes se, e somente se, possuem 0s

mesmos numeros caracteristicos.
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OBSERVAGAO 2.3.12. Note que os numeros caracteristicos de f coincidem com os niimeros de
Stiefel-Whitney de M quando tomamos h = 1 € H°(X). Em particular, quando X = {ponto} ¢
a variedade 0-dimensional constituida de apenas um ponto, teremos que os nimeros de Stiefel-
Whitney de f coincidem exatamente com os numeros caracteristicos de M (o que nos daria

uma forma indireta de verificar a observagao feita acima de que M, {ponto} = N,).

2.4. Bordismo de Fibrados

DEFINICAO 2.4.1. Fibrado que borda:
Se M é uma variedade fechada, dizemos que um fibrado vetorial ( — M borda se, e

somente se, existe um fibrado e — W, onde W é uma variedade compacta com 0W = M e tal

que € |p= C.
OBSERVACAO 2.4.2. Note que se ( — M borda entao M borda.

DEFINIGAO 2.4.3. Fibrados bordantes:
Dois fibrados sobre variedades fechadas ( — M e A — N sao bordantes se, e somente se, a

uniao disjunta ( — M U A — N borda.

LEMA 2.4.4. A relacao de bordismo de fibrados € uma relacao de equivaléncia na colegio de

fibrados sobre variedades fechadas.
NOTAGAO 2.4.5. Adotaremos as seguintes notagoes:

e [( — M] ou [¢] — a classe de equivaléncia a que ( — M pertence, denominada classe
de bordismo de (;

e 91,., — o conjunto das classes de bordismo de fibrados de dimensao k sobre variedades
de dimensdo n (veremos, a seguir, sua estrutura de grupo);

e 9., — o conjunto de todas as classes de bordismo de fibrados k-dimensionais, denom-
inado grupo de bordismo de fibrados de dimensao k (veremos, a seguir, sua estrutura
de M,-modulo);

e I1,.. — o conjunto de todas as classes de bordismo de fibrados.

LEMA 2.4.6. A operagao [(1 — M| + [(o — Ms] = [(1 — My U — M) (unido disjunta)
dd uma estrutura de grupo abeliano a Ny, sendo M, um subgrupo. A operagio [M;] - [( —
Ms] = [pa!(¢) — My x Ms], onde py : My X My — My € a projegao, completa uma estrutura de

N.-modulo graduado em MN,.y.
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TEOREMA 2.4.7. Seja BO(k) o espago universal classificante para fibrados vetoriais reais

k-dimensionais. Entao N, = N (BO(k)).

DEMONSTRAGAO. Dada classe [( — M], seja f uma aplicagao classificante f : M —
BO(k); definimos ®[¢ — M| = [M, f]. Para demonstrar o teorema verifica-se que a associacao

O M,y — N(BO(k)), assim dada, é bem definida e um isomorfismo. O

NOTAGAO 2.4.8. De agora em diante usaremos N, (BO(k)) e MN,,(BO(k)) para nos referirmos

aos grupos de bordismo de fibrados.
OBSERVACAO 2.4.9. Note que:

e N(BO(K)) = B, M(BOK)):

e M(BO()) = B, M.(BO()):

e [( — M] =0 se, e somente se, [( — M] borda; por exemplo, se N borda e R — N ¢é
o fibrado trivial n-dimensional entao [R" — N] = 0;

o [(' — M™] e [¢52 — M™) com ny # ny e/ou k; # ky sdo bordantes se, e somente se,
[k — M™] e [¢52 — M™] bordam;

e Para qualquer fibrado sobre variedade fechada ( — M teremos que [( — M|+ [( —
M] = [¢ - M U({ — M] borda, pois se p : M x [0,1] — M ¢é a proje¢ao entao
I(p!l(¢) — (M x [0,1])) = (¢ = M U — M); portanto, toda classe de bordismo de
variedades singulares tem ordem 2 com respeito a adicao;

e E claro que M, (BO(0)) = N,.

Segundo o Teorema 2.3.10, um elemento [( — M] de M. (BO(k)) é determinado por seus
nimeros caracteristicos. Como vimos, se f é uma aplicacao classificante para (,
para cada classe de cohomologia h € H™(BO(k)) teremos o numero caracteristico

witw?? - wre f*(h)[BO(k)]2. Mas H*(BO(k)) ¢ a algebra polinomial Zs[vy,vs ..., v, onde

p1 P2 Ps

v; € H(BO(k)) é a i-¢ésima classe de Stiefel-Whitney do fibrado universal ¥¥ — BO(k). As-

sim, um mondémio basico h € H™(BO(k)) pode ser escrito como h = v v®2 ... v% e, portanto
Y up U2 Us Y Y

fr(h) = oo ... 0%, onde v, = w,,(¢) € H" (M) é a u-ésima classe de Stiefel-Whitney de

ul T u2

(. Temos, entao, a seguinte

DEFINICAO 2.4.10. Numeros caracteristicos de um fibrado:
Os inteiros modulo 2 wjlwy? - - - w) vt v ... vl [M]y sao chamados ntimeros caracteristicos

u1 Y u2

do fibrado (.
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: L2 .. s TN Y s _ n . . :

E claro que wylw;? - w v v .. vE [M]; = 0 se M™ é uma variedade n-dimensional e
d_Tipi+ Yo qjuy Fn.

Assim, associado a um fibrado ( — M, existe uma cole¢ao de inteiros modulo 2 obtida ao

; i 5mi T2 .. qyTs L T2 s ; ;
considerarmos os diferentes monomios wylwy? - - - w v VL ... vl . Dizemos que dois fibrados
¢ — M e (! - M’ possuem os mesmos nimeros caracteristicos se

wpt (M) - wps (M) (C) - 0 () [M]2 = wit (M) -+ - wps (M) o3, (¢') - .. 0 (¢ [M ]2

para qualquer monomio.

Como vimos acima, um elemento do grupo de bordismo de fibrados pode ser visto como um

elemento de um grupo de bordismo de variedades singulares. Assim, obtemos um corolario do

Teorema 2.3.10, analogo ao Corolario 2.3.11:

COROLARIO 2.4.11. Dois fibrados sao bordantes se, e somente se, possuem o0s mesmos

numeros caracteristicos.

OBSERVAGAO 2.4.12. Note que os nimeros caracteristicos de [( — M] coincidem com
os numeros de Stiefel-Whitney de M quando ¢ ¢é trivial. Em particular, se [( — M] ¢ um
elemento do grupo de bordismo de fibrados 0-dimensionais entao os seus nmeros caracteristicos
coincidem com os niumeros de Stiefel-Whitney de M (o que esta de acordo com a observagao

feita acima de que 9.(BO(0)) = MN,).
2.5. Bordismo de Acgoes

DEFINIGAO 2.5.1. Acao:

Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade. Uma acao ¥ de G em M, que denotaremos
por (M, V), é uma aplicagao ¥ : G x M — M tal que:

i) U(e,m) =m se e & o elemento neutro de G.

11) ‘Il<gl7 (\Ij(g%m)) = ‘I]<g1g27m)'

DEFINIGAO 2.5.2. Acao efetiva:
Dizemos que uma agao (M, V) ¢ efetiva se {g € G | ¥(g,m) = m,Vm € M} = {e}, ou seja,

se o 1nico elemento de G que atua como identidade é o elemento neutro.

DEFINIGAO 2.5.3. Agao livre:
Dizemos que uma acao (M, V) é livre se ¥(g, m) = m = g = e, para todo m € M, ou seja,

se o unico elemento de G que fixa m é o elemento neutro, para todo m € M.

DEFINIGAO 2.5.4. Subconjunto invariante

Seja uma acao (M, V). Dizemos que A C M ¢ invariante sob G se V(G x A) C A.
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Como as defini¢oes de bordismo de acoes e bordismo de agoes livres diferem somente pelo
fato de considerarmos acoes sem restricao no primeiro caso e apenas agoes livres no segundo,

apresentaremos as defini¢coes simultaneamente:

DEFINIGAO 2.5.5. Agao (livre) que borda equivariantemente:
Se M & uma variedade fechada, dizemos que uma agao (livre) (M, V) borda equivariante-
mente se, e somente se, existe variedade compacta W e uma agao (livre) (W, T) tal que OW = M

DEFINIGAO 2.5.6. Ac¢oes (livres) equivariantemente bordantes:
Dizemos que duas agoes (livres) (M, Uq) e (Ms, ¥s), sobre variedades fechadas, sdo equivari-
antemente bordantes se, e somente se, a uniao disjunta (M; U My, U; U Wy) borda como agao

(livre) (onde Wy U Wy |5, = ;).

LEMA 2.5.7. A relagao de bordismo de agoes (livres) € uma relagao de equivaléncia na

cole¢ao de agoes (livres) C™ sobre variedades fechadas.
NOTACAO 2.5.8. Adotaremos as seguintes notagoes:

e [M, V] — a classe de equivaléncia a que (M, V) pertence, entre as classes de bordismo
de acgoes;

e [M, V], — aclasse de equivaléncia a que (M, ¥) pertence, entre as classes de bordismo
de agoes livres;

e J,(G) — o grupo de classes de bordismo de agoes do grupo G em variedades de
dimensao n;

e N,(G) — o grupo de classes de bordismo de agdes livres do grupo G em variedades
de dimensao n;

e J,.(G) — o conjunto de todas as classes de bordismo de agoes do grupo G, denominado
grupo de G-bordismo irrestrito nao-orientado;

e N.(G) — o conjunto de todas as classes de bordismo de agdes livres do grupo G,

denominado grupo de G-bordismo principal nao-orientado.

LEMA 2.5.9. A operagdao [My, U]+ [My, Wo] = [My U Mo, Uy UWs] ([My, Uy]p + [Ms, Ws], =
[MiUM,, U0V, ) dd wma estrutura de grupo abeliano a J.(G) (N.(G) ), sendo T,(G) (N,.(G))
um subgrupo. A operagao [My] - [My, W] = [My x My, Y] ([My] - [My, V], = [My x M, Y]),
onde T : G x My x My — My x My € tal que Y(g,(my,ms)) = (my1, V(g,ms)), completa uma
estrutura de MN,.-mddulo graduado em J.(G) (MN.(QG)).
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OBSERVAGCAO 2.5.10. Note que:

 7.(G) = By Ji(G);

e N.(G) = By N(G);

e [M, V] =0 se, e somente se, (M, ¥) borda; por exemplo, se M borda e ¥ é uma agao
do grupo G em M onde V(g,z) = z, para todo elemento g € G e todo x € M, entao
[M, W] = 0

o [M, V], =0 se, e somente se, (M, V) borda; por exemplo, se N borda e (M, V) é uma
acao livre do grupo G em M entdo [N]-[M, V], = 0 (isto pode ser visto pela estrutura
de 9M,-modulo);

o (M Uy) e (MJ?,Uy) com ny # ny sdo bordantes se, e somente se, (M, V;) e
(MJ? W,) bordam (tanto para bordismo de agdes quanto para bordismo de agoes
livres);

e Para qualquer agao (livre) (M, V) teremos que [M, V] + [M, V] = [M U M,¥ U V]
([M, V], + [M, V], = [MUM,¥ UV, borda, pois tomando a agao (M x [0,1],T)
onde T : G x M x [0,1] — M x [0,1] é tal que Y(g,(m,r)) = (V(g9,m),r) entdo
O(M x[0,1],T) = (M UM, ¥UW); portanto, toda classe de bordismo de agdes (livres)

tem ordem 2 com respeito a adigao.

Nas proximas segoes analisaremos com mais detalhes, como casos particulares, os grupos de
Za-bordismo principal e irrestrito. Isto nos ajudara a estudar, no proximo capitulo, os grupos

de Zo ® Z5 @ - - - @ Zy-bordismo.

2.6. Grupos de Z>-Bordismo

DEFINIGAO 2.6.1. Involugao

Uma involucao 7" em uma variedade M ¢é uma aplicacao T': M — M com T o T = Id.

OBSERVAGAO 2.6.2. Note que uma involu¢ao 7' define uma agao ¥ de Z; em M, ja que
podemos identificar {Id, T’} mais a operacao de composi¢do com o grupo Z,. Assim, (M, V)
¢ uma Zy-agao onde ¥ : G x M — M é tal que V(Id,m) =m e U(T,m) = T(m). Usaremos

simplesmente (M, T) para indicar a Zy-ac¢ao (M, V).

DEFINIGAO 2.6.3. Conjunto de pontos fixos de uma involugao:
Dada uma involugao (Zs-agao) (M, T), o conjunto Fr = {x € M | T(z) = z} é chamado

conjunto de pontos fixos da involucao.
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DEFINIGAO 2.6.4. Involugao sem pontos fixos:

Dizemos que (M,T) é uma involugao sem pontos fixos quando Fr = .

OBSERVAGAO 2.6.5. Observe que dizer que (M,T) é uma involugdo sem pontos fixos é

equivalente a dizer que a Zy-acao (M, T) é livre.

Reescreveremos as definigoes e notagoes feitas na secao anterior, agora, para o caso particular
em que G = Z,. A estrutura algébrica ja esta subentendida. Como na segao anterior, trataremos
simultaneamente de involucoes e de involugoes sem pontos fixos, correspondendo a Zj-acoes e

Zo-agoes livres, respectivamente.

DEFINIGAO 2.6.6. Involugao (sem pontos fixos) que borda
Se M & uma variedade fechada, dizemos que uma involugao (sem pontos fixos) (M, T') borda
se, e somente se, existe variedade compacta W e uma involugao (sem pontos fixos) (W, S) tal

que OW =Me S |y=T.

DEFINIGAO 2.6.7. Involugdes (sem pontos fixos) que bordam.
Dizemos que duas involugbes (sem pontos fixos) (M, T7) e (M, T3), sobre variedades
fechadas, sdo bordantes se, e somente se, a unido disjunta (M; U My, T} U Ts) borda como

involugao (sem pontos fixos) (onde Ty U Ty |a,= T5).

LEMA 2.6.8. A relagao de bordismo de involugdes (sem pontos fizos) é uma relagio de

equivaléncia na cole¢io de involugoes (sem pontos fixos) C sobre variedades fechadas.

NOTACAO 2.6.9. Adotaremos as seguintes notagoes:

e [M,T] — a classe de equivaléncia a que (M, T') pertence, entre as classes de bordismo
de involucoes;

e [M,T];, — aclasse de equivaléncia a que (M, T') pertence, entre as classes de bordismo
de involugoes sem pontos fixos;

e J,(Zy) — o grupo de classes de bordismo de involugdes em variedades de dimensao
n;

e N, (Z3) — o grupo de classes de bordismo de involugoes sem pontos fixos em var-
iedades de dimensao n;

e J.(Z3) — o conjunto de todas as classes de bordismo de involugoes, denominado

grupo de Zy-bordismo irrestrito nao-orientado;
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e N.(Z3) — o conjunto de todas as classes de bordismo de involugoes sem pontos fixos,

denominado grupo de Zs-bordismo principal nao-orientado.

DEFINICAO 2.6.10. Fibrado linha canénico associado a uma involuc¢ao sem pontos fixos:

Dada uma involugao sem pontos fixos (M, T'), considere o quociente %, que também é uma

M

variedade fechada. Definimos o fibrado linha canénico associado a T' como sendo § — =, onde

MXR

o espaco total de £ é T (T ) =)

TEOREMA 2.6.11. A associagio [M, T, — [§ — 3£ define um isomorfismo de N,-mddulos

entre M. (Z3) e N.(BO(1)). |C-F, pg 71]

Assim, comparar duas classes de involugoes sem pontos fixos se resume em comparar duas
classes de fibrados unidimensionais e, para isso, segundo o Corolario 2.4.11, basta compararmos

os numeros caracteristicos. Seja W(§) = 1+ ¢. Isto nos leva a formular a seguinte

DEFINIGAO 2.6.12. Numeros de involucao:
Os inteiros moédulo 2 wrw?? - - - whc?[4F]; sdo chamados nimeros de involugao de (M,T),

onde w,, sdo as classes do fibrado tangente de 2.

OBSERVAGAO 2.6.13. H*(BO(1)) é a algebra polinomial Zs[v;], onde v; € H'(BO(1)) ¢ a
primeira classe de Stiefel-Whitney do fibrado universal v — BO(1). Tomemos f : % — BO(1)

uma aplicagdo classificante para {. Entao ¢ = f*(v1) € H'(3).

DEFINIGAO 2.6.14. Classe caracteristica de uma involugao:

A classe ¢ € H'(4) sera chamada de classe caracteristica da involugao (M, T).
Temos, portanto, outro corolario do Teorema 2.3.10:

COROLARIO 2.6.15. Duas involugoes sem pontos fixos sao bordantes se, e somente se, pos-

suem 0s mesmos numeros de involucao.

TEOREMA 2.6.16. M. (Z3) € um N.-mddulo livre graduado, com um gerador em cada di-
mensdo. Suponha que {(X",T)}, seja uma cole¢do de involugdes sem pontos fixos tal que, para
cada n > 0, o nimero de involugao ¢" [3=], de (X", T) € nao-nulo. Entao {[X",T]p}, € uma
base homogénea para o M,-modulo livre graduado N.(Z3). Em particular, se S™ é a n-esfera e
A S™ — 8" é a antipoda, temos que {[S™, Alp,n = 1,2,....} € uma base para o N,-médulo

livre M. (Z2). |C-F, pg 74]
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OBSERVAGAO 2.6.17. A primeira afirmagao deste teorema decorre de 2.3.7. O teorema acima

nos diz que para cada elemento [M™ T], € M, (Z;) existe uma tunica expressao [M" T|, =

YimoVIIS™ T AL

Se (M, T) é uma involu¢ao onde Fr # () entdo nao é necessariamente verdade que % seja
uma variedade fechada (por exemplo, se M = S' C R? e T ¢ a reflexao em uma coordenada

% ¢ o disco D). Assim, a ferramenta que utilizaremos para comparar duas involugoes em

entao
J.(Z5) nao pode ser a mesma que utilizamos acima para comparar duas involugoes em N, (Zs).
Esta ferramenta ira decorrer de um resultado de [C-F| que, devido & sua importancia, iremos

discuti-lo na préxima secao, separadamente. Este resultado ¢ a

2.7. Seqiiéncia exata de Conner e Floyd

Seja o fibrado vetorial n — V' = Ui — V" onde V é uma variedade fechada e i indexa as
componentes conexas de V. Existe o fibrado em esferas associado S(n) — V = US(nf) — V™
com fibra S*~! sobre V;. Se k; > 1, o espaco total S (nf) ¢ uma variedade fechada (n; +k; — 1)-
dimensional. Se k; = 0, ou seja, se 7 & o fibrado nulo, entdo S(nf) = (. Se ao menos um
dos " & ndo nulo, existe uma involugio sem pontos fixos A : S(n) — S(n) atuando como
antipodal em cada fibra (uma vez que A comuta com qualquer elemento do grupo ortogonal

O(k)). Temos entao a

DEFINIGAO 2.7.1. Fibrado involuc¢ao:

Dizemos que (S(n), A) ¢é o fibrado involugao associado a 7.

DEFINICAO 2.7.2. Fibrado projetivo:
O fibrado RP(n) — V, com espago total RP(n) = % e projecao p, é chamado de fibrado

projetivo associado a 7 (observe que a fibra sobre V; ¢ RP(k; — 1) se k; > 1).

TEOREMA 2.7.3. Dada involu¢ao (M, T), cada componente conexa do conjunto de pontos
fixzos Fr = {x € M | T'(z) = z} ¢ subvariedade fechada de alguma componente conexa de M.

Além disso, Fr é constituido de um nimero finito de componentes conexas. |M-Z|

Para facilitar, diremos que uma involugao (M, T) fixa n — Fr significando que n — Fr é o

fibrado normal do conjunto de pontos fixos Fr em M.

TEOREMA 2.7.4. Se (M,T) fita n — Fr, seja R — Fr o fibrado trivial unidimensional
sobre cada componente de Fr. Entio RP(n® R) € uma variedade fechada e [M] = [RP(n® R))
em N.. |C-F, pg 72|
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Dada uma involugao (M™",T), para cada k, 0 < k < n, teremos os fibrados normais 7" % —

F* onde F* C M™ é a unido das componentes k-dimensionais de Fp. Entao (M™,T) fixa

n nn—k
I = UZ:O !
Fr F*

Sendo M,, = B;_, N.—x(BO(k)), entdo [n — Fr] € M,,.

Fazendo M, = @;°,M; teremos que, se (M,T) ¢ uma involucao (agora sem restrigao as
dimensoes das componentes conexas) fixando n — Fr entdo [n — Fr| € M,.

Definimos j, : J.(Z3) — M, como j.[M,T| = [n — Fr| se Fr # 0 e j,[M,T] =0se (M,T)
¢ uma involugao sem pontos fixos.

Agora, dado um fibrado sobre variedade fechada n — N, definimos 0 : 9, — N.(Z3) como
d[n — N] =0 se n é o fibrado nulo e d[n — N] = [S(n), A]L se n ndo ¢ o fibrado nulo, onde
(S(n), A) é o fibrado involugao associado a 7, como definido acima.

Nao é dificil de se provar que j, e 0 sao func¢oes bem definidas e homomorfismos de I,-

modulos graduados, com graus 0 e —1, respectivamente. Assim, temos o

TEOREMA 2.7.5. A seqiiéncia

0— :j*(ZQ) e m* 5

¢ exata “split”. |C-F, pg 78]

Este teorema fornece trés informacgoes que, pela importancia, apresentaremos como corolarios:

COROLARIO 2.7.6. Duas involugoes sao bordantes se, e somente se, os correspondentes

fibrados normais aos conjuntos de pontos fizos sao bordantes.

OBSERVAGAO 2.7.7. Este resultado implica que, se (M, T') é uma involugao sem pontos fixos

entao (M, T) borda, ja que o conjunto de pontos fixos é vazio.
COROLARIO 2.7.8. Para cadan > 0, M, = T,(Zy) ®N,—1(Z2).

OBSERVAGAO 2.7.9. As dimensoes de M, e N,,_1(Z2) podem ser determinadas, respectiva-
mente, pelos Teoremas 2.3.7 e 2.6.16. Podemos, portanto, obter as ordens dos grupos J,(Zs).
Por exemplo, pode-se mostrar que as ordens de J4(Zs), J5(Z2) e J(Z3) sdo, respectivamente,

128, 512 e 524 288.

COROLARIO 2.7.10. Existe uma involu¢ao (M, T) fizando fibrado bordante a n — N se, e

somente se, d[n — N| =0 em N, (Z2).
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OBSERVAGAO 2.7.11. Se n — N ¢é o fibrado nulo entdo dn — N| = 0 e (N, Id) é uma

involugao fixando n — N.

OBSERVACAO 2.7.12. Na verdade, a demonstracao do teorema da seqiiéncia exata de Conner
e Floyd (que nao foi apresentada aqui) diz mais que o proprio teorema. Ela diz que se d[n —
N] = 0 entao existe involu¢ao (M, T') tal que o fibrado normal ao conjunto de pontos fixos é

exatamente 7 — N (e ndo apenas bordante a  — N, conforme o corolério).

Assim, podemos obter informacoes sobre a existéncia de involugoes cujo fibrado normal
ao conjunto de pontos fixos ¢ um determinado n — N. Por exemplo, dado um n — N, se
d[n — N] # 0 entao nao existe (M, T) fixando fibrado bordante a n — N. Assim, temos um
exemplo explicito se N = {ponto} (variedade 0-dimensional constituida de apenas um ponto).
Qualquer fibrado sobre um ponto ¢é trivial e d[R" — {ponto}] = [S"' Al # 0 paran > 1 e
O[R® — {ponto}] = 0. Concluimos que a tnica involugao fixando apenas um ponto é bordante
a ({ponto},Id). Em outras palavras, nenhuma involugao (M"™,T), com n > 1, pode fixar um
Unico ponto.

Vimos, entdo, que calculando [S(n — V'), A], poderemos obter informagoes sobre as in-
volugoes que fixam 7 — V. Na se¢ao anterior vimos também que uma ferramenta para analisar
classes de bordismo de involugoes sem pontos fixos é a colecao de nimeros de involugao. Os
nimeros de involugao de [S(n), A]r sdo do tipo wjlw;? - - wy:c?[RP(n)]2, onde wji sdo classes

P17 p2

de Whitney de RP(n). Para podermos calcular estes niimeros, usaremos o

TEOREMA 2.7.13. (Borel-Hirzebruch) Sejam n* — V um fibrado sobre variedade fechada e
c a classe caracteristica da involugdo (S(n*),T). Entdao H*(RP(n*)) ¢ um H*(V)-mddulo livre

graduado com base 1,¢,c?,...,c1 e as classes de Stiefel-Whitney de RP(n*) sao

k—p
Wy (RP(1*)) = Zp+q+r:m p*(wT(V)wp(nk))cq.
q
Além disso,

4 pr(wi(m) e+ p (wi ()72 + - 4 p(wi (")) = 0. [C-F, pg 75|

E 1til considerarmos a fatoracio da classe total de Stiefel-Whitney em um produto de termos
lineares. Assim, suponha

WV)=14+w(V)+wy(V)+---=(1+v1) (1 4+ vp),

W(n) =1+wi(n) +wn)---=1+t) - (1+t),
onde v; e t; sao termos de grau 1.

Teremos o
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COROLARIO 2.7.14. A classe total de Stiefel-Whitney do fibrado tangente de RP(n) pode

SET ETPTESSO COMO.

W(RP(n)) = (L+p(v1)) -+ (14 p"(om)) (1 + ¢ +p*(0a)) - - (1 + ¢+ p*(tn)-



CAPiTULO 3
Bordismo de (Z)"-Agoes

3.1. Introducao

O objetivo deste capitulo é desenvolver os conceitos de bordismo simultaneo de listas de
fibrados e de “fixed data” associado a uma acdo do grupo Z¥ = Zo @ Zo @ -+ @ Zy (k copias)
em uma variedade fechada, entendida como uma cole¢cao ordenada 17,75, ..., T} de involucoes
diferenciaveis comutantes definidas na variedade. Descreveremos o fendémeno (descoberto por
R. E. Stong) segundo o qual a classe de bordismo simultaneo do “fixed data” de uma Z}-acio
determina a classe de bordismo equivariante da mesma. Adicionalmente, apresentaremos a
construcao de algumas agoes especiais de Z§. A maior parte das demonstragoes apresentadas

neste capitulo nao é encontrada na literatura.

3.2. Bordismo Simultaneo de Fibrados

DEFINIGAO 3.2.1. Lista de fibrados que borda simultaneamente:

Seja lista de fibrados (M; vy, ..., V) um objeto constituido de uma variedade M e s fibrados
ordenados sobre M com dimensoes 71,79, ..., rs. Dizemos que (M;vy,. .., vs) borda simultane-
amente se, e somente se, existe variedade com bordo W e fibrados vetoriais (y,- - - , (s sobre W

tal que OW = M (ou seja, M borda) e, além disso, para cada 1 <1i < s temos (; |y= v;.

DEFINICAO 3.2.2. Listas de fibrados simultaneamente bordantes:
Dadas duas listas (M;vy,...,vs) e (N;x1,-..,Xs), dizemos que elas sdo simultaneamente

bordantes se, e somente se, (M U N,v; U xi,...,vs UXs) (unido disjunta) borda.

OBSERVAGAO 3.2.3. E claro que, se (M;uvy,...,vs) e (N;X1,...,Xs) sdo simultaneamente
bordantes, M e N sado conexas e dim(v;) # dim(x;) para algum i entdao (M;vy,...,vs) e

(N;x1,---,Xs) bordam.

OBSERVAGAO 3.2.4. Note que a definigdo acima implica que se (M;vy,...,vs) e
(N;x1,.-.,Xs) sdo simultaneamente bordantes entdao v; — M é bordante a x; — N para
todo . Mas se v; — M ¢é bordante a x; — N para todo 7 nao é necessariamente verdade que
ocorra o bordismo simultaneo, como podera ser visto no exemplo 3.2.17. Isto ocorre porque,

na definicao acima, todos os fibrados (; estao sobre a mesma base W, e o bordismo entre cada

29
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fibrado separadamente poderia usar uma base diferente para cada i. Por isso o bordismo acima

é chamado bordismo simultaneo.

OBSERVACAO 3.2.5. Observe também que o bordismo da definicdo acima implica que os
fibrados totais 1 @ -+ vy — M e x1 ® -+ ® xs — N (soma de Whitney) sdo bordantes
(conforme definigao do capitulo anterior), ou seja, bordismo simultdneo implica em bordismo
dos fibrados resultantes da soma direta. Mas a reciproca nao é verdadeira, como pode ser
visto no exemplo 3.2.6 abaixo. Dizemos, alternativamente, que a soma direta de fibrados
NG - Brvs— Mex;®--- @ xs — N sdo simultaneamente bordantes quando (M; vy, ... vy)

e (NV;x1,-.-Xs) s@o simultaneamente bordantes.

EXEMPLO 3.2.6. Seja £ — S! o fibrado linha canénico. Entao & @ & — S' é bordante
a R' @ R' — S' ja que sao isomorfos, mas nao sdo simultaneamente bordantes, pois & — S*
nao é bordante a R' — S'. Para verificar que & & & — S' ¢ isomorfo a R & R' — S! basta
notar que & @ & = 751 @ RY, onde 75! ¢ o fibrado tangente a S' [Mi, pg 45]; como 75! é

trivial concluimos que & @ & — St ¢ trivial.
LEMA 3.2.7. O bordismo simultdneo de fibrados € uma relagcao de equivaléncia.
NOTACAO 3.2.8. Adotaremos as seguintes notacgoes:

o [M,v,...,vs] — a classe de bordismo simultaneo do elemento (M, vy, ..., vy);

® Nt ro...rs — O conjunto das classes de equivaléncia de bordismo simultaneo de listas
de s fibrados ordenados, com dimensoes r1, 79, ..., 75, sobre variedades n-dimensionais;

® M.\ ro,..r, — O conjunto das classes de equivaléncia de bordismo simultaneo de listas

de s fibrados ordenados, com dimensoes 11,79, ..., 75, sobre qualquer variedade.

s

TEOREMA 3.2.9. Euxiste aplicagao o bijetora que associa a cada classe de My, ry  r, UM
elemento de M. (BO(r1) x BO(rg) x---x BO(rs)) e, portanto, podemos introduzir uma estrutura

de N.-modulo em Ny ry... r, nduzida por . Ou seja, com esta estrutura, Ny, ry.. re, qUE

s

chamaremos de grupo de bordismo simultdneo, torna-se um MN,.-mddulo isomorfo a M. (BO(ry) X

BO(ry) x -+ - x BO(ry)) (sendo o um isomorfismo).

DEMONSTRAGAO. Dado a = [M;m1,m2, -+ ,Ns] € Moy rarrss S€JA f = (f1, fo, -+, f5) -
M — BO(r1)x BO(rg) x---x BO(rs), onde cada f; : M — BO(r;) ¢ uma aplicagao classificante
para 7;. Definimos p(a) = [M", f] € M, (BO(ry) x BO(r3) X --- x BO(rg)).
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Sejam ay = (M;n1,1m2,- -+ ,ns) € ag = (Vix1, X2, Xs) € considere f = (fi1, fa, -+, fs),
onde cada f; : M — BO(r;) é uma aplicagao classificante para n;, e g = (g1, 92, - ,9s), onde
cada ¢g; : V' — BO(r;) é uma aplicacao classificante para x;. Entao:

i) p é bem definida: se a; e ay pertencem a mesma classe, existe (W;(q,Ca, -, () que
estabelece o bordismo simultaneo. Tome h = (hy, ho,- - -, hs), onde cada h; : W — BO(r;) é
uma aplicagao classificante para (;; assim, pela defini¢cao de bordismo de espagos topoldgicos,
teremos que (M, h |y) € bordante a (V, h |v). Entéo [M, f] = [M,h |um] = [V, h |v] = [V, g], ou
seja, p[M;n, -+ ,ns] = p[Vix1, -+, Xs] € portanto, p é bem definida.

ii) p ¢ injetora: suponha play] = plas], ou seja, [M, f] = [V, g, entdo, pela definigao de bor-
dismo de espagos topologicos, teremos que existe W com OW = M UV e h = (hy, ha, -+ , hy) :
W — BO(ry) x BO(rg) x -+ - x BO(ry) tal que h |y;= f e h |y= g. Entao fazendo (; = h;!(7™),
onde 7" é o fibrado universal, teremos que (W; (i, (o, -+, (s) estabelece o bordismo simultaneo
e, portanto, [a1] = [as).

iii) p é sobrejetora: dado [M, f] = [M, fi,..., fs] € M(BO(r1) x --- x BO(r,)) considere o
fibrado fily™ @ -+ @ fily"™ — M. Teremos que p[M, fi!y™, -+ | f\y"] = [M, f]

Portanto, o é uma bijecao e o teorema esta provado. U

OBSERVACAO 3.2.10. Observe que:
[Minu, e, ons) + [Vixa, x5 xs) = 07 (0IMsmu,me, -+ omsl + 0IVixa, xa, o, x6]) =
= (M, f]+[Vig]) = MUV, fUg]
e como p[MUV;m Uxi, - ,nsUxs| = [MUV, fUg]|, teremos que
(M, e, oms) + [Vixaxe o oxs) = [IMUVig Uxa, -, ms U,
como era de se esperar.
Além disso, em relagao a estrutura de M,-moédulo de N,..;., , .., temos:
(W1 (M1, o) = 07 ((WRIM mm, -+ n]) = 97 (W] - [M, f])
e como p[W x M, pol(m), -+, p2!(ns)] = [W x M, f o po] = [W] - p[M, f], onde p; ¢ a projeao
da segunda coordenada, teremos que

[W] : [Mﬂhﬂha te 7778] = [W X Map2!(7]1)7 U 7p2!(778)]7

como também era de se esperar.

Como ja vimos no Corolario 2.3.11, [M, f] é determinada pelos seus nimeros caracteris-
ticos e, portanto, [M;n,mg, -+ -, ns] também o serd pelos ntmeros correspondentes através da
associacao @. Ja vimos em 2.3.9 como sao, de uma forma geral, os ntimeros caracteristicos

de [M, f]. Estudaremos com mais detalhes o caso que nos interessa aqui, ou seja, 0s nimeros
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caracteristicos de um elemento [M, f] € M.(BO(r1) x BO(ry) x - -+ x BO(rs)). Consideremos

os seguintes fatos:

FAaTO 3.2.11. Teorema de Kiineth. Suponha que os anéis de Zs-cohomologia dos espacos
topologicos X, Y sejam polinomialmente gerados por oy, aq, ..., a4 € B, Ba, ..., B, respectiva-
mente. Entao H*(X xY) € polinomialmente gerado por a; X 5;, 1 =1,2,...,q, j = 1,2,...,p,

onde X significa o produto cross.

Fato 3.2.12. H*(BO(r)) é wma dlgebra polinomial sobre Zs gerada por elementos
V1,02, ...,V sendo que v; € H(BO(r)) ev = 14+ v, +va+ -+ v, € a classe total de
Stiefel-Whitney do fibrado universal v — BO(r).

Faro 3.2.13. Como wvimos na Definicio 2.3.9, wum numero caracteristico de

(M, f] € M.(T1.2, BO(r:)) € da forma wf*(h,)[M]s, sendo que w = wj wj, - --w;, ¢ um produto
de classes de M (isto é, classes de Stiefel-Whitney do fibrado tangente TM™ — M"™) e h, €
H*([T_, BO(r;)); sem perda de generalidade podemos tomar h, como um gerador aditivo de
HP ([T, BO(r;)), uma vez que o produto cup € aditivo; ou seja, hy, = (viy)1 X (viy)2 X -+ - X (03, )¢

sendo que iy + iy + -+ +ip =p, e (v;;); € H'5(BO(ry)).

Assim, considerando as afirmagoes acima e utilizando a associagao @, obtemos os nimeros
caracteristicos para uma dada classe [M;ny,n2, - - -, 1s]. Ou seja,

wf*(hp) = w(fis fo, - fo) (Vi )1 X (vig)2 X -+ X (03, )1) =

= wfi(vi)1f5 (vi)2 - -+ ff (vi)e
e como f7(vi;); é a ij-ésima classe do fibrado n; — M teremos, fazendo (v;;); = f*(vy,);, que
um nimero de Whitney de [M™; 9y, 2, - - -, 15| serda dado por w(v;,)1(Tsy)2 - + - (U;,)¢ sendo que

(vi;); € uma ij-ésima classe do fibrado n; — M™ (ja que f; ¢ aplicagao classificante para 7).

EXEMPLO 3.2.14. Sejam 1 — M™, ny — M", W(M"™) = 14+ w; + - - -+ w,, W(n) =
l+vy+--+v.eW(n)=14+u + -+ us.

Entao os nimeros de Whitney que determinam o bordismo simultaneo de [M™; 1y, 2] sdo
todos os nimeros do tipo w;, wi, -+ - Wi, V;, V), * -+ Vj, U U, - - - Uy, [M"]2 de tal forma que )i, +

Y+l =mn.

OBSERVAGAO 3.2.15. Observe que entre estes niimeros estao os do tipo w;, wj, - - - w;, v, v;, -
--vj,[M™]3 que sdo exatamente os nimeros de Whitney que determinam a classe de bordismo do

fibrado 7, — M™, como visto no Corolario 2.4.11 (analogamente, w;, wy, - - - w;, wy, Uy - - - uy,,, [M™]2
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determinam a classe de 7o — M™). Ou seja, o bordismo simultaneo implica no bordismo de

cada fibrado da soma direta, como ja mencionado em 3.2.4.

OBSERVAGAO 3.2.16. Observe também que entre esses nimeros (ou em combina¢ao linear
deles) estao os do tipo wj w;, - - - W;, S, Sj, - - - 85, [M"]2 sendo que s;, = W;(m @ n2). Entédo o

bordismo simultaneo implica no bordismo do fibrado total, como mencionado em 3.2.5.

EXEMPLO 3.2.17. Sejam & — S! o fibrado linha can6nico e R — S o fibrado trivial.

Consideremos os seguintes fibrados:

n=p!&) — 5" xS,

X = p2l(&) — St x ST,
onde pie py sao as projegoes. Mostraremos que 7 e x bordam, mas n & y nao borda simultane-
amente.

Chamando de 3; x 1 e 1 x (35 os geradores de H'(S* x S') respectivamente associados a
primeira e segunda copia de S*, sabemos que W(£1) = 1+, a € HY(SY), e que pi(a) = B x 1
e pi(a) =1 % fs.

Como W(n) = 1+pi(a) =1+, x1 e W(S! x S*) = 1 teremos que os ntimeros de Whitney
de [S! x S, n] serdo:

wi(n)[ST x Sty = (B x 1)[S" x S = 0[S* x S, =
wi(N)wi (ST x SY)[ST x Sty = (B x 1) - 0[S x Sty = 0[S x S|, =0
wi(St x S1)[ST x Sy = 0[S! x Sty =
wy(ST x SH[ST x S, = 0[St x S1], =

Agora, W(x) =1+ pi(a) =141 x 35 e, portanto, os ntimeros de Whitney de [S* x ST, y]
serao:

wi(x)[S* x Stz = (1 x F)[S* x S = 0[S* x STz =0

wy(x)wi (ST x SM)[ST x Sy = (1 x B2) (61 x 1+ 1 x B)[S* x S']a = 0[S x S'], =0

Observe que foram omitidos dois ntimeros, pois sao exatamente iguais aos dois tltimos de
[ST x S 7] (j& que nao envolvem classes do fibrado). Assim, os fibrados 7 e y bordam, pois os
nimeros de Whitney sao todos nulos.

Mas o nimero de Whitney de [S* x St 7, ]

wi(Mwi(x)[S" x Sz = (81 x B2)[ST x SM]s =1
e, portanto, n & x nao borda simultaneamente.

Observe que wq(n @ x) = wi(n)wi(x) e, portanto, o nimero de Whitney de [S* x S, n & x|

wa(n ®X)[ST x Sy =1
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Entao n & x nao borda, o que também nos deixa concluir que n & y nao borda simultanea-

mente.

3.3. “Fixed Data” de Z5-Agoes

LEMA 3.3.1. Seja S : R" — R"™ uma involugao linear. Os conjuntos Fy = {u € R" | S(u) =

u} e Fy ={v e R"| S(v) = —v} sao subespagos vetoriais de R" e, além disso, R" = F| ® Fy.

DEMONSTRAGAO. E claro que F} e F, sdo subespacos e que FyNF, = {0}. Agora, para todo
w € R™ podemos escrever w = u+wv onde u = (w+S(w))/2ev = (w—Sw)/2. Como SoS = Id

teremos que S(u) = u e S(v) = —v e, portanto, u € F} e v € Fy. Assim, R" = F| @ F5. O

Suponha que em R" tenhamos k involucoes lineares comutantes Sy, .5, -+, S, : R" — R".
Para cada inteiro 0 < j < 2F — 1 seja Bj = biby - - - by_1by, a representacao binaria de j com
k algarismos. Considere a colegao de 2% seqiiéncias A; = (ay,as,- - -, a;) sendo a; = (—1)".

Nestas condigoes teremos o

LEMA 3.32. €4, = {v € R" | Si(v) = aw,1 < i < k}, para cada 0 < j < 28 — 1, é um

subespaco vetorial de R™ e, além disso, R" = @O<j<2k_1 EA;-

DEMONSTRAGCAO. A prova sera feita usando inducao sobre k. Para k = 1 ja esta feito
no Lema 3.3.1. Suponha, entao, que seja verdade para k. Dado k + 1 transformagoes lin-
eares comutantes S, 5o, - -, Spr1 : R" — R"™ temos, pela hipdtese de indugao, que, para as
transformacoes lineares S, S, -+, S, : R — R", o teorema é verdadeiro. Sabemos, também
pela hipotese de indugao, que para um fixado A, = (ay,as,- - -, ax) teremos que €4, é sube-
spaco de R" e, portanto, isomorfo a R™ para algum m. Sejam (A,,1) = (a1,aq,- - -, ax, 1)
e (Ap,—1) = (a1,aq,- - -,ax,—1). Supondo que Sj;; seja invariante sobre €, aplicamos,
entao, o Lema 3.3.1 para €4, € Spy1. Assim €4,,1) € €(4,,—1) sdo subespagos de €4, e, por-
tanto, de R" e, além disso, €4, = €(4,,1) ® €(4,,-1)- Como isto vale para todo A;, R" =
(Bo<j<or—16(4;,1)) D (Po<j<2t—1£(4,,—1)). Resta mostrar, portanto, que Siy1 ¢ invariante sobre
€4,- Se v € €4, entdo S; atua em v como a; e, portanto, S;S,(v) = S,5(v) = Spa;(v) = a;Sy(v),

ou seja, S; atua em S,(v) como a; e, assim, S,(v) € €4,. Isto encerra a demonstracao. O

OBSERVAGAO 3.3.3. Note que, considerando (S, Ss, - -, Sgy1) como uma agao linear de
Zo® Zy® -+ & Zy em R, teremos que 4, = {v € R" | S;(v) =v,1 <i <k} é o conjunto de

pontos fixos desta agao, enquanto que €, . j<ok_1€4; €0 fibrado normal de €4, em R".

NOTAGAO 3.3.4. De agora em diante consideraremos:
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o (G,M,®)=(M,T,T5,--,T) — umaagao ¢ : GxM — M do grupo G = {1y, -, T}, |
1?7 =1:T,1; = T;T;} = 7% ou seja, os elementos bésicos T; sdo involugoes sobre M
que comutam duas a duas.

® Fiym) — o conjunto de pontos fixos da involucao T;, ou seja, Fiarrm) = {r e M |
Ti(z) = x} (usaremos apenas Fr, quando a variedade estiver subentendida);

e 'y — o conjunto de pontos fixos da acao ®, ou seja, Fg = ﬂle Fr;

e (TM), — o espago tangente a M em z;

e 7M — o fibrado tangente a M, ou seja, TM = J, ., (TM),.

OBSERVAGAO 3.3.5. Se 0 : G — G é um automorfismo entao (M, V) = (M,Ty,Ts,- -
STy) e (M, ®) = (M,oTy,0Ts,- - -,0T}) sao agoes diferentes. Assim, quando damos uma agao
(M, Ty, Ty, - -, T}) estamos dando ao mesmo tempo uma base ordenada (17,75, - -, 7)) para
G (que significa associar o elemento T ao elemento (—1,1,1,...1) € Z5§, o elemento T} ao
elemento (1,—1,1,...1) € Z¥, e assim por diante). Quando tivermos duas acdes nesta situacio

diremos que elas diferem por uma mudanca de base de G.

Sejam, agora, uma acao (M, ®) = (M, T}, Ts,---,T}) e um ponto x € Fy fixado. Para cada
T;, temos a sua derivada em z, que define uma transformacao linear T} (z) : (M), — (7M),.
Entao:

T,oT;=1d= (T;oT;)(x) = Id(x) = Id =

= TUT(x)) 0 T!(x) = Id = T(x) o T/(x) = Id
e também:

TioTj=T;oTi = (I; 0 T;) (z) = (Tj o T3) (x) =

= T/(Tj(x)) o Tj(x) = T(Ti(x)) o T} (x) = Ti(x) o Tj(x) = Tj(x) o T{(x), Vi, j.

Portanto, para cada x € Fp, temos uma acio linear de G' = {T7(z), - -, Tj(z)} = Z§ em
(TM), (ou uma representacao linear de G em (7 M),).

Usando, entao, o argumento do Lema 3.3.2 para cada = € Fg, concluimos que 7M |p, =
@Do<j<or_1€4;, Aj percorrendo todas as seqiiéncias (ai, az, - - -, ax), a; = £1. Por outro lado,
sabemos que 7M |p,= n @ 7Fg, onde n — Fg é o fibrado normal de Fp em M. Também
sabemos, por [C-F, pg 73|, que para cada = € Fyp existe um pequeno disco D.(0) em torno de
0 € (TM),, invariante sob a agdo G’, o qual é rebatido equivariantemente pela exponencial em
um disco B(x) em torno de z, invariante sob G (em outras palavras, (B.(z),T1,Ts,...,T) &
equivariantemente difeomorfo a (D.(0),T](x), T5(x), ..., Ti(x)). Como (ca,)z = (€(1,1,..0))z =

{v e (M), | T!(x)v = v,Vi}, concluimos que D.(0) N (£4,). ¢ rebatido pela exponencial
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em uma carta local de Fg em torno de x, ou seja, (€4,)z = (7F3),. Juntando isto com
noThy = ®0<j<2k71 €4,, teremos que o fibrado normal n de Fp em M decompoe-se em uma

soma direta

1<j<2k—1
de 2F — 1 subfibrados, A; varrendo todas as seqiiéncias (as,as,- - -,ai), a; = %1, exceto
(1,1,...,1). Além disso, cada e4, ¢ caracterizado como sendo o subfibrado de 1 no qual

cada 1] atua como a;.

Usando o rebatimento exponencial equivariante acima mencionado, com x € Fy variando,
temos, entao, uma descricao local da acao de G' em uma vizinhanca tubular 0 de F, invariante
sob GG e com raio suficientemente pequeno de maneira que a exponencial seja um difeomorfismo
equivariante (D(n), G') — (U, G). Em geral identificamos 1 com U e, desta forma, um elemento
x € U pode ser visto como uma 2F — 1-upla (z4,,24,, ,%a, ) ecadaT; € G atua em
como (Ta,, Tay, s Tay ) — (ai(A1)ray, ai(A2)Ta,, -+ ai(Agw_1)Ta, ), onde a;(4;) ¢ a
i-ésima coordenada da seqiiéncia A;.

Os fatos acima motivam a seguinte
DEFINICAO 3.3.6. “Fixed data’:

Associado a (M, Ty, Ty, - - -, T), temos o seu “fixed data”

(F<I>7 (6Aj)1§j§2k—l) = (F<I>a €A15EAy, '7€A2k_1)7

sendo que A; percorre todas as seqliéncias (ay, as, - - -, ax), a; = £1, exceto (1,1,---,1).

OBSERVAGAO 3.3.7. Observe que se Fy = |J; F; é a decomposi¢do de Fy em suas compo-

nentes conexas entao (Fj,ea, F,) € um elemento do grupo de bordismo

Fi7€A2 F;y " '76A2k_1

m*ﬂ‘lﬂ‘%---

ro_y» onde 175 = dim(ea; |r,). Observe também que escolhendo outra base para o
grupo G teremos outro “fixed data”. Assim, se duas ag¢oes diferem por uma mudancga de base
(conforme comentamos em 3.3.5) entdo seus “fixed data” sao diferentes. Mas ¢é facil ver que

esta diferenca ocorre apenas na ordem da lista de fibrados do “fixed data”. Quando isto ocorrer

diremos que os “fixed data” diferem por uma mudanca de base de G.

Agora citaremos a conexao entre os conceitos de bordismo de Z§-a¢oes e bordismo simulta-
neo. Esta conexdao ¢ decorrente de [St|. De acordo com este trabalho, temos os

grupos de bordismo 3m;n1,n2,...,nq(Z§,CI) constituidos pelas classes de bordismo de objetos
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(M, D, m1, Py, m2, Po, ..., 1y, P,), onde M é uma variedade fechada m-dimensional, ® é uma
Z%-acdo diferenciavel em M, cada n;, i = 1,2,...,q, ¢ um fibrado vetorial real de dimensao n;
sobre M, e ®; ¢ uma Z%-acdo no espaco total E(n;) por aplicacdes fibradas recobrindo a acio de
® em M. Temos, também, os grupos de bordismo ‘ﬁmmmg,m,nq(Zf, q) com a mesma descrigao,
exceto pela exigéncia adicional de que a primeira involugao Ty de Z§ = (T3, Ty, ..., T}) atue
sem pontos fixos. Conectando tais grupos temos a seqiiéncia exata de Stong:
0 = Tmin.ong (25,0) —5— B Towammy ot ooy (251, 2q + 1) —5—

—5— Nt my (Z5,9) — 0
onde a somatoria é considerada sobre todas as seqiiéncias com m' +m” =men, +n! =n;. A
descrigdo de F e S é dada na Proposigao 3 de [St, pg 784].

Observe que o primeiro grupo da seqiiéncia acima tem a mesma natureza das parcelas da
soma direta do segundo grupo. Desta forma, considerando a soma de varios monomorfismos
do tipo F' sobre o segundo grupo, obtemos um monomorfismo (F, F, ..., F') tendo como dominio
o segundo grupo. Este processo pode ser iterado k vezes. Apoés tal iteragao, obtemos um
monomorfismo que sera a composi¢ao dos varios monomorfismos assim obtidos. Usando este
principio e tomando como grupo de partida o grupo de bordismo J,,(Z%,0) = J,,(Z%), ou seja,
o grupo de bordismo de variedades m-dimensionais com a¢oes de Z5 (com 0 fibrados sobre ela)
obtemos um monomorfismo

F: jM(Z§> —F ®r+51+---+s2k71=m jr;81,82,--.782k,1(28a 2F — 1)
onde cada parcela do contradominio coincide com o grupo atréas definido de bordismo simulta-
neo. Conforme acima, este monomorfismo é uma composicao de varias somas de monomorfismos
de tipo F' da seqiiéncia de Stong. Ocorre que a imagem de [M, ®] = [M, Ty, Ty, ... T}] por este
monomorfismo é exatamente a classe de bordismo simultaneo do “fixed data” de [M, ®]. Como

decorréncia dessas consideragoes, temos o importante

TEOREMA 3.3.8. Duas Z%-acdes sao bordantes se, e somente se, seus “fived data” forem

stmultaneamente bordantes.

COROLARIO 3.3.9. Se (M,®) é uma Zy-agdo tal que Fy = () entdo (M,®) borda (em

particular, se ® € uma agao livre entao (M, ®) borda).

Dada (M, T, Ty, - -,T}), outra maneira de indexar o “fixed data” (Fg,c4,) € através da
colecao de homomorfismos p : Z§ — Zy = {—1,1} nao triviais. De fato, para cada seqiiéncia
A = (a1, a9, - -, a;), temos o homomorfismo py : Z¥ — Z, dado por pa(T;) = a; e estendido

por linearidade. A associacao A — p4 é, por construcao, injetora. Por outro lado, dado um
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homomorfismo p, : Z¥ — Z, nao-nulo, a seqiiéncia A = (ay, ay, - - -, ai) definida por a; = pa(T;)
¢ tal que A — pa (portanto a associagao é sobrejetora). Assim, temos uma correspondéncia
biunivoca entre a colecao de seqiiéncias nao nulas e a colecao de homomorfismos nao triviais.
A associacao A — py induz, assim, uma associacao €4 — €,, e, se definirmos €,, como o
subfibrado tal que T; atua como p4(7;) teremos que 4 = ¢,,. Pode-se ver uma seqiiéncia como
uma forma de se definir um homomorfismo ou vice-versa.

Observe que, dado p : Z¥ — Z, naonulo, teremos que Nucleo(p) = Z5*
(pois p & sobrejetor). Podemos,  entao, considerar a acao restricao

(Niicleo(p), M, W) = (Ncleo(p), M, ® |Ngcieo(p))- Teremos, entdo, o
TEOREMA 3.3.10. Seja € o fibrado normal de Fo em Fy. Entao € = €,.

DEMONSTRAGAO. Basta mostrar que cada 7T; atua como p(7;) em cada fibra do fibrado
normal de Fg em Fy, que chamaremos de 7 (observe que 7 pode, eventualmente, ser uma uniao
de fibrados se Fp nao for conexa). Tomando 7}, arbitrariamente:

a) Suponha T, € Nicleo(p). Entao p(T,) = 1; como T, = Id em Fy, em particular, T, atua
como 1 = p(7,,) em 7 (ou, mais precisamente, em uma vizinhanca tubular adequada de Fp em

b) Suponha T, ¢ Nicleo(p). Note que T,(Fy) C Fy, ou seja, Fy é invariante por T,. De
fato, se © € Fy entdo, para qualquer S € Nicleo(p) teremos S(x) = v = ST,(x) = T,5(z) =
T,(z) e, portanto, T,(x) € Fy. Assim, podemos considerar a involugao (Fy,7},), cujo conjunto
de pontos fixos é Fr,,. Como

Fr,={x e Fy | Ty(x) =z} =

={rvefeeM|Ti(x) =z,i#p} | T)(2) =z} =

={reM|T(x)==zVi} = Fs
teremos, conforme os comentarios que antecederam a defini¢ao de “fixed data” (3.3.6), que T,
atua, em uma pequena vizinhanca tubular de Fg, como antipodal, ou seja, como —1 = p(7},),

e o teorema esta provado. O

Nosso objetivo, agora, é estabelecer uma relagio entre o “fixed data” de uma Z5-agao e
o “fixed data” da agao restricio a um subgrupo (k — 1)-dimensional de Z5. Seja (G, M, ®) =
(M, Ty, T, -, Ty) e fixe H C G, um subgrupo qualquer de dimensao k — 1. Sabemos que H
esta associado a um subfibrado €,,, (ou €4,,) do “fixed data” de ®, sendo que Nicleo(py) = H
(ou a seqiiéncia Ay = (ay,as,- - -, a), caracterizada por a; = pgy(7;)). Podemos escrever

G = H & Zy(T), sendo que T é qualquer involugao tal que T' ¢ H e, em particular, como
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existe T, € {14, T5,- - -, T}}, T, ¢ H, podemos escrever G = H @& Zy(T,). Entao py(H) =1e
pu(T,) = —1. Escolha uma base para H e considere a acao restricao (H, M, V) = (H, M, ® |g)
com “fixed data” (Fy,n1, 72, -, Mex—1_1). Fixe n; — Fy (observe que n; |p, — Fgp é um subfibrado
do fibrado normal de Fy em M) associado a um homomorfismo 6; : H — Z5 (e a uma seqiiéncia
C; = (c1,--+,cx—1)). Agora, 6, da origem a dois homomorfismos py, p_1 : G = H® Zy(T),) — Zs,
definidos pelas relagoes: p1 |p= p_1 |u= 0, p1(T,) = 1 e p_1(1,) = —1. Nessas condigdes

teremos o
TEOREMA 3.3.11. Sobre Fy teremos que 1) |pa=¢€p B €,

DEMONSTRACAO. E claro que €pn Dy, CTNj|py, jaqueeme, ec, ,seT € H, T atua
como 0;(T) = pi(T) = p-1(T).

Por outro lado, se v € n; |g,, por definicdo do “fixed data”, T(v) = 6,;,(T)v e, assim,
TT,(v) = T,T7(v) = T,0;(T)(v) = 6,(T)T,(v) e, portanto, T,(v) € n; |p,, Ou seja, 1; |p, €
invariante por 7,. Como 7; |g, € isomorfo a R™, para algum m, podemos aplicar o Lema
3.3.1. Entao, n; |p,= p1 ® p_1, sendo que T, atua como 1 em j; e como —1 em p_;. Entao
v=1v; +v_j,onde vy € gy ev_1 € p_1. Mas v, € €y €V_1 € €,_, €, portanto, v € €, De,_,,

isto ¢, ep, D ep_y DN | Py .

3.4. Duas Acgoes Especiais

Nosso objetivo, nesta secio, serd a construcao de algumas agoes especiais de Z5 em var-
iedades. Em geral, tais agoes serao obtidas a partir de uma involugao via um processo iterativo.
A importancia destas acoes sera vista nos teoremas de classificacao que obteremos nos Capitulos

4 e 5.

DEFINIGAO 3.4.1. Agao “twist” (ou Zy-“twist”):
Dada variedade M, definimos uma involugao sobre M x M por T1(z1,x2) = (2, z1). Entao

(M x M, T;) é uma Zy-agao que sera chamada "twist" (ou Zy-"twist").

TEOREMA 3.4.2. O “fized data” do "twist" é (Fiyist, TM ), onde Fiyise = diagonal(M x M) =
A(M x M) = M.

DEMONSTRAGAO. Fyyist = {(z,y) € M x M | (x,y) = (y,x)} = &AM x M). Seja n —
A(M x M) = A o fibrado normal. Sabemos que 7(M x M) = 7M &7M e que 7(M x M) |p=
n @® 7A. Considere o subfibrado § — A de 7(M x M) | tal que a fibra sobre (z,z) s@o os
vetores da forma (—w,w) € 7(M x M), ). Como 7A & o subfibrado de 7(M x M) |x cuja fibra
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sobre (z,x) s@o os vetores da forma (v,v) € T(M X M) (.4, temos que 7(M x M) [o= 0D TA.

Assim, n é equivalente a @, que por sua vez é equivalente a TM — M. 0

DEFINIGAO 3.4.3. Agao Z5-"twist" (para k > 1):
Definiremos uma Z4-acao sobre (M )Qk (produto cartesiano de 2% copias de M), que chamare-
mos de Z5-"twist", indutivamente. Para k = 1 ja definimos em 3.4.1. Suponha conhecido o

ok—1

ZF 1 "twist", ou seja, temos (M), Ty, - -, Ti_1). Observando que (M)¥ = (M)2"" x

(M), sejam T} = (M)* x (M)* — (M)* x (M)*, 1 < < k— 1, dadas por

T =T, xTyeT,: (M x (M)>" — (M) x (M)*" dada por T)(z,y) = (y,z). O

Zb-"twist" serd a Zb-acdo ((M)2",T/,---,T}).

OBSERVAGCAO 3.4.4. A defini¢do subentende que todas as 7! sejam involugoes comutantes,
para que possam constituir uma Z5-acao. T}, ¢ obviamente uma involugéo e é facil ver que 77,
1 <i < k-1, éuma involugao, ja que é, indutivamente, um produto de involugoes. Para
verificar que sdo comutantes, basta notar que, se («, 3) € M x M,

T/ o Ty, B) = (Th x T3) o T, §) = (T x T3) (8, ) = (T4(8), Ti()) =

— T} o (Ti(a), Ti(8)) = T, o (T x Ty)(a, B) = T, o Ti{, B).

e, sei,j <k,

T/ oT) = (T, x T)) o (Ty x Tj) = (TVT} x TVT}) =

— (T % TyT) = (T; x Tj) o (T, x Ty) = T/ o T,

Nosso proximo passo é determinar o “fixed data” da Z5-"twist". Primeiro, temos o
k
LEMA 3.4.5. Fyp_i = A(M)? = {(m,m,...,m) | m € M}.

DEMONSTRAGAO. A prova sera feita usando indugao sobre k. Para k = 1 ja esta feito no
Teorema 3.4.2. Suponha verdade para k— 1, ou seja, o conjunto de pontos fixos da Z5~!-"twist"
(M Ty, Teq) € A(M)2* . Entéo, se T é a acio (M), T}, ---,T,_,) temos que Fy =
AM)? ™ x AM)? ™, ou seja, Fy = {(21, .., Tor—1, Yoh141, oy Yax) € (M)Z | 25 = ¥4, §; yp =
YVp, q}. Por outro lado, Fry = {(%1, ..., Tok-1, Yor—141, ., Yor) € (M)Qk | ;i = yipor—1Vi}. Mas

ok

oy pwise = Fx N Fry e, portanto, Fyu_yig = {(T1, o Xpe-1, Tpe-r g, o we) € (M)F | 2y =

x Vi, j} =AM O

LEMA 3.4.6. Sejam (M, ®) e (N, V) Z¥-agdes com “fived data” (Fe,{v,,}i) € (Fy,{tp }i),
respectivamente. Entdo o “fived data” da agao produto (M <X N, ®x W) é (Fp X Fy,{v,, X 15, }i) =

(Fo X Fy, {p1{(v,) © p2!(1p:) }i), onde p1 : Fo X Fy — Fo, pa: Fo X Fy — Fy sao as projegoes.
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DEMONSTRAGAO. Considere (M, ®) = (M, Ty, ,...,Ts,) e (N,¥) = (M, Ty,,...,Ty,). E

claro que Fp x Fy ¢ o conjunto de pontos fixos de & x W. Seja €,, um fibrado do “fixed data”
de (M x N,® x V), ou seja, €,, ¢ o fibrado onde cada Ty, x Ty, atua como p,(Te, X Ty,).

Agora, basta notar que €, = p1!(v,,) ® p2!(1p,), j& que em v, , e somente em v, , Tp, atua

como pp(Ts,); e em f1,,, e somente em 1, , Ty, atua como p,(Ty, ). O

Finalmente, temos o

TEOREMA 3.4.7. O “fized data” do Z§-"twist" é (M, 7M,7M,- - -, 7M) (28 — 1 copias de
TM ).

DEMONSTRACAO. Faremos a prova usando indugao.
Para k =1 ja esta feito no Teorema 3.4.2.

ok—1

Suponha verdadeiro para k—1, ou seja, o “fixed data” do Z5~!-"twist" ((M)%", Ty, -, Tr—1)
& (M, 7M,7M,--- ,7M) (2571 —1 copias de TM) . Para facilitar a notagao, seja (2, o Z5-"twist".
Seja Fo, ,xa,_, 0 conjunto de pontos fixados pela Z§ *-acdo Q1 x Q1 = (T7,--- ,T}_,).
Temos que Fo, v, , = M x M c (M)*" x (M)*" (aqui, M & A(M)*" c (M)*)
e, pela hipotese de inducao e pelo Lema 3.4.6, temos que o “fixed data” de Qp_1 X Q1 €
(Fo,_ i xQu_1:1va,};) = (M x M, M x 7M,--- , 7M x 7M). Usaremos, agora, o Teorema
3.3.11, sabendo que <T1’, e ,T,g_1> desempenhara o papel de H. Para um fixado j temos,
entdo, vy, = TM x TM — M x M e, portanto, vy, |FQk: TM @& 7M — M (ja sabemos pelo
Lema 3.4.5 que M = A(M)2* ¢ o conjunto de pontos fixos de ). Além disso, identificando
T, com sua derivada ou, equivalentemente, considerando o fibrado normal como uma vizin-
hanca tubular adequada, teremos T}, : TM & 7TM — ™M & ™M, T} (v,w) = (w,v). Agora,
considerando €2;_; a restricao de 2 ao subgrupo <T1’, ce T,§_1>, para cada A; = (ay,...,a5_1),
seja Va, |Fﬂk: £(a;,1) D €(a,,-1), como no Teorema 3.3.11. Entao, o “fixed data” de €1 seré
formado pelos fibrados €(1,..1,-1), {€(4,,1)})> 1€(4,,-1)};, onde €4, _1) € o subfibrado de v, |pﬂk
onde T}, atua como 1 e £(4,,—1) ¢ o subfibrado de v, |Fﬂk onde T}, atua como -1. Assim, €4, 1)
¢ o subfibrado de 7TM @& 7M — M formado pelos vetores (v,v), ou seja, €(4,1) ¢ equivalente a

7M; enquanto £(4;,—1y ¢ o subfibrado de 7M & 7M — M formado pelos vetores (v, —v), ou seja,

£(4;,~1) também ¢é equivalente a 7M. Finalmente, de acordo com o Teorema 3.3.10, £¢1,...1,-1)

¢ o fibrado normal de A(M) em A(M)

2% A(M)yﬁl, que é equivalente ao caso k =1 e,

portanto, £¢,..1,—1) = 7M. Assim, todos os fibrados do “fixed data” de €, sao equivalentes a

TM, como queriamos demonstrar. 0
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Introduziremos, agora, outra acao especial de Z5, a qual é construida a partir de uma
involucdao (M, T). Na realidade, a Z5-"twist" é um caso particular desta, com (M,T) = (N x

N, Twist) sendo a Zy-"twist".

DEFINIGAO 3.4.8. Dada uma involugao (M,T") com fixed data n — F, definimos uma
Z%-acio sobre (M)Qk*1 a partir de (M, T), a qual denotaremos por I'f(M, T, indutivamente:

i) TY(M,T) = (M,T).

ii) Para k > 1, suponha definido T*=}(M,T) = ((M)* 7, T1,...,Ts_1). Observando que
(M) = (M)?7 x (M), sejam T/ - (M)?"° x (M)2* — (M)2" x (M)*** dadas por

2k—1 2k—2 2k—2 2k—2 2k—2

T =T, x T, paral <i<k—1,eT,: (M?> x (M2 = (M) x (M) dada por
T)(z,y) = (y, ). Definimos TF(M,T) = (M)** ", T}, ..., T}_,, T}).

OBSERVAGAO 3.4.9. Na verdade If = (M)2" T x T --- xT, ZF™' — twist). Isto é uma
acdo de Z¥, uma vez que as involugdes em questdo sio comutantes. De fato, como 7] para
2 < i < k sao involugoes do Z;“’l—”twist”, basta notar que 7] = T x T - - - xT comuta com
estas involugoes do Z5~!-"twist". Mas isto ¢ verdade, ja que para 2 < i < k cada T/ ¢ apenas

uma troca de coordenadas.

TEOREMA 3.4.10. Os fibrados do “fived data” de TF(M,T) tem a seguinte descrigio: para
cada representa¢io A = (ay, as, ...,ax) (tomando (T7,...,T}_,,T}) como acima descrito):

i) se a; = —1 (281 representacgoes deste tipo) entio 4 = n (onde n — F é o “fived data”
de (M.,T)).

i) se a; = 1 (2871 — 1 representagoes deste tipo) entdo e = TF.

DEMONSTRAGAO. Faremos a prova por indugao. Para k = 1 é 6bvio, ja que I'1(M,T) =

(M, T). Suponha que o teorema seja verdadeiro para k — 1. Entao, pelo Lema 3.4.6 temos que

27@*2 2k72

o “fixed data” de TF—1(M,T) x T{—H(M,T) = (M)*" x (M)* ", Ty x Ty, ..., Th_1 x Ty_1) seré
(FXE,7EXTF,...,TExTF,nxn,...,nxn), onde os 2¥~2 fibrados iniciais sio 7F X 7F e os 28721
restantes sao 1 x 7, além de que os 282 fibrados iniciais sdo correspondentes as representacoes
(ay,as,...,a5_1) tais que a; = —1 (ou seja, T x T} atua nestes fibrados como —1), enquanto os
2F=2 _1 fibrados restantes sdao correspondentes as representacoes (ay,aq,...,a5_1) tais que a; =
1 (ou seja, Ty x T} atua nestes fibrados como 1). Observando, pela defini¢ao de T'¥(M,T), que

2k71

Ly 1(M,T) x T3~ 1(M, T) é uma restrigao de T¥ (M, T) = (M)* Ty X Ty, ..., Ty—1 x Tj—1,T})
e usando o Teorema 3.3.11 vemos que cada n xn — F x F restrito a F' C F' x F' (vendo F' como

a diagonal de F' x ') vai se quebrar em dois subfibrados €4, © €4, — F, onde T} atua como
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2k72

lem ey, e como —1 em ey ,. Como T)(z,y) = (y,z) em (M)** x (M)* ", restringindo T}, a
Frﬁj(M,T)xr’,jj(M,T) = F' x F teremos que €4, sera composto pelos vetores (v, w) € n X 7 tais
que (v,w) = T} (v,w) = (w,v), ou seja, €4, ¢ o subfibrado de n x n formado pelos vetores do
tipo (v,v) e, portanto, 4, é uma copia de 7. Analogamente, teremos que £4_, serd composto
pelos vetores (v, w) tais que —(v,w) = T} (v, w) = (w,v), ou seja, €4, ¢ o subfibrado de n x n
formado pelos vetores do tipo (v, —v) e, portanto, €4_,também é uma copia de 7.

Da mesma forma, 7F x 7F vai se quebrar em dois subfibrados €5, ® e , — F, onde T},
atua como 1 em ep, e como —1 em ep_,. Como Tl(z,y) = (y,z) em (M)* 7 x (M)?" (e
em particular em F' x F') teremos que €, serd composto pelos vetores (v, w) tais que (v, w) =
T} (v,w) = (w,v), ou seja, ep, ¢ o subfibrado de 7F x 7F formado pelos vetores do tipo (v,v) e,
portanto, e, € uma copia de 7F. Analogamente, teremos que €p_, serd composto pelos vetores
(v,w) tais que (v,w) = T} (v,w) = —(w,v), ou seja, e, ¢ o subfibrado de 7F x 7F formado
pelos vetores do tipo (v, —v) e, portanto, ep_, também ¢é uma copia de 7F. Finalmente, o fibrado
€(11,1,..1,-1) ¢ 0 “fixed data” normal de (F' x F,T}) e, portanto, £¢1,11,..1,-1) = 7F. Resumindo,
cada um dos 22 fibrados nx 7 quebra-se em dois fibrados 7, totalizando 2-2¢=2 = 2=!: cada um
dos 22 —1 fibrados 7F x TF quebra-se em dois fibrados 7F, totalizando 2- (2872 —1) = 2¢-1 -2
que somado ao fibrado £(;1,1,...,1,-1) nos da 2k=1 _ 1 fibrados 7F. Além disso, em cada copia de
n assim obtida 77 x T} atua como —1 (porque assim atuava em 7 X 77) enquanto, analogamente,

T1 x T} atua como 1 em cada copia de 7F'. Isto encerra a prova. U

TEOREMA 3.4.11. Seja (G, M,®) = (M, Ty, Ty, - ,T}) uma Zs-ag¢do com “fized data”
(Fo,€a,5 €4, ). Entdo o ‘fived data” da Z8 acio (H, M™,¥) = (M™, T\, Ty, - -~ , Tj,, Id),
onde Id € a identidade, ¢ (Fy,ep,, ... ,¢p,,, )= (Fa,€,,0,64,,0,...,€a, ,0,0) (2% fibra-
dos nulos acrescentados aos 28 — 1 fibrados do “fived data” de ®), ou seja, se B; = (A;, —1) ou

B; = (1,1,...,1,—1) entao ep, € o fibrado nulo, enquanto que se B; = (A;, 1) entao ep, = €a,.

DEMONSTRAGAO. E 6bvio que Fp = Fy. Temos que o fibrado €5, = €(1,1,..,1,—1) do “fixed
data” de W é o fibrado normal de Fy em Fg = Fy, que é o fibrado nulo sobre Fy. Além
disso, cada fibrado do “fixed data” de ® se quebra, como no Teorema 3.3.11, da seguinte forma:
€4; = E(4;1) B EA;,—1)- Mas E(A;—1) €0 fibrado onde Id atua como —1 e, portanto, é o fibrado
nulo. Entao €4, = £(4,1) @ 0, ou seja, cada um dos 2F=1 — 1 fibrados €4, da origem a um
fibrado nulo, o que totaliza 2¥~! — 1 fibrados nulos. Adicionado a ep, = €(1,1,..,1,—1) teremos

2k=1 fibrados nulos no “fixed data” de ¥ (além dos eventualmente ja existentes no “fixed data”
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de ®). Além disso, pela forma como os fibrados nulos foram coletados, eles correspondem

exatamente as representacoes descritas no enunciado do teorema. 0

Aplicando o Teorema 3.4.11 repetidas vezes, obtemos o

COROLARIO 3.4.12. Seja (G,M",®) = (M,Ty,Ty,- - -, Tx) uma Z%-acdo com
“fired  data”  (Fa,ca,,..,€4, ) Entio o  “fized data” da  ZyT-acdo
(H,M,V) = (M,1T1,Ts,- - -, T}, 1d,...,1d), onde foram acrescentadas s identidades, ¢é

(Fu,epys -2 €Byp. ) = (Fo,€4,,0,...,0,€4,,0,...,0,4, ,0,..,0,0) ((2°—1) fibrados nulos

acrescentados ao lado de cada € 5, € mais o fibrado nulo €1 1,..1,-1y, totalizando (2’“—1)(23—1)4—1

fibrados nulos acrescentados ao “fized data” de ®), ou seja, se B = (Aj, bpi1,bri2y -+ bkrs),
com by, = —1 para algum 1 <1 < s ou B; = (1,1,...,1,—1) entdo €p, € o fibrado nulo,
enquanto que se B; = (A;,1,1,...,1) entdo e, = €4,.

OBSERVACAO 3.4.13. Observe que se A = (ay, as, ..., ax) e para algum i tivermos a; = —1 e

T; = Id entdo €4 = 0 (fibrado nulo).
Aplicando o Corolario 3.4.12 as agoes I'¥, previamente definidas, obtemos novas agoes:

DEFINIGAO 3.4.14. Agao I'}:
Dada uma involu¢do (M,T) com fixed data n — F e um inteiro 1 < ¢ < k definimos
uma Z%-acao I'F sobre M2 da seguinte forma: se T/(M,T) = (M)* ", Ty, Ty, ..., T;) fazemos

THM,T) = (M)* ', Ty, Ty, ..., Ty, Id, Id, ..., Id) (k — t identidades acrescentadas a I'%).
Pelo Teorema 3.4.10 e pelo Corolario 3.4.12, concluimos o

TEOREMA 3.4.15. O “fized data” de T®(M,T) tem a sequinte descricio: para cada repre-
senta¢io A = (ay,as, ..., ar) (lembrando que Ty =T x T --- xT):

i) seaj = 1 para j >t e se ag = —1 (271 representacoes deste tipo) entio ea = 1
(lembrando que n — F € o “fived data” de (M, T)).

i) sea; =1 paraj >t esea; =1 (271 — 1 representagées deste tipo) entao 4 = 7(F).

i) se a; = —1 para algum j >t (2% — 2') representagoes deste tipo) entio e = 0.

OBSERVAGAO 3.4.16. As agoes '} acima descritas foram usadas por P. Pergher em [Pe§],
[Pe6|, |[Pel] e [Pe9]. As informacoes acima pormenorizadas a respeito do “fixed data” tam-
bém foram utilizadas nestes trabalhos, embora nenhuma demonstracao a respeito tenha sido

apresentada nos mesmos.



CAPIiTULO 4
Z%-agoes Fixando RP(2m)U RP(2n)

4.1. Introducao

Neste capitulo objetivamos classificar, a menos de bordismo equivariante, as a¢oes (M, ) de
G = Z¥ cujo conjunto de pontos fixos ¢ a unido disjunta RP(2m)URP(2n), onde 0 < 2m < 2n
e 2m # n (o caso 2m = 0, ou seja, Fp = {ponto} U RP(2n), foi completamente resolvido por P.
Pergher em [Pe6] e [PeT7]). Como ficara claro no desenvolvimento do capitulo, o caso relevante
ocorre quando M é conexa, uma vez que se M é desconexa, ou caimos no caso M conexa ou ter-
emos a situagao ja descrita por F. Capobianco em [Ca|. A classificagdo em questao seré descrita
em termos das classes de bordismo equivariante de involugoes que fixam RP(2m) U RP(2n).
Mostraremos que, se 0 < 2m < 2n e 2m # n, entdo toda tal (M, ®) é equivariantemente
bordante a uma agao obtida a partir de uma agao do tipo I'¥ (W, T') apés uma mudanca de base
de G e ap6s uma conveniente “remocao de secgoes”’, onde (W, T') é alguma involugao fixando
RP(2m)URP(2n). A remogao de secgoes ¢ uma técnica decorrente do teorema de estabilidade
para acoes de Z5, recentemente provado por P. Pergher em [Pe9], a qual permite a obtencio
de Z%-agoes removendo-se seccoes (ou seja, fibrados triviais unidimensionais) que porventura
existam nos fibrados do “fixed data” de uma prévia Z5-acao.

Enfatizamos que as técnicas e resultados deste capitulo nao sao suficientes para a abordagem
do caso n = 2m, o qual ficou em aberto; neste caso particular permanece a possibilidade de

ocorréncia de agoes “exdticas”, ou seja, agoes nao obtidas pelo processo acima descrito.

4.2. “Fixed data” de Z}-agoes Fixando RP(2m) U RP(2n)

TEOREMA 4.2.1. Sejam (G, M, ®) uma Z5-ag¢ao com “fized data” (Fg,{cy, }1<icor_1) € um
subgrupo = C Hom(G, Z3), = = {pa | a € A}. Entao existem subgrupos Gy e Gy tais que
G =G, ® Gy e os fibrados do “fized data” de (G1, Fas,, P |g,) sdo ezatamente os fibrados €,

onde p, € um homomorfismo nao-nulo de =.

DEMONSTRAGAO. Tome (p1,02,...,¢r01,...,0k_,) uma base para Hom(G,Z3) tal
que = = (Q1,02,.,9p). Seja (07, @5, ..., 08 07,...,05_.) a base dual, ou seja,

of € Hom(Hom(G,Z3),Zy) e 0 € Hom(Hom(G,Z3),Zs). Como, naturalmente,
45
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G = Hom(Hom(G, Zs),Z,), podemos associar uma base (T1,...,7T,,5,...,5%—,) em G, a

qual satisfara as relagoes:

i} -1, sei =7
ei(T) = ¢i (p;) =
1, sei#j
©;i(Si) = ¥ (0;) =1
0;(1;) = 0; (¢;) =1
i —1, set =3
QJ(SZ‘) = 91‘ (‘9]) =
1, sei#j

Sejam Gy = (T1,...,T,) e Go = (S1,. .., Sk—r)-

Dado ¢,, se p € Z entao p = ¢;, ...¢;, e, portanto, p(S) = 1 para todo S € G (pois
p(S;) = 1 para todo S; da base de G3). Assim ¢, é um dos fibrados do “fixed data” de
(G, Fayg,, P |61)-

Por outro lado, se p ¢ Z, p = @i, ... 9,0, ...0;, onde m > 1, ou seja, escrevendo p
em funcao dos elementos da base, existe a ocorréncia de ao menos um dos ;. Teremos que
p(Sj,) = —1. Portanto, ¢, é subfibrado do fibrado normal de Fg).,, ou seja, nao ¢ um dos
fibrados do “fixed data” de (G, Fa|s,, P |G, )-

Concluimos que €, ¢ um dos fibrados do “fixed data” de (G1, Fa, , P |c,) se, e somente se,

p € =, como queriamos demonstrar. [l

TEOREMA 4.2.2. Se (M,T) € uma variedade conexa com involugdo fixando RP(2m) U
RP(2n), 0 <m < n ee(2m) — RP(2m)Ue(2n) — RP(2n) € o fibrado normal entio €(2m)

nao € bordante a TRP(2m) e €(2n) nao é bordante a TRP(2n).

DEMONSTRAGAO. Suponha que €(2m) seja bordante a 7 RP(2m). Como vimos no Teorema
3.4.2, (RP(2m) x RP(2m), twist) fixa TRP(2m) — RP(2m). Uma vez que TRP(2m)Ue(2m)
borda, pelo Corolario A.0.8 teremos que a involugao (M,T) U (RP(2m) x RP(2m), twist)
¢ equivariantemente bordante a uma involucao (NV,S) fixando fibrado bordante a £(2n) —
RP(2n). Portanto, pelo Teorema A.0.9, concluimos que €(2n) é bordante TRP(2n). Entao
2m + 2m = dim(e(2m)) + dim(RP(2m)) = dim(e(2n)) + dim(RP(2n)) = 2n + 2n pois M é
conexa, contrariando a hipotese de que m # n. Contradigao analoga obtemos supondo £(2n)

bordante a TRP(2n). O

Como vimos na Definigao 2.5.2, uma acao (G, M, ®) ¢é efetiva quando o tnico elemento de
G que atua como o homeomorfismo identidade é o elemento neutro de G. Se G = (11, Ty, ..., Ty)

isto significa que T; # Id, Vi.
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TEOREMA 4.2.3. Se (G, M, ®) nao € efetiva entao existe p € Hom(G, Zs) tal que o fibrado
g, do “fized data” de ® ¢ nulo.

DEMONSTRAGAO. Se (G, M,®) nao é efetiva entdo existe subgrupo H = Z5~' tal que
G = H & (Id) e, portanto, associado a H temos um homomorfismo p € Hom(G, Z5) tal que
H = Ntcleo(p). Como Fg|,, = Fp e €, é o fibrado normal de F em Fg,, temos que €, é um

fibrado nulo. 0

OBSERVAGAO 4.2.4. Veremos, adiante, que se M é conexa e (G, M,®) fixa RP(2m) U

RP(2n), 0 < m < n e 2m # n entao vale a reciproca do teorema acima.
NOTAGAO 4.2.5. De agora em diante adotaremos as seguintes notagoes:

o (G, M,®) uma Z%-acdo fixando RP(2m) U RP(2n) com “fixed data” (B, e(2m), —
RP(2m)) U (@D, e(2n), — RP(2n)).

o A={[W" S|} a colecdo de classes de bordismo de involugdes contendo um represen-
tante (W, S;), com W/ conexa, fixando RP(2m) U RP(2n); observamos que, pela
versao forte do Teorema de Boardman® apresentado em [K-S], A ¢ finita, e isso decorre
do fato de que, como 2m < 2n, RP(2m)U RP(2n) nao borda. Para cada i, denotemos
por n(2m); — RP(2m)Un(2n); — RP(2n) o “fixed data” de (W™, S;).

M (2m) a componente de M que contém RP(2m).
e M(2n) a componente de M que contém RP(2n).
m), a componente de Fy|, . - que contém RP(2m).

F(2
e F(2n), a componente de Fg|y,,.,, que contém RP(2n).

TEOREMA 4.2.6. As unicas possibilidades para os fibrados do “fixed data” de (G, M, ®) sao:
a) e, =¢e(2m), Ue(2n), € bordante a n(2m); Un(2n); para algum i;
b) e, =¢e(2m),Ue(2n), € bordante a TRP(2m) U TRP(2n);

3

)oUe(
)o Vel
c) e, =¢(2m),Ue(2n), € bordante a TRP(2m) U 0;
)oUe(
)oUe(

( )
( )

d) e, =¢e(2m 2n), € bordante a 0 U TRP(2n);
( )

e) e, =¢(2m),Ue(2n), € bordante a 0 U 0.

DEMONSTRAGAO. Se F'(2m), = F(2n), tomamos T" ¢ Nicleo(p) e teremos que (F(2m),, T)

¢ uma variedade com involugao fixando RP(2m) U RP(2n). Como vimos no Teorema 3.3.10,

ITeorema: Se (M, T) é uma variedade com involucio fixando 7 — F tal que dim(M) > Sdim(F) entao (M,T)
borda (portanto 7 — F borda e, em particular, F' borda).
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gp ¢ o fibrado normal de Fp em Fg)y,,.,,- Assim, €, ¢ bordante a 1(2m); Un(2n); para algum
i, obtendo o caso a).

Se F'(2m), # F(2n),, tomando T' ¢ Nicleo(p), teremos que (F(2m),,T) fixa RP(2m) e
(F(2n),,T) fixa RP(2n). Assim, pelo Teorema A.0.9, concluimos que €(2m), é nulo ou bordante
a TRP(2m) e, analogamente, £(2n), ¢ nulo ou bordante a TRP(2n). Assumindo todas estas

possibilidades obtemos os casos b), ¢), d) e e). O

OBSERVAGAO 4.2.7. Observe que, usando o Teorema 4.2.2, concluimos que se (2m), é

bordante a TRP(2m) (ou se £(2n), é bordante a TRP(2n)) entao F(2m), # F(2n),.

TEOREMA 4.2.8. Seja 0 < m < n e suponha que F(2m), # F(2n), para todo p €
Hom(G, Zy). Entdo see(2m),, € nulo ec(2m),, € bordante a T RP(2m) teremos que £(2m)

Pkq Pky

€ nulo. Da mesma forma, se e(2n),, € nulo e £(2n),,, € bordante a TRP(2n) entdo €(2n),, p,

€ nulo.

DEMONSTRAGAO. Seja (z,y) = (2m,2n) ou (z,y) = (2n,2m).

Como pg, Pky» Py € Piy SA0 08 homomorfismos ndo-triviais de um subgrupo de Hom(G, Z,)
teremos, pelo Teorema 4.2.1, que existe Gy e G tais que &, ,, , €y, € £y, sa0 os fibrados do
“fixed data” de (G1, Fas,, P [, )- E claro que G = Z2, ja que temos trés fibrados no “fixed data”
(e Gy = Z57?). Assim, temos que (G4, Fg),, P |,) ¢ uma Z3-acdo fixando RP(2m)U RP(2n),
onde os fibrados do “fixed data” sdo ¢,, ,. s €p,, € €py, (cuja ordem depende da escolha de uma
base para G). Como F(2m), # F(2n), para todo p € Hom(G, Z5), todos os fibrados sobre
RP(z) sao bordantes a TRP(x) ou nulos, como vimos na demonstracdo do Teorema 4.2.6.
Suponha, por absurdo, que £(x),, ,, seja bordante a TRP(x). Terfamos construido uma Z3-
acgao fixando RP(2m) U RP(2n) onde os fibrados do “fixed data”, restritos a RP(z) sdo: dois
deles bordantes a TRP(z) e o outro é nulo. Mostraremos que isto nao é possivel dentro das
nossas hipoteses.

De Fato, seja F' a componente de Fg, contendo RP(x). Se F' ndo contém RP(y) entao
(F,® |g,) ¢ uma Z3-agao fixando somente RP(x). Pelo Teorema A.0.10, o niimero de fibrados
do “fixed data” de (F,® |g,) bordantes a TRP(z) é 0, 1 ou 3; absurdo. Segue que F' também
contém RP(y). Em outras palavras, (Gi,F,® |g,) ¢ uma Z2-agdao, com F conexa, fixando
RP(2m) U RP(2n) onde, como ja dissemos, os fibrados do “fixed data”, restritos a RP(z)
sao: dois deles bordantes a TRP(x) e o outro é nulo. Segundo o Teorema 4.2.6, terfamos que
os fibrados do “fixed data”, restritos a RP(y) seriam bordantes a 7RP(y) ou nulos, ou seja,

terfamos quatro alternativas:
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a) Os trés fibrados sobre RP(y) sdo nulos - Se isto ocorresse, teriamos M = RP(y) = F, o
que é absurdo.

b) Um fibrado é bordante a TRP(y) e os outros dois sao nulos - Suponha que isto ocorra e
seja £(y), o fibrado bordante 7RP(y). Entéo o fibrado normal de Fg),,.,,, em M ¢ nulo, ou
seja, M = Fo|y,.,..(,,- Mas isto significa que existe involugao T" em G, fixando F', isto ¢, existe
involucdo 7" em G tal que F' C Fp, contrariando a hipétese de que F(2m), # F(2n), para todo
p € Hom(G, Z,).

¢) Dois fibrados sao bordantes a T RP(y) e o outro é nulo - Neste caso teriamos que dim(F') =
dim(RP(2m)) 4 2dim(TRP(2m)) = dim(RP(2n)) + 2dim(r RP(2n)) = m = n, contrariando
a hipotese do teorema.

d) Os trés fibrados sdo bordantes a TRP(y) - denotemos estes fibrados por e;,e9,65 —
RP(y). Pelo Teorema A.0.12, (RP(y);e1,£2,63) ¢ simultaneamente bordante a
(RP(y); TRP(y), TRP(y), TRP(y)) que & o “fixed data” de (RP(y) x RP(y), Z3 — twist). Pelo
Corolério A.0.8, concluimos que existe Z3-agao fixando RP(z) com dois fibrados do “fixed data”
bordantes a TRP(z) e o outro nulo, contradizendo o Teorema A.0.10.

Concluimos que £(x),, p,, ¢ nulo. O

TEOREMA 4.2.9. Seja 0 < m < n, 2m # n e suponha que F(2m), = F(2n), para algum
p € Hom(G, Zy). Entio se £(2m),, ¢ nulo e £(2m),, € bordante a TRP(2m) teremos que
¢ bordante a TRP(2n)

e(2m)py, pr, € nulo. Da mesma forma, se £(2n),, € nulo e £(2n)

Pkq Pkoy

entao €(2n)p, py, € nulo.

DEMONSTRACAO. A diferenca deste teorema para o anterior é que, agora, estamos ad-
mitindo a existéncia de fibrados bordantes a n(x);.

Mostra-se que (x),, ,, nao pode ser bordante a 7 RP(x) como no teorema anterior (pois
dos fibrados envolvidos nenhum é bordante a n(x);).

Adicionalmente, neste caso, devemos mostrar também que £(x),, ,,, ndo pode ser bor-
dante a n(z);. Usando argumento semelhante ao do teorema anterior, existem subgrupos

G, = 72 ZF =2 G, & Gy sendo que (RP(2m) U RP(2n) ) é o “fixed data” de

1 €1y Epry Epry Py
(G1, Fae,» ® |6,). Suponha, por absurdo, que £(x),, ,, seja bordante a n(z);. Seja F' a com-
ponente de Fy|, contendo RP(z). Se F' nao contém RP(y) entdo (F,® |g,) é uma Z3-agio
fixando RP(z). Entao, pelo Teorema A.0.10, cada fibrado do “fixed data” de (F,® |g,) seré

bordante a T RP(z) ou nulo, contrariando nossa hipotese. Portanto F' também contém RP(y).

Entao, como no teorema anterior, teriamos uma Zi-acao (Gy, F,¥) = (G, F,® |g,) sobre F'
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conexa fixando RP(2m)U RP(2n) sendo que os fibrados do “fixed data” restritos a RP(z) sao:
um nulo, um bordante a 7RP(z) e o outro bordante a n(z);. Dada uma Z2-agao com esta
descrigao terfamos, segundo o Teorema 4.2.6, trés alternativas para os fibrados do “fixed data”
restritos a RP(y):

a) Um fibrado bordante 7(y); e os outros dois nulos - Suponha que isto ocorra e seja £(y),,
p € Hom(G1,Z,), o fibrado bordante n(y);. Entao o fibrado normal de Fyy,,,.,,, em F &
nulo (pois este fibrado é a soma de Whitney dos dois fibrados que, por hipotese, sdo nulos), ou
seja, F' = Fy|y, o Mas isto significa que dois dos fibrados sobre RP(z) também sao nulos,
absurdo.

b) Um fibrado bordante a 7(y);, um bordante a TRP(y) e o outro nulo - Se isto ocorresse
terfamos que dim(F') =z + x + dim(n(x);) =y + y + dim(n(y);).

Como z + dim(n(x);) = y + dim(n(y);) = dim(W;") = n; (lembrando que o [W;",S;] € A)
concluimos que x = y, ou seja, m = n, contradizendo a hipoétese do teorema.

¢) Um fibrado bordante 7(y); e dois fibrados bordantes a TRP(y) - Neste caso dim(F') =
x4z + dim(n(x);) = 2y + y + dim(n(y);) e, como = + dim(n(x);) = y + dim(n(y);) teremos
que x = 2y. Como m < n, a Unica possibilidade é x = 2n, y = 2m e 2m = n, contradizendo a
hipotese do teorema.

Segue que £(z),, p,, ¢ nulo. O

OBSERVAGAO 4.2.10. Os dois teoremas acima tém enunciados semelhantes e poderiam ser
fundidos em um tinico teorema, mas optamos por dividi-lo para ressaltar que a hipotese m # 2n

s6 é necessaria para o caso em que F'(2m), = F'(2n), para algum p € Hom(G, Zs).

TEOREMA 4.2.11. Seja 0 <m <n e 2m # n. Se e(2m),, € nulo e £(2m),,, € bordante a

k2

n(2m);, para algum i, entdo £(2m) € nulo. Da mesma forma, se e(2n),, € nulo e £(2n),,,

Pkq Pky

é bordante a 1(2n);, para algum i, entio £(2n),, p, € nulo.

DEMONSTRAGAO. Suponha que £(z),,, 5, seja bordante a TRP(z). Entao, como no teo-
rema anterior (observe que neste caso, como £(2m),,, ¢ bordante a n(2m);, entao F(2m),, =
F(2n),,, ), terfamos uma Z3-acao fixando RP(2m) U RP(2n) onde os fibrados do “fixed data”,
restritos a RP(z) sdo: um nulo, um bordante a TRP(x) e o outro bordante a n(x);. Mas este
é exatamente um caso que vimos ser impossivel no teorema anterior.

Suponha, entdo, que €(z),, p,, seja bordante a n(x); (onde i e j podem ser iguais ou nio).
Entao, como no teorema anterior, terfamos uma Z3-agao sobre uma variedade conexa F fixando

RP(2m)URP(2n) onde os fibrados do “fixed data”, restritos a RP(x) sdo: um nulo, um bordante
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a n(x); e o outro bordante a n(zr);. Dada uma Z3-a¢ao com esta descrigao teriamos, segundo o
Teorema 4.2.6, duas alternativas para os fibrados do “fixed data” restritos a RP(y):

a) Um fibrado bordante a 7(y);, um fibrado bordante a 7(y); e o outro fibrado nulo - Neste
caso teriamos:

dim(F) = x + dim(n(x);) + dim(n(z);) = y + dim(n(y):) + dim(n(y);)-

Como z + dim(n(x);) = y + dim(n(y);) e v + dim(n(z);) = y + dim(n(y);) concluimos que
x =y contrariando a hipotese do teorema.

b) Um fibrado bordante a 7(y);, um fibrado bordante a n(y); e o outro fibrado bordante a
TRP(y) - Neste caso terfamos:

dim(F) = x + dim(n(z);) + dim(n(z);) =

=y +y+dim(n(y):) + dim(n(y);).

Como z + dim(n(x);) =y + dim(n(y);) e v + dim(n(z);) = y + dim(n(y),) concluimos que
x = 0, contrariando a hipotese do teorema.

Concluimos que £(x),, p,, ¢ nulo. O

TEOREMA 4.2.12. Seja0 <m < n e2m # n. See(2m),, €bordante a TRP(2m) e(2m),,

¢ bordante a n(2m);, para algum i, entao £(2m) € bordante a n(2m);, para algum j (even-

Pkq Pkoy
tualmente i # j). Da mesma forma, se €(2n),, € bordante a TRP(2n) e &(2n),, € bordante

a 1(2n);, para algum i, entio €(2n),, ,. € bordante a n(2n);, para algum j (eventualmente

i)

DEMONSTRAGAO. Como nos teoremas anteriores, temos que existe G; e Gy tais que
(G1, Fols,, P |@,) € uma Z3-acao fixando RP(2m) U RP(2n), onde os fibrados do “fixed data”
880 €py prys Epn, © Epp,- Como um desses fibrados ¢ bordante a 7(z);, argumentagao jé feita
nos teoremas anteriores nos diz que a componente F' de Fy|, contendo RP(z) contém também
RP(y) e, portanto, (Gy, F, ® |g,) ¢ uma Z3-acao fixando RP(2m)URP(2n). Vimos no Teorema
4.2.9 que nao podemos ter uma tal Z2-agao onde os fibrados do “fixed data” restritos a RP(z)
sao: um nulo, outro bordante a TRP(z) e o outro bordante a n(x);. Entao e(x),, ,, nao pode
ser nulo.

Basta verificarmos, para demonstrar o teorema, que Epp o, tAMbEm nao pode ser bor-
dante a TRP(z). Suponha entdo, por absurdo, que €,, ,, seja bordante a TRP(z). Entdo
(G, Fols,, P |g,) € uma Z3-agao tal que os fibrados do “fixed data”, restritos a RP(x) sio: um
bordante a n(z); e dois bordantes a TRP(z). Segundo o Teorema 4.2.6, terfamos trés hipoteses

para os fibrados sobre RP(y):
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a) Um bordante a 7(y); e dois bordantes a TRP(y): neste caso terfamos que

dim(F) =z + 2z + dim(n(z);) = y + 2y + dim(n(y),).

Como z + dim(n(x);) = y + dim(n(y);), concluimos que x = y, contrariando a hipotese do
teorema.

b) Um bordante a 7(y);, outro bordante a TRP(y) e o outro nulo: neste caso:

dim(F) =z + 2z + dim(n(z);) =y +y + dim(n(y);).

Portanto, 2x = y. Isto s6 seria possivel se x = 2m = n e y = 2n, contrariando a hipotese
do teorema.

¢) Um bordante a n(y); e dois nulos: neste caso:

dim(F) =z + 2z + dim(n(z);) = y + dim(n(y);).

Entao x = 0, contrariando a hip6tese do teorema.

Concluimos que £(x),, ,,, 86 pode ser bordante a n(x);, para algum j. O

TEOREMA 4.2.13. Seja 0 < m < n. Se £(2m),, € bordante a n(2m);, para algum i,
e €(2m),,, € bordante a n(2m);, para algum j (eventualmente i # j), entao €(2m),, ,,. €
bordante a TRP(2m). Da mesma forma, se £(2n),, € bordante a n(2n);, para algum i, e

g(2n),,, € bordante a n(2n);, para algum j, teremos que €(2n),, ,,. € bordante a TRP(2n).

DEMONSTRAGAO. Novamente, temos que existe G e Gy tais que (Gi, Fp|g,, P |g,) ¢ uma

Z3-agao fixando RP(2m) U RP(2n), onde os fibrados do “fixed data” sao ey, .5 Epp, € Epp, -
Vimos no Teorema 4.2.11 que nao podemos ter uma tal Zz-acdo onde os fibrados do “fixed
data” restritos a RP(x) sdo: um bordante a 7(z);, para algum 7, outro bordante a n(x);, para
algum j, e o outro nulo. Entao 5(m)pk1pk2 nao pode ser nulo.

Basta verificarmos, para demonstrar o teorema, que &,, ,, também nao pode ser bordante a
n(z)x, para algum k. Suponha entao, por absurdo, que €, ,, seja bordante a n(z)y, para algum
k (eventualmente k, i e j distintos). A mesma argumentagao feita no teorema anterior nos diz
que a componente F' que contém RP(y) também contém RP(z) e, portanto, (Gy, F, ® |g,) €
uma Z3-agao fixando RP(2m) U RP(2n) tal que os fibrados do “fixed data”, restritos a RP(z),
sdo: um bordante a n(x);, para algum ¢, outro bordante a 7n(z);, para algum j, e o outro

bordante a n(z)x, para algum k. Assim teriamos, sobre RP(y), segundo o Teorema 4.2.6, um

fibrado bordante a 7(y);, outro bordante a 7(y); e o outro bordante a 7(y);. Entao
(4.2.1) dim(F) = x + dim(n(z);) + dim(n(x);) + dim(n(x)) =

=y +dim(n(y):) + dim(n(y);) + dim(n(y)x)-
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Como z+dim(n(z);) = y+dim(n(y);), x +dim(n(x);) = y+dim(n(y);) e x+dim(n(z)g) =

y + dim(n(y)x), somando estas expressoes obtemos:
(4.2.2) 3z + dim(n(x);) + dim(n(z);) + dim(n(x)x) =

= 3y + dim(n(y):) + dim(n(y);) + dim(n(y)x)-

Subtraindo 4.2.1 de 4.2.2 obtemos 2z = 2y, o que contradiz a hipotese do teorema.

Concluimos que () s6 pode ser bordante a TRP(z). O

Pkq Pky

OBSERVAGAO 4.2.14. Os teoremas acima nos dao informacao sobre &(x) conhecendo-se

Pkq Pky

() py, € (2)p,, mas, como pi, (Pk, Pry) = Pky, aSSIM cOMO P, (Pk, Pry) = pry, Observe que estes

teoremas também podem ser usados para dar informacao sobre €(z),, conhecendo-se £(x),, ,,
1 1 2

e (), , assim como dar informagao sobre e(z),, conhecendo-se £(z),, p, € €(2)p,, -

Utilizando a observagao acima obtemos os corolarios abaixo.

COROLARIO 4.2.15. Seja 0 <m < n e2m # n. Entio se £(2m),,  €e(2m),,, sao bordantes
a TRP(2m), teremos que €(2m),, p, € bordante a TRP(2m). Da mesma forma, se £(2n),, e

g(2n),,, sdo bordantes a TRP(2n), teremos que £(2n),, ,, € bordante a TRP(2n).

DEMONSTRAGAO. Pelos Teoremas 4.2.8 e 4.2.9 sabemos que £(2m) nao pode ser nulo

Pkq Pko

e pelo Teorema 4.2.12 sabemos que £(2m),, ,,. nao pode ser bordante a n(2m);. O

COROLARIO 4.2.16. Seja0 < m < n e2m # n. Entdo sec(2m),, ec(2m),, sio nao-nulos,

k1 ko

teremos que €(2m) ¢ ndo-nulo. Da mesma forma, se €(2n),, e €(2n),, sdo nao-nulos

Pkq Pky ko

entao £(2n)p, py,, € nao-nulo.
DEMONSTRAGAO. Basta aplicar os Teoremas 4.2.8, 4.2.9 e 4.2.11. U

O proximo teorema esclarece porque no estudo de Zz-acoes (M, ®) fixando RP(2m) U

RP(2n) o caso relevante é quando M é conexa, conforme mencionado na Introdugao.

TEOREMA 4.2.17. Seja (G, M, ®) tal que M (2m) # M (2n), ou seja, RP(2m) e RP(2n) es-
tao contidos em componentes diferentes de M. Entao (G,M,®) ¢é bordante a
(RP(2m))*, ZY — twist, Id, ..., Id) U ((RP(2n))*, Z] — twist, Id, ..., Id) onde 0 < p < k,

0 < q <k e asidentidades sao acrescentadas até obtermos uma Z5-acao.

DEMONSTRAGAO. Se N é uma componente de M diferente de M(2m) e M(2n) entao &

atua em M sem pontos fixos. Pelo Corolério 3.3.9, (IV, ®) borda equivariantemente. Aplicando

o Teorema A.0.10 a (M (2m), ®) e (M(2n), ®), concluimos o teorema.
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O caso em que RP(2m) e RP(2n) estao contidas em componentes diferentes de M esté, por-
tanto, resolvido. Se supusermos que RP(2m) e RP(2n) estao contidas na mesma componente
de M, ou seja, que M(2m) = M (2n), teremos que ¢ é uma agao sem pontos fixos nas outras
componentes de M. Analisando cada componente separadamente teremos que aquelas que nao
tém pontos fixos bordam equivariantemente, pelo Corolario 3.3.9. Assim, basta analisarmos a

componente que contém RP(2m)U RP(2n) e, portanto, podemos supor M conexa.

TEOREMA 4.2.18. Seja M conexa, 0 < m < n e 2m # n. Entao existem Gy e Gy tais
que G = G1 @& Go, M = Fy,, € os fibrados do ‘fived data” de (G1, M, ® |,) sao exatamente
os fibrados nao-nulos (€(2m), U e(2n), # 0U0) do “fived data” de (G, M,®P). Além disso,

(G1, M, ® |¢,) € efetiva e se T € Gy entao T atua em M como a involugio identidade.

DEMONSTRAGAO. Segundo o Corolario 4.2.16, o conjunto de homomorfismos
p € Hom(G, Z,) tais que €(x), é¢ ndo-nulo, mais o homomorfismo nulo, constituem um subgrupo
=(z) € Hom(G,Z;). Entao, pelo Teorema 4.2.1, existem G(z); e G(z)y tais que G =
G(z)1 @ G(z)2 e os fibrados do “fixed data” de (G(z)1, Fas,), P |c(z),) sdo exatamente os
fibrados ¢,,, onde p, ¢ um homomorfismo nao-nulo de =(x). Como os fibrados restantes so-

bre RP(x) sao todos nulos teremos que F(z) = M, onde F(z)

D), © 2 componente

PlG(a),
de Fg),,, que contém RP(z). Portanto F(2)s|,,, = Fa.,, = M e, além disso, como para

qualquer 7" € G(x)q vale F(x) C Fr, certamente Fir = M, o que implica que T" atua como

PlG(a),
identidade em M. Temos, entdo, que (G(x)1, M, ® |g),) ¢ uma Zj-acdo (r = dim(G(x)1))
fixando RP(2m) U RP(2n) e tal que todos os fibrados do “fixed data” restritos a RP(z) sao
nao-nulos (portanto esta Z3-agao é efetiva, segundo o Teorema 4.2.3).

Aplicamos, agora, o mesmo raciocinio para a Zj-agao (G ()1, M, ® |g),) = (M, V) com re-
lagdo aos fibrados nao-nulos sobre RP(y). Assim, o conjunto de homomorfismos
p € Hom(G(x)1,Z>) tais que €(y), ¢ nao-nulo, mais o homomorfismo nulo, constituem um
subgrupo =(y) C Hom(G(x)1, Z3). Entao, pelo Teorema 4.2.1, existem G(y); e G(y)2 tais que
G(z)1 = G(y)18BG(y)2 e os fibrados do “fixed data” de (G(y)1, Fu|q,,, ¥ lc(y),) sd0 exatamente
os fibrados ¢,, onde p, é um homomorfismo nao-nulo de =(y). Como os fibrados restantes so-

bre RP(y) sdo todos nulos teremos que F(y)y|,,,. = M, onde F(y) ¢ a componente

qle(y)z

de Fy,,, que contém RP(y). Portanto F(y) = M e, além disso, qualquer

‘I}|G(y)2 - F\I}‘G(y)Q

T € G(y)2 atua como identidade em M. Mas se T' € G(y)2 C G(x); atua como a identidade
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em M e (G(x)1, M,® |g),) ¢ efetiva entdo T' = e € G(x)1, ou seja, G(y)2 = {e} é trivial. Con-
cluimos que G(y); = G(x); e, portanto, fazendo G; = G(y); = G(z); e Go = G(x)2 concluimos

o teorema. 0

OBSERVACAO 4.2.19. Observe que consideramos um fibrado do “fixed data” nao-nulo se
e(2m), Ue(2n), # 0U 0, isto &, um fibrado £(2m), U e(2n), = 0 U TRP(2n), por exemplo,
obviamente é nao-nulo. Mas a demonstracao do teorema nos diz ainda que este exemplo nao
ocorre se M é conexa (ouse M(2m) = M(2n)), 0 < m < n e 2m # n; ou seja, como subproduto
da demonstracdo temos que €(z), é nulo se, e somente se, £(y), € nulo. Além disso, concluimos
da demonstragao que se M é conexa, 0 < m < n, 2m # n e se (G, M, ®) é efetiva entdo nenhum
fibrado do “fixed data” é nulo, como comentamos em 4.2.4. Como ja sabemos que se £(x), é
bordante a 7(z); entdo £(y), ¢ bordante a n(y);, concluimos também que se ¢(z), é bordante
a TRP(x) entdo (y), é bordante a TRP(y). Com esta observacdo, podemos reformular o

Corolario 4.2.15 e o Corolario 4.2.16:

COROLARIO 4.2.20. Seja M coneza, 0 < m < n e 2m # n. Suponha e(x),, e &(x)y,
bordantes a TRP(x). Entdo £(z),, p,, € bordante a TRP(x) € €(y)p,, s €(Y)pr, € E(Y)pr o, SGO

bordantes a TRP(y).

COROLARIO 4.2.21. Seja M coneza, 0 < m < n e 2m # n. Suponha e(x),, e &(x),

nao-nulos. Entao (), o s €Y)pe,s EY)pr, € €Y)pp, pp, SG0 na0O-NUlOS.

OBSERVAGAO 4.2.22. Suponha Z§ decomposto como Z§ = H & J, e sejam (Z§, M;, ®,)
e (Z5, My, ®y) duas Zk-acoes tais que H atua efetivamente em M; segundo ®; e efetiva-
mente em M, segundo ®,. Entao ¢ facil ver (utilizando o Corolario 3.4.12) que (Z5, My, ®,) e
(Z5, My, @) sao equivariantemente bordantes se, e somente se, (H, My, ®, |g) e (H, Ma, @5 |g)
sao equivariantemente bordantes. Esta observagao junto com o Teorema 4.2.18 nos diz que
o estudo da classificagio, a menos de bordismo equivariante, das Z5-agoes (Z5, M, ®) com
Fs = RP(2m)U RP(2n), 0 < m < n, 2m # n e M conexa, pode ser reduzido ao caso em que

tais acoes sao efetivas. E o que faremos a partir de agora.

TEOREMA 4.2.23. Seja M conexa, 0 < m < n, 2m # n e (G,M,®) efetiva. Entao
F(2m), = F(2n), para algum p € Hom(G, Z5).

DEMONSTRAGAO. Suponha, por absurdo, que F'(2m), # F(2n), paratodo p € Hom(G, Z5).
Entao, como (G, M, ®) ¢é efetiva, todos os fibrados do “fixed data” sdo bordantes a TRP(2m) U

TRP(2n). Ja que o “fixed data” de uma Z&-agao possui 2% — 1 fibrados terfamos que
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dim(M) = 2m + (28 — 1)dim(r RP(2m)) = 2n + (28 — 1)dim(r RP(2n)) = 2%(2m) = 2*(2n),

o que seria possivel somente se m = n, contrariando a hipétese do teorema. 0

TEOREMA 4.2.24. Seja M conexa, 0 < m < n, 2m #n e (G, M,®) efetiva. Entao o “fized
data” possui 287! fibrados bordantes a n(2m); Un(2n); (onde i, eventualmente, nao é o mesmo

para fibrados diferentes) e 2871 — 1 fibrados bordantes a TRP(2m) U 7RP(2n).

DEMONSTRAGAO. Vimos, no teorema anterior, que existe py € Hom(G,Z,) tal que
F(2m),, = F(2n),, para algum py € Hom(G, Z5). Entao, se T' ¢ Ntcleo(py), temos que €,, € 0
fibrado normal da involucgao (N, T), onde N = F'(2m),, = F(2n),,, e bordante a n(2m);Un(2n);,
para algum 7. Seja y — N o fibrado normal de N em M. Entao pu |Rp(2m)uRp(2n) se decompoe

CcOomo

1 | RP@m)URP(2n) = GB Ep
p#p0,p#1

onde na decomposigao acima aparecem todos os fibrados do “fixed data” de (G, M,®) com
excecao de £,,. Denotemos por A esta colegao de fibrados. Seja f : Hom(G, Zs) — Hom(G, Zs)
definida por f(p) = pop. Observe que f é uma bijecao com f~! = f e f(1) = po. Entao f
induz uma bijegao g : A — A dada por g(e,) = €,,,. Observe que, como a agao ¢ efetiva, todos
os elementos de A sao nao-nulos e, portanto, A = QU T, onde 2 é a colecao de fibrados de A
bordantes a TRP(2m) U TRP(2n) e T a colegao de fibrados de A bordantes a n(2m); Un(2n);
(7 podendo ser diferente para elementos diferentes de T'). Portanto os Teoremas 4.2.13 e 4.2.12
nos dizem que g(2) C T e g(T) C Q. Como g é uma bijecao, g(2) = T e, levando em conta que
cardinal(A) = 2% — 2 e que QNY = (), concluimos que cardinal(Q) = cardinal(T) = 2*~ — 1.
Observando que €, é bordante a n(2m); Un(2n); e é o Gnico elemento do “fixed data” de ® que

nao pertence a A, segue o resultado. O]

No Capitulo 3 (3.4.8) definimos T'¥(W, T), uma acio de Z§ = (T}, T, ..., T}) definida no
produto cartesiano (I/V)Zkf1 fixando Fp = o conjunto de pontos fixos da involucao 7" em W, e
cujo “fixed data” possui 2*7! fibrados equivalentes a n (onde n — Fr ¢ o “fixed data” de (W, T))
e 28=1 — 1 fibrados equivalentes a 7Fr. Lembramos ainda que Ty = T x ... x T (2! fatores)
e que os fibrados acima estao incluidos no “fixed data” de I'¥(W,T) da seguinte maneira, em
termos dos homomorfismos nao-triviais p € Hom(G, Z3): se p(T1) = 1 entdo ¢, é equivalente a
TFp e se p(T7) = —1 entdo €, é equivalente a 7.

Considerando, agora, (G, M, ®) uma Z4-acdo fixando RP(2m) U RP(2n), com 0 < m < n
e 2m # n, e observando a descrigdo do “fixed data” de (G, M, ®), dada pelo Teorema 4.2.24,

notamos uma analogia entre o “fixed data” de (G, M, ®) e o “fixed data” de uma acdo do tipo
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[¥(W, T) se estabelecermos uma correspondéncia entre os fibrados, sem nos preocuparmos com
a ordem dos mesmos: TFr — TRP(2m)U TRP(2n) e n. — n(2m); Un(2n);. Em outras
palavras, detectamos um parentesco inicial (relativo aos tipos de fibrados e sua quantidade)
entre (G, M, ®) e T¥(W,T) se (W, T) é alguma involugao fixando 7 RP(2m)UTRP(2n), através
da correspondéncia acima estabelecida. Mostraremos, a seguir, que esse parentesco é um pouco
mais forte, no sentido de ser compativel com a descrigio do “fixed data” de I'¥(W,T') em termos

dos homomorfismos nao-triviais p € Hom(G, Zs).

TEOREMA 4.2.25. Seja M conexa, 0 < m <n, 2m # n e (G, M, ®) efetiva. Entao, a menos
de uma mudanga de base de G, os fibrados estao incluidos no “fired data” da mesma forma que
os correspondentes fibrados estao incluidos no “fized data” de uma agéio do tipo T¥(W,T), isto
¢, existe uma base ordenada (T4,...,Ty) de G tal que se p(Ty) = —1 entio ¢, € bordante a

n(2m); Un(2n);, para algum i, e se p(T1) =1 entdo €, € bordante a TRP(2m) U TRP(2n).

DEMONSTRAGAO. Como, evidentemente, dado qualquer elemento nao-trivial ' € G podemos
completar uma base de GG contendo T', é suficiente exibir 7' € G satisfazendo a descri¢ao, dada
no enunciado do teorema, para 7;. Segundo o Corolario 4.2.20, o conjunto de homomorfismos
p € Hom(G, Z,) tais que ¢(2m),Ue(2n), ¢ bordante a TRP(2m)UTRP(2n), mais o homomor-
fismo nulo, constituem um subgrupo = de Hom(G, Zs). Assim, pelo Teorema 4.2.1, existem G4
e Gy tais que G = G1 @ G e os fibrados do “fixed data” de (Gj, Fyg, , P lg,) s@o exatamente
os fibrados bordantes a TRP(2m) U TRP(2n). Vimos no teorema anterior que o namero desses
fibrados ¢ 2¥~! — 1 e, portanto, dim(G;) = k — 1, o que significa que dim(G3) = 1. Entdo existe
T € G tal que Gy = (T') e os fibrados do “fixed data” de (Gy, Fr,® |g,) sdo exatamente os
fibrados bordantes a TRP(2m)UTRP(2n). Lembremos, agora, que €, é caracterizado por ser o
fibrado em que cada S € G atua (via derivada) como p(S). Como, evidentemente, T" atua como
identidade em Fr, e cada €, bordante a TRP(2m) U TRP(2n) pode ser pensado como contido
em uma vizinhanga tubular de RP(2m) U RP(2n) em Fr, temos p(T') = 1 para tais fibrados.
Por outro lado, se p(T') = —1 entao ¢, ¢ um subfibrado de n — Fp, o fibrado normal de Fip em

M e, portanto, €, ¢ bordante a n(2m); Un(2n);, para algum 4, e o teorema estd provado. [

Se permitirmos a ocorréncia de involugoes que atuam como identidades (ou seja, se nao

supusermos que a agao seja efetiva) temos a seguinte extensao do Teorema 4.2.25.

TEOREMA 4.2.26. Seja M conexa, 0 < m < n, 2m # n. Entdo os fibrados sao incluidos
no “fized data” de (G, M, ®) da mesma forma que os correspondentes fibrados sao incluidos no

“fized data” de uma agao do tipo TF(W,T), isto €, existem T, Sy, ...S; € G tal que se p(T) = —1
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e p(S;) = 1, para todo i, entdo €, € bordante a n(2m); Un(2n);, se p(T) =1 e p(S;) =1, para
todo i, entio €, € bordante a TRP(2m) U TRP(2n) e se p(S;) = —1 para algum i entdo €, €

nulo.

DEMONSTRAGAO. A prova pode ser obtida sem dificuldades com a junc¢ao dos teoremas

4.2.25,4.2.18 e 3.4.12. U

4.3. Classificagao de Z}-agoes Fixando RP(2m) U RP(2n)

A analogia sugerida pelo Teorema 4.2.25 entre uma Zi-acio (G, M, ®) efetiva fixando
RP(2m)URP(2n), com 0 < m < n e 2m # n, e uma acao do tipo I'¥(W, T, onde (W, T) é uma
involugao fixando RP(2m) U RP(2n), observada através da relagao estabelecida entre os fibra-
dos dos correspondentes “fixed data”, esta longe de indicar que tais agoes sao equivariantemente
bordantes, a menos de mudanga de base, pelas razoes que descreveremos a seguir. Inicialmente,
usando a notacao introduzida no inicio do capitulo, seja A = {[W;", S;]} a colegao de classes
de bordismo de involugoes contendo um representante (W, S;) fixando RP(2m) U RP(2n),
com W/ conexa, sendo que, para cada i, n; = (n(2m); — RP(2m)Un(2n); — RP(2n)) denota
o fibrado normal de RP(2m) U RP(2n) em W;". Uma vez que o “fixed data” determina a
classe de bordismo equivariante da involu¢ao, podemos escrever A = {[m], 2], ..., [n-]} (A é
finita, pois RP(2m) U RP(2n) ndo borda, ja que m # n). Se A tem mais de um elemento
(ou seja, se r > 1) ent@o o Teorema 4.2.25 indica a possibilidade de diferentes elementos de A
ocorrerem no “fixed data” de (M, ®); se isto ocorrer, ndo teremos, em principio, um bordismo
individual entre tais fibrados do “fixed data” de (M, ®) e os correspondentes fibrados do “fixed
data” de uma agao do tipo I'¥(W,7,S,), uma vez que, nesta agio, o tnico fibrado que ocorre
é 1,. Uma situacao muito particular na qual isto seria evitado ocorreria, entao, quando A é
unitéaria, digamos, A = {[n]} = {[W,S]}. Nesse caso, o Teorema 4.2.25 nos diz que existe
um bordismo individual entre os fibrados (M, ®) e os correspondentes fibrados de T'¥ (W, S).
Porém, como visto no Capitulo 3, bordismo individual nao implica em bordismo simultaneo, o
que significa que mesmo nesta situagao nao concluimos diretamente que as agoes em questao
sao bordantes, a menos de mudancga de base. Nosso objetivo, a partir de agora, é contornar tais
obstaculos a fim de obter uma classificagao completa. Para tanto, lancaremos mao de algumas
técnicas recentes desenvolvidas por P. Pergher em [Pe9|, [Pe5| e [Pe7|; tais técnicas foram
desenvolvidas considerando-se Fgp =uniao de um ponto com uma variedade conexa qualquer
em [Pe7| e Fy =variedade conexa em [Pe5|; no entanto mostraram adaptar-se a nossa situ-

acao Fp = RP(2m) U RP(2n). Por estarem em artigos ainda nao publicados (|Pe5| ¢ [PeT7])
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e para facilitar a leitura, vamos reescrever a seguir tais técnicas, sob um ponto de vista um
pouco mais geral, o que permitira o seu uso em outras situagoes, como o caso em questao
Fs = RP(2m) U RP(2n).

Inicialmente, mostraremos que a familia das classes de bordismo de involugoes que fixam
uma determinada F’ nao-bordo pode ser particionada em certas classes de equivaléncia, as quais
chamaremos classes de estabilidade. Entao, seja F' = U™ F' qualquer variedade nao-bordo,
onde F* denota a unido das componentes conexas i-dimensionais de F' e m é a maior das
dimensodes entre as componentes de F; dizer que F nao borda é equivalente a dizer que F"
nao borda, para algum i. Seja A a colegao de classes de bordismo de involugdes contendo um
representante (V,T'), com V conexa, fixando F. Desde que F' nao borda, a cole¢ao A é finita,

e podemos escrever A = {[m], 2], ..., 7]}

DEFINIGAO 4.3.1. Dizemos que um fibrado n — M possui sec¢ao se existe u — M tal que

n=pdR.

TEOREMA 4.3.2. Emistem fibrados py — F, po — F, . . ., w — F, 1 < r, tais que,
para cada i, p; € minimal, no sentido de que p; nao é bordante a nenhum fibrado sobre F' que
possua sec¢do, e A pode ser escrita como A = {[u1],[p1 & R], ..., [u1 & R™], [ua], ..., [pe &
R, [l [ ® R,

DEMONSTRAGAO. A prova é baseada nos seguintes dois resultados:

a) Teorema de estabilidade para involugoes: seja (M, T) involugao com “fixed data” n — F,
e suponha que 7 possui uma secgao, ou seja, se decompoe como n = u ¢ R. Entao existe
involugao (V, S) com fixed data y — F' (decorre de |[C-F, pg 85]).

b) Existe um 9,-homomorfismo de grau 1, I' : 3,(Z2) — J,41(Z2), definido da seguinte

maneira: seja (M™,T) variedade com involucdo, e considere a variedade (n 4 1)-dimensional

M™ xSt
(m,s)~(T(m),—s)"

conjugagao. Definimos I'(M™, T') = (%, S). Se n — F é o “fixed data” de (M",T)

Sobre esta variedade temos a involugao S([m,s]) = [m,3], S significando a

entdo o “fixed data” de '(M"™,T) éne& R — FUR — M". Se M" borda entdao R — M"
borda como fibrado e, pelo Corolario A.0.8, I'(M™,T) sera bordante a uma involu¢do com

“fixed data” n & R — F. Este raciocinio pode ser iterado: se M x5 ) borda entao

(m,s)~(T'(m),—
[2(M™,T) = T(['(M™, T)) sera bordante a uma involugao com “fixed data” n @® R*> — F, e
assim sucessivamente (este é um processo de adigao de secgoes).

Passemos, entdo, a prova do teorema. Tome [, — F] € A, e seja (V,T) a involugao

com “fixed data” n; — F. Se 1; — F nao & bordante a um fibrado da forma n; ® R — F
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coloque 7; = p1. Caso contrdrio, existira involugao (W,.S) com fixed data n; — F' (por a)),
ou seja, [n; — F| = [W,S5] € A. A seguir, se ; — F nao ¢ bordante a um fibrado da forma
n7 & R — F coloque n; = ;. Caso contrério, existird involugao com fixed data nj — F, ou
seja, [7];-’ — F| € A. Prosseguindo com este raciocinio, e apds a eventual remog¢ao de algumas
secgoes, chegaremos a um fibrado p; — F o qual é o “fixed data” de alguma involugao (portanto
[i1] € A) e ndo é bordante a algum fibrado da forma ;& R — F.
Por outro lado, seja p = dim(n;) — dim(uy). Se [n;] = [V,T] e V nao borda, coloque
t; = p. Caso contrario, por b), I'(V,T) é bordante a uma involugao [W,S] com “fixed data”
nj®R — F,ouseja, ;&R — F] = [W,S] € A. A seguir, se W nao borda, coloque t; = p+1.
Caso contrario, I'*(V,T) é bordante a uma involu¢ao com “fixed data” n; & R* — F, ou seja,
[n;®&R?* — F] € A. Tterando este raciocinio, e apos a eventual adigao de secgoes, concluimos que
existe m > 0 tal que I'(V,T') é bordante a uma involucao com “fixed data” n; & R™ — F, ou
seja, [n; @ R™ — F| € A, e tal que a variedade subjacente a I'"™(V,T") nao borda. Coloquemos
t1 = p+ m. Observe que n; — F' ¢é bordante a p; & R — F' e, portanto, com a remocao de
secgoes, coletamos as diferentes classes de A dadas por [u1], [t @ R], [ ® R?], . . ., [u11 ® RP).
Por outro lado, n; é bordante a 11 @ RP implica que, para qualquer 0 < e < m, temos n; & R*
bordante a pu; & RPYE; desta forma, com a adicao de secgoes coletamos as diferentes classes de
A dadas por [y @ R, [y @ RPF?], .. L [y @ RPT™] = [ @ R, Se todas tais classes
esgotam A, o teorema terminou. Caso contrario, escolhemos [, — F] nao obtida pelo processo

acima e repetimos o argumento. Como A é finita, o teorema esta provado. O

Assim, fixado F', temos que a colegao A se particiona em classes de equivaléncia de
estabilidade, como acima descrito. Nosso proximo objetivo serd mostrar que, no caso particular
em que F'= RP(2m)U RP(2n) (0 < m < n e 2m # n), todos os elementos de A que ocorrem
no “fixed data’ da Z}-acdo pertencem & mesma classe de estabilidade. O teorema a seguir
sera crucial nesta dire¢ao; ele nos permitiré certas computagoes especiais envolvendo nimeros
caracteristicos de soma direta de fibrados.

Seja (M, ®) uma acaode G = Z5 e @p e, — F arestri¢do do “fixed data” a uma componente
conexa F' C Fy. Fixe py € Hom(G, Z,) ndo-nulo, e seja H = Niicleo(py) = Z5~*. Tome T ¢ H,
ou seja, G = H@ (T'). Sabemos que ¢,, — F é o fibrado normal de F' na componente conexa de
Fg|,, que contém F', que denotaremos por N. Seja @,79 — N a restricdo a N do “fixed data”
da Z¥'-acdo (M, ® |g), onde 6 percorre todos os homomorfismos nao-triviais de Hom(H, Zs).
Cada 6 € Hom(H, Z5) nao-nulo da origem a dois homomorfismos 0',0" : G — Z, nao-triviais,

definidos da seguinte forma: ¢ |gp= 6" |g= 0, ¢'(T) = 1 e §"(T') = —1. Conforme vimos no
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Teorema 3.3.11, temos que vy |p= ¢ ® g¢r. Seja RP(e,,)5F o fibrado projetivo associado de
€py, COM Projegao p, e seja & — RP(e,,) o fibrado linha usual sobre RP(e,,). Cada e, — F,
com p # po, pode ser considerado como um fibrado sobre RP(g,,), fazendo-se o “pullback” de
e, — F por p, ou seja, pl(e,) — RP(e,,) (omitiremos, adiante, a notacao de “pullback” p!).
Desta forma, para cada p € Hom(G, Z,) nao-nulo e tal que p # po, podemos considerar o fibrado
tensorial £,0&§ — RP(e,,). Assim, obtemos o objeto (RP(g,,); &, {eor ® (e9» ®E) }o), constituido
pela variedade RP(c,,) e pela lista de fibrados formada por £ e pelos fibrados ey & (g9 ® §)
com 6 percorrendo todos os homomorfismos nao-triviais de Hom(H, Z,). Conforme vimos no
Capitulo 3, tal objeto representa uma classe de bordismo de lista de fibrados (ou uma classe de

bordismo simultaneo).

TEOREMA 4.3.3. A lista (RP(e,,); &, {cor ® (cov ® &) }g) borda simultaneamente (e em par-

ticular, todos seus nimeros caracteristicos sao nulos).

DEMONSTRAGAO. A prova é geométrica. Temos que (Fg|,,,7") ¢ uma involugao fixando F e,
portanto, existe vizinhanga tubular de F' em Fg),, invariante sob T', a qual pode ser identificada
com o fibrado em discos D(g,,) e tal que T atua em D(e,,) como —1 em cada fibra e, portanto,
como a antipodal em cada fibra do fibrado em esferas S(e,,). Sendo T isometria, 7" atua
também como aplicagao fibrada (através da derivada) em cada 79 — N, cobrindo a ac¢do de T
em N. Seja Ny = N —int(D(e,,)). Entdo Ny é uma variedade com bordo S(e,,). Observe
que T nao tem pontos fixos em Ny (na qual é também invariante) e, portanto, também nao
tem pontos fixos em 7y |n,. Dessa forma, obtemos um objeto (No,{7vs |n}e;T) constituido
pela variedade Ny, a lista de fibrados {7y |n,}s sobre ela e uma involugao livre de pontos
fixos T atuando em Nj e se levantando (livremente) em cada vy |n,. O bordo deste objeto é
(S(€00)s {70 [s(e,g) Y03 T)- Se p 2 S(ep,) — F' € a projeao, temos que Yp [s(e,,)= p!(70 |r); como
Yo |F= €0 @ €y, temos que vp | S(epe)= DP(€0r) & P! (€¢7). Suprimindo a notacao de “pullback”
temos, entao, que o bordo do objeto (No, {7s |n, }o; T') € 0 objeto (S(ep,), {eor ® o }o;T) sendo
que T atua em e¢ como identidade e em €4» como —1. A partir deste bordismo obteremos
outro, por passagem ao quociente por 7T'. Observe, inicialmente, que 7" atua em S(g,,) como a
antipodal e, assim, 5en) RP(g,,). Além disso, T atua em £¢ como identidade e, portanto,

T

Ef"_’TS(%) = e — RP(e,,). Seja A\ — 2 o fibrado linha associado & involugao livre (Np,T').

Entao A |6( Ny = A |rP(e,y)= & Usando a construcao do “fibrado-twist” de [C-FJ* e, observando
T

2Seja (X,T) espago com involugao sem pontos fixos, e seja 777% fibrado vetorial. Seja m: X — % a aplicacao

quociente. Considere o pullback wlp = {(z,7) € X x n | n(z) = p(r)}. Em 7ln temos a involu¢do sem pontos

fixos S(z,r) = (T(x),—7r). O “twist” de n é entdo, por defini¢do, o fibrado quociente Lé” — % Em [C-F],
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que T atua como —1 em &y, concluimos que EGT” =¢eg @ — RP(e,,). Dessa forma, o bordo

da lista quociente (%, A, {%}9) ¢ alista (RP(e,,); &, {co ® (e9» ® £)}9), € 0 teorema esta

provado. 0

Utilizando notagao anterior, seja (z,y) = (2m, 2n) ou (x,y) = (2n,2m). Estamos, agora,

em condigoes de mostrar o

TEOREMA 4.3.4. Seja M coneza e (G, M, ®) agdo efetiva de Z¥ firando RP(2m) U RP(2n)
com 0 <m <mne2m#n. Seja @, e, =D, (e(2m), — RP(2m)Ue(2n), — RP(2n)) o
“fized data” de ®. Sejam pg,pp : G — Zy dois homomorfismos nao-triviais com p, # pp € tais
que [ep,], [€p,) € A. Suponha dim(e(2z),,) < dim(e(2x),,) e cologuemos s = dim(e(2x),,) —
dim(e(2z),,). Entao a lista (RP(x);e,,(x),€,,(2), {€,(2) }prpaps) € Stmultaneamente bordante

a lista (RP(x);€,,(x),€p,(2) ® R*,{€p(2)}ppa,py)-

DEMONSTRAGAO. Como p, # pp, po = papy : G — Zy é um homomorfismo nao-nulo.
Como [e,,], [e,5,] € A, pelo Teorema 4.2.13, teremos que €,,(x) é bordante ao fibrado tangente
TRP(x). Aplicaremos entao, a tal pg, a discussao geométrica que precedeu o teorema anterior;
teremos que (RP(g,,(2)); &, {eo(2) ® (go7(x) ® €) }o) borda simultaneamente. Seja, agora, T ¢
H = Ntcleo(p). Entéao, para cada S € H vale 1 = po(S) = pa(S)ps(S) e, portanto, p,(S) =
pp(S). Assim, p, |g= pp |g. Como G = H & (T'), caso po(T) = pp(T), terfamos p, = pp,
absurdo. Segue p,(T) = 1 e p(T) = —1, ou o contrario. Por simetria, podemos supor
pa(T) =1 e pp(T) = —1. Segue que ¢, € ¢,, estao pareados na lista acima, ou seja, a lista
(RP(epy(2)); &, p, () B (), () @E), {0 (2) ® (€07 (x) @ E) }07,0)2(parpy)) POTda simultaneamente
e, portanto, todos seus ntmeros caracteristicos sao nulos. Para provar o teorema, usaremos
tal fato com nimeros caracteristicos originarios de certas classes caracteristicas especiais, que
foram introduzidas em [P-S]| e também usadas em |[Pe5| e [PeT7].

Seja W(RP(x)) = 1+ w;y +ws+ -+ - +w, a classe de Stiefel-Whitney de RP(z) e, para cada
p € Hom(G, Zy) nao-nulo, seja W (e,(x)) = 1+ +v5 +--- + ) a classe de Stiefel-Whitney
de ¢,(z) — RP(z), onde n, = dim(e,(z)). Seja ¢ € H'(RP(g,,(x))) a primeira classe de
Stiefel-Whitney do fibrado linha £ — RP(g,,(2)), ou seja, W(§) = 1+ c. Pelo Teorema 2.7.13
sabemos que

W(RP(ep, (7)) = (L + w1 + -+ +wy){(1+ )"0 + (1 +c)"o " of’+

H(L+ o) 0 o (L v g+ v

Conner e Floyd provaram que %” — X ¢ equivalente a n ® &€ — &, onde & — & ¢é o fibrado linha associado a

T T T
involugao livre (X, T)).
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e, trocando a notacao (¢',6") por (¢, p"), temos que®

W(ey(z) @ (g(x) ®€)) = (1+ vf’ +o ot v:;’,,,){(l + o) + (14 )" ~of +

(14 )" 208 4+ (Lol + o,

A nulidade de todos os nimeros de Whitney da lista acima significa que qualquer classe
de cohomologia L € H?**"'(RP(g,,(x))) dada por um produto de classes w;(RP(g,,(x))),
wj(ey(z)® (e (2)®E)) € ¢, quando avaliada na classe fundamental de homologia [RP(e,,(x))]2,
dé zero. Usaremos tal fato introduzindo as classes caracteristicas especiais atras mencionadas,

as quais serao polinomiais nas classes w;(RP(g,,(2))), w;(ey(z) & (epr(x) ®E)) € ¢

Para cada r > 0, coloquemos Wr] =1+ wlr]o + w[rjs +--- = %, ou seja,
Wirl=04w +-+w,){(1+¢)" + (1 + )" 1o+

H(A 40 - (T4 oy + o + (1 + )T+

H(L+o) 2oy + o (L4 o) Tou

Como 1z = 1+ c+ ¢+ ¢+ -, certamente cada classe w(r]; ¢ uma polinomial com

todos seus termos (j-dimensionais) sendo produtos de classes w;(RP(g,,)) e c. Temos, agora,
as seguintes propriedades cruciais concernentes a tais classes:

w(r|a, = w,c¢" + termos envolvendo ¢’ com i < 7,

wlr]ar41 = (Wrg1 + v8%)" + termos envolvendo ¢ com i < r e

w[rla,4o = V2%, ¢ + termos envolvendo ¢! com i < r + 1.

As propriedades acima podem ser verificadas através de coleta de termos por inspecao e
observando os seguintes fatos: (1+¢)"+ (1 +¢)" 20 + (14+¢)" 208" + -+ (1 +c)v°, +vro é
igual a ¢" mais termos envolvendo ¢’ com ¢ < r, enquanto (1 +¢) "2, + (1 +¢) 20, + -+ +
(I+c¢)~ Poup & tal que todo seu monémio ¢ divisivel por v/}, ou por uma classe com dimensao
maior que r + 1 oriunda da cohomologia de RP(z).

Da mesma forma, introduzimos (para cada p) as classes Wy[r] = 1+w,[r]o+w,[rla+--- =
Wy @Oy @e0) oo
(1+c)"r
Wyl = (1 +of + o {0+
F(L o) o (Lol o (L o) ol

&)+ (1+ )y +

(Lt e) Pl o (L o))

n//

observando que cada wy[r]; ¢ uma polinomial com todos seus termos (j-dimensionais) sendo

produtos de classes wi(ey(z) ® (e,/(x) ®E)) e ¢

3Se ¢ — V ¢ um fibrado linha com classe caracteristica W(£) = 14 ¢ e n? — V é um fibrado vetorial p-
dimensional sobre V, com classe W (1) = 1 + vy + -+ + v, entdo W(nP @ §) = >27_o(1 + c)ivy_j. |C-F, pg
114]
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Por serem da mesma natureza algébrica que as classes W[r| temos, exatamente da mesma
forma, as propriedades especiais:

Wy [r]e, = v ¢ + termos envolvendo ¢ com i < 7,

Wy [rari1 = (0, +071)¢" + termos envolvendo ¢! com i < 7 e

Wy [T]orte = vfllc’”*l + termos envolvendo ¢’ com i < r + 1.

Para trabalhar com ntmeros caracteristicos associados a somas diretas de fibrados, intro-
duzamos algumas notagdes convenientes. Se w = (iy,1s,...,1s) ¢ uma seqiiéncia de natu-
rais, seja |w| = i1 +i2 + ... + is. Para cada classe v = 1 4+ vy + v + - -+ + v,, coloquemos
Uy = U3,V -+ - v;, 0 produto das classes v; indexadas pelos naturais de w. Assim, um numero
caracteristico genérico da lista (RP(x);{c,},) sera obtido da seguinte maneira: tomamos se-
qiencias w = (i1,42,...,15) € w, = (i},15,...,i?), onde p é um homomorfismo nao-nulo de
Hom(G, Z3), com |w| + > |w,| = z; redefinimos formalmente (para facilitar a notagao)
W(RP(z)) = w, W(g,) = v°, e teremos o niimero genérico w, [[,vf [RP(x)], associado &
lista (RP(z);{e,},).

Considerando, agora, as seqliéncias w = (i,12,...,1), w, = (i],75,...,4?), e um ndimero
natural [ tal que |w| + > |w,| + 1 = 2 podemos construir a classe

X = (Moo wliler) - (Ties,, wli — 1))

'Hp/;,épa{(Hiewp/ W [i]2;) - (Hie.ap// Wy i = 1]2) }

(Iiew,, Woalil2i) - (Ticw,, Woali = 12i) - wp, [ = i1

Observe que X € H* Y(RP(e,,(x))) e, por causa das propriedades especiais descritas para
as classes Wr] e W,[r], a classe X pode ser escrita como

X =wovlp vl v 11, vf]/p, 112, vfj:”(vlp“ + o)t

+ termos envolvendo ¢’ com i < x — 1.

Por ser uma classe caracteristica associada a lista (RP(e,,()); &, €,, ()P (g, (2)RE), {eo (z) @
(c0r(2) © €)Y pup) temos aue X[RP(ep, (@) = 0.

Pela descricao acima, cada monoémio de X possui ou a forma B,c*~!, onde B, é uma classe
oriunda da z-cohomologia de RP(z), ou a forma B;c', onde B; provém da t-cohomologia de
RP(z)ei<z—1. Comot+i=2x—1ei<x—1, certamente t > x; entdao B; = 0. Por outro

I satisfazem

lado, pela féormula do Teorema A.0.13, temos que os monémios da forma B,c*~
B,c* YMRP(e,,)]2 = B;[RP(x)]s. Isso implica que
0= X[RP(ep0)l> = wotly vl 0 - Tysp, 00, - Ty, 05, (07" + 0" [RP ()]s,

Wpg “Wpa ~Wpy

ou ainda

/ /!
Wt 0, Vg, W, 00y - T, 2, 0 (RP (@) =
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= wnegh vt o2, Tl v, - Ty v 0 [RP (@)

A igualdade acima nos diz que, em um ndmero caracteristico genérico de
(RP(zpn(2)): 600 () © (21, (2) @ €), {0 (2) © (507 (2) © )} 0971 ttpupn)> anialuer elasse o do
fibrado €,, () — RP(x) pode ser trocada pela correspondente classe v/* do fibrado ¢,, (z) —
RP(z), sem mudar o valor do nimero caracteristico. Em particular, isto significa que, caso
[l > dim(e,,), qualquer classe v} do fibrado ¢,,(x) — RP(x) pode ser trocada pela classe nula.
Desta forma, os ntimeros caracteristicos da lista (RP(x);€,, (%), €p, (), {€,(2) } p£pa.p,) 580 iguais
aos correspondentes nimeros caracteristicos da lista (RP(x);¢,, (), €,,(2) ® R®, {€,(2)} ptpu.ps)

e, portanto, tais listas sao simultaneamente bordantes, como queriamos demonstrar. [l

Antes de provar o teorema final do capitulo, que nos dard a classificacao desejada,

necessitamos do seguinte

LEMA 4.3.5. Seja (G, M, ®) uma agdo efetiva de Z§ com “fived data” @p e, — I e suponha
que, para algum homomorfismo nao-nulo py € Hom(G, Zs), €, — F se decomponha como
5’po ® R — F (sendo que esta decomposicao estd subentendida sobre todas as componentes de
€ ainda o

F). Entao a soma de Whitney @, p, — F, onde yi, = €, se p # py € fipy = €,

“fized data” de uma acdo de Z5.

DEMONSTRAGAO. Este ¢ o teorema de estabilidade para acgoes de Z&, provado por P.

Pergher em [Pe5|. O

Estamos, agora, em condigoes de provar o principal teorema do trabalho.

TEOREMA 4.3.6. Seja M coneza e (G, M, ®) agdo efetiva de Z¥ firando RP(2m) U RP(2n)
com0 <m <ne2m #n. Entio (G, M, ®) é equivariantemente bordante a uma Z%-acao obtida
a partir de T¥(W,T), a menos de uma mudanca de base de G e uma conveniente remogdo de
sec¢oes (dada pelo lema anterior), onde (W, T') € uma involugao fizando RP(2m)URP(2n) (ou
seja, (W, T) € A).

DEMONSTRAGAO. Como antes, coloquemos (z,y) = (2m,2n) ou (z,y) = (2n,2m) e seja
D, e,(x) — RP(z) o “fixed data” de (G, M, ®) restrito a RP(x). Pelo Teorema 4.2.25, a lista
(RP(z);{e,(z)},) pode ser escrita como (RP(x);{n,},{u,}), onde a lista {n,} contém 2¢~' fi-
brados normais de involugoes fixando RP(2m)UJRP(2n), enquanto a lista {4, } é constituida de
2k=1 —1 fibrados x-dimensionais cada um deles bordante ao fibrado tangente TRP(z) — RP(z).
Além disso, tais fibrados estao incluidos em P, ¢,(x) — RP(z) da mesma forma que os corre-

spondentes fibrados estao incluidos em uma agio do tipo I'f(W,T) apds conveniente mudanga
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de base, onde (W,T') é alguma involucao fixando RP(2m) U RP(2n) (Teorema 4.2.25). Pelo
Lema A.0.11, cada p, satisfaz W (u,) = (1+a)*™, ou seja, w;(u,) = w;(TRP(z)) para qualquer
1 <i < . Desta forma, a lista (RP(x);{n,}, {t,}) possui os mesmos nimeros caracteristicos
que a lista (RP(z);{n,}, {TRP(z)}) onde, agora, {TRP(x)} representa a sublista formada por
2k=1 — 1 fibrados iguais a TRP(z) — RP(x). Portanto, tais listas sio simultaneamente bor-
dantes. Escolhamos, agora, 1,, € {n,} satisfazendo dim(n,,) < dim(n,) para todo 1, € {n,}.
Para cada 7, € {n,} com 7, # 1,,, coloquemos h, = dim(n,) — dim(n,,). Aplicando o Teorema
4.3.4 iteradamente 2571 — 1 vezes, concluimos que a lista (RP(z); {n,}, {TRP(z)}) é simultane-
amente bordante a lista (RP(x); 7y, {7,}, {TRP(x)}), onde {~,} é a lista obtida a partir da
lista {n,} excluindo 7,, e substituindo cada 7, restante por v, = n,, ® R". Por facilidade de
notagao, consideramos 1, incluido na lista {7,} escrevendo h,, =0 e 7,, = 1,, & R" =1,,, e
chegamos a lista A = (RP(z);{7,}, {TRP(x)}).

Seja z = max{h,}. Entao temos uma involugao (W, T') fixando RP(2m)U RP(2n) tal que o
fibrado normal de RP(x) em W é 1,, ® R*. Considere a Z§-acao I'¥(W, T') ja considerada com a
mudanca de base acima mencionada. Entdo o “fixed data” de T¥(W, T') restrito a RP(z) ¢ a lista
(RP(x);{n,, ® R*},{TRP(2)}), onde {n,, & R*} contém 2¥~! copias de n,, ® R* e {TRP(x)}
contém 2F~1 — 1 copias de TRP(x). Aplicando, agora, o Lema 4.3.5 iteradamente (Zw(z —hy)
vezes) sobre o “fixed data” de '} (W, T'), ou seja, removendo um ntimero conveniente de secgoes
dos fibrados 7,, & R* do “fixed data” de I't(W,T), obtemos uma lista que ¢ o “fixed data” de
uma acdo de Z¥ e ¢ exatamente igual a lista A. Portanto, o “fixed data” desta tltima acao é

simultaneamente bordante ao “fixed data” de (G, M, ®), e isto encerra o teorema. 0



CAPITULO 5
Involugoes Fixando RP(2) U RP(45 + 2)

5.1. Introducao

No capitulo anterior mostramos que as classes de bordismo equivariante de acoes de Z¥ que
fixam RP(2m) U RP(2n), 0 < m < n e 2m # n, sdo determinadas pela colegao A formada
pelas classes de bordismo equivariante de involugoes com o mesmo conjunto de pontos fixos;
em outras palavras, a classificacao para k = 1 determina a classificagao para qualquer £ > 1. A
importancia deste resultado, na direcao de se obter uma classificagao completa, reside no fato de
que a analise do “fixed data” de involugoes é drasticamente mais simples que a correspondente
analise para acoes de Z%, uma vez que o bordismo usual de fibrados é substituido pelo bordismo
simultaneo. No entanto, evidentemente, nosso resultado nao fornece uma classificacao explicita,
uma vez que, para tanto, seria necessario o conhecimento explicito do caso & = 1. Nesse
particular, em |[Ro| D. Royster estudou o bordismo de involugoes fixando RP(r) U RP(s),
dividindo sua anéalise nos seguintes 5 casos:

a) r = 0, s =impar;

b) r =0, s =par;

c) r e s impares;

d) r par e s impar;

e) r e s pares.

Os casos a), b), ¢) e d) foram completamente resolvidos por D. Royster, enquanto que o caso
e) (que é o caso que nos interessa) ficou em aberto e, na realidade, permanece em aberto até
hoje, com excegao dos casos particulares r = 0, s =par (item b)) e r e s pares com r = s [H-T.
O objetivo deste capitulo final é resolver outro interessante caso particular deste problema,
com r = 2 e s = 2p, p impar; alternativamente, r =2 e s =4j+2, 7 > 0. O caso j = 0,
ou seja, (r,s) = (2,2), estara incluido em nossas computagoes, embora, como observado acima,
ja exista na literatura. Se j > 1, certamente 2 < 4j 4+ 2 e 2-2 = 4 # 45+ 2 (ou seja, se
(r,s) = (2,47 +2) = (2m,2n) entdo 0 < m < n e 2m # n) e, portanto, em jungao com o
resultado do Capitulo 4, a solugao deste problema fornecera, como conseqiiéncia imediata, a
classificacao explicita das classes de bordismo equivariante de acdes de Z5 cujo conjunto de
pontos fixos ¢ RP(2) U RP(45+2), j > 1.

67
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Agradecemos o Prof. Robert E. Stong por ter nos indicado todas as etapas principais das

computacoes necessarias para solucionar o caso em questao.

5.2. “Fixed Data” de Involugoes Fixando RP(2) U RP(4j + 2)

Sejam (M™,T) uma involugao sobre uma variedade fechada fixando Fr = RP(2)URP(4j+
2),en — RP(2)Uu — RP(4j + 2) o fibrado normal de Fr em M™. Pelo Corolario 2.7.10,
temos que [S(n), Al = [S(n), Al € Mpm_1(Z2), onde S(—) ¢é o respectivo fibrado em esferas
e A ¢ a antipoda em cada fibra. Pelo Corolario 2.6.15, as classes [S(n), A]L e [S(u), AL s@o
determinadas pelos nimeros caracteristicos dos fibrados linha canonicos sobre S(n)/A = RP(n)
e S(n)/A = RP(u), respectivamente, ou seja, se [S(n), Al e [S(§), A]L s@o bordantes entao os
respectivos niimeros caracteristicos devem ser iguais.

Vimos em 2.7.13 que a Zs-cohomologia H*(RP(n)) é um H*(RP(2))-modulo livre sobre
1,c,...,c =1 onde ¢ é a primeira classe de Stiefel-Whitney do fibrado linha sobre RP(n).
A estrutura do anel é determinada pela relagao

cdmn) o cdimm =1y, () + MM =2q5(n) + - - + Watim(n)(n) = 0.

Da mesma forma, a cohomologia H*(RP(u)) é um H*(RP(4j + 2))-modulo livre sobre
1,d,...,d" =1 onde d é a primeira classe de Stiefel-Whitney do fibrado linha sobre RP(4j +
2). A estrutura do anel é determinada pela relagao

d4m) - @dm)=Lay, (1) 4 "2, (p) + - - -+ Wi () (1) = 0.

Pela estrutura do anel de Grothendieck de RP(n), ou seja, pela estrutura de K-teoria
de KO(RP(n)), sabemos que a classe total de Stiefel-Whitney de um fibrado sobre RP(n) é
(1+w)!, para algum inteiro [ > 0, onde w ¢ o gerador de H*(RP(n)). Adicionalmente, suponha
[ =2 422 4 ... 42" 0 <1 <ry < --- <1y, aparticao diddica de [, e sejam s tal que
25 < np < 2" e btal que rp, < s < 1y (portanto, 27 < m < 27+1). Assim, se i > b entdo
14w =14+w"=1e

I+w) =0+w)? - (14+w) =1+ 1+ (1+w)" - (1+w)? =

= (14w (14 w)?? = (1 4 w)2 222,

Agora, 2571 — 1 =1+2422 4+ ... 42571 4 25 ¢, portanto, 2" + 272 4 ... 27 < 25FL ],
Segue que podemos sempre supor | < 2571 — 1 onde s é tal que 2° < n < 2571,

Assim, seja W(n) = (1+a)? onde o € H'(RP(2)) e W(u) = (1+3)? onde 3 € H'(RP(4j+
2)). Conforme a discussao anterior, temos que p < 271 — 1, onde ¢ ¢ tal que 2! < 2 < 21 ou
seja t = 1 e, portanto, p < 3. Da mesma forma, g < 2571 —1, onde s é tal que 2° < 45 +2 < 25+

(ou 2° <45 +2 < 25t se j > 0, pois 45 + 2 nao pode ser da forma 2° neste caso).
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NOTAGAO 5.2.1. Se p é um inteiro, usaremos a notagao p = p(mod 2).

Seja ﬁ = W(=) = @Wo(—) + @1 (=) + -+~ a classe de Stiefel-Whitney dual, definida por
W(M)W(u) = 1. Entao, segundo A.0.16, teremos que:

—_ p p+1

W(n) = m =1+ a+ a?, (o =0sei > 2 pois a € H'(RP(2))), para
1 2
p>1le
W(n) = m =1, para p = 0.
Analogamente,
~ q g+1 q-+
W(M):—(l_:ﬁ)qzl—i_ B+ B%+ P24 parag>1le
1 2 3
Wi(p) = ﬁ =1, para ¢ = 0.
qg—1+k

Observe que, para ¢ > 1, podemos dizer que wy(p) =
k

Pelo Teorema 2.7.13, sabendo que W(RP(2)) = (1+a)? = 1+a+a? e que W(RP(4j+2)) =
(1+3)4*t3 =1+ 3+ 3%+ - teremos que:

W(RP(M)) = (1+a+ad)[(1+¢)" 2+ Pa(l + )" + -] e

W(RP(u)) = (1+ B+ 8+ )1+ )™ 92+ g8(1 + )" 45 4],

Usaremos, agora, as classes caracteristicas W{r| introduzidas no capitulo anterior, as quais,
conforme observado, conduzem a ntmeros caracteristicos.

Assim, para m > 45 + 2, seja W[r](RP(—)) = (11‘2)@%'

Teremos:

WIrl|(RP(n)) = wlrlo(RP(n)) + wlrli(RP(n)) +--- =

= (1+a+a?)[(1+)Y +pa(l+ ) 4]

WIr[(RP(p)) = wlrlo(RP(w)) + wirly(RP(p)) + -+ =
=(1+8+ 8+ )1+ +gB(1+c) "+ ].

Usando essas informagoes provaremos os teoremas abaixo:

TEOREMA 5.2.2. Sejam (M™,T) uma involugao sobre uma variedade fechada fixrando Fr =
RP(2)URP(2), en — RP(2)Upu — RP(2) o fibrado normal de Fr em M™. Entao (M™,T)
borda.

DEMONSTRAGAO. Se m = 2 teriamos (M™,T) = (RP(2),1d) U (RP(2),1d) U (N, S) onde
(N, S) é livre de pontos fixos e, por 2.7.7, (N, S) borda. Portanto, (M™,T') borda.

Suponha, entao, m > 2.
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Para r = 0, teremos:

w0 (RP(n)) = (p+ Dae

Se m = 2 terfamos (M™,T) = (RP(2),1d) U (RP(2),1d) U (N,S) onde (N,S5) é livre de
pontos fixos e, por 2.7.7, (N, S) borda. Portanto, (M™,T) borda.

Suponha, entao, m > 2.

Para r = 0, teremos:

w0 (RP(n)) = (p+ Dae

w01 (RP(p)) = (g +1)8.

Seja o niimero de Whitney determinado por w|[0]3¢™ 172,

Assim, aplicando a formula de A.0.13, e como m—1—-2 = dim(n)—1lem—1-2 = dim(p)—1
obtemos:

WOR(RP@)e™ 12 (RP()]s = (7 + Vo™ —2[RP(p)], =

= (p+ Dawo(n)[RP(2)]2 = (p+ 1)e?[RP(2)]; = (p+ 1)

w0 (RP (1)) ?[RP(u)l2 = (@ + 1) 32" 2 [RP(p)]2 =

— @+ DFPao(RP@)] = @+ DFRP2)): = @ +1).

Por hipétese, como mencionamos acima, os respectivos niimeros caracteristicos devem ser
iguais. Entao:

wlO]{(RP ()™ 2 [RP(n)l2 = w0 (RP (1))~ 2 [RP ()]

Portanto:

OHp+1=G+1= p=q(mod 2).

Considere, agora, os niimeros de Whitney determinados por ¢™~!. Por A.0.13 teremos que

" HRP()]2 = Win—1—dim(m+1(n) [RP(2)]2 = Wa(n) [RP(2)]2 e

" HRP()]2 = Wimn—1—dimo+1 (1) [RP(2)]2 = wa (1) [RP(2)]2-

_ p+1 .
Temos que wy(n) = a’sep>1ewyn)=0sep=0.
2
_ q+1 _
Temos, também, que Wy (p) = Brseq>1ewy(u)=0seq=0.
2

Assim, como p < 3 e ¢ < 3, ja que n e p sdo fibrados sobre RP(2), teremos que:
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p=,q=|c"[RP(-)]
0 0
Tabela 1 1 1
2 1
3 0

Por (I) temos que p = g(mod 2). Assim p = ¢, ou seja, as classes caracteristicas de n e p

sao iguais. Portanto, n U p borda e, por 2.7.6, (M™,T) borda. O

TEOREMA 5.2.3. Sejam (M™,T) uma involug¢ao sobre uma variedade fechada fixrando Fr =
RP(2)URP(4j+2),j>0, en— RP(2)Uu — RP(4j +2) o fibrado normal de Fr em M™.
Entao W(n) = (1+a)® e W(u) = (1+ 3)>.

DEMONSTRAGAO. Se m = 4j + 2 teriamos

(M™,T)=(RP(4j +2),1d) U (N,S5)
onde (N, S) fixa RP(2) e, pelo Teorema A.0.9, dim(N) = 4. Mas, como dim(N) = dim(M),
teriamos 45 + 2 = 4; que é absurdo. Entao podemos assumir também m > 45+ 2, oum —1 >
4542 .

Seja o niamero de Whitney w[0] (=)™ =W+ [RP(—)].

Comoj>0,m—1—(4j+2) <dim(n)—1lem—1—(4j+2) = dim(§) — 1, entdo teremos,
aplicando a férmula de A.0.13:

w0y (n)em = WERP ()], = 0,

e

wl0) ()= EFRP ()]s = w(0]y (1) o (1) [RP(4] + 2)]2 =

= (@ + 1BV [RP(4) +2)] = (@ +1).

Como os niimeros caracteristicos devem ser iguais, concluimos que:

(I) g+ 1 =0 = ¢ é impar.

Considerando o ntiimero w[0]2c¢™ 172 e como m—1-2 = dim(n)—1em—1-2 > dim(£) —1,
teremos:

w(0] ()™~ 2 [RP(n)]2 = wl0F (n)@o(n)[RP(2)]2 = (P + o?[RP(2)), = (P+ 1) e

w(0F ()™ 2RP(p)]2 = (7 + 1) 7*[RP(p)]2 = 0, por (II).

Portanto, p4+ 1 =0 e p é impar. Assim, temos que

(III) p e g sao impares.
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Quadrados de Steenrood de classes caracteristicas sdo polinomiais nas classes caracteristicas?
e, portanto, conduzem a nimeros caracteristicos. Com isso em mente, e usando as propriedades

de S,, consideremos a tabela?:

Tabela 2 (n) (1)
p q
w[1]o(—) ac+ o? Be+ 52
2 2
Sq'w[1]a(—) a?c + ac? B%c + Bc?
1 p 2 q 2
Sqrw(l]a(—) + cw[1]a(—) + 1] a?c + 1] %
2 2
Suponha P = 0.
2

Como p < 3 é impar (por III), teremos que p = 1. Temos, com isso, que:

(IV) W(n) = 1+ =1+ a+a?, ouseja, wo(n) =1, wi(n) = a e wy(n) = o

Além disso, concluimos também que Sqlw([1]2(n) + cw[1]2(n) = o?c. Considere os niimeros

caracterfsticos determinados pela classe (Sq¢'w[1]s + cw[1]y)c™ 73, Teremos, aplicando nova-

mente A.0.13:
(Sq'w[1]2(n) + cw[l]a(n))c™ ' [RP(n (o P = o’[RP(2)]z=1c¢
(Sqw(1]2(p) + cw[1]z(p)) ™ =2 [RP(p + 1] B p " RP ()] =
q
= +1| B IRP (1)) = + 1] % (1) [RP(4] + 2)]2
2 2
, .y . . ) q
Como os niimeros caracteristicos devem ser iguais, concluimos que +1=1equeo
2
coeficiente de 3% em ﬁ é¢ 1. Ou seja:
— 144y
V) 1 = Oe ¢ T = 1
2 44

Hsto pode ser verificado observando-se a formula de Wu:

k— k —
Sq*F (W) = Wrwn, + < 1m )wklme + -+ ( km >w0wm+k.

ZEstamos utilizando a férmula de Cartan: 55 (ab) = > i1 j—k Sq(a)Sq’.
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q—1+4j : L .
Observe que = 1 implica que ¢ — 1 e 45 tém expansoes diddicas disjuntas,
4j
por A.0.19 (corolario do Teorema de Lucas).
L, q
Como ¢ também é fmpar, por (III), =0= q=1(mod 4).
2

Consideremos os ntimeros determinados pela classe ¢™~!. Teremos que:
™ RP(n)]y = we(n)[RP(2)]s = o*[RP(2)]y = 1 (usando (IV)) e
" HRP(p)]2 = Wajpa (1) [RP(45 + 2)]2 =

qg—1+45+2 , 4 q—1+45+2
= BHTERP(45 + 2)], =
45 +2 47 + 2
[ a—1+45+2 . N .
Entao = 1 e, portanto, ¢ — 1 e 45 + 2 tém expansoes diadicas disjuntas
4742

(A.0.19).

Tomemos, agora, os niimeros caracteristicos correspondentes as classes w[1]5¢™ 172 (0 <

2k < m — 1. Como estamos admitindo b = 0, teremos, pela tabela acima, que
2
w[1]5(RP(n)) = ac. Assim, aplicando A.0.13 e usando (IV):
w(l]3(RP(n))c™ =2 [RP(n)]; = a*c"c™ 1" [RP(n)]s = o™ " F[RP(n)], =
ki, RP(2)]yse k <2 afa? F[RP(2)]y se k < 2
_ e, = | T IRP@ e k<2 RP@sek<2 _
Ose2</<:§mT’1 Os.e2<lc§mT’1
a*a* *[RP(2)]y se k < 2 @?[RP(2)]y se k <2 lsek <2
Ose2<k§mT_1 OseQ<k’§mT_1 0862<k‘§m7—1

Por outro lado, como w([1]4(RP (1)) = Be (por (V)), obtemos, analogamente:
BFWyj 0 (1) [RP (45 + 2)]2 se k < max{dj + 2, 22
w5 (RP(p))e" ™2 RP ()] = ' o=
Osedj+2< k< mT_l

p

g—1+4j+2—k\
ol J BUTEEIRP(47 + 2)]s se k < max{4j + 2,251}
= 4j+2—k _

Osedj+2<k<mA

~\/~

q—1+4j+2—k :
J BYTRP(4] + 2)] se k < max{4j + 2, mT_l} B

= 4542 —k

. m—1
Osedj+2<k< ™=
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qg—14+457+2—k
se k < max{4j + 2,1}
= 4j+2—k

: m—1
Ose4j+2<k§7

Como os ntimeros caracteristicos devem ser iguais, concluimos que:
(

1sek <2
q—1+47+2—-k
= Ose2<k§mT’1
4742 —k
| indeterminado se k > mTfl
‘ qg—1+45+2 g—1+45+1 qg—1+4j
Ou seja, = = =1e, para 2 <
47 + 2 474+1—-1 47
q—1+457+2—-k o
k<mdx{4j+2,mT’1}, = 0. Como estamos admitindo m —1 > 4542,
4742 —k
. 1 . . g—1+47+2—k
entao "~ > 2j + 1. Portanto, em particular, =0 para 2 < k <
4974+2—k
2/ +1=4j+2-2>4j+2-k>4j+2—-(2j+1)=4j>4j+2—k >2j+ 1. Fazendo
) q—1+1
t =45 + 2 — k podemos dizer que =0 para2j+1<t<4y.
t

Seja 45 +2 =25+ --- +2 a expansao diddica de 45 + 2. Entao 2j +1 < 2° < 45 +2 < 2571,
Como g—1 e 45+2 tém expansoes diddicas disjuntas, concluimos que 2° nao aparece na expansao

diddica de ¢ — 1. Assim, ¢ — 1 e 2° também tém expansoes diadicas disjuntas e, portanto,

—142°
1 # 0 (usando novamente o Corolario A.0.19). Entado a tnica possibilidade é
28
25 — 4,
Denotando w3(—) = Sq'w[1](=) + cw[l]a(=), w5 = Sq¢*(w3), Wy = Sq*(ws), ... , W11 =

r—1 ,
Sq* (wyr-141), podemos ver que:

wyri1(n) =0, e

, q
wory1(p) = B ¢ (lembrando que =0).
2
Tomemos, agora, os nimeros caracteristicos correspondentes as classes wgs ¢ 1=+ =
. —1-(45+1).
Wy 1C™ (45+1).

i1 ()" mWIDIRP ()], = 0 e
a1 ()™ ETI[RP ()]s = Y e =W RP ()] =
= YU [RP(p)]y = YWy (p)[RP(4) + 2)]2 =

g—1+2 , g—1+2\ , g—1+2
FRP(4j+2)] = BYTRP(4)+2)), =
2 2 2

_ g
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qg—1+2
Mas =1, pois ¢ — 1 = 0(mod4), ou seja:

2
VI) ¢ — 1 e 2 tém expansodes diadicas disjuntas.

Entdo w41 (n)cm =W [RP(n)]y # aj1(u)cm =W [RP (1)), que é uma contradigao

p
ao suposto de que = 0.
2
p
Entao = 1.
2

Como p < 3 é fmpar, teremos que:
VID) p=3 e W(n) = b =
Calculemos, agora, o niimero w([1]5(RP(n))c™ =2k [RP ()]s, 0 < 2k <m — 1.

=1+, ou seja, wo(n) =1, wi(n) = a e wa(n) = 0.

Pela tabela acima, w[1]2(RP(n)) = ac+ o? (ja usando que P - 1). Entao teremos

2
(utilizando a formula A.0.13):

w(1]5(RP(n))c™ ' "*[RP(n)]2 = (ac+ a®)*c¢™ 12 [RP(n)]y =
= (c+oz)k m1=2k[RP(n)]y =

_ ok k o+ ( k )ckla ( ) ( >ak 12k RP()] =
1 -1
Cm717k+ k cm— 2— k cm— 2k k 1+ k akcm7172k [Rp(n)b:
1 k— k

k k 1 k 1 k k 1
=a rap t L I [RP(2))2 =
0 1

_ar | " +<k)oz—|—~-~—|—( " )ak1+(k)ak arap [RP(2)]2 =
0 1 k-1 k

— aF(1+ a)F s [RP(2)) = a¥(1 + a)* (1 + a)[RP(2)] = " (1 + )"+ [RP(2)].°

o

o o

1
(14a)3

Entao o valor de w[1]5(RP(n))c™ 1=2k[RP(n)], sera o coeficiente de a? em of(1 + ) +L.

Portanto teremos (lembrando que a® = 0 pois a € H'(RP(2))):

30bserve que mostramos que

of e+ )t I RP ()] = of (1 + )" (g [RP(2)]2 = o (1 + a) ™= =2 [RP ()2,

ou seja, podemos considerar ¢ + « como 1 4+ « ao aplicarmos a férmula A.0.13. Usaremos este resultado mais
adiante.
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Tabela 3 a®(1 4+ a)**! | coeficiente de o
k=0 1+« 0
k=1 Q 0
k=2 a? 1
2<k<m-—1 0 0
Segundo a tabela 2, w[l]y(RP(u)) = fe+ ! 2.
2
Suponha 1
2
e — P ARP (), -

= ﬂQcm‘l‘z[RP(u)b = 62@@(#)[313(41 +2) =

q—1+4j

= 3 BY[RP(4j + 2)], =
4j
g—1+4y . , q—1+4j
= B2 RP(45 +2)]s =
47 4j

. N qg—1+4j . .

Como os numeros caracteristicos devem ser iguais, =1,ouseja, g—1e 4y

4j

tém expansoes diddicas disjuntas. Como ¢ — 1 e 2 também tém expansoes diddicas disjuntas

(VI) entao g — 1 e 45 + 2 tém expansoes diadicas disjuntas e, portanto:

— 144542

v | 4 / —1
45 42
Tomemos, agora, os nimeros correspondentes a ¢ 1.
Pela tabela 3 (caso k = 0) teremos:
™ [RP(n)]y = 0.
Por outro lado:
TRP(W)]2 = Wajia(p)[RP(A] + 2)]2 =
g—1+45+2\ g—1+4j+2

= BURP(4] + 2)]s =
45 + 2 45 +2

. . q—1+4j+2 .
Como os numeros caracteristicos devem ser iguais, = 0, contrariando
47 + 2
VIII. Portanto:

q
IX) =1 e, como ¢ é impar, concluimos que ¢ = 3mod(4).

2
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Pela tabela 3:
w(1]3(RP(n))c™ ' *[RP(n)]2 = 1

Segundo a tabela 2, w[l]a(RP(p)) = fe + ! (2. Ja sabemos que L 1:
2 2
w13 (RP(p))c™HRP(u)]2 = (Be + 52)2c" T HRP(p)]2 =
= (86 + #) I RP )]y = B IR RP ()]s + Flen - [RP ()l =
— Py () [RP( +2)]2 + 5Ty () [RP) + D)o
—14+4 —1+45 -2
S T esmpag ol [ 1T YT pueerp(y 4 ), =
4j 4 -2
—1+4y —1+45 -2
_ q + 4y ﬁ4j+2[RP(4j+2)]2—0— q +4) ﬁ4j+2[RP<4j+2)]2 _
4j 4 —2

qg—1+4j q—1+45 -2
+

43 45 —2
Como os niimeros caracteristicos devem ser iguais,

g—1+4j g—1+4j—2
_l’_

44 45 —2
Mas, segundo IX, ¢ = 3(mod 4), ou seja, g—1 = 4j—2 = 2(mod 4) e, portanto, g—1 e 4j+2
B B qg—1+45 -2
nao tém expansoes diddicas disjuntas (ambas possuem 2'). Assim = 0.
45 — 2
a1+ : : e
Entao = 1. Ou seja, ¢ — 1 e 45 tém expansoes diadicas disjuntas.
4j

Seja s tal que 2° < 45 +2 < 27!, Entdao 45 +2 =25+ ---+2e 4j = 25+ .-+, isto &,
2% é o maior termo das expansoes diddicas de 45 + 2 e de 45. O fato de ¢ — 1 e 45 terem
expansoes diddicas disjuntas implica que a expansao diadica de ¢ — 1 nao pode ter o termo
2%. Como podemos admitir que ¢ < 257! (conforme citado no inicio desta segdo), teremos que
qg—1<2°<4j.

Em particular ¢ < 45 + 2 e wy(§) # 0. Isto nos da que m > 45 +2 + g e, assim, m — 1 >
474+ 14+q> 29> 2(qg—1).

Faz sentido, portanto, calcular o namero w[1]2 ' (RP(u))e¢™ 2@ D[RP(u)], (que é
w5 (RP(p)c™ 2 WRP(u))2 para k = q — 1):

w3 (RP(u))em 2 DRP ()]s = (Be + 5%)0 2@ D [RP(n)] =
_ 1ot Bl 2 D [RP ()l = A1+ )1 L [RP(4] + 2)]; =

40 calculo aqui é analogo ao efetuado para se obter w[1]5(RP(n))¢™ 1=2k[RP(n)] e, por isso, omitimos algumas
passagens ao substituir (¢ + 3) por (1 + ¢), conforme mencionamos anteriormente.
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= ﬁq—lﬁ[RP(le + 2)]s.
Entéo o valor de w[1) (RP ()™ 124~ D[RP(11)], sera o coeficiente de 342 em Bl g =
BT 1+ B+ %+ ). Portanto:
w1]3™ (RP(k)e™ 2V [RP ()] = 1.
Como os niimeros caracteristicos devem ser iguais,
w3 (RP(n)em 2@ D[RP(n)); = 1.
Portanto ¢ — 1 ¢ tal que w[1]5(RP(n))c™ '72®[RP(n)]y = 1 para k = ¢ — 1. Segundo a

tabela 3 a tnica possibilidade é ¢ — 1 = 2. Assim ¢ = 3 , como queriamos demonstrar. 0

OBSERVAGAO 5.2.4. Note que as hipoteses do teorema (M tem dimensao constante igual a
m, Fr = RP(2) U RP(4j + 2), 7 > 0) implicam em que RP(2) e RP(4j + 2) do conjunto de
pontos fixos estao contidos na mesma componente conexa de M. Pois, caso contrario, suponha
que RP(2) esteja contido em M; e RP(4j+2) em M,, sendo M; e M, componentes conexas de
M. Entao (M;,T) fixa RP(2) e (M, T) fixa RP(4j + 2). Pelo Teorema A.0.9, concluiriamos
que dim(M,) = 4 e dim(My) = 2(4j + 2). Mas isto ndo ¢ possivel se j > 0. Sem estas
hipoteses, ou seja, se permitirmos que a variedade M tenha dimensao variavel, é claro que nao
podemos garantir que W () = (1+ 3)3. Basta notar que a involucao ((RP(2) U RP(4j +2)) x
(RP(2) U RP(4j + 2)), twist) fixan — RP(2)Upu — RP(4j +2), sendo que W(n) = (1+a)® e
W(n) = (1+ B3)¥*3. Na verdade, poderiamos reformular o teorema sem a hipétese de que M
tenha dimensao constante: Sejam (M, T) uma involugao sobre uma variedade fechada fixando
Fr = RP(2)URP(4j+2),j >0,en — RP(2)Uu — RP(4j + 2) o fibrado normal de Fr
em M. Entao W(n) = (1 4+ «a)® e W(p) = (1 + 3)® (se RP(2) e RP(4j + 2) estao na mesma
componente de M) ou W(u) = (1 + 3)¥*3 (se RP(2) e RP(4j + 2) estao em componentes
diferentes de M).

COROLARIO 5.2.5. Se (M™,T) fiza RP(2) U RP(45 + 2), j > 0, entdo m > 4j + 5.

DEMONSTRAGAO. Pelo teorema anterior, se p — RP(4j+2) ¢ o fibrado normal de RP(4j+
2) em M™, entao W () = (14 3)% = 1+ 3+ 6%+ 3. Em particular, ws(u) = 3° # 0 e, portanto,

dim(p) > 3, o que acarreta m > (45 +2) +3 =45 + 5. O

5.3. Classificagao de Involugoes Fixando RP(2) U RP(4j + 2)

Existe um modelo explicito de involugao (M™T) fixando
RP(2) U RP(4j + 2) com m = 45 + 5. De fato, considere (RP(4j + 5),7) onde

Txo, 21, T, X3, - . ., Tajrs] = [—To, —T1, —T2, T3, ..., Taj45]. Denotando genericamente por & —
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RP(r) o fibrado linha canoénico e por p* — RP(r) a soma de Whitney de p copias de &, temos
que o “fixed data” de (RP(4j +5),T) é (45 + 3)( — RP(2) U3¢ — RP(4j + 2). Note que
W(4j+3)§) =14+a)¥3 =0+a’)(1+a)P=(0+a)eW(3 =(1+06)° (o que era
previsto pelo Teorema 5.2.3).
Como antes, seja A a colegao das classes de bordismo de involugoes fixando RP(2)URP(4j+
2), 7 > 0. Pelo Teorema 4.3.2 A se particiona em classes de estabilidade. Em particular,
(RP(4j +5),T) determina uma tal classe. Pelo Corolario 5.2.5, [RP(4j + 5),T] ¢, adicional-
mente, o elemento minimal nesta classe de estabilidade. Nosso proximo passo serd mostrar que,
de fato, A consiste somente desta classe, o que nos fornecera a classificagao pretendida. Seja
h; = sup{dim(M) | (M,T) € A} (conforme observado anteriormente, tal supremo existe, uma
vez que RP(2) U RP(4j + 2) nao borda). Assim, a classe de estabilidade de [RP(4j + 5), T
tera a forma {{RP(4j+5),T],T[RP(4j+5),T],T*[RP(4j+5),T),...,T*[RP(4j+5),T|} para

algum k; < h; —4j — 5. Observe que k; > 1, uma vez que RP(4j + 5) borda.

TEOREMA 5.3.1. Se (M™,T) fiza RP(2) U RP(45+2), j > 0, entao (M™,T) é equivari-

antemente bordante a I'*[RP (45 + 5), T para algum 0 < s < k;.

DEMONSTRAGAO. Coloquemos [ = 4j + 5 + k;. Certamente m > 45 + 5 pelo Corolario
5.2.5; afirmamos que m <[ (o que implicara [ = h;). Suponha ao contréario, que h; > m > .
Pela definicao de I' (demonstragiao do Teorema 4.3.2), ['*i[RP(4j + 5), T] é equivariantemente
bordante a uma involucao (W', S) cujo “fixed data” é ((4j+3)é® R* — RP(2))U(3¢® RM —
RP(4j + 2)), com k; > 1 e tal que W' nao borda. Seja n — RP(2)Uu — RP(4j +2) o
“fixed data” de (M™,T). Pelo Teorema 5.2.3, W(n) = (1 +a)® e W(u) = (1 + 3)%. Seja
t =m —1> 0, e considere o fibrado (45 + 3)¢ ® RN+ — RP(2) U3¢ @ RMT — RP(4j + 2).
Observando que nas duas componentes deste fibrado a soma das dimensoes da base e da fibra é
4j+5+kj+t=4j+5+k;+m—1=m, e que a classe caracteristica ¢ (14 «)? (sobre RP(2)) e
(143)3 (sobre RP(4j+2)), concluimos que tal fibrado é bordante an — RP(2)Uu — RP(4j+2)
por terem a mesma dimensao e mesmos nimeros de Whitney; desta forma, usando a seqiiéncia
de Conner-Floyd, concluimos que tal fibrado é o “fixed data” de alguma involucao. Sendo
t > 0 e usando o teorema de estabilidade para involugdes, concluimos que (45 + 3)¢ ® RF 1 —
RP(2)U3£® RMtY — RP(45 +2) é o “fixed data” de uma involugao (P'*1,U). Agora, o “fixed
data” de T(W' S) ¢ (47 +3)E® R — RP(2) U3 @ R — RP(45+2)UR — W' e, pelo
Corolario A.0.8, temos que a involugao (P, U) U (W', S) é equivariantemente bordante a

uma involugio (N1 V) com “fixed data” R — W'



5.3. CLASSIFICACAO DE INVOLUCOES FIXANDO RP(2) U RP(4j + 2) 80
Considerando a seqiiéncia de Conner-Floyd
I+1

0= J141(Z2) —— E@M(BO(+1 — i) —5— M(Z) — 0

Jx
i=0
temos 07, [N'*1, V] = 9[R — W' = [S(R),A]L = 0 e o isomorfismo M;(Z) = 9,(BO(1))
identifica [S(R), Al a [R — W!]. Entdao R — W' borda e, em particular, W' borda, absurdo.
Segue que 45 +5 < m <. Seja s =m —4j+5 > 0. O “fixed data” de I'*[RP(4j + 5),T]
¢ bordante a (45 +3){ & R®* — RP(2) U3{ & R® — RP(4j + 2), que tem a mesma dimensao e
mesmos numeros de Whitney de n — RP(2) U u — RP(4j5 4 2). Segue o resultado. O

A classificagdo, acima obtida, tem a mesma natureza do resultado obtido por D. Roys-
ter em |Ro|, correspondente a Fr = RP(0) U RP(2n) = {ponto} U RP(2n), citado na in-
trodugao deste capitulo (caso b)). De fato, considere a involugao (RP(2n + 1),T), onde
Tz, 1, xa, . .., Tops1] = [—To, 1, T2, ..., Tant1], que tem “fixed data” R — {ponto} U\ —
RP(2n). Em |Ro|, D. Royster mostrou que toda involu¢ao fixando {ponto}URP(2n) é equivari-
antemente bordante a I'*(RP(2n + 1),T), para algum 0 < s < ky, onde 2n + 1 + k, = h; =
sup{m | 3 (M™,T) fixando {ponto} U RP(2n)}. Adicionalmente, D. Royster mencionou a
questao em aberto, subjacente a este resultado, concernente ao valor exato de k, para cada n.
Esta questao permaneceu em aberto até recentemente, tendo sido resolvida por P. Pergher e
R. E. Stong em |[P-S] (o resultado provado foi: escreva 2n = 2Pg, com ¢ impar; assim, se p = 1
entao k,, = 2, se p > 1 entao k,, = 2° — 1).

Da mesma forma, no Teorema 5.3.1, concernente a classificacao para Fr = RP(2)URP(4j+
2), j > 0, o valor de h; = sup{m | 3 (M™,T) fixando RP(2) U RP(4j + 2)} (e, portanto, o
valor de k; = h; — 45 — 5) esta indeterminado. Na mesma direcdo do resultado de Pergher e
Stong, acima mencionado, nossa proxima meta é preencher esta lacuna, determinando o valor
preciso de k; para cada j > 0.

Por conveniéncia numérica, coloquemos 45 + 5 = 2m + 3, ou seja, m é impar. Temos a
involugao (RP(2m + 3),T) com “fixed data” (2m + 1) — RP(2) U3¢ — RP(2m). Da mesma
forma, reescrevemos k,,, no lugar de k;. Denotemos por A’RP(2m + 3) a variedade subjacente
a involucao T(RP(2m + 3),T), 0 < i < k,,. Conforme vimos no Capitulo 4 (demonstragao
do Teorema 4.3.2) o valor de k,, é caracterizado pelo fato de que A* RP(2m + 3) nio borda
e A"~'RP(2m + 3) borda (ou seja, ¢ o menor i tal que A!RP(2m + 3) nao borda). Como
RP(2m+3) = A°’RP(2m+3) borda, certamente k,, > 1. Para obter tal ntimero, necessitaremos

dos seguintes
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LEMA 5.3.2. Seja ©/RP(2m + 3) o espago total da fibragio
RP(1) «+~ RP(& ® R) « --- « RP({;_, © R) «— RP(3¢; © R*™+1),
onde & € o fibrado linha candnico sobre RP(1) e &;, j # 1, € o fibrado linha canodnico sobre
RP(§j-1 @ R) (ou seja, associado a involugdo antipodal nas fibras (S({j—1 @ R),A)). Entdo
AN RP(2m + 3) é homeomorfo a ©RP(2m + 3).

OBSERVACAO 5.3.3. Segundo o Teorema A.0.23, temos que
{X ()} =A{[9° Al [S" Al [S(E@ @ R), Alp, . [S(&-1 @ BT, A, .}
¢ uma base homogénea para o 9,-modulo livre N, (Z;). Entdo, observando a fibra¢ao acima,
teremos [RP(1)] = €.(X (1)) e [RP(§ @ R)] = .(X(j + 1)), onde e, : M (Z2) — N, €0
M

homomorfismo de grau zero e, [M,T], = [%].

DEMONSTRACAO. A prova é baseada na comparacao direta entre as construgoes dos dois
espacos em questao.

Conforme a definicao de AJ, temos

ARP(Qm + 3) _ S'xRP(2m+3)

—1xT
1 slxslxrRP(@Em+3)
Slx S*XRP(2m+43) (W)
2 _ —1xT _
A RP(Qm + 3) - —1x(zx1) - —1xzx1

IX—1xT IXx—1Xzx1

(sl x51xs! ><RP(2m+3)>
slxslxRP(2m+3)) IxIx—1xT

Stx

—1xzx1
—1xzx1x1 - —1xzx1x1

A3RP(2m +3) =
Seja, para i < j — 1, V; : ([[Z7'SY) x RP(2m +3) — ([['S') x RP(2m + 3) tal que

pioV;=—1ep;10V; =% (onde p; é a projegao na i-ésima coordenada). As expressoes acima
ficam:
_ S'xRP(2m+3)
(SlxslxRP(;nH»S))
IX—1x
AN’RP(2m + 3) = %
1
(SlxslxslxRP(2m+3))
IX1IX—1XT
ANRP(2m +3) =

|41

Nao é dificil ver que iterando obtemos:
((1‘[{*1 SI)XRP(2m+3)>

IX- - XIX—1IXT

Vi

v

A RP(2m + 3) =

1

Por outro lado, conforme a definicao do fibrado projetivo, teremos que:
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O'RP(2m + 3) = RP(& @ R) = SX1LCmi3)

—1xT

SUsl R p(amed) (SlxslxRP(2m+3))
— X m —1xzx1
©’RP(2m +3) = RP(&© R) = T = Ix—1xT

slxslxslxRP(@2m+3)
—IXZzX1IXI
Slxslxsl IX—1xzx1
x RP(2m+3)

—1XZ

©°RP(2m + 3) = RP(& & R) = =22

IxIx—1xT = IxX1IX—1xT

Usando as aplicacoes V;, definidas acima, obtemos:

O'RP(2m + 3) = SXRLCm+3)

stxslxrRP(2m+3)
Vi
Ix—1xT
stxslxst ><RP(2m+3)) )

©*RP(2m + 3) = (

Vi
Vo

(
O3RP(2m + 3) = (

IX1IX—=1XT

Também nao é dificil ver que:
((1‘[{*1 Sl)XRP(2m+3)>

©/RP(2m + 3) =

Ix--X1x—=1xT

Como todas as involugoes envolvidas comutam, obtemos que AJ RP(2m + 3) é homeomorfo

a ©®RP(2m + 3). O

LEMA 5.3.4. Seja Z/RP(2m + 3) o espaco total da fibragio

RP(1) < RP(§ & RI™') «— RP(3&, @ R*™),

onde &, € o fibrado linha candénico sobre RP(§ & R’™'). Entao ©' RP(2m + 3) € bordante
o ZIRP(2m + 3).

DEMONSTRAGAO. Considere a cole¢ao

B ={Y(j)}g° ={[5" Alr, [S", A]1, [S(& @ R), AlL, ..., [S(& & R, AL, ..}

Seja ¢ a classe caracteristica da involugao [S(&; & R*™1), Ay e a o gerador de H'(RP(1)).
Entao c"[RP(& @ R7Y)]y = wi(&)[RP(1)]y = a[RP(1)]; = 1, segundo a formula de A.0.13.
Portanto, pelo Teorema 2.6.16, B ¢ uma base homogénea do Dt,-modulo livre M, (Zs).

Além disso, para os elementos de B, &,[S(& @ RY), Al = RP(& @ R'), que borda pois é
um espaco projetivo sobre RP(1)°. Além disso, se A é o homomorfismo de Smith (A.0.20),
A[S(& @ R, Al = [S(& @ B, Al e AlS(& ® R), Al = [S(8), AL = [S", AL

5Se n¥ — S' ¢ um fibrado k-dimensional, entdo RP(n*) borda. Este resultado aparece como exercicio em [C-F,
pg 77], podendo ser resolvido calculando-se os ntimeros caracteristicos através da férmula de 2.7.13.
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Entao B é uma base homogénea que satisfaz as condi¢oes do Teorema A.0.23 e, por unici-
dade, B = {X(n)}°. Assim, [S(& @ R, Al = X(j) e, conforme ressaltamos na observagao
5.3.3, teremos que [S(§ @ RI71), Al = [S(§-1 @ R), A],. Portanto, [, — RP(& @ RI1)] =
[£; — RP(&;—1 & R)]. E, finalmente, concluimos que [RP(3&,, & R*"1)] = [RP(3¢; & R*" )],
ou seja, [0/ RP(2m + 3)| = [ZRP(2m + 3)]. O

Estamos, agora, em condigoes de determinar os nimeros k,, previamente mencionados;

isto sera feito através de computacoes com ntmeros caracteristicos.

TEOREMA 5.3.5. Sejam r e p tais que 2m — 2 = 2"(2p + 1). Entdao AVRP(2m + 3) borda

2ser=1
para j < k e nao borda para j =k, onde k = . Em outras palavras, k,, = 2

2" —1ser>1
ser=1¢ek,=2"—1ser>1.

DEMONSTRAGAO. Segue dos lemas acima que [AY RP(2m + 3)] = [/ RP(2m + 3)] e, assim,
podemos substituir AJ RP(2m + 3) por Z/ RP(2m + 3) no teorema.

Para facilitar a notagao usaremos E = Z/RP(2m + 3), lembrando que Z/RP(2m + 3) é o
espago total da fibracao

% - 5(6169AR3"1) — RP(3¢, ® R*1).

Sejam « o gerador de H'(RP(1)), d a classe caracteristica da involugao (S(&, @ R'71), A)
e ¢ a classe caracteristica da involugao (S(3&, & R*™'), A). Usando a formula de 2.7.13 e
sabendo que o = 0, deduzimos que:

W(E)=(14a)* 1+d+a)(1+d) 7 (1+c+d)>3(1+ ) =

=(1+d+a)(1+d) Y1+ c+d)>(1+c)*m™r.

Além disso, conforme o Teorema 2.7.13, sabemos que & '(d+a) = 0 = & = d 'a e
A (e 1 d)? = 0.

Para a classe caracteristica primitiva® teremos (fazendo t = 2 +2m + j + 1):

Si=d+a)+(G—1)d"+2n+1D)(c+d)'+ (24 1) =

=d'+tda+jd +d + (c+d) + = (c+d)' + .

Entao, como W (3&, ® R*™') = (1+d)?, segundo a formula A.0.13 teremos:

Si[E]y = coeficiente de d’ em (1(1?);;;1 _ 8

= coef. de &/ em (1 + d)"2 + coef. de &’ em m =

= coef. de & em (1 + d)*™ + coef. de & em ﬁ =
6Se W = (1 +v1)(1 +vp)--- (14 v;) é a forma fatorada da classe de Stiefel-Whitney entdo definimos a classe
primitiva como Sy, = vf +v§ + - + vl
Poisd"'=0ed =0jaquet—1>j.
8 Aqui, fizemos a simplificagao efetuada no Capitulo 4 de substituir ¢ por 1, ao aplicar a férmula A.0.13.
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2m+j 3—1+47 2m+j N 2+
J J J J
Como 2m —2 = 2"(2p+1) segue que 2m = 2" 1p+2"+2. Para j = 2" terfamos S;[E], = 1.7

119 e, portanto, nao borda. Assim k < 7.

Concluimos que E é indecomponive
Em particular, se r = 1 teremos k = 2 (ou seja k,, = 2).
Suponha, entao, r > 1e j <r.

Temos

W(E)=1+d+a)(1+d) Y1 +c+d)>*(1+c)?mt =
=1 +d+a)l+d) " H{{l+ct+d)(l+)P(1+c)H° =
=(1+d+a)1+d " HA+d+clc+d)}3 (1 +c)¥ @r+h),

Segue que as classes caracteristicas de E sdo geradas por a ,d, c¢(c +d) e c?'.

Ou seja,
toda classe ¢ uma soma de termos da forma a®d’{c(c + d)}9c¢*" onde e = O ou e = 1, e
e+ f+29+2"h=2m+2+j+1.

Se f > j teremos que d’ = 0 e, portanto, a®d’{c(c + d)}9c* " E], = 0.

Como d’ = d’~!a, os ntimeros de Whitney obtidos através de produtos de classes envolvendo
ad’ serdo iguais aos nimeros de Whitney obtidos através dos mesmos produtos, substituindo-se
ad/ por d’*! e, assim, podemos desconsiderar o caso e = 1. Entdo, se f < je f +2g+2"h =

2m + 2+ 7 + 1 teremos:
d'{c(c + d)}9c? M [Ey = coef. de d em LU+’

(14d)3
Seja s >r. Entao 2° > j, (1+d)* =1e dfﬁ;gfgg = df((lltg; * . Assim
d{c(c+ d)}9c* " E]y = coef. de d em d’ (1 + d)* 973 =
(o3 _ [ ZHmrr-2the B -3 )
g=f g=Ff
2+ m—2—2"1h 4 =L 25 4m—1—2"1h+ =L
j—=1r i—f
s r— r— +1—f
_ 224+ (271 (2p+ 1)) -2 h+ 5L — 1 _
j=f

x+ =4

— 2 ,onde 2 =2°4+2""1(2p+1—h).
j=r

Observe que 2"~! é o menor termo possivel da expansao diadica de x.

27’
expansoes diddicas disjuntas.

2 2" . - 1 2+ .
9( m = 0 pois as expansoes diadicas de 2" e 2m tém 2" em comun; ( j._] > =1 pois 2 e 2" tém

10T eorema: M™ é indecomponivel se, e somente se, S, [M™]2 # 0, onde S,, é a classe caracteristica primitiva.
[Th]
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Sejaj—f<2'—1=j—f+1<2". Como j— f+1épar (=2g+2"h+2m+2) teremos

que sua expansao diddica é j — f + 1 = 2! 4 resto, onde 1 < t < r e resto sao poténcias de
ordem maiores que t. Entao teremos a seguintes expansoes diddicas:

j—f=2"+2"4 ...+ 2" 4 resto,

i1 _ ~ N .
% =201 4 %, onde ”e;t" sao poténcias de ordem maiores que t — 1,

. . ~ 1. _ i 1 ~
Portanto, j — f possui em sua expansao diddica o termo 2!, enquanto z + 2 ];Jr — 1 nao.

x4 =0
Concluimos, pelo Coroléario A.0.18, que 2 =0, ou seja, se j — f < 2" —1

J=1r

teremos d/{c(c + d)}9¢* " E]y = 0.

Em particular, se j < 2" = 7 < 2" — 2 teremos que todas as classes caracteristicas de F sao
nulas e, conseqiientemente, A7 RP(2m + 3) borda. Entao k > 2" — 2.

Resumindo, vimos que A’ RP(2m+ 3) nao borda para j > 2" ¢ borda para j > 2" —2. Resta
verificar o que ocorre para j = 2" — 1.

Sej=2"—1e f>0teremos j—f < 2"—1 e, conforme vimos acima, d/{c(c+d)}9c* "[E]y =
0. Isto implica que, eventualmente, os tinicos termos das classes que podem nao se anular sao
os do tipo {c(c+ d)}9¢*". Assim, observando W (E) notamos que:

wy(E) = ¢(c+ d) + termos que se anulam quando elevados a potencia maximal
2m+242" 141

2|

Temos, entao, que wy(E) El, =

wp(BY™ 2 (Ely = {ele+ )} Bl =

(1+d)m+2r—1+1

irar— = coef. de &/ em (1 + Q)22 =

= coef. de d’ em

m+ 2t =2 r12p+ 1)+ 14271 =2
or —1 or —1

2t 2p+ 1)+ 27 —1

2" —1
Mas 2771 (2p+1) e 277! — 1 tém expansoes diadicas disjuntas, pois a expansao de 2"~ (2p+1)
s6 possui termos de ordem > 7 — 1 enquanto 2"~ — 1 s6 possui termos de ordem < r — 1. Entao

2t 2p+1)+2 1 —1

— 1 e, portanto, wy(E)"++2'[E], = 1. Conseqiientemente E
2r—1

nao bordae k =k, =2" — 1. O

Concluimos, assim, a classificagdo, a menos de bordismo, das involugoes fixando RP(2) U

RP(4j 4 2), j > 0. Ou seja, obtemos o
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TEOREMA 5.3.6. Seja (M™,T) fitando RP(2) U RP(45+2), j > 0. Ser e p sao tais que

45 =2"(2p+1). entao (M™,T) é equivariantemente bordante a I'*[RP(4j + 5),T] para algum
2ser=1

0<s<k, onde k= .
2"—1ser>1



APENDICE A

Informacoes Adicionais

Listaremos, neste apéndice, uma colecao de resultados que foram utilizados no trabalho.

Daremos a demonstracao daqueles para os quais nao encontramos referéncia na literatura.

TEOREMA A.0.7. Seja (M,®) uma Z%-acdo com “fized data” (Fy;{n:}:) U (Fo;{pi}s) e
suponha que (Fy; {j1;};) borde simultaneamente. Entao existe Z5-agao (N, W) bordante a (M, ®)
cujo “fizred data” é (Fy;{n;}:).

DEMONSTRAGAO. Seja V' a uniao das componentes de M fixadas por ¢ e contidas em
Fy; entao (V;{w: |v}:) = (V;{0};) borda, pois (Fy; {u;};) borda e ao menos um dos fibrados
sobre qualquer outra componente de Fy é nao-nulo. Portanto, basta mostrar o teorema para
as componentes de M nao fixadas por ®, ou seja, podemos supor que nenhuma componente de
M esteja contida em Fs.

Seja D(€D, pi) o fibrado em discos, ja identificado com uma vizinhanca tubular © de F;
em M, conforme a discussao que precedeu a definicao de “fixed data” (3.3.6), e com raio
suficientemente pequeno para que D(€D, i1;) seja disjunto de Fy. Sabemos, entdo, que um
elemento = € D(@D, ps) pode ser visto como uma 2* — l-upla (za,,%4,,- -, 74, ) ¢ cada
T; € G atua em = como
(Tays Tags s way, ) — (@i(AD)za,, ai(A2)Tay, -+ ai(Agp_1)Ta, ),
onde a;(A;) é a i-ésima coordenada da seqiiéncia A;.

Seja M = M — interior D(ED, i), onde interiorD(EP, 11;) é o conjunto de pontos de M
identificados com os vetores de norma menor que 1 em D(ED, y1;). Entdo 9t é uma variedade
com bordo tal que M = S(EP, 1), onde S(EP, i) € o fibrado em esferas, ou seja, os vetores
de norma igual a 1 em D(EP, y;). Entdo (90, ®) ¢ uma Z5-acdo fixando (Fy;{n;}:) e atuando
no bordo S(€P, 1;) como
(T, Tay, 504y, ) — (ai(A1)za,, ai(A2)Ta,, s ai(Ag_1)Ta, ).

Observe que a Z5-acdo atua em S(@D, w;) sem pontos fixos. De fato, como ao menos um dos
fibrados sobre qualquer componente de F, é nao-nulo, concluimos que 7T}, para algum ¢, atua

efetivamente em z.

87
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Agora, como (Fy;{u;};) borda, existe (P;{v;};) tal que O(P;{vi}i) = (Fo;{p:}:). En-
tdo S(EP, v;) ¢ uma variedade tal que S(P, v;) = S(P, 1;). Como a agao sobre S(EP; 1),
dada pela regra acima, é invariante em cada fibra, podemos estendé-la, com a mesma re-
gra, para S(@,v;). Obtemos assim, uma Z5-acao (S(ED,v;), ¥) sem pontos fixos tal que
I(S(B,; 1), ¥) = (S(B, vi),P). Colando (M, P) a (S(EP, i), V) através do bordo comum
S(EB; 11i) (e essa colagem é equivariante, pois ® coincide com ¥ no bordo) obtemos (9t U

S(P; vi), P U ) que satisfaz o teorema. O

COROLARIO A.0.8. Seja (M, ®) uma Z5-a¢io com “fized data” (Fy;{n:}:i) U (Fo;{mi}i) e
suponha que exista (Zy)*-acao (Ny, V1) com “fized data” (Fy;{n;};). Entdo existe (Zy)*-acdo
(N2, Wy) com “fived data” (Fa;{pi}s).

DEMONSTRAGAO. Seja a Zb-acdo (M U Ny, ® U ¥;). Seu “fixed data” sera (Fy;{n;};) U
(Fy;{ni}i) U (Fo; {ui}s). Como (Fi;{m:}:) U (Fi;{m:}:) borda, aplicando o teorema anterior,

obtemos o resultado. U

TEOREMA A.0.9. Seja (M, T) involugao nao-trivial sobre variedade fechada fixrando RP(2r).
Entao [M,T) = [RP(2r) x RP(2r), twist]. |St3|

TEOREMA A.0.10. Se (M*,®) é uma Z5-acio fiztando RP(2r) entdo existe inteiro j, 0 <
j <k, tal que s =1 -2t ¢ (M®,®) € bordante a (RP(2r))?,j — twist,Id,Id, ..., Id), onde
aparecem k — j identidades (a menos de uma mudanca de base de Z%); ou seja, (M*, ®) é

bordante, a menos de uma mudanga de base, a T¥(RP(2r) x RP(2r),twist). [Cal|

LEMA A.0.11. Sen — RP(2r) e p — RP(2r) sao fibrados bordantes, sobre o espago

projetivo de dimensao par, entao W(n) = W (u).

DEMONSTRAGAO. Se r = 0 os fibrados sao triviais e, portanto, W(n) = W(u) = 1. Entéo
podemos supor r > 1. Sabemos que W(RP(2r)) = (1 + «)**!. Como r > 1, temos que
wi(RP(2r)) = o, onde o € H'(RP(2r)) é o gerador.

Como 1 — RP(2r) é bordante a n — RP(2r) seus nimeros caracteristicos sao iguais.
Sejam w;(n) = v; e w;(1) = s; as i-ésimas classes caracteristicas de n e de p, respectivamente.
Assim, os nimeros caracteristicos correspondentes a w:" 7 (RP(2r))w;(—)[RP(2r)], sdo iguais,
ou seja, a* Iv;[RP(2r)]y = a*7s;[RP(2r)]z; como H/(RP(2r)) = Z, (isto é, wj(—) = 0 ou

(=) = o { C— 4
w;j(—) = o) concluimos que s; = v;, e o teorema esta provado. O

TEOREMA A.0.12. Se (RP(2r);m1,m2, .., 1) € (RP(27); pia, fho, - - -, ftrr) SG0 individualmente

bordantes entdao estas listas sao, também, simultaneamente bordantes.
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DEMONSTRAGAO. Pelo lema anterior, as classes caracteristicas dos fibrados correspondentes
sao todas iguais. Como os numeros caracteristicos da lista de fibrados envolvem apenas as
classes dos fibrados e da variedade, concluimos que as duas listas tém nimeros caracteristicos

iguais e, portanto, sao bordantes. [l

TEOREMA A.0.13. Seja RP(u) o espago total do fibrado projetivo associado a um fibrado
vetorial ;1 — M sobre uma variedade fechada. Se & — RP(u) € o fibrado linha e wi(§) = ¢

entdo para o € H*(M) temos

. 0sei<y—1
ca[RP(u)]s = )
Wi—j1(p)a[M]y sei > j—1
onde W = 141, + s+ - - - denota a classe de Stiefel-Whitney dual, definida por W(M)W(u) =

1.|Co]

LEMA A.0.14. Vale a identidade:

DEMONSTRAGAO. Usaremos indugao sobre n.

Para n = 1 temos que

p—1+41 p—1+1 D p+1
Zil:l 1+ = [1+ = |1+ =
1 1 1 1
Suponha verdadeiro para n — 1, ou seja,
Znil - p—141 B p+n—1
i=1 = g
7 n—1
entao
" p—1+1 p—1+n . p—1+1
2 |1+ = + Zi:f 1+ =
1 n 1
p—1+4+n p—1+n p+n
= + = , € o resultado esté provado. U
n n—1 n

ou seja,



A. INFORMACOES ADICIONAIS 90

np .
p—141 .
(I+z+a’+ - +a")W = '
i=0 )
DEMONSTRAGAO. Usaremos inducao sobre p.
Para p =1 é imediato.
Suponha verdadeiro para p — 1, ou seja,
p—1 D p+np—1)—2
(1+x+22+- 42"t =1+ T+ 24+ ( ) 1),
1 2 n(p—1)

entao

I+z+a>+--+a"P=(1+z+a2* 4+ +a")(l+az+2°+ - +a2")P ' =

(a1 p—1 U B DS p+n(p-—1)—2 o
1 2 n(p—1)
1 1 2 1

Concluimos a demonstracao aplicando o lema anterior. O

TEOREMA A.0.16. Seja p um fibrado sobre RP(n) tal que W(pn) = (1 + a)?, onde o €
H'(RP(n)) ¢ o gerador, e seja W () a classe dual, definida por W ()W (p) = 1. Entéo

- D p+1 p+tn
Wip) =1+ a+ o4 a”,
1 2 n

onde = (mod 2).

DEMONSTRAGAO. Como (1 +a)- (1 +a?+a®+---+a") = 1, pois "™ = 0, podemos
escrever que (1+a)'=(1+a?+a®+---+a"). Entao (1+a)?=(1+a*+a+---+a")P.

Usando o lema anterior, concluimos o teorema. U

TEOREMA A.0.17. (Teorema de Lucas) Seja p um nimero primo e tome r e ¢ em nota¢ao
p-ddica:
= TpTgo1 - Tar1ro = 1o + 1P + 7op? + -+ rep¥, (0 <1 < p)

C= CkCr_1 " C21C) = Co + 1P + Cop? + - - + cxp”, (0 <r; <p).
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N T To T T9 Tk )
Entao = e (mod p), convencionando que
C Co C1 Co Cl
r
=0 sec>r. |Lu]
c

COROLARIO A.0.18. Tome r e ¢ em notacao diddica:
P = TRrp_1 - ToT1To = To + 112 + 1922 + - - 4 172K, 0<r; <2)
C= CpCp_1" CoC1C0 = o+ 12 + 222 + - + 28, (0 <7y < 2).

Sejam R={i|r;=1} e C ={i| ¢; = 1} 0s conjuntos dos expoentes com coeficiente igual

r
a 1 na notacao diddica de r e c, respectivamente. Entao € Tmpar se, e somente se,

C

C C R.

DEMONSTRAGAO. Basta aplicar o Teorema de Lucas observando que = =
0
1(mod 2) e = 0(mod 2). O

a-+c
COROLARIO A.0.19. € impar se, e somente se, a e ¢ tém notagoes diddicas

disjuntas.

DEMONSTRAGAO. Sejam

T = TRTR_1cTariTo = To + 112 + 122 4o+ 128 (0 <y < 2)

a4 = apag_1 -+ Aaa109 = Ay + a12 + a22% + -+ ax2%, (0 < 1y < 2)

C= CpCp_1"CoC1C0 = Co + 12+ 222 + -+ 2%, (0 <1y < 2)
as notagoes diadicas e sejam R={i|r, =1}, A={i|a;=1} e C = {i| ¢; = 1} os conjuntos
dos expoentes com coeficiente igual a 1 na notacao diadica de r, a e ¢, respectivamente. Dizer
que a e ¢ tém notacoes diddicas disjuntas significa que ANC = (), que é equivalente a dizer que

R=AUC, ou seja, C' C R. Usando o corolario anterior, concluimos a demonstracao. U

DEFINIGAO A.0.20. Homomorfismo de Smith:

Dada uma involuc¢ao sem pontos fixos (M™,T'), existe para N > n uma aplica¢ao equivari-
ante O g : (M™,T) — (S™, A) de tal forma que g seja regular e transversal a S¥=! C SV, Seja
Vol = g71(SN71); entdao V™! ¢ subvariedade fechada de M™ e invariante sob T'. Definimos o
homomorfismo de 9,-modulos A : N, (Z2) — MN,,—1(Z2), chamado de homomorfismo de Smith

e dado por A[M™, T);, = [V" 1, T];. |C-F, pg 83]
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TEOREMA A.0.21. Seja (M™,T) uma involugao sem pontos fizos, e seja W™ C M™ subvar-

iedade com bordo tal que W"UT(W™) = M™ e WNT(W™) = 0W". Entao OW™ é invariante
sob T e A[M™, T, = [OW",T],. |C-F, pg 84]

COROLARIO A.0.22. A[S", Al =[S 1 A]L.

TEOREMA A.0.23. Eziste uma unica base homogénea {X (n)}3 de N.(Zs2) que satisfaz:
i) AX(n+1) =X(n), n > 0;
it) e.X(n) =0 € N, n > 0, onde e, : N(Z2) — N, € 0 homomorfismo de grau zero

M, T] = [F].

DEMONSTRAGAO. A demonstracao pode ser encontrada em |C-F, pg 86|, onde a existéncia
¢ provada apresentando a base

{X(n)}g° = {[5" AL, [S", AlL, [S(& @ R), Alp, .., [S(Gm @ BT, Al -
onde &; ¢é o fibrado linha canénico sobre RP(1) e &;, j # 1, é o fibrado linha canoénico associado

a involucao antipodal nas fibras de (S(§;_1 @ R), A). O



[H-T2]

[K-S]
K-S2|

[Pe5]
[Pe6]

[PeT]
[Pe§]

[Pe9]
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