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Abstract

The main aim of this work is to give a characterization of Hardy spaces
HP? on a compact manifold 3 when X is the smooth boundary of a bouded
domain of Euclidean space R™ in terms of the Poisson Kernel of the domain.
The basic assumption used here is that 0 < p < 1 since all results in this work
are known to be valid for p > 1.

When ¥ is a compact manifold it is possible to define a notion of
Hardy Space HP(X) using local charts and also the local Hardy Space h?(3),
introduced by Goldberg in [2].

The second point of view is to give an intrinsic maximal caracterization
based in a bounded family of smooth functions on .

The third approach arises when the Poisson Kernel associated to 2 is
used, such fact allows us to define some maximal functions on > taking account
the harmonic extension of a distribution defined on ..

We prove the equivalence of all these different definitions of Hardy
spaces in a theorem that extends a result due Leonard Colzani who studied the
special case Y = S"7! the (n-1)-dimensional sphere.

A difficulty that arises in the general case of a smooth domain is that
an explicit expression for the Poisson Kernel is not known. However, the rele-
vant estimates for the derivatives of the Poisson Kernel can be obtained using
pseudo-differential operator techniques.



Capitulo 1
Espagos de Hardy HP(IR").

O estudo dos espacos de Hardy teve inicio durante os anos 1910's e
1920's no contexto de séries de Fourier e analise complexa em uma variavel, e
com o decorrer do tempo se transformou numa teoria rica e com
desdobramentos em vérios tépicos, fornecendo um importante material para o
estudo de fungoes maximais, integrais singulares, e para a teoria dos
espagos LP. Existem muitos teoremas que ocorrem para todo LP(IR"),
1 < p < 00, mas que nao se estendem para o I” com p < 1. Isto ocorre pois, para
p < 1, os elementos de LP nao sao distribuigoes e além disso, L” nao possui
dual nao-trivial. Como exemplo deste fato temos o teorema de Sobolev: se
LV = {f € L? : D*f € L? no sentido das ditribuigdes |a| < k} entdo
L¥ C L9 para p' — ¢7' = k/n, que vale apenas para p > 1. Em 1960 Stein
e Weiss ! introduziram o espaco HP(IR") que é igual ao LP quando p > 1,
estritamente contido em LP se p = 1, e é um espaco de distribuigoes quando
p < 1. Como aplicacao desta teoria, eles estenderam o teorema de Sobolev para
p < 1 substituindo L? por H?. Um dos aspectos importantes desta teoria se
refere ao fato de que os espacos de Hardy H? sao equivalentes aos espacos LP
quando p > 1, mas quando p < 1, esses espagos sao melhores para o tratamento
de questoes ligadas a andlise harmonica, do que os espagos L.

1.1 Caracterizagao maximal de H?(IR")

Os espacos HP sao espacos de distribuicoes definidas em IR", que
podem ser caracterizados de varias formas, baseados em diferentes definicoes,
todas implicando na mesma nociao de HP.? Faremos a seguir uma breve
descricao de suas caracterizagoes.

Considere o espaco de Schwartz S(IR"), isto é, o conjunto das fungoes
testes ¢ definidas no IR" infinitamente diferenciaveis, junto com todas as suas

!Elias M. Stein e Guido Weiss. Introduction to Fourier analysis on Buclidean spaces.
Princeton, 1971.

2Uma boa referéncia desta teoria pode ser encontrada em Harmonic analysis: Real- Variable
Methods, Orthogonality, and Oscillatory Integrals, capitulo 3, de FElias M. Stein.



derivadas rapidamente decrescentes no infinito, no sentido de que permanecem
limitadas mesmo multiplicadas por polinomios arbitrarios, e munida com a
topologia definida pela familia enumeravel de seminormas
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E denotamos S’(IR™) o dual topoldgico de S(IR"), com a topologia
fraca. O espago S’(IR") também é denominado o espago das distribui¢oes
temperadas.

Se f é uma distribui¢ao temperada e & € S(IR"), a convolugao f x d é
uma fungao bem definida e de classe C'* (de crescimento polinomial no infinito).

A conexao dos espagos de Hardy HP(IR") com fungbes harmonicas
definidas no semi-plano superior IRTrl pode ser feita considerando-se o produto
convolugao f * P,, com P,(x) = t™"P(x/t) e P sendo o nucleo de Poisson de

n+1
IRT. .
P(z) = (1 + [z2)(n+02°

O produto de convolucao f * P, nao esta definido para distribuigoes
arbitrarias, desde que P nao pertence ao espaco S(IR"). Assim, a teoria dos
espacos HP exige uma restricao natural na classe das distribuicoes. Por isso
torna-se necessario trabalhar-se na classe das distribuigoes limitadas, ou seja,
f €8 tais que f x ¢ € L*(IR") qualquer que seja ¢ € S(IR").

Assim se f é uma distribuigao limitada e h € L'(IR"), entao a
convolucao f * h pode ser definida como uma distribuigao. De fato, seja
¢ € S(IR™) entao podemos definir.

(Fxhd) = (£ b} = [ (Fxd)@)hia)ds
com ¢(z) = ¢(—z). Além disso, f * h também é uma distribuicio limitada e
ainda f * (hy * ho) = (f * h1) * hy se h; € L*(IR™).

Assim, desde que P € L'(IR"), segue que f * P; estd bem definida para
toda distribuicao limitada f. Além disso, para todo ¢ fixo, f % P, é uma funcao
em C% e limitada. De fato, podemos escrever P = ¢ x h + 1 com ¢,9 € S
e h € L'. Para ver isto, note que f’(f) = e~ 27l ¢ rapidamente decrescente no
infinito e de classe C*°, & excecao da origem.®> Tomando h = P e ¢ € S com
QAS(f) = 1 para £ perto de 0, logo basta definir v por 1&(5) =(1- q@({))e_%'ﬁ'.
Portanto,

Po=¢ixhi+v e fxPo= fxah+ (f*¢)*hy

3 A notacdo (;3 significa a transformada de Fourier de ¢.




o que conclui a demonstracao do fato: fx P, € C'°° N L*>.
n

Além disso, desde que [(9;)? + Z(@mj)z]Pt(:c) = 0, vemos que a fungao
j=1
u(x,t) = (fxP;)(x) é de classe C™ em (x,t) e harmonica no semiplano superior.
Para cada ® € S(IR") e toda distribui¢ao f, podemos definir a fungao
maximal radial Mg f(x) por

Mo f(x) = sup |(f * ®;)(x)]. (1.1)

t>0

A seguir, vamos considerar uma fun¢ao maximal relacionada nao
apenas a uma aproximacao da identidade ®; mas baseada numa familia
limitada de fungoes testes, chamada de grande funcao maximal. Com esse
objetivo, seja F = {|| - ||a;.3,} uma cole¢ao finita de seminormas definidas sobre
S, e seja

Sp={0eS:|P

a:ip < 1 para toda || - |

a8 € f}

entao

Mgzf(x) = sup Mg f(x). (1.2)

PeSy

Finalmente, se f é uma distribuicao limitada, seja

u(z,t) = (f * P)(x)

a integral de Poisson de f, definida no semiplano superior e seja

u'(z) = S Ju(y,t)] (1.3)

a funcao maximal nao-tangencial de wu.
Os espagos de Hardy HP(IR") podem ser caracterizados da seguinte
forma?.

Teorema 1.1 Seja f uma distribuicao e seja 0 < p < co. Entdo as sequintes
condigoes sao equivalentes:
(i) Eziste uma fungao ® € S com [ ® # 0 tal que Mo f € LP(IR™).
(ii) Existe uma cole¢io F tal que Mxf € LP(IR").
(iii) A distribuicao f € limitada e u* € LP(IR").

Se alguma dessas trés propriedades forem satisfeitas, entao dizemos
que f pertence a HP(IR").
Suponha que N seja um inteiro positivo, e seja

F=Fn=Al"llas:lal <N,|B] < N}.

4Vide: Elias M. Stein. Harmonic Analysis: Real-variable methods, orthogonality, and
oscillatory Integrals.




se N é suficientemente grande (em termos de p), entao as quantidades

[Ma fllee, | Mzy flle, e flu”]lze

sao comparaveis, com as constantes independentes de f. Qualquer uma destas
trés expressoes pode ser tomada como normas em HP(IR"); ressaltamos que séo
normas apenas quando p > 1. Entretanto é usual se referir a essas quantidades,
por exemplo, ||[Mef||» como HP norma de f, e denotamos por || f| g». Note
que a expressao | - ||, é subaditiva se p < 1 fornecendo assim uma métrica em
HP?. E esta métrica define a topologia de HP.

1.1.1 Decomposicao atémica para H?(IR").

Um objeto importante que surge no estudo dos espagos H?(IR") com p < 1 sédo
os H? atomos. Mais precisamente, sao fungoes a mensuraveis que satisfazem
as seguintes propriedades:

(i) a é suportado numa bola B,

(ii)|a(x)| < |B|~"/P para quase todo z, e

(iii) /:Eﬁa(:z)dx = 0 para todo 3 com |B] < n(p~! —1).

Os HP atomos sao de fato elementos de HP(IR"), com norma H?
uniformemente limitada. Ou seja,

|Moal|zr < C(n,p)

para todo HP—atomo, sendo que M f(z) = sup | f * ®;(x)|, com ® uma funcao
£>0

suave suportada na bola unitaria em torno da origem com / D #£ 0.

Além disso, é possivel mostrar que se {ay} é uma cole¢ao de H?—atomos
e {\x} é uma sequéncia de nimeros complexos com E |A\k|? < oo, entdo a série

f = Z)\kak (14)

converge no sentido das distribuigoes, e sua soma f € HP(IR"), com

1l < OO Il

Por outro lado, a reciproca deste fato pode ser expressa no seguinte
resultado, veja por exemplo ([3]).

Teorema 1.2 Seja p < 1. Entao cada f € HP(IR") pode ser escrita como uma
soma de HPdtomos, como em (1.4) acima, que converge na norma HP; além
disso,

S Il < el f 1%
k



1.2 Versao local dos espagos de Hardy, h’(IR").

A idéia de que os espacos de Hardy HP sao como LP quando p < 1
falha em alguns aspectos como por exemplo: (1) H? nao contém S; (2) H? néo
é bem definido em variedades diferenciaveis; (3) operadores pseudo-diferenciais
nao sao limitados em H?. Entretando, em 1979 Goldberg ([2]), introduziu os
espagos hP(IR"), uma versao local dos espacos de Hardy. Nesses espacos (1),
(2) e (3), acima ocorrem.

1.2.1 Funcoes harmonicas numa faixa

Seja S = {(x1,--,2n,y) : 0 < y < 1} a faixa em IR™™ Quando n = 1,
o nucleo de Poisson para S pode ser calculado explicitamente usando uma
aplicaciao conforme de S no disco unitdrio. > O resultado é

sin my

P)(z) = o (1.5)

cosh Tz — cos my)

com P)(x) — d(delta de Dirac) quando y — 0 e P)(z) — 0 quando
y — 1. E considere ainda: P,(z) = P (), e Py(x) = P)(x) + P, (z).

Para n > 1 a transformada de Fourier pode ser calculada da seguinte
forma. Se F(€) = [ Fla)e ™dr e f(y) = PY(E) entio 1"(y) = 4¢P (1),

f(0)=1,e f(1) = 0. Desta forma,

f(y) = B,)(€) = sinh[(1—y)2n|¢]}/ sinh2r|¢], B, () = [cosh(1—2y)[¢]/ cosh n|¢].

Observando essas expressoes vemos que todos estes nucleos de Poisson sao
elementos de S.

Os proximos resultados tém o objetivo de fixar algumas notagoes para
intruduzirmos os espagos h?(IR"). Veja em ([2]).

Proposicao 1.1 A fun¢ao u(z,y) = Pz? * fo + Py1 x f1 € solugao do problema

de Dirichlet em S para funcoes continuas fo, fi que se anulam no infinito. Em
particular, Pj(z) > 0.

Lema 1.1 Se u é uma funcao harmonica em S e 1 < p < oo entdo

sup /|u(z,y)|pdx < 0

O<y<1

se e somente se,u(z,y) = P)x fo + P} * fi para f; € LP, i =0, 1.

5Para uma demonstracio deste fato veja por exemplo Fourier Analysis on Euclidean
Spaces, E. Stein e G. Weiss, pag 205 a 209.
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Deste modo, se p > (n — 1)/n entéo

WP(R) = {(ug, s, -+ un) : sup /Rnuuo(x,ym---+|un<z,y>|2>p/2dz<oo}

O<y<1

sendo que u;(x,y) sdo fungoes harmonicas na faixa S e satisfazem as equagoes
de Cauchy-Riemann generalizadas

ou; ou; Ou; . , .
R e T
81’@ 8l’j 8ZL’Z
Além disso, u, deve satisfazer ug(z,y) = uo(z, 1 — y).
Como na teoria HP, uqy,---,u, podem ser obtidos a partir de ug e

lim0 uo(x,y) existe no sentido das distribuigoes, logo h? pode ser identificado
y—)

com um subespaco do espaco das distribui¢oes temperadas em IR". E como o
nicleo de Poisson Py(x) € S, temos que ug(x,y) = (P, *up)(z) pode ser obtido
diretamente do seu valor de fronteira, o que representa uma vantagem técnica
de hP; o que nao é possivel em HP.

Para enunciar o proximo Teorema fixaremos algumas notagoes :

1
L(z)={(a",y): Jz—2'| <y, 0<y < b
ut(z) = sup Ju(z,y)|
(a ) €T(x)

my f(z) = S |+ ()|

myf(x) = sup |o * f(2')]

(2’ t)el(x)

mzf(x) = sup m..f (z)
PESF

s(u) = ( / Ve, y) 2y "da'dy)
T'(z)
sendo que u($>y) = Py * .f> ||§0||0475 = ||$QD6§0||M> €

Srp={PeS:|P

ai < 1 para toda || - |

anBi € f}>

sendo

F=Al"]

uma colec¢ao finita de seminormas de S.
Denominamos a funcao maximal mxzf de a pequena grande funcgao
maximal.

aiﬁi}
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Teorema 1.3 Se p > (n— 1)/n entao f € h?(IR") se e somente se, u* € LP.
Além disso, para cada 0 < p < oo existe um N suficientemente grande em
termos de p tal que se

F=Fnv={p €S |¢llap <1 paralal,[f] < N}

e sep € S com [ # 0, entao as normas LP das sequintes fungoes sio
equivalentes:

u',s(u), sup ¢y f(2)], sup |y« f(z)], sup sup [gr* f(2)].
(z',t)el(x) 0<t<1 0<t<l peFn

O proximo Lema se refere a passagem de HP para hP.

Lema 1.2 Se o € S, € tal que [ ¢ =1, e [ x*p(x)dx para todo a # 0, entdo

If =@ fllar < Cllfllre,

em particular f € P = f — p* f € HP.

|
1.2.2 Decomposicao atémica para o h”(IR").
Definicao 1.1 Dizemos que uma fun¢do mensurdvel a é um hP-datomo se:
(1)  S(a) CBcom |B|<1
. 1
Tipo 1= 4 (ii) |lallw < |BJ?
(¢ii) [ a“a(x)dr =0, |a] <N =n[p~t —1]
, { (1) S(a) C Bcom |B| > 1
Tipo 2 = . 1
(i) [laflo < [B]»
definimos ||a||?,,,, = lla|fm(Q). Na teoria atomica de HP, a condigao de

momento nulo presente nos atomos de tipo 1 deve ocorrer para todos os
HP—&tomos, assim todo HP—&dtomo é também um hP—atomo. Assim, a
decomposi¢ao atomica para o h? é descrita através do seguinte Teorema, veja

([2))-

Teorema 1.4 Se f € h?(IR"), (p < 1) entdo f = Zai com Z a2 om <
k
ClIfI%» (ou mais precisamente, f = lilgnz a; mna norma de hP.) Além disso,

||ai||hp S CHaiHatom-



12

|

Observamos que ¢ possivel escolher atomos C'2° com muitos momentos
nulos.

Portanto seguindo a descrigdo de Goldberg expressa no Teorema (1.4)
podemos sempre representar uma distribuicao f de AP(IR") como uma soma
de hPatomos com coeficientes em [P(IR) isto é, f = Z)‘Zai’ sendo que esta

icl
série converge em S e também em norma h”. A principio poderiam ocorrer
cancelamentos tais que a distribuicao f estivesse suportada num compacto
K sem que, os atomos integrantes da sua representacao, estivessem também
suportados em algum compacto. Entretanto, podemos escolher uma
decomposi¢ao atomica tal que isto nao ocorre, como mostra o seguinte Lema.

Lema 1.3 Seja f € hP(R") tal que S(f) C Bi(0) ¢ entdo f pode ser
representada pela sequinte soma

= Z)\iai

i€l

onde (X)) € [P e a; dtomos de acordo com a definicao (1.1), tais que
S(al) C B(O,Q)

Prova do Lema (1.3): Para a demonstragao suporemos que os &tomos
presentes na decomposi¢ao atomica possuam tantos cancelamentos de
momentos, quanto forem necessarios contanto que, este nimero nunca seja
inferior ao valor N = n[1/p — 1].

Assim, tendo sido feita esta observacao, tome n € C°(B(0,2)) tal que
n=1em B(0,1) e 0 <n < 1. Podemos desta forma escrever:

el

com F consistindo da subcole¢ao dos indices tais que os dtomos correspondentes
possuem suportes nao disjuntos de Bz (0).

Separando as parcelas entre os tipos 1 e 2 e denotando-os por a; 1 € a; 2
respectivamente, podemos escrever

f= Z Aina;1 + Z Aina; 2.
i€E i€E

Os elementos da forma na; 2 sao atomos do tipo 2 com suportes contidos na
bola By(0).

Vejamos agora que as fungoes na; 1 podem ser decompostas como somas
de atomos de tipo 1 e 2, adequadamente suportadas.

6Denotamos S(f) o suporte da fungao f.
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Observe que se S(a;1) C By, (x;) e considerando a expansao de Taylor
da funcao n(x) em torno do ponto x;,

nw) =n@)+ 3 2 G e (@)

al
1<|e]<d

com a estimativa para o resto: |ry, (z)| < Clz — 24,
Logo, podemos escrever

n@an@) = 3 20 @)@ - 20 + (@)

al
lal<d
= Tipol + Tipo 2 .

Os termos "( Dni) g, 1(z)(x — x;)* s@o dtomos de tipo 1 suportados na
bola B,,(r;), a menos de uma constante multiplicativa.

De fato, como o suporte de "( Do) o\ () (@ — x;)® estéd contido no
suporte de a; 1 que por sua vez esta Contldo na bola B(z;,1;) e esta bola satisfaz
B, (z;)| < 1 temos que r; < (w,)~w sendo que w, = |S"~!| assim,

_1 _1
o Gi(@) (@ — i) o 2 (1) 77 < Cpn | Bu; (r) |77

para todo indice o com comprimento menor que d e todo = na bola Bs(0).
A condicao de momento também é satisfeita uma vez que, para todo
multi-indice 3 tal que |3| < N temos:

Z/ D 77% a;1 (I)(:E—:Ei)a}ZBﬁdl’:

la|<d
Z Dzifzi)/am(a:)(z—a:i)aa:ﬁdzzo V|G| < N.
|a|<d '

Por outro lado, as funcées r,, (z)a;,1(z) sdo fungoes suportadas na bola
By, (). Além disso,

P (@)aia (2)] < Cla = aal By ()] 7% < S o — i
w

— i d+] —Rid+1 C
<O <O <
2k BO)F ~ |Bo(0)]?

| By (i) = ri'wn.

Como a;; ¢ um atomo do tipo 1 temos que r; < (wgl)% logo, se
escolhermos d suficientemente grande para que o expoente —% +d+ 1 fique
positivo teremos que a constante C' sé dependera da dimensao n. E finalmente
como o S(ry,a;1) C B(0,2) temos que r,,a;; constitui-se num multiplo de um
atomo do tipo 2. [ ]
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1.3 Caracterizagao Maximal de h?(IR") alterna-
tiva.

Recordemos que h”(IR™) pode ser definido como:

WP(R") = {f € S'(R") : ms, f € LP(R")} (1.6)

se N for suficientemente grande, e se:

mgy f(x) = sup sup |f * o, (z)]
peFn 0<r<l

Fn ={o € S(R") : [|¢llap <1, Vol |6] < N}.

Nesta Segdo daremos uma caracterizagdo maximal de hP(IR"),
equivalente a (1.6). Caracterizacao esta que permitird estender a nogao dos
espagos de Hardy as variedades diferenciaveis. Com esse objetivo
introduziremos a fungdo maximal f* por meio da seguinte defini¢ao (1.2).

Definigao 1.2 Para cada x € R" e m € Z seja
Ky(z) ={¢p € CF:5(¢) C B(x,r), r <1, [|[D*¢|lpe <77 Jaf < s}.

E defina para toda f € D'(IR") a fung¢do mazximal,

filw) = sup [(f,9)]. (1.7)

pEKs(z)

A motivagao para a Definigao (1.2) esta no seguinte fato. Seja ¢ € Fn
tal que S(¢) C B(0, 1) entao S(¢,) € B(0,7) e além disso

1 1
D%, < — a < ——
1 [D°6:(0)| < Srzrrlolon <

para todo |a] < N.

A Proposicao que vem a seguir, descreve a possibilidade de se
caracterizar as distribui¢oes temperadas que estdao em hP(IR"), por meio da
fungao maximal f;.

Proposicao 1.2 Uma distribuicao temperada f € S’ esta em hP(IR"), se e
somente se, existe s > 0 tal que, f* € LP(IR"). Temos ainda que as normas LP
das funcoes maximais [T e mxf sao compardveis.

Prova da Proposicao (1.2): Mostraremos primeiramente que
fH(x) < mg, f(x) pontualmente.

De fato, sejam f € S'(IR"), x € IR", ¢, uma fungdo de K (x), para
um certo s fixo. Entao, como, S(¢) C B(z,r) com r < 1 e [|D||e <

ﬁ, para todo |a| < s, mostraremos que a familia de fungoes {1y, }o<r<1
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definida por v, ,(y) = " ¢(x—ry), forma uma familia limitada em S(IR"). Mais
precisamente, mostraremos que {9, , fo<r<1 C Fs. De fato, considere o conjunto
das seminormas || ||o,3 para multi-indices |al, |3| < s. Entao,

[Warllas = sup [2*D 0, (2)] < 7™ DIG|| ooy < 1 para al, 8] < s.
xre

Logo, |(f,9)| = [(f, 7m(i’$,?)>| = |f* (¢zr)r| sendo que QZ}(ZE) =Y(—z)e
T.f(y) = f(y—x). Assim, como, dada qualquer ¢ em K (z) a familia {1, , }o<r<1
estd contida em F = {¢ € S(R") : ||¢|las < 1 para |af, |5] < s} segue que,
fi(x) < sup sup |f* ¢ (z)| = mef(z).

0<t<1 e F,
Esta desigualdade nos permite concluir que || f¥||z» < ||mz, f|lLr, para todo s
fixo. Desta forma como f € hP(IR") escolhendo s suficientemente grande para
que |mzf||rr seja equivalente a ||my f|| L» vemos que || f¥||Le < [[mg, fllzr < c0.
O
Reciprocamente, suponha que f seja uma distribuicao temperada tal

que f* € LP(IR") para algum m > 0.
Seja ¢ uma fungao de C2°(IR"), suportada na bola unitéria B(0, 1) tal

que /gb(x)dz # 0 e escreva para todo 0 < t < 1 o produto de convolugao.

T -y
¢

Froua) = [ 1o THY =117l

observe que S(¢,) C B(x,t) com t < 1, e além disso,

1D tl| e = 77| D]
Seja C' = |£I|1Sa£ | D*@|| L~ entdo {%}0<t<1 estd contida em K, (x), para todo
m’ > 0 logo,

mg f(x) < Co JSup [(f; ) = Cfu(z) < Cf(x) Ym' =m. (1.8)

/

Pelo Teorema (1.3) temos que existe uma constante C’ independente
de f tal que ||mgy fllze < C'||mef]|Le. Assim, segue da desigualdade (1.8) que
se s for suficientemente grande entao

lmzy flle < Cllmeg flle < CTILF N o

1.4 Espacos de Hardy numa variedade com-
pacta.

Nesta Secao descreveremos trés formas diferentes de extensao dos
espagos de Hardy para uma variedade compacta M dotada de uma métrica
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Riemanniana. Definiremos os espacos H?(M), H?(M), H?,,. (M) através de
trés enfoques diferentes, enfoques estes, que resultarao numa mesma no¢ao
de espaco de Hardy em M. Descrevemos a seguir uma forma natural para
estender os espacgos de Hardy locais a uma variedade compacta M dotada de

uma métrica Riemanniana g.

1.4.1 Espaco H?(M).

Definigao 1.3 Dizemos que uma cole¢ao de cartas C = {U,, .} definida
sobre uma variedade diferencidvel M é reqular se:

(i) M C U,U,

(ii) @, : Uy — B3(0) € uma difeomorfismo sobre a bola de raio 3 e tal que
(111) a colegdo de abertos definidos por V, = ®,1(B1(0)) ainda constituem uma
cobertura de M. Neste caso dizemos que a colegio C = {Uy, Ve, o} € uma
colecao de cartas reqular.

Definigao 1.4 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao
n e seja {Uy, Po} a colecdo de cartas dada pela estrutura diferencidvel de M.
Dizemos que uma distribuicio f € D'(M) estd no espago HP(M) se
existe uma particio da unidade {@;}icr subordinada a cobertura {U,} tal que
fpio® ! € hP(IR™), para todo i € I, « tal que S(p;) C U,.

Esta definicao independe da particao e da escolha da carta. Para ver
isto suponha que ¢; seja uma elemento da particao tal que S(p;) C U, é tal
que @;fo®_ ' € hP(IR™) e suponha além disso, que S(p;) C U, entao devemos
mostrar que @;fo®' € hP(IR"). De fato, desde que S(¢;) C U, NU, podemos
escrever

Jpio ‘P;} = fpio ‘1);1 0®, 0 @;} = fiaa-
— —
hp difeom.

Podemos supor sem perda de generalidade que a colecao de cartas
{Uy, @} seja regular de acordo com a defini¢ao (1.3) isto é, {Us,, Vi, ®o} € tal
que @,(U,) = B(0,3) e que V,, = ®_,(B(0, 1)) ainda cobre M. Assim, podemos
supor que S(p;) C Vo NVy.

Neste caso, temos que a fungao fy; o @;1 tem suporte compacto na
bola unitaria B(0, 1) e o difeomorfismo

Dpo0® ) Oy (UyNUy) — Oo(Uy N Uy )

tem a propriedade de para todo z no seu dominio tal que |z| < 1 entédo
|®; 0 @ ()| < 1 é possivel mostrar que f; o € hP(IR"), basta observar o
seguinte Lema.
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Lema 1.4 Sejam U e V abertos limitados nao disjuntos da bola unitdria B(0, 1)
ea:U—V um difeomorfismo C* tal que

a(U N B(0,1)) € V N B(0,1)

e tal que V3 € Z". 3Cg, tal que ||0°J4||oo < Cp < 00 sendo que Jo, € 0 Jacobiano
de a. Entao se f € um elemento de h?(IR"™) suportado no conjunto U N B(0, 1)
tem-se foa € h?(IR").

Prova do Lema (1.4): E suficiente supor que f seja um atomo a do tipo 1
suportado na bola B = B,(zo) C V N By1(0). Seja 2, = a'(x) e B’ a menor
bola que contém o conjunto a~!(B), e denotamos ainda por B’" a bola de
centro xj, e raio 2r'. Seja ¢ uma fungao teste suportada na bola unitdria, entao
como consequéncia temos que a fun¢ao ¢; * (a o ) tem suporte na bola Bs(0)
logo,

la o allp’ < / sup |[@ * (a 0 a)](z)|Pdr + / sup |[@¢ * (a o )] (2) [ du.
t<1 t<l
B By(0)\ B
O primeiro termo pode ser majorado da seguinte forma:

fstgll)l[%*(aoa)](fv)lpdév < llelpllallz|B™]
B

< 2'lellfallall5 | Bl

< Ol llal%] Bl

Quanto ao segundo termo, pela formula de Taylor com resto integral podemos
escrever:

pix(aca)(z) = 1f(B) pi(r = y)alaly))dy
= 1f(B) pi((z —2) — (y — x5))alaly))dy

= X & [ k() () — ) alaly))dy

IBI<N " a~1(B)

" |ﬁ|§v+1 1{3)(%_y)ﬁRa(i’y)a(a(y))d@/

N

= Ar + Axy1 onde
k=1

Ak:Z% /

|5|:k a*l(B

t—"—|5|8%($%%) (zh — y)’ala(y))dy
)
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Aya= Y (25 — y)" Ra(z, y)a(a(y))dy
|5|=N+1a71(3)

com

S

/ (N + 1)( 1 s) t—"—N—law[(gj z}) tS(y 2014
0

satisfazendo a desigualdade
Ru(2,)| < C1=N=1 < Clar — y =1,

Provaremos agora a seguinte estimativa [ |A|? < C|la||%|B).
B3\B'*

A < Cla— a7 3| / 2 — y)Palaly))

|6| k o 1(B
p
[wrzel [ p-arrral{ Y| [ w- ) aeo)al’}
B3\ B'* B3\ B'* 161=k ~1(B)
o primeiro fator
/ |z — 2| 7" *dx < C'log |B”™|, para todo k < N (1.9)

B3\B'*

vejamos agora o que ocorre com o segundo fator

/ (2 — y)alaly))dy = / (a \(x0) — 0~ () aly) Jaly)dy.  (1.10)

a~1(B) B
Seja O(y) = (a'(xg) — a1(y))? e considere as expancoes de Taylor numa
vizinhanca de xg do Jacobiano de « e da fungao 6 respectivamente,

Ja(y) = p(y) + (y — 20)" raa (y) (1.11)
0(y) = a(y) + (y — 20) " sy (y) (1.12)

desta forma,

g (@™ (zo) — a7 (y)) aly) Joly)dy = g p(y)a(y)a(y)dy
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a primeira integral se anula devido ao cancelamento dos momentos e pelo fato
de p e ¢ serem polindmios na variavel y.

| o)y = z0) " snaa)dyl < [Ipllsllsvaillcllalio [ 1y =zl dy
B B

N+1+n
< Cllafls| B
| [ aw)(y = 20)"rvia@a@)dyl < llallsollrvillsollalloe [ 1y — 2ol ¥+ dy
B B
N+1+n
< Cllafl| B

| [pWa)y — 2o aly)dyl < pllollallocliallo [ 1y = oDy
B

2(N+1)+n N+1+n
< Cllafl«|B]| < Cllall«| B
finalmente temos a seguinte estimativa para o segundo fator
Np+p+np
S| [ w- s atata] < Clalln
|6| k o 1(B
Logo,
N + +n *
| 1A < Clallel By 10g | B
Bs\B'*
1
< C||al%|B| desde que N + 1 > n[— —p} e |B|~|B|
p
O

A seguir provaremos a estimativa [ [Ayi[Pde < C|lal/%,|B].
Bs\B"*

/ p
[ Axapde < | [ ey | g
B3\B"" Bs\B"”* “a~1(B)

< { f QNp+p+np|I_$6|—Np—p—npd$}
B3\B'*

{ ] lw=ab o)y}

a=i(B)



para o segundo fator temos

Sy =z ala)ldy = [ o7 (y) — a7 (o) Haly)] (y)dy

a~1(B)

logo,

p
{ [ w-alata@idr}” < Cllalz 5

a~1(B)

By (o)

IN

Cllallscllloe [ |y = w0 ¥*dy

By (zo)

= Cllalloo||J||oo|5"‘1|OfTN+"dT

N+n+1 n

= Cllalloo|[JllocS™ = r ™

N4ntl
)|

= CllallcollJloo| B(O, 7

IN

N+n+1

Nptnp+p

por outro lado, temos a seguinte estimativa para o primeiro fator

J oz =g TNrrrdr < J
Br(z)\B (zf)

B3\B'*

|z —

xh| NPT Ry

R
R>5 |Sn—1| f,T—Np—np—p—l-n—ld,r

r!

2

_ |Sn—1|{R—Np—np—p+n o (7,//2)—NP—"P—QD+TL}

Fazendo R tender para o infinito temos que

J

B3\B'*

[ la - aplNrred

B3\B’*

|AN+1|pdiE

<

reer/

C|Sn—1

< O | gn—1 |7,/—Np—np—p+n

|T—Np—np—p+n

R L e

Cllallz |75 [S™]

Cllall%|B]

Nptnp+p
n

,r,n|Sn—1|

20
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1.4.2 Espago H, (M).

atom

A seguir vamos definir uma nocao de espacos de Hardy em M partindo de
elementos mais simples que sao os atomos, nocao esta que ja existe no IR" e
que pode ser transportada para M através das cartas locais de M.

Definigao 1.5 Seja (M, g) wma wvariedade Riemanniana e compacta de
dimensao n. Dizemos que uma fun¢ao a € L>®(M) é um HP(M)-dtomo se
existe um aberto U C M e um difeomorfismo ® : U — Bs(0) C IR"tal que
(i) S(a) C V = @7 (B1(0)),

(ii) a o @1 € um hP-dtomo do IR", conforme a Definigao (1.1).

Definigao 1.6 Seja C = {(Uq, Vi, o)} uma colegio de cartas regular. Um
dtomo a se diz associado a cole¢io C se satisfaz (i) e (ii) da defini¢do anterior
com ® = &, para algum «.

Definigao 1.7 Dizemos que uma distribuicao f € D' (M) estd em HL(M) se
f pode ser representada como uma soma de HP(M)-datomos com coeficientes
em IP(C). Mais precisamente

HY.(M)={feD(M): f= Z)‘Zai tal que Z NP < oo} (1.13)

(com a série convergindo no sentido das distribui¢des para f), dotado com a

norma
[z, = i { ST £ = 3 h

com o infimo sendo tomado sobre todas as representacoes possiveis em
HP(M)—dtomos.

1.4.3 Espago H*(M).

Na Segao (1.3) demonstramos que o espago h”(IR™) pode ser definido, de forma
equivalente, através da funcao maximal f;. Esta funcao maximal pode ser
definida de forma semelhante, assim como é feita no caso do IR", sobre uma
variedade Riemanniana e compacta, estendendo de forma intrinseca a nogao de
espagos de Hardy a M.

Definicao 1.8 Uma variedade diferenciavel M € dita orientdvel se € possivel
definir uma n-forma ) de classe C™ que nunca se anula, neste caso Mé dita
orientdvel pela escolha de €.

Teorema 1.5 Seja M uma variedade Riemanniana e orientada com métrica
Riemanniana g. Fizada uma orientacao em M existe uma unica n-forma §2
que dd a mesma orientacdo e que assume valor +1 em qualquer referencial
ortonormal orientado. [ |
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Esta forma ()2 é chamada elemento de volume de uma variedade
Riemanniana orientada. Dado uma sistema de coordenadas (U, ¢) temos a
seguinte expressao em coordenadas para (:

Q= Jgdz' AL N da"

onde g(x) = det(g;;(x)) e com gi;(x) = Gp(5g7 a%| Jeo(p)=zij=1...n
p P
Quando M = IR" com coordenadas e métricas usuais, temos que
Q=dax' A...Nda".
Seja M uma variedade compacta dotada com duas métricas
Riemannianas g e g entao existe uma constante C' > 1 tal que

1
69§§§09 (1.14)

com tais desigualdades sendo interpretadas no sentido das formas bilineares.

Definigao 1.9 Seja (U;, ®;)ic; um sistema de coordenadas de M e ¢; uma
particao da unidade subordinada a cobertura U; para toda f : M +—— IR
Lebesque integrdvel definimos

[ 1) =% [ (ot ov@nfgo o @

M ie[‘bi(ui)

Definigao 1.10 Definimos o espago LP(M) como

LP(M) ={f: M — IR mensurdvel : /|f|pdv(g) < 00}
M

A importancia de uma variedade Riemanniana esta no fato de que o
tensor métrico g torna o espago tangente em cada ponto um espaco
Euclidiano, com o produto interno definido por g(X,,Y,). Isto torna possivel
definir angulos entre curvas, ou seja, angulos entre seus vetores tangentes X, e
Y,, e comprimentos de curvas em M.

Seja t — p(t), a <t < b, uma curva de classe C! em uma variedade
Riemanniana M. Entao seu comprimento L é definido como o valor da integral

b

v= [ (o(G 3))

a

Teorema 1.6 Toda variedade Riemanniana conexa € um espaco métrico com
a métrica d(p, q) = infimo dos comprimentos das curvas de classe C* por partes
que unem os pontos p e q. E além disso, as topologias como variedade e como
espago métrico coincidem. [ |
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Definigao 1.11 Seja {U,, V,, @} uma cobertura reqular e seja 6 o niumero de
Lebesgue associado a cobertura V,. Para todo p € M fixo e m > 0 defina o
conjunto

Ki(p) ={¢ € C=(M) : 5(¢) C S:(p), r <9

sup sup XXl Lo ary < 1}
|a|§s {il,...ik}c{l,...N}

a € IN?, onde S, (p) ={q€ M :d(p,q) <r}. E consideremos a sequinte funcao
fi(p) = sup [{f,9)]

pEKs(p)

entdo definimos o espaco
HP (M) ={feDM): f:eLP(M)} (1.15)
A desigualdade (1.14) implica no seguinte resultado.

Proposicao 1.3 Se M ¢é compacta entio o espago HP(M) ndo depende da
métrica. u

Lema 1.5 Existe uma constante C' > 0 tal que para qualquer fungdo ¢ € K4(p)
e qualquer carta reqular (Uy, Va, ®4) tal que p € Vg, temos que C(¢po @) €
Ky (®.(p)). Além disso, C também independe do ponto p.

Prova: Seja {U,, V,, ®,} uma cobertura regular de M entao ®;(V;) = B1(0)
e ®;(U;) = Bs(0). Considere o compacto K = {(z,a) € M x R" : ||z|| <
3, |la|]| = 1} entao existem constantes m, M tais que

0<m< Zgij(:z)aiaj < M < oo para todo (z,a) € K.
.3

Sejam p, ¢ pontos de U;, definimos a distancia Euclidiana de p, ¢ por dg(p,q) =
|Pa(p) — Pu(q)|| seja ainda t — p(t), a < t < b a parametriza¢do de uma
curva L suave por partes ligando p e ¢ entao o seu comprimento é dado por

b

dx; dx; 3
L= / (3 0ten S 22) ar
a i

e além disso, seja L a imagem da curva L pela carta (U;, ®;) cujo comprimento
é

b

= [ (%)

a Z7-7

entao

en(D5) < (Zme G ) <u(S5)

i,j (2]
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apos integrarmos de a a b temos que
0<mL<L<ML<oo
tomando o infimo sobre L temos
0 < mdp(p,q) < d(p,q) < Mdg(p,q) < oo.

Seja agora ¢ € K (p) desde que S(¢) C S,(p) entdo se p € V, temos que
S(po®~1) C ®,(S,(p)) logo seja 7 o menor raio tal que @, (S, (p)) C Bx(Pu(p))
e além disso, existe ¢ no bordo de S,(p) tal que 7 = dg(p,q) ~ d(p,q) = r.

Mais precisamente, como &M’q) < dg(p,q) < % para p,q € U, segue que
r e r
—_— /r’ —_—
M m

logo para todo r < mg = min{m, ¢} temos que 7 < 1.

Seja M uma variedade compacta de dimensao n entao existem N
campos suaves { X7, ..., Xy} tais que em cada vizinhanga coordenada (U;, ®;)
é possivel selecionar n destes campos tais que {Xj,,, ..., X;,,} sejam uma base
para o espacgo tangente 1,M para todo p € U;.

Sejam {Y},...,Yy} os campos suaves provenientes dos campos
{X1,..., Xy} através da carta (U;, @;). Como ®; é um difeomorfismo temos que
o conjunto {Y;,,...,Y; } correspondentes ao referencial {X;,, ..., X } também
constitui-se num referencial para o aberto B3(0). Entdao em cada ponto x €
B3(0) o conjunto {Y;,,...,Y; .} é uma base para o espago tangente T,IR".
Este conjunto se representa como o produto de uma matriz nao singular pelos
vetores canonicos {%, e %} em cada ponto de B(0,3). Assim invertendo

a matriz podemos obter a seguinte representacao

o , , 4
aj:a_g;j:biXil+---+biXim j=1....n

com b], € C>(Bs(0)).
Assim se v € Z', é um multi-indice tal que |y| = k entao

o = oo

= (1Y, + ... + bV )L (VY 4+ DY)

- (T YY)

{jl,...,le }C{il,...,in}

Z b‘?l,...,jwny,vjl tee Y.;Wn)

{d15-sdvm CHin, - in}

— . . Y1 Tn
S R v )
{1, dyn FC{i1sesin }
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Assim, se ¢ € K,,(p) entdo

sup [97(¢ 0 @) (2)] <

z€B3(0)
> sup |Cj, g, ()Y Y (g0 &7 1) (2)] <
{15 osdvm J i1, 08 }BZ(O)
c Y sw XD X)) <
{15 osdvm J i1, 08 }BZ(O)
c Y wp XX (6)()] <
$=1(B2(0)) o
{j1,--sdvn y{1,..,N}
C sup ||X71. X Ol pee(any < .
TI ey s Im = i
onde
N!
C=—— sup sup |Cj,,.j,, (7)]

(N =)l (1o YCHirnin Ba(0)

e C' < oo desde que as fungoes Cj, . ;. ~sao funcoes de classe C*(B3(0)). M

Proposigao 1.4 Os espagos HP (M), HY, (M) e HP(M) sao idénticos.

Prova da Proposigao (1.4):

Passo 1: HP(M) = HP(M).

(i) H»(M) C HP(M). Seja f € HP(M), vamos mostrar que fr €
Lr(M),

De fato, seja ¢ € K (p) e vamos estimar |(f, ®)|, supondo que f €
LY(M).

(f,0) = /fgb dv(g) usando partigdo da unidade

= Z/(%f)cb dv(g)

= 3 [ (o) w8 Ve

iBl(O)
logo,
Gl [ (eneetw Goe)w Vi
Y Bi(®@a(p))

considere a funcio ¥, (z) = ¢ o & (z) 1/g*(z).
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Lembremos que os abertos V,, ainda cobrem M. Como ¢ esta suportada
na bola S, (p) relativa a métrica induzida pela métrica Riemanniana entao segue
do Lema (1.5) que a funcdo ¥, estd suportada na bola Bz(®;(p)) com r ~ 7
e’ < 1. Seja Csq = |m|zix 1D (\/g")|| Lo (mny € seja B um multi-indice tal que

v|<s

|B] < s entao pela regra de Leibniz:

OWo(z) = Y Cosd(¢00.") ()0 (Vg(2))

v+6=0

[0°Wallre < Coa > [07(¢0 @)L
[vI<18]
< Coa Y, sup X5 X" Bl oo ary
Iy [<I8] {1se-esdm YC{1,-n N } "
S CSOé Z n+M
[vI<18]
< Chmi Y, ﬁ desde que r ~ 7
[vI<18]
< W% desde que 7 < 1.
Assim temos que a colegao 2 € K (Pu(p))
logo,
|<.f>¢>| < Z‘ / z ) QSO@ \/ dl"
" Bi(®a(p))
v,
_ Zo’ / ) o &) (x) O(I)dg;’
B#(®a(p))

< CZ [(pif) 0 @3 (Pa(p))-

Logo,
fi@p = sup [(f,9)

pEKs(q)

< Py lwif) o @1 (Dil)).

i



Logo,

/ fHaPdulg) <

IN

IN

<

(ii))yHP(M) C HP(M). Seja
cobertura {V,} devemos
fia = (if ) 0 7" € hP(IR).

27

¢y / (if) 0 @3] (@a(q))du(g)

Y [ Lo o 0o vas

¢ B1(0)

¢y [ lois) o @, 17w

' B1(0)

Cll(gif) 0 B, gy < o0

O
{¢i} uma particdo da unidade subordinada a
mostrar que se f €  HP(M) entdo
Para isto basta mostrar que (f;,)s € LP(IR"), e

usar a equivaléncia entre: ||(f,)sllze e ||mz,(fia)llzr-

(fia)s(x) =

logo,

[ (heitayas
.

sup if) ot 7=\ /Ja
%KS(QE)K(SO ) —=\/9a)]

sSup C|<Q01f, C%H
VeK, (P51 ()

sup  Clpif, o)
ek, (@5 (2)) CVgacta

Cleif)i (25" (x))

dx
N

<c / Cloi ) (@5 (2)) VG

B1(0)

dv(g)
Gi

IN

¢ [y

Vi

< i [ ah)nlg) < oc
Vi

pois o espago HP(M) é localizével no sentido de que se f € HP(M) e se ¢
for uma fungao suave tal que o S(yp) esteja contido em alguma vizinhanga

coordenada entao ¢ f € HP(

M)). O

Passo 2 HP(M) = HE, (M)

(i) H?(M) C Hg, (M)
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Se f € HP(M) entao existe uma particao da unidade {p;} subordinada a
cobertura {V;} regular fixada {®;, U;, V;} tal que (¢;f)o®;* estendida por zero
fora da bola B(0, 1) pertence ao espago h?(IR"), para todo indice . Chamaremos
de f; tal extensdo, entao como f; € hP(IR") estd suportada na bola B;(0)
temos que f; pode ser representada por meio de uma soma de hP-dtomos com
coeficientes em [P.

tais que S(a%) C By(0) para todo k. Logo
f= Z(%’f)o‘bi_l o P; ZZin‘Pi = ZZAZ(%O@)

com a} o ®; sendo atomos no sentido de Goldberg. O
(i) HZ, (M) € HP(M)

Seja f € H,(M) entao existe uma cole¢ao de HP-adtomos {a;} e uma sequéncia
A em [P tais que f = N\a; em D'(M) entao

(£27 <3 N (@)

Juor=Sne [ @y
M i M
Neste ponto observamos que se a ¢ um HP-atomo entao:

(a;)s(q) = sup [{a;, ¢)| = sup )| / [(aipa) © @7 M[¢ 0 D] /gad]
B1(0)

pEKs(q) PEK (g

O, /74
< C sup / [(a;pi) o @;WM&E
9K (a) ¢
B1(0)
<Csup | [ () 007 0] = Cllasgs) 0 21):(0ula)
VeKs(Palq)) B(0)

logo,
/ (@) < C / (i) 0 B3]y /Gade
M

B1(0)

< COllvallz= Y lll(awi) o 23Tz 2o

< 0 ll(ags) 0 ®; iy = C < 00

1 Fllasan) = / 17 <O S IN < ClLFllony
M 7



Capitulo 2

Espacos de Hardy na esfera
unitaria

2.1 Introducao

A esfera unitaria é uma variedade compacta. Desta forma, podemos
definir o espaco de Hardy HP(S™!) como sendo o subespaco formado pelas
distribuicoes f € D'(S™ 1) tais que a expressao de fem coordenadas locais esta
em hP(IR™), como mostra a defini¢do (1.4) do Capitulo 1. E ainda possivel uma
caracterizagao via funcao maximal f}, que nos possibilita, de forma intrinseca
definir os espacos de Hardy como aquele consistindo das distribuicoes em S™~*
tais que f¥ € LP(S™1), se s for suficientemente grande.

Entretanto, a esfera unitdria possui a propriedade adicional de ser
fronteira de um subconjunto aberto do IR", o que confere a ela a
possibilidade de caracterizacao dos espacos de Hardy, tendo em vista o
comportamento de fungoes harmonicas definidas na bola unitaria, tal como é
feito no caso dos espagos de Hardy do IR"™ em que sao consideradas
distribuigoes limitadas' f € S'(IR") tais que o produto convolugao f x P

satisfaga, sup |f * P;(x)| € LP(IR™). A analogia pode ser caracterizada no
0<t<oo
Teorema (2.1), adiante.

Se uma distribuicao f satisfaz uma das condigoes acima dizemos que
f € HP(S™1). Notacao compativel com a usada no Capitulo 1.

2.2 Notacoes.

De agora em diante vamos nos restringir ao estudo do caso em que
0 < p <1, embora, a maioria dos resultados seja enunciada para 0 < p < o0.

O objetivo principal desta secao é fornecer as defini¢oes que serao
necessarias para as demonstragoes dos resultados que se seguem e de fixagao

'Uma distribuicdo f € &’ é dita limitada se o produto convolucao f * ¢ € L>®, V¢ €
S(IR™). Esta hip6tese é necessédria para que o produto convolugaof * Py(x), sendo P o ntcleo
de Poisson do semi-plano superior, possa estar definido.

29
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de algumas notacoes.
Seja IR" = {(z1, -+, x,) : © € IR} o espago vetorial das n-uplas de
numeros reais munido com o produto interno usual

(x,y) = chlyl sendo que x = (21, -+, %), €y = (Y1, , Yn)- (2.1)
i=1

Definimos a esfera unitaria do espaco Euclidiano IR" como sendo o
conjunto S"1 = {x € IR" : (x,2) = 1}, munida com a estrutura diferencidvel
induzida pelas projecoes estereograficas. Com esta estrutura de variedade,
S™"~1 pode ser vista como uma subvariedade mergulhada do IR". Além disso,
como R" ~ T,IR"(o0 espago tangente no ponto p) temos que o produto interno
definido em (2.1) induz uma métrica Riemanniana em IR" que denominamos
métrica usual. Fsta métrica por sua vez induz uma métrica Riemanniana g
sobre a esfera da seguinte forma:

9p : TpSn_l X TpSn_l — IR, gp(u,v) = <dip(u)>dip(v)>

sendo di o diferencial da aplicacao inclusao i : S*! — IR", que neste caso é
um mergulho.

Seja v uma funcao harmonica na bola unitdaria B" de IR". Para cada
x € S" ! podemos definir a funcao maximal radial de u por

ut(x) = sup |u(rz)|
0<r<1

Definigao 2.1 Se xz € S"!, e 1 < a < oo, entio definimos a regiao de Stolz
com vértice x e abertura o como sendo:

Lo(z)={z€B": |z—z| < a(l —|z])}.
A seguir definimos a fun¢ao maximal nao-tangencial:

uy(z) = sup |u(2)| (22)
z€la ()

A fungao maximal u}*, é dada por:

(x) = sup lu(2)| [|12__|;||}m (2.3)

U

Como a esfera S™ ! é uma variedade diferencidvel de classe O™
podemos definir o espaco C*(S™!) com k > 0 das fungoes k-vezes
continuamente diferenciaveis sobre S"~! com respeito a estrutura diferencidvel
induzida pelas projecoes estereograficas.

Definimos para toda ¢ € C*(S"71) a norma

||| = sup sup }||XZI---X;T¢||L°<>(5%1) (2.4)

[v|<k {i1,...in }C{1,..n
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e seja C®(S™ 1) = NX2,C%S™') o conjunto formado pelas funcdes
infinitamente diferencidveis sobre S"~!, dotada com a topologia induzida pela
familia de seminormas p,(¢) = sup X0 X @l pos (sm1),-
{i1,ig}C{1,..n}
Consideramos D'(S™!) seu dual topolégico os espago das distribuigoes
sobre S™1 e denotamos por (f,¢) o emparelhamento entre distribuigdes e

fungoes testes. Se f € L'(S™"!) entao

(f.6) = / f(2)é(x)do (z)
gn—1

sendo que do denota o elemento de volume da S™7 1.
A seguir daremos algumas defini¢coes e resultados que podem ser
encontrados em ([13]).

Definigao 2.2 Para toda funcio f € LY(S"1) definimos a funcio mazimal
de Hardy-Littlewood

M f(x) = sup !

£(b)|dt 2.5
r>0 |B(x, R) N S" 7 Jp pynsn—1 ) (25)

Definigao 2.3 Seja (X, pu) um espago de medida e seja f : X —C uma
funcao mensurdvel. Dizemos que f € de tipo fraco p,com 0 < p < o0, se
w{z o |f(x)| > A} < C/NP; para todo 0 < A < 0o0. O espago de tipo fraco oo é
definido como sendo o espago L.

Observagao: O espaco LP estd contido propriamente no espago das fungoes
de tipo fraco p.

Definigao 2.4 Um operador T : LP(X,du) — {fung¢des mensurdveis} € dito
ser de tipo fraco (p,p), com 0 < p < 00, se

e T f(x)] > A} < C|fI5./N, Vfell, X>0.
Proposicao 2.1 O operador M € de tipo fraco (1,1).

Prova da Proposicao (2.1): A demonstracao deste fato pode ser encontrada
na péagina 339 de ([13] ). |

Lema 2.1 O operador de Hardy-Littlewood definido sobre uma wvariedade
compacta é continuo de L* em L*.

Prova do Lema (2.1): A demonstragao deste fato pode ser encontrado na
pagina 343 de ([13]). |
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Definigao 2.5 Para todo s € Z,, e todo v € S™! fivos seja K,(x) o conjunto
das funcoes ¢ € C°°(S™ 1) tais que:
(i) S(¢) € B(x,h) N S™ 1, para algum 0 < h < 1; sendo

B(z,h) ={y € R" : |z —y| < h}.

(i) |6l < h="1, para k= 0,1,....5.
Com || - ||k definida por (2.4)

Definicao 2.6 Se f é uma distribuicio em S™ ', definimos

filw) = sup [(f,9)].

PEKs(z)

2.3 Estimativas para o nucleo de Poisson da
esfera.

O ntcleo de Poisson da bola unitaria B pode ser calculado de forma
explicita e a sua expressao é dada por:

Para z € B" e v € S" ! escreva
1— 2|2 1

sendo que ¢, = (2.6)
|z — x| nwy,

n
com w, = (nzﬁiﬁ volume da bola unitdria em IR".
2

Calculando diretamente sobre a expressao (2.6) podemos obter a
seguinte estimativa:

Lema 2.2 Para o niucleo de Poisson da bola unitdria valem as sequintes
estimativas:

P < (2.7

Prova: Suponha o € Z' tal que, |a| = 0 temos

P(z,x) = ¢ 1-ll?

cn (1+||Zz|)—(g|jv|:|2|)
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Suponha que a = (1,---,0) entao

o p _ |o 1=( 4 427)

ey Z,T = = C

R )‘ ‘821 " {er—an)? o (o) 2]
o —2z1¢n|z—x|™ _ nen (1—22)) (21 —21) |z—x |2
- |z—z|2m |z—z|2m

ney (1-|2]2)

2¢n
=  |z—z|" + |z—z |t

2en_ 4 nen(lz—o)(1+]2])

IN

|z—x|™ P
2 + 2nen  _ 2(14n)en _ ch
—  |z—z|™ |z—z|™ |z—z|™ |z—z|n—1+lal

A prova do caso geral segue calculando sucessivamente desta forma. [ |
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2.4 Caracterizagao de H*(S" 1)

O objetivo principal desta secao é dar com detalhes a demonstracao
de um Teorema de Leonardo Colzani, veja na pagina (231) de [11].

Nos resultados que enunciaremos a seguir denotaremos por « a integral
de Poisson de uma distribui¢ao f definida em S™~! conforme a definigao (3.1)
que sera dada adiante.

Teorema 2.1 Seja f uma distribuicao f € D'(S™) e u a integral de Poisson
de f, e seja 0 < p < 00, entdo as sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) ut € LP(S"1)

(1) v, € LP(S"1)

(iii) urr € LP(S™ 1) quando m > n/p

() Eziste s € IN, tal que f¥ € LP(S™1).
Além disso, todas as funcoes mazximais presentes no enunciado do Teorema
possuem normas LP" equivalentes.

Prova do Teorema (2.1): Faremos a demonstragao supondo que 0 < p < 1,
0 caso p > 1 é mais simples e nao serd estudado.

Vamos separar os passos em sub-secoes para facilitar a compreensao
da prova. Observe que sao imediatas as seguintes desigualdades

ut () < () < cul ()

Pontualmente, as desigualdades contrarias nao sao verdadeiras,
entretanto a seguinte Proposicao ocorre:

2.4.1 Controle da norma L? de u}, sobre a norma L? de

u**

S
Os resultados contidos nesta subsegdo mostram que (ii) = (iii).

Proposicao 2.2 Se0 <p< l,a>1em > % entao, eriste uma constante

C > 0 que depende de p,a, m,n tal que:
[t [ Lesn-1) < Cllug [ Lesn—1).-
Prova da Proposicao (2.2): Para cada x € S"~! fixo, considere os conjuntos:
Ay={zeB":|z—z|<a(l —|z])}

Aj={zeB": 27l —|z]) < |z —z| < Za(l — |2])}.

Os conjuntos {A;} formam uma cobertura de B a bola unitaria logo,

u:;k(if)ﬁsupm(zﬂ[l_kq —I—Zsup|u [1_|Z|}m

Ao |z — x|

<q—m20-j)m



35

assim, pela defini¢ao de u, temos
ur(x) < uh( a” ™ Z oU=dmy%, ()
elevando & poténcia p com 0 < p < 1, ambos 0s membros temos?

ur(z)? <wul(z)? +a ™ Z oU=d)mp %, ()P (2.8)
j=1

Assim, integrando sobre a esfera unitdria temos,

/ w(x)Pdo(x) < / x)Pdo(z) + 22(1 Jym / ub;, (x)Pdo(x).
Snfl Sn— 1 Snfl

(2.9)
Para continuarmos a demonstragao precisaremos do seguinte Lema que
¢ uma adaptagdo de um resultado de Stein, veja pagina 62 de ([3]).

Lema 2.3 Sejam a e b numeros reais tais que 0 < b < a entao

/Sn ) Ha)de < 3771 (1 + 2;) /5711 ul () dx (2.10)

Prova do Lema (2.3): Seja0 <o < 1e F C S™! um conjunto fechado na
topologia relativa. Definimos F¥ o conjunto dos pontos de o-densidade global
de F' com respeito a S"~! como:

|B(x,r) N F|

F* = F* — n—l: ]
r={zres Vr >0 Bz >0}

Propriedades de F*
(i) F* é fechado
(i) F*C F
(iii) | F| < [P
Demostraremos primeiramente a validade da propriedade (iii). Seja
O = F* por (ii) temos que

O = {zES"‘1:3r>0talque%<a}

|B(z,r)NO]

= {zeS"!:3Ir >0 tal que TEEm)]

>1—o0}

= {z€S8"!:3r >0 tal que W/ Xo(t)dt >1—o}
|B(z,r)NSn—1
C {zesS"': Mxo)x)>1-0}

2 Aqui usamos o fato da funcio o(t) = t* ser subaditiva para 0 < p < 1. Isto é, (a+b)P <
aP 4 bP | para todo a > 0, b > 0.
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Desta forma,

n

0" < {z e 5" : M(xo)(x) > 1 —0}| <

3
—xollu:

A constante 3" na tultima desigualdade provém do Lema de cobertura
de Wiener que pode ser encontrado por exemplo em Krantz ([13]).

Recordemos que u’(z) = sup |u(z)| sendo que
z€lq ()

Lo(z)=4{2€B": |z—z| <a(l—|z])}

com a > 1. Para demonstrarmos o Lema (2.3) é suficiente provarmos a seguinte
desigualdade:

n—1
{re s up(e) > A} <3 (14 %“) o e 5™ ul (@) > A,
(2.11)
para todo A > 0.

Seja O = {x € "' 1w, (x) > A}, como a funcao u} ¢ semicontinua
inferiormente temos que o conjunto O é aberto, para cada A fixo. A idéia para
demonstrar a desigualdade (2.11) consiste em escolher o apropriado para que
o conjunto {x € S" :ui(x) > A} C O*.

Seja xg € {z € S"7' : u}(x) > A} entdo pela propriedade de supremo
existe z € B" tal que z € I',(z0) isto é, |z — xg| < a(1l —|z|), e além disso, vale
a desigualdade |u(z)| > A.

A aplicagao que associa cada ponto z no interior da bola aberta B a sua
projecao na fronteira S"~! é dada por 7z = é Assim, podemos demonstrar as
seguintes afirmacoes

Afirmagao 1. O conjunto B(, b(1 — |z]))N S™1 estd contido em O.

De fato, seja w € B(Z,b(1 —|z])) N .S™! entdo

EI

R = =R
< (1=l +b(1— |2
< (1+b)(1—]z]).

Isto mostra que z € I'iy(w) logo ui,,(w) > |u(2’)| para todo 2’ € T'iyp(w)
em particular, uj,,(w) > |u(z)| > A portanto, zp € O e a Afirmacao 1 esta
provada. O

Afirmagao 2. Afirmamos que B(f,b(1 — |z])) N S"~" estd contido

propriamente no conjunto B(xg, (a + b+ 1)(1 — |z])) N .S™ 1.

30 operador maximal de Hardy-Littlewood M definida sobre a esfera S*~! de acordo com
a definicdo (2.4 ) é de tipo fraco (1,1), vide Krantz ref([13]).
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De fato, seja w € B(#,b(1 — |z])) entao

Eﬂa

jw—xo| < |w—Fl 4|52 +]z -
< b1 —z)) + (1 = [2]) +a(l = [2])

= (a+b+1)(1—|z]).
O
Assim, pela Afirmagoes anteriores obtemos a seguinte desigualdade,

10N B(zo, (a+b+1)(1— |2]))] |B(F,b(1 — [2])) nS™ B
1B(zo, (a+ b+ 1)(1—|2)) NS ~ [B(o, (a+ b+ 1)(1—|z])) NS

b n—1
[a +b+ 1}
Logo, se F' = O° entao podemos concluir que se 7o € {z € S™ 1 : ui(z) > \}
a seguinte desigualdade ocorre
|F'N B(xg, (a+b+1)(1 —|z]))] b n—1
(Y,
|B(zo, (a +b+1)(1 — |z]))| a+b+1

Neste caso
{r e S" ! ui(x) >\ C O =F

a

Assim, segue da propriedade (iii) que

3n—1 3n—1

{z e s rup(z) > A <107 < 0] =

a

{z e 8" upyy () > A}

l1—0 l1—0

Ou seja,
2 n—1
Hz e S™ 1 ui(x) > AN} <3t (1 + ?a) {z e S" ' uf (z) > A}
Integrando sobre a esfera S"~! temos:

2 n—1
[ <y (102 [ i
Snfl b Snfl

Isto conclui a demonstragdo do Lema (2.3) O
Voltando a demonstracao da Proposicao (2.2), ap6s aplicarmos o Lema
(2.3) a desigualdade (2.9) obtemos:

/ ur(x)Pde < / u’ (x)Pdx + 3" o Z Q(I_j)mp/ Uz, ()Pdx
Sn—1 Sn—1

jzl Sn—1

j+1

- N 2
/ ul (z)Pdx + ¢, Z o(l=imp(—__) / u (x)Pdx
Sn—1 Sn—1

a—1

IN

j=1

w (2)Pdx + chpm.a 97 (n—mp) / u, (z)Pdx
| @riet epma (@)

jzl Sn—1

IN
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Aqui estamos considerando a = 2av > o > o« — 1 = b. Assim,

e o sn-1y < ltalZogsnry + Cnmvmazw(n "k 1 gy

j=1
Portanto,

||u;k:||ip(snfl) < CHUZHip(snfl) se n < mp.
com ¢ = Cppma- O que completa a prova da Proposi¢ao (2.2). [ |

O préximo passo consiste em provar o controle da fungao maximal
radial ut sobre a funcio maximal nao-tangencial u? de abertura a > 1,
mostrando a desigualdade ||u, || zp(sn-1) < C|lut| zo(sn-1).

2.4.2 Controle da norma L? de u' sobre a norma L? de

Os resultados contidos nesta subsegdo mostram que (i) = (7).

Proposicao 2.3 Seja u uma fun¢do harmonica na bola unitaria B se a > 1
entao eriste uma constante C' = C(n,p) tal que

il Lo(sn-1y < Cllut || Logsn-1)

Para a demonstracao deste fato precisaremos de um resultado de C.
Fefferman e E. M. Stein e que pode ser encontrado na péagina (172) de ([1]).

Lema 2.4 Seja B uma bola no IR™ com centro em z, e suponha que u seja
uma fungao harmonica e continua no fecho de B. Entdo se g > 0 temos que:

fu(z))? < 2L |B| /| )|4duw. (2.12)

|
Voltando a demonstracao da Proposicao (2.3) observe o seguinte Lema:

Lema 2.5 Seja u(z) a integral de Poisson de uma distribuicio f € S entdo
a sequinte estimativa vale:

ul(z) < eM[ut’ (x)% Vo e "1 ¢>0 (2.13)
sendo que M representa a fungao mazimal de Hardy-Littlewood.

Prova do Lema (2.5): Seja z € S"! fixo e tomemos z € [',(z). Lembremos
que ['y(z) ={2 € B" : |z — x| < a(l — |z])}. Suponha que 1/2 < |z| < 1 neste
caso, considere a bola B = B(z, I—lel)’ e seja ¢ < p entao pela desigualdade

expressa no Lema (2.4) temos que:
c )
lu(z)]? < % / lu(w)|?dw

Lz]+1 Hl

Cla:n) / / lu(rw)|9r™tdwdr

1Bl HE

IN
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como S, C B(|Z7|,Ca(1 —12])) N'S™ !, com a constante C independente de z
além disso, temos que S, C B(z, (2 4+ C)a(l — |z])) N S"! uma vez que se
w € S entao |w — é| < a1 — |z|), e portanto.

z

|2l

<

_l_

lw — x| ‘w— ﬁ—z‘+|z—a¢|

< (Cat+1+4+a)(l—|z]) < (C+2)a(l —|z)).

Logo, sendo C" = C'+ 2 e colocando B’ = B(x,C'a(1 —|z])) N.S™ ! temos que:

[z]+1

q |B(z,C"a(1—|2|))NS™ 1| 2 1 q,.n—1
pE < clgm et [ 1 [ sy e
\ﬂ;l 1

|B(z,C’a(1-|z[))nS" 1| 1 n—1

< C((Ln) |B(z,@)| 3‘1,1 |B/| B’u ('LU)T dwdr
|B(z,C"a(1—|2|))NS™ 1| 19 n—1

< C(g,n) |B(z O=LED), s Mlu=")(z)r" " dr
B(z,C'a(1-|z gn—1

< C(Qa”)' ( |B(Z(7(1|72\|z)\))?| |(1_|Z|)M[ulq]($)

< C(g,n)M[u""](x).

O

Finalmente, para concluirmos a demonstracao da Proposicao (2.3)

basta usar a continuidade da fungao maximal de Hardy-Littlewood dada pela

definicao (2.2) em LP(S"'). Para p 2, ver no Lema (2.1) e aplicar a
desigualdade (2.13) para ¢ = p/2.

| iy

||UZ||Z£p(sn71)

IN

c Mu*")(z)do ()
Sn—1

IN

c M[ut")(2)%do ()
gn—1

IN

c/sn1 ulzq(a:)da(:z)

||ul||z£p(sn71)
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2.4.3 Controle de u); sobre f

A seguir mostraremos que (iii) = (iv), provando o controle pontual
que a fun¢dao maximal u)* exerce sobre a fun¢ao maximal f7, pela seguinte
proposicao:

Proposicao 2.4 Sejam m,L € Z. tais que m < L. Entao existe uma
constante C' que depende de m,L,n tal que

fo(@) < Cuy(x)
para cada x € S™71.

Antes de proseguirmos com a demonstragdo da Proposicao (2.4)
faremos a seguir algumas definigoes.

Lema 2.6 Seja L € Z, tal que L > 1 e seja ainda f € CL([0,0)) e defina
Af(x) = flx+1t)— f(x), t>0
e seja AFf(x), k=1,2,3,--- definida por inducdo do sequinte modo:

{ Apf(x) = Auf(x)
AT f(x) = AlAY f(2).

Entao, as sequintes formulas ocorrem:

Abga) = -0 (5) s o 214

=0
AFf(z) =th FE (@ +t(sy+ -+ s1))dsy - -~ dsy. (2.15)
[0,1)F
Sendo que fP) denota a derivada de ordem L da funcdo f.

Prova do Lema (2.6): Provaremos por indu¢do primeiramente a férmula
(2.14). Suponha L =1 entao

1

S (5) favin = 0 (o) s+ 0 () e
=0

= flz+1t)— f(z)

= Ajf()
Suponhamos agora que (2.14) seja vélida para k = L isto é,

;<—1>L+ﬂ' (f) Fla+jt) = AFf(2)

J



e mostremos que também vale para k = L + 1. De fato,

Aff f) = A(AFf(2))

= Afflz+1t) - Aff(z)

_ ;—nw () s+ G

_ ;(_1)“? (f) flz+jt)seja j=j+1

- zl(_nm—l (3 L 1) fla+ jt)

_ é;@4yﬁj(§)f@n+ﬁ)sdwﬂﬁMﬁojzj
(s

- ;—nw (5) s

— :1(_1)L+j—1 (j f 1) f(z + jt)

+ @4%HM®4(§)f@+«L+Uo

- i(—l)“j (f ) fla + 1

41
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S (F7) st i

(17 () fla (e

(-1t (S) f(z) acrescentando o termo j =0

S (550 e

J=0

(o (Mot s - e () 1)

(—1)%k (é) f(z+ (L +1)t) acrescentando o termo j =L+ 1

S (55 g - (E51) 0

j=0 J
# s @ron{e () - (211
L+1
= e (P e o
=0
Como queriamos mostrar. O

Provaremos a seguir que a férmula (2.15) ocorre. De fato, suponha

L =1 e considere a fungao s — f(z + st) entao:

logo,

| it stids = fe+0) = 5@

Alf(z) = f(z+1t) — f(x) :t/O fO(x + st)ds
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Suponha valida para k = L, isto é,

AFf(z) =th fEO (x4 t(sy+---+s1))ds
[0,1]E

e mostremos que vale para k = L + 1.

Afff(x) = A(Aff(x)

= Afflz+1t) - Aff(z)

= tt fO (x4t +t(s14 -+ s1))ds sendo que ds = dsy - - - dsp41

[0,1]%

— tL/[ . fE (@ +t(s1+ -+ sp))ds
0,1

= tL/ FE @ +t(s+1) — fDO>x + ts)ds
[0,1]%

1

d

B tL / / ds f(L) ($ + $L+1t + t(S + 1)td5L+1d$
[0,11% Jo L+1

= tL+1/[ - FE (2 4 ts)ds.
0,1

Como queiamos demonstrar. [ |
A seguir vamos usar as férmulas (2.14) e (2.15) na funcao f a ser defini-
da na seguinte Proposicao:

Proposigao 2.5 Seja ¢ € C°(S™ 1) e considere a funcao:

f@9 = [ P1=Groliny (2.16)

definida para todo £ € [0,1], sendo P o nicleo de Poisson.  FEntdo,
fec=(smtx[0,1)

Prova da Proposigao (2.5) A demonstragao deste fato pode ser vista como
uma consequéncia do Teorema (6.19) de [7]. |

Outro resultado importante diz respeito a convergéncia radial da
integral de Poisson P,.(¢) quando r — 1.

Proposigao 2.6 Seja ¢ € C°(S™1). Entao, a fungdo:

RO = [ Pleypolin

converge a ¢ na topologia de C*°(S™1) quando r — 1.



45

Prova da Proposicao (2.6) Este fato serd demonstrado com maior
generalidade no Cap. 3, veja Proposigao (3.6). [ |

A seguir vamos definir a partir do nucleo de Poisson e da funcao f
definida na Proposicao acima um nicleo auxiliar que denotaremos por o; e que
desempenhara um papel importante nas futuras estimativas.

Definigao 2.7 Seja L um nidmero inteiro positivo, para todo 0 < t < 1/L, e
¢ € C°°(S™ 1Y) definimos o nicleo singular oy : S™' x S"71 — R

o) = S0 (5) P 0o 211)

J

e o operador integral associado oy : C®(S" 1) — C°(S"71)

(@) = [ alam)otdots) (2.13)

Observacaol: Fora do ponto z a distribuicdo o¢(x,-) coincide com uma
funcao C*°. Portanto, (2.18) pode ser interpretada como uma integral
convergente para todo z que se situe fora do suporte de ¢, se assumirmos que
o complementar do suporte é nao vazio.

Observagao2: Veja que:

o)) = 0 (1) [ P ioamemaety @19

J

L
(L :
8E50) = 3o (1) st
J=0 J
sendo fa fungao definida em (2.16).
As estimativas (2.7) para o nucleo de Poisson da esfera implicam na
seguinte estimativa para o nuicleo oy(z,y).

Lema 2.7 Para todo x # vy em S™! vale a sequinte estimativa:

tL
o)l < 4 ‘ (2.20)

x — y[r AL
com a constante ¢ dependendo somente de L,n.

Prova do Lema (2.7)
Caso 1: Sejam z,y € S"! tais que x # y e |y — x| < 2t isto implica,
em:

3 L (2.21)

- |[L’ _ y|n—1+L
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uma vez que L > 1. Usando as estimativas (2.7) para o nicleo de Poisson,
temos as seguintes desigualdades:

o) = |3 (-1 (L) P((1L = jt)a. )

VAN
=
S
N———
g
—
I
<
N
B
s

VAN
=
P P P

St~
N———
—

I

<
N

8 1Q
I
s
3

]

L

M-

IN
Q

(L) g5 mr, por (2.21)

tn71+L
tnfl |m_y|n71+L

< C(L;n)
= C(L,n)trz —y| ™1k
o que demonstra o caso 1.

Caso 2: Sejam z,y € S"! tais que |z —y| > 2t. Vamos usar a férmula
(2.15) suponto f dada pela Proposigao (2.16).

el = i S o [P e

|a|:L [071]L aza
aa

< Yl [P - s
|a|Z:L [071]L aza

C(L,n)
< +L || )
< E S ey

la|=L [0,1]F
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sendo que na ultima linha aplicamos as estimativas para o nicleo de Poisson
dadas por (2.7). Como, |xr —y| > 2t e |w — z| < t temos a seguinte estimativa:

2=yl < |z —tsz—y[+[tsz]
< |(1—ts)r—y|+ts
< |(1—ts)r—y|+t

< |(1—ts):c—y|—|—@

ou seja,

1
(1= ts)z —y| > s|o—yl

O que conclui a demonstracao do Caso 2. [ |
Como o0 nosso objetivo é expressar funcoes testes em termos do nicleo
de Poisson, precisamos fazer uma pequena alteracao no operador o; definindo:

Definigao 2.8 Seja ¢ € C°(S" 1) e defina o sequinte operador:
Li(¢)(x) = 04(9)(x) — (=1)*1(¢)(x). (2:22)

Sendo [ o operador identidade.

r) = -0 (B) [ P - iepeat) e

J

Observe que se ¢ € C*®(S™"1) se anula identicamente num aberto U
nao vazio de S"!, entao:

[i(¢)(x) = o¢() (@),
para todo x € U, pois P(z,y) = 0, a distribuigao delta de Dirac.

Proposigao 2.7 Para toda ¢ € C®(S" 1) temos que Ty o T'y(¢p) — ¢ na
topologia de C°°(S™1), quando t — 0.

Prova da Proposicao (2.7) Para a demonstragao deste fato veja o corolario
(3.2) que serd enunciado adiante. |

Definicao 2.9 Fizado o operador 'y, definimos
I =Ti+L, of =0r+o0

F[:F%—Ft, 0y =0t =0
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Entao as seguintes igualdades ocorrem:

_af—at_ _Uf—l—at_
at—T e a%—T
TSR il YRR /il ol Y3

2 2 2

Observe que o, =1,

Lema 2.8 Sejam s < L inteiros positivos fixos tais que L > 1. Entao para
toda ¢ € C(S™™1) as sequintes estimativas:

sup
xesn—1

s (2.24)

o7 (9)(@)| < Crllg]
com C dependendo somente de n,L.

Prova do Lema (2.8): Vamos demonstrar com maior generalidade no Lema
(3.9). |

Lema 2.9 Seja ¢ wma fung¢io suportada na bola B(x,h), tal que
¢l L1(sn-1y < 1, e que ||Pllcr < "L Entao, para todo m < s < L as
sequintes desiqualdades ocorrem:

O [ lo@wl(1+ 2 a0t < (a1

h

@) [ ton@wI(1+ 222 a0t < o e
Snfl

Prova do Lema (2.9): Prova de (i). Podemos decompor a expressao em:

[ oo (1+ ) "oty = 111

Sn—1

1= [ @i )

B(z,9h)NSn—1

= [ el 5 )

h
Sn—1\ B(z,9h)
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Para o estudo do termo (I) observe que se y € B(x,9h) N.S™! entdo
|z —y| < 9h, como consequéncia 1 + |x — y|/h < 10. Logo,

Il < 10™ / lon(¢)(y)|do(y) aplicando a definigao (2.19) de oy

B(z,9h)NSn—1
< 107 (f)( )/ [ P = it wlotw)ldau)doty)
< mmz(f) [ 1ot [ P sty wids st

=0 g1 g1

Neste momento demonstraremos o seguinte Lema, que nos permitira
calcular a ultima integral separadamente:

Lema 2.10 sup/ P(rz,y)do(y) < C < oo. Com a constante C
o<r<1./Jgn-1

dependendo somente de n.

Prova do Lema(2.10): Seja B = B(0,1) C IR" a bola unitdria. Recordemos
a expressao do nucleo de Poisson relativo a B:

cn(1—12]%)

com ¢, = 1/w, e w, = ONe) volume da bola unitdria em IR".

/snl P(rz,y)do(r) = —= /aB(Om)P(wJ/)dU(w)

- i [ o, Pl )
= CP(0,y)

_ C/ 1—]02 _ C/

[0—y|™

com C’ dependendo somente de n. Passando o supremo em 7 segue a afirmacao
desejada. O
Voltando a demonstragao do iftem (i) do Lema (2.9) vemos que:
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1] < mmz(f) / 6w |/ (1 = jt)y, w)do(y)do(w)

J=0

< mmi( ) / o) sup / P((1 = jt)y. w)do (y)do(w)

J=0

. mmz(f) [ 1otulaste
=0 N

< C(n,L).

apds usarmos que ||@||1(gn-1y < 1. O
Para estimarmos o termo II suponha agora que |z — y| > 9h entdo,

(1+ |z —yl/9) = (w)

S 10|z—y|

9h
Assim,
r—y\™
s [ el S
Sn—1\ B(z,9h)
< ()% [ ([ etwliwldst)ls -y ot
B(z,h)
Sn—1\ B(z,9h)
< (#)"he ([ ety —ul ™ lowldo w))s = sl doty)
B(z,h)
Sn—1\ B(z,9h)
< o ()" [ [ el = gl oo y)
Sn—1\ B(z,9h) 5
= e ()" [ jotwn{ [ 2 — g™ do (y) o (w)
Sn—1\ B(z,9h)
Snfl
<

cnt ()" [ fotw)n-tio(w)
e

= C(L.m.n)[¢]ls(sn) < oo,



Na terceira desigualdade usamos o Lema (2.7).
A quarta desigualdade é obtida observando que se

v —y| < hel|ly—w|>9h entao |y — w| > 9|z —y|.

O que conclui a demonstragao de (i)
Prova de (ii).

[ toa@wi(t+ ) aoty) = 1411

1= [ @i ) w6

B(z,9h)NSn—1

= [ el )
Sn=1\B(z,9h)

Vejamos primeiramente o que ocorre com .

1 < 10m / 107.(6) (1) |dor () pelo Lema (2.8)

B(z,9h)NSn—1

< w0 C@n) [ el o)

B(z,9h)NSn—1

< gspt / do(y), ap6s usarmos ||¢|

B(z,9h)NSn—1

< C(L,n)t?

CS < h—n—l—l—L

51
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mos [ el ) )

h
Sn—1\ B(z,9h)
< (B [ @l - iist)
Sn—1\ B(z,9h)
< CtLhL<10 h—™m / / ||l’ |m—n+1—Ld0.(,w)do.(y)
Sn—1

Sn—1\ B(z,9h)

v (1) / 6(y)|do(y), mas S(¢) C B(x, h) implica

Sn—1\ B(x,9h)

— C’tLhL 30 " / |p(w / |$—y|m_"+1_Lda(y)}da(w)
Sn—1\ B(z,9h)

IN

OtLhL(%O)mh—m / |6 (w) | L dor (w)

= C(L,m,n)t"|¢||11(sn-1) < C(L,m,n)t* < C(L,m,n)t.

Concluindo assim a demonstragao de (ii) terminando assim a demonstragao do
Lema (2.9). |
Prova da Proposigao (2.4) Seja L € R talque L > 1. Parax € S"!
fixo consideremos o conjunto Ky (x) que consiste do conjunto formado por
fungoes ¢ € C°(S"1) tais que:
(i) Existe uma bola B(z,h) do IR" tal que S(¢) C B(x,h) NS com h < 1;
(ii) Para este h vale a estimativa ||¢||cr(gn-1) < -
Fixada uma fungao ¢ € K (), o préximo passo consiste em obter uma
decomposicao diddica para ¢. Com esse objetivo faremos algumas defini¢oes:
Denotarmos I'; o I'; a operacao de composicao. Entao temos,

Feoly —=Tyoly = {(Iy + )7 + 1) — (I =Ty (T =Ty}
= %{FjoFE+F[oF2’}
Seja I o operador identidade, segue da Proposigao (2.7) que a soma telescopica:
Ph @) Ph —I— Z(Fz—j—lh (6] Fz—jflh — Fz—jh @) Fgfjh)
5=0

= P27N71h o P27N71h — 1 quando N — o0
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Assim,

¢ = Tholn(e)+ Z(Pzﬂ‘flh ol'y-j-1p, = To-ip 0 To-ip)(9)

3=0
— 1 _ -

= Dholw(¢) + Z §{F;jh oLy Ty o F;jh}(gb)
3=0

Seja f uma distribuicio em S™! entdao como o operador I', é
auto-adjunto temos que:

(8) = (f,ThoTh())
+ Z %{U, Lyin 0T (@) + (T, 0 Ty (0))}
= (Tn(f), Tn(9))

P>

Jj=0

{5, (), T () + (Tys, (), T (0)) )

N —

Defina " m
OnN@ = sw AW () (2:25)

yesn—1,0<t<1/L t+|x —y|

e de forma similar

@ = s FOOI(—) @2)

yesn—1,0<t<1/L t+ |z —y|

e
t m
-y x) = su r; _ 2.27
CRNE = sw I OOI(—) 220
Recordemos a definicao da funcao maximal u)* associada a distribuicao
! 1— 2]
— |z m
- = 2.28
() = sup ()] [ =] (228)
sendo que u(z) = (f, P(z,)).
Fatos importantes:
Lema 2.11 As sequintes desigualdades pontuais ocorrem:
(D)5 () () < uy () (2.29)
() (@) < up(2) (2.30)
(I )m (N)(@) < vy () (2.31)
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Prova do Lema (2.11) Vamos demonstrar com maior generalidade no Lema
(3.4) que serd exibido no Capitulo seguinte. [ |
Voltando a demonstragdo da Proposi¢ao (2.4) temos,

O Do) = | [ TN wdaty)

- [ mow(+ ) riew (- ) )

< s IS e ) e

yesn—1,0<t<1/L t

- 0@ [ el ) )

IN

Cul*(x), apos aplicarmos (2.29) e o Lema (2.9)

L@ =] [ TEDET, )W)

= [ [ manw (i 55 T (1 ) )

s NI+ ) [ i@ ) )

yesn—1,0<t<1/L t

IN

= 20 [ @i+ )

STL

IN

2(m=5)i C* () ap6s aplicarmos (2.30) e o Lema (2.9)
Provando de forma analoga temos:
[Ty (), Ty (@) < 2009 Curi ()
Logo,
I{f, o) < %ZQ(m_S)jufj (x) por hipdtese m < s
5=0
< Cuf(z) Vo € Ki(x)
Deste modo, passando ao supremo em ¢ € Ky (x) temos que:

fi(x) < Cur(zx), Vxe gn-t

com ('independente de fe de z. [ |
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2.4.4 Controle de f! sobre u*

A seguir vamos mostrar que (iv) = (7) provando o controle que a funcao
maximal f¥ exerce sobre a fungao maximal radial u'.

Proposigao 2.8 Seja f € C(S"™') tal que S(f) C B(xg,e) NS com ¢
pequeno o suficiente. Para todo s > 0 existe uma constante C que depende de
€,8,n, tal que:

[ut ]l Losn-1y < Cllf2ll zogsn-ny (2.32)

Prova da Proposigao (2.8): Fixemos p < 1. Por uma rotag¢ao podemos supor
que o ponto g é o polo norte zo = (0,---,1)

p
J_Hip(snfl) = / sup / P(T:E,y)f(y)da(y)‘da(:z)
Sn—1 0<r<1 B(zg,e)NSn—1

= I+1II

[l

Sendo

P
. / sup / P(re, ) f(y)do(y)| do(z)
B(z0,2e)NS7—1 0<r<1 ' J B(zg,e)nSn—1

p
= s | | P(ra,y)f(y)do(y)[ do(z)
Sn=1\{B(z0,2¢)NS7~1} 0<r<1 | J B(zq,e)nsn—1

Vamos estudar primeiramente o termo I. Para todo x € IR" denotamos
r = (2/,1,), com 2’ € R".

Seja U = {(2/, /1 — |2'|?) : ‘/75 < /1 —12'|? < 1} a semicalota su-
perior e tome ® : U — D = ®(U) a projegao cuja imagem inversa é dada
por @71 (z') = F(2/) = (2/, /1 — |2/]?). Vemos que, U C S"! é aberto na
topologia relativa e além disso, U = B(z, ?) nsn-t.

Seja f € C°°(S™ ) tal que K = S(f) Cc U. Como K é compacto seja
§ = d(K,S™ 1\ U) a distancia de K ao complementar de U entao desde que
§ > 0, escolha uma fungao x € C=°(S"!) tal que

1sexce U%
x(z) = Ose:EES"_l\U%
o aberto U, é definido por:

U ={zecU:dz,S""\U) < e}

/ Plre,y)f(y)doly) = / P y)f(y)do(y)
B(zo,e)NSn—1 K

_ / P(rz, y)x(y) f(y)do (y)

)
2
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escrevendo nas coordenadas (U, ®) obtemos:

/ Pre,y) f(y)do(y) = / Blr,a! ) F )XW T (o )y
B(z0,e)nSn—1 O(Uy)

as funcoes f, y sio dadas por:

fy)=foF(y)

X(W') =xe f¥)
aqui J denota a expressao do elemento de volume nas coordenadas (U, ®) e
finalmente reduzimos a expressao pondo:

U(y') = P(r, 2", y" )X T (y')

Estendendo ¥ por zero fora de @(U%) temos que a funcdo ¥ € C°(IR™ 1)
é tal que S(V) C @(U%).
A seguir mostraremos que ¥ pode ser escrita como:

=D 27 gt (¥) (2.33)

sendo {g,+} paratodo 0 < r < 1 ek € Z, uma familia limitada em C>°(IR"™).
Para ver (2.33), fixe ¢ € C°(IR"™ ") com:

do fato de ¢(y'/2¥*1r) — 1 quando N — oo temos

N
L= lim {o(y'/r) + Y _(6(y'/2"r) = o(y'/2"r))}
k=0
obtendo assim a soma telescopica:
Sy [r)+ D (6(y' /2 1r) — b(y' /2"7)) (2.34)
k=0

multiplicando ambos os membros da expressao (2.34) por W obtemos:

V(y') = o(y'/r) +Z‘1’ (y' /2" r) = o(y'/2"r))
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A seguir definiremos fungoes g,, {g,x} tais que:
V() =g.)+ Y2 grsor () (2.35)
k=0

sendo que {grx ok (¥') = Wﬂrk(;{c—?)

Basta definir:
9-(y) = V(Y )o(y'/r)

gr(y') = 2525 ) 25y ) (0 (Y /2) — 0(y))

Mas, desde que a funcao (¢(y'/28r) — o(y'/2%r)) estd suportada em

% < Y| < 2, a colegao {g.x} tém as seguintes propriedades expressas no

Lema abaixo:

Lema 2.12 A colecao {g,r} satisfaz:
(i) S(gre) C{y € R"": 5 < |y'| < 2k
(ii) Vo € Z7 existe uma constante C = C(a) < oo tal que:

(iii) ¥’ € S(grx) = 2Fr < 1
Prova: Para verificar (i) veja que
S(gri) CS(e(y'/2) —d(y)) C{y' e R*:1/2 < |y'| <2}

Por simplicidade suporemos n = 3 para a prova de (ii). O caso geral é
demonstrado de forma andloga. Ponha ¥ (y') = ¢(y'/2) — ¢(y'). Assim, para a
prova de (ii) basta derivar a seguinte expressao:

gri(y) = 28(25r)2W(2Fry )b (y')

_ C2(2hr)2 (1=r)R(2hry) (1= (Fry = (2Pryn)) B o) ]
[(ra1—25rys) 24 (raa—25rys) 24 (ry /1= —a3 /1= (2bryn) 2~ (2K ry,)?)2) 2

C2%r2 (1-r2)3(2¥ry ) (1= (2¥ry1)2 = (2Fr1)?) " 2(y)
23R[(27krey —ry1 )2 +(27 Fra; —Ty2)2+(2’kf\/1—$%—m§—\/2’2]“—(@1)2—(?@/2)2)2]%

_ Cr2 (1=r2) (25 ry ) (1= (2kryn)? = (2ry) ) ~ 2 u(y) i
[(2=Frar—ry1)2+(2Frao—rys) 2+(2Fry/1—ad =23 —y /272K —(ry1) 2 —(ry2)?)?] 2

Para provar (iii) veja que se ¥’ € S(grx) temos que por um lado y’ é tal que
2Fr|y'| < Cs com Cs < 1/2 e por outro lado 1/2 < || < 2, juntando os dois
fatos obtemos

2kr(1/2) < 2Fr|y| < Cs < 1/2
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portanto,
y € S(gr) = 2Fr < 1
Como consequéncia do Lema (2.12) temos o seguinte corolério:

Corolario 2.1 Para todo s € Z, fixo tal que s > 1 temos que existe uma
constante C que depende somente de s tal que para todo t € B(0, 4)

{gT,k}2kr
C

Prova: Observe que S(g,x) C B(0,2). Como

C K(t)

(e 0) = e ()
9rk)oke\Y ) = (2k’f’)n_1 9rk ri

vemos que S((grx)arr) C B(0,25r) com 2Fr < 1 a elém disso, segue as estima-
tivas para a derivada

0(gn)or ()] < gy 0(9n) (0 /267)

Ca
— (2k7-)n71+\a\

cLr
((5/4)2kr)n =1+l

Assim, se fixarmos s € Z, com s > 1 entao existe uma constante
C = C(n,s) tal que (g x)orr/C € K4(t) para todo t € B(0,2%r/4) uma vez que
dado t € B(0,2%/4) segue que B(0,2%r) C B(t, (5/4)2%r)
O
Aplicando a identidade (2.35) a integral / F(")¥(y)dy obtemos:
]R/n71

¥ zp s

Logo multiplicando e dividindo a integral / F{grk yorr (¥ dy' pela con-
]R/nfl

stante C'do Corolario (2.1) obtemos a seguinte estimativa:

m/nl Ngratamn)/Cdy P < C sup |(F,8)P ¥t € B = B(0,1/4)

PEK(t)
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isto implica que:

Cl [ FO o Cl P < [ s (Foppa

B ¢€K4(t)

- & [ Fora

Finalmente podemos concluir que existe uma contante C' = C'(n, s) tal que

1< ONF N s

A seguir vamos estimar o termo:

11 :/ sup
Sn=I\{B(z0,2¢)NS"—1} 0<r<1

Observe que se x € S" 1\ {B(zg,2¢) N S" ! ey € B(xg,e) N S
entdo, |z — y| > €. Logo,

/ P(ra.y) f (y)do(y)| do(x).
B(zg,e)nSn—1

/ P(re,y)f(y)doly) = / P, y) £ (9)x(y)do (y)
B(zo,e)nSn—1 B(zo,e)N8n—1

= f(W)bra(y)do(y)

Sn—1

Lema 2.13 Se ¢,.(y) = P(rz,y)x(y) afirmamos que fizado s € Z 4 com s > 1
eziste uma constante C = C(n, s) tal que {¢,./C} C K4(t), Vt € B(xg,e/4)N
St e todo v € S"1\ {B(xo,2¢) N S"71}.

Prova do Lema (2.13): Observe que S(¢,.) C B(xo,€) assim, para todo
t € B(xo,€/4) temos que B(zg,€) C B(t,5e¢/4). Além disso, para todo multi-
indice o € Z" vale a seguinte estimativa:

Ca,n

en—1+|al

|0 P(rz,y)| < (2.36)
De fato,
caso 1: Suponha que 1 — 7 > €/2.
Segue das estimativas para o niucleo de Poisson da esfera que:
0°P(rz,y)| < S

[ro—y|" T

Ca,n
(1_,,.)n71+\a\

IN

!
Ca,n
= En71+\a\

caso 2: Suponha 1 —r < ¢€/2.
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Neste caso, € < |x —y| < |x —rz|+ |re —y| < €/2 + |rz —y|
isto é, |[rx — y| > €/2. Assim,
0°P(ra,y)| < Lo

fro—y|=T¥1e]

!
Ca,n
= En71+\a\

Logo, S(¢,.) C B(t,5e/4) se t € B(xo,€/4) e além disso,

0°Gra(W)] <> Canyl0)P(ra,y)|l0gx(y)]

B+r=a

Cﬁn o
< Z Cﬁ“f en— 1+|ﬁ||a ( )|

Btr=a
Ca,n,x
< St
_ Cavn.x
= Ggyr-iTel
Logo, escolhendo C = |m|aXCanX temos que ¢,,/C €  K(t)
Vt € B(xg,€e/4) NS 1
Assim,
p p
/ Py fwdo)| = €| [ 10)(6n0)/C)do ()
B(zg,e)nSn—1 Sn—1

< C sup |(f,®)|P, Vte B(xg,e€/4)
PEKs(1)

integrando sobre o conjunto S = B(zg,€) N S"! obtemos

p
[ i) < & [ s (GoPdst)
B(zg,e)nSn—t S pEK(t)
~ & [ nerdo)
S
< CIF N
com a constante C’ dependendo de n, s, x, €. [ |

Corolario 2.2 Seja f € D'(S™Y). Entdo dado s > 0 existe uma constante C
que depende de s, n tal que:

[t || osn-1y < Cll 2l ogsn-1y.-
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Prova do Corolério (2.2): Fixado € > 0 escolha uma particdo da unidade
{p;} subordinada a cobertura B(z;,€) N S™ ' com j = 1,---, M, e aplique o
raciocinio da Proposigdo (2.8) a distribuicao ¢, f. |



Capitulo 3

Espacos de Hardy na Fronteira
> de um Aberto ().

3.1 Introducao

Mostraremos neste capitulo que os resultados contidos no Capitulo 2
podem ser estendidos. Mais precisamente, definiremos o espaco H? (%), sendo
Y a fronteira suave de um subconjunto aberto e limitado 2 do IR".

Este espago sera caracterizado por uma série de desigualdades
estabelecidas entre fungoes maximais definidas sobre X, a partir da extensao
harmonica de uma distribui¢ao definida sobre X, conforme a definigao (3.2) que
serd dada adiante.

Vimos no Capitulo 1 que se ¥ for uma variedade compacta e arbitraria
¢é possivel definir os espagos de Hardy sobre ¥ através do uso de cartas e dos
espagos de Hardy locais h?(IR™), de Goldberg([2]). Ainda vimos que é possivel
dar uma caracterizacao intrinseca dos espacgos de Hardy por meio da funcgao
maximal f¥, tal como é feito na caracterizacao adicional do h?(IR"), vista no
Capitulo 1. Veremos adiante a equivaléncia destas abordagens.

Uma dificuldade esta no fato de que, em geral a expressao do nicleo de
Poisson associado a subconjuntos abertos do IR", é desconhecida. Entretanto,
as estimativas (2.7) sdo obtidas neste trabalho via a utilizacao de operadores
pseudo-diferenciais.

3.2 Preliminares.

Seja €2 um subconjunto aberto, conexo e limitado do IR" com fronteira ¥ de
classe C'™°, entao existe p : IR" — IR de classe C'* satisfazendo:

a. Vp # 0 sobre X;

b. @ ={z € R": p(x) < 0};

c. Y={z e R":p(x)=0}.

O Teorema da Funcao Implicita implica que para todo 0 < € < ¢
o conjunto ¥, = {z € Q : p(r) = —e} é uma subvariedade compacta e
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mergulhada no IR" fronteira da regiao Q. = {x € Q: p(x) < —€}.

Ao se trabalhar com fungoes definidas num aberto arbitrario {2 temos
a necessidade de dispor de dilatagoes do tipo f.(z) = f(ez). Como ez pode
escapar do dominio de definicao de f é possivel cobrir €2 por finitos dominios
Q1,...,8 com as seguintes propriedades:

a. = UQJ

b. Para cada j, o conjunto XN 0€; é uma variedade de dimensao n—1
com fronteira.

c. Existe um €y > 0 e um campo vetorial normal a ¥ N J2; apontando
para a direcao externa v; tal que o conjunto §2; —ev; = {z—ev; : 2z € Q;} CC
para todo 0 < € < .

Assim, para toda funcdo u definida em € podemos definir u.(x) =
u(z — ev;) para todo z € ;. O que nos permite associar a seguinte funcao
maximal, chamada fun¢cao maximal radial:

ut(z) = sup |u(z — ev)|
0<e<eg

sendo v um campo vetorial normal exterior a X tal que restrito aos conjuntos
XN 0, coincide com os campos v; normais aos {2; definidos anteriormente. A
funcdo ut reflete o comportamento radial da funcao u. Torna-se importante
definirmos uma funcao maximal relacionada ao comportamento nao-tangencial
de u préximo a fronteira .

Seguindo este propdsito consideramos para cada ponto x € ¥ a regiao

Lo(z)={2€Q |z —z| < ad(z,X)}

sendo que Qp = {z €: d(2,X) < €}, d(z,%) = dist(z,X) e a« > 1. Este é o
andlogo n-dimensional para a regiao de Stolz. Definimos entao,

*
Uug(x) = sup |u(z)].
2€lq(x)

A seguir definimos a funcao u}* que sera importante para a prova
das equivaléncias citadas anteriormente entre as varias defini¢coes de espacgos
de Hardy sobre 3, todas resultando numa mesma noc¢ao. Para todo m € Z,
definimos a funcao maximal,

d(z, Z))m

uri(e) = sup [u()l (125

z€Qo

sendo que, d(z,%) = inf2 |z — w].

we
Definigao 3.1 Seja s € Z., e x € X. Entio denotamos por Kg(x) o
conjunto de todas as ¢ € C*(X) tais que existe um 0 < h < hy que satisfaz

simultaneamente:
(i) S(¢) € B(x,h), sendo que

B(x,h)={y € X :d(x,y) < h}
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d: distancia geodésica,
(ii) sup A" gl < 1.
0<k<s

Definigao 3.2 Seja f € D'(X) e P(zx) o micleo de Poisson associado ao
aberto Q. Entdao definimos a integral de Poisson de f pela funcao harmonica u
que a cada z € §) associa

u(z) = {f, P(z,-))

Definicao 3.3 Se f ¢ uma distribuicio em X, definimos

filw) = sup [(f,9)].

PEKs(z)

3.2.1 Operadores Pseudo-diferenciais.

Definigao 3.4 Seja m um ndmero real qualquer. Denotaremos por S™(£2,)
o espago das funcgoes a(x,y,§) definidas e de classe C* em Q x Q x R"™, com
a sequinte propriedade:

Para todo subconjunto compacto K de €2 x ) e para qualquer conjunto
de multi-indices o, 3,7, existe uma constante Cq 5(K) > 0 tal que

fe) m—lyl n
|DY Dy Dia(w,y,€)| < Capr(K)(L+E[) 77, V(w,y) € K,V €R™. (3.1)
A expressio (1 + |€]2)2 € usualmente denotada por (€) o pseudo-médulo de €.

Os elementos de S™(£2, ) sao chamados de amplitudes® de grau < m
em (2 x Q). E vamos chamar de simbolos as amplitudes que independam da
variavel y, e neste caso denotaremos por S™(£2) o conjunto dos simbolos de grau
< m definidos sobre 2. A interse¢ao de todos os S™(£2,2) quando m percorre
o conjuto IR serd denotado por S™>°(£2,2)

O espago S™(£2,€)) é um espaco de Fréchet quando sua topologia for
induzida pela familia de seminormas: pg.qs3-(a) que definimos como sendo o
infimo das constantes C, g~(K) tais que (3.1) ocorre, quando K percorre a
colecao de todos os subconjuntos compactos de €2, e «, 3, o conjunto de todos
os multi-indices de Z' .

Definigao 3.5 Seja a € S™(),Q)). Denotamos por Op(a) o operador linear
A:CX(Q) — D'(Q) definido por:

Aufz) = (2m)" / / D Ea(a, g, €)uly)dyds (3.2)

A integral (3.2) deve ser interpretada como uma integral oscilatéria quando
m > —n.

'Uma referéncia para o estudo dos operadores pseudo-diferenciais pode ser encontrada
em [5] e em [9].
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Definigao 3.6 Um operador linear A : £'(Q)) — D'(Q) € chamado operador
pseudo-diferencial de ordem m se existe uma amplitude a € S™(2,Q) tal que
A = Op(a).

O congunto dos operadores pseudo-diferenciais de ordem m serao
denotados por ¥ (L2).

Conforme o Teorema do Nucleo de Schwartz: Para todo operador
linear e continuo A : CX(Q)) — D'(QQ), corresponde um tnico Nicleo K em
D(Qx Q) tal que (Au,v) = (K,v®u), para todo par u,v € C=(). E possivel
mostrar que se K4 é o nucleo de um operador pseudo-diferencial de ordem
m, entao K é de classe C'*° fora da diagonal de €2 x . Mais precisamente, é
possivel mostrar que fixada a ordem m para cada j € Z existe N; € Z tal que
|z —y|?NiK,(z,y) € C7(Qx Q\ A). Isto implica na propriedade dos operadores
pseudo-diferenciais dados por amplitudes a € S™ (€2, 2) serem pseudolocais.

Assim, os operadores pseudo-diferenciais nao sao somente continuos de
C*(Q2) em D'(€2) mas realmente de C°(Q2) em C*(f2) e portanto podem ser
estendidos como aplicagdes lineares e continuas de £'(§2) em D'(€2).

Definigao 3.7 Um operador linear e continuo A : C°(Q) — D'(Q) € dito
reqularizante se pode ser estendido a uma aplicagcao linear e continua de E' em
C>(Q).

Proposicao 3.1 Todo operador reqularizante A : £'(Q)) — C>°(QQ) € da forma
Op(a), com a € S™>(£,Q).

Prova da Proposigao (3.1): Veja a Proposigao 2.1 da pagina 16 de ([5]). B

O resultado que vem a seguir serd usado para obtermos uma estimativa
para o nicleo de Poisson de um aberto do IR™ do tipo (2.7).

Proposicao 3.2 Seja Q um  subconjunto aberto de IR" e seja
K € D'(Q2 x Q) o nicleo de um Operador Pseudo-diferencial dado por uma
aplitude a € S™(8,Q). Entdo, para todo par de multi-indices o, 3 € Z, a
sequinte estimativa ocorre:

o ﬁ Ca7ﬁ
|Dm DyK($> y)| < |l’ _ y|m+n+|a|+|6| (33)
para todo x # .
Prova da Proposigao (3.2): Veja Teorema (1.1) de ([10]). |

Teorema 3.1 Seja A um operador pseudo-diferencial em €2, de ordem m.
Dado qualquer miumero real s, a aplicacio uw —— Au pode ser estendida

como um operador linear e continuo de HZ(Q) em H; ™ ().
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Prova do Teorema (3.1): Veja por exemplo o Teorema 2.1 da pagina 16 de
(5])- u

A seguir faremos uma breve revisao de como os operadores
pseudo-diferenciais se comportam quando é realizada uma mudanca de variavel.
Seja x — y = ¢(x) um difeomorfismo do aberto €2 com imagem no aberto (',
ambos abertos do IR", e denotamos por J(y) a matriz Jacobiada de ¢~

O difeomorfismo ¢ induz um isomorfismo ¢* : CX(Q) — C=(Q),
pela formula:

(¢ u)(@) = u(d(z)), Vue C(Y).

Por transposigdo temos que ela define um isomorfismo ¢, : D'(2) — D'(Y)

dada por:
(9 Fyu) = (F,¢"u), Yue CX(Q), FeD(Q)

A restricao de ¢, a £'(£2) é um isomorfismo de £'(2) em &'(£Y).
Dado qualquer operador pseudo-diferencial A € W™(Q)) definido de
E'(2) a D'(2) podemos definir

A? =g, 0A0(o]h): E(Q) — D(X) (3.4)
Chamaremos A? a transferéncia de A de €' através de ¢.

Teorema 3.2 Seja ¢ um difeomorfismo de  em €. Para cada nimero real
m, a aplicagio A —— A? é uma bije¢io de ¥™(§2) sobre W™ (V).

Demonstracao do Teorema (3.2): Veja o Teorema 3.3 da pagina 27 de
(15). .

Sejam M, M’ duas variedades diferencidveis e ¢ : M — M’ um
difeomorfismo, e seja A : C°(M) — D'(M’) uma aplicac@o linear e continua
podemos definir de forma andloga a transferéncia de A para M’ através de ¢
como sendo: A? = ¢, o Ao ¢* sendo que ¢* é o pullback de funcoes e ¢, a
imagem direta de distribuicoes associadas com ¢, que se trata do transposto
da aplicacao f —— fo¢™!: C®(M') — CX(M).

Seja O um aberto de M, chamamos de restricao de A em O e denotamos
Ap a composi¢ao:

C(0) — CX(M) —" D' (M) — D'(0)

sendo que a primeira flecha é a aplicagao que estendo por zero em M \ O uma
funcao com suporte compacto em O, e a ultima é a restricao natural de uma
distribuicao definida em M ao aberto O.

Definicao 3.8 Uma aplicagdo linear e continua A : CX°(M) — D'(M) € dita
ser um operador pseudo-diferencial (de ordem m) em M se, dada qualquer carta

O,x) em M, a transferéncia A} é um operador pseudo-diferencial (de ordem
o
m) em x(O).

Podemos estender o Teorema (3.1) as variedades diferencidveis obtendo
assim o seguinte Teorema:
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Teorema 3.3 Seja A € V"(M), (m € R). Dado qualquer s € IR, a aplica¢ao

u+— Au € uma aplicagao linear e continua de H(M) em H} ™ (M).

Prova do Teorema (3.1) Veja por exemplo o Teorema 5.1 da pégina 47 de

([5))- =

3.2.2 Estimativas para o Nucleo de Poisson.

Nesta Segao mostraremos que as estimativas (2.7) também sao
verdadeiras no caso em que P(z,x) é o nucleo de Poisson de um aberto
arbitrario do IR" com fronteira suave.

Proposicao 3.3 Seja P(z,x) o nicleo de Poisson de um subconjunto aberto
do IR"™ com fronteira suave.

Ca76

(6%
07 P(z,2)| < m

(3.5)
ocorre para todo o € ZZ" e todo z € Q e x € X.

Prova da Proposigao (3.3):
Seja x € ¥ fixo e conside o cone

Nx)={z€Q:|z—x| <d(z,2)}.

Etapa 1: Suponha que z € I'(z).

Para o = 0 usaremos um método devido a N. Kerzman para a
estimativa do Nicleo de Poisson de um aberto arbitrario com fronteira de classe
(2. Esses resultados podem ser encontrados na Proposicao 8.2.1 na pagina 325
de ([13]). Mais precisamente na seguinte Proposigao.

Proposicao 3.4 Seja Q C IR" um aberto limitado com fronteira de classe C2.
Seja P = P : Q0 x 00 — IR". Entao, para cada x € (), existe uma constante
positiva C tal que:
C C
<
=yt T o)t

sendo que §(x) = dist(x,00) e C = C(Q2,n).

0<Cp <P(x,y) <

Prova da Proposicao (3.4): Recorde que, G(z,y) = I'(x —y) — ¢"(y) sendo
que
(%) { Ap*(y) =0 sey € Q
¢*(y) =T(z —y) seye i

Pelo método de Perron como a fungao y —— T'(z — y) € C°(09Q) para cada
x € Q o problema de Dirichlet (x) possui solugao ¢ € C?*(2) N C%(Q). Desta
forma, temos que G(z,y) =0 Vz € Q, y € 0. Escolha 0 < € < §(x)/2 e

considere a regiao 2. = Q\ B(z,¢€). Veja que se yy € 92 entao

G(x,y0) =(z — yo) — ¢"(y0) =0
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além disso, se y; € 0B(x,€) entao

Gr,y1) =T(r —y1) — " (1) = G _ " (11)-

6n—2

Desde que ¢ é limitada em compactos de €2 escolhendo € suficientemente
pequeno vemos que G(z,y;) > 0 Yy, € 0B(x,¢€). Fixemos € tal que isto ocorra,
entao a funcao G € solugao do seguinte problema:

AG(z,y) =0 seye Q.
(xx) = ¢ G(z,y) =0 se y € OS2
G(z,y) >0 se y € O0B(z,¢€)

Assim, segue do Principio do maximo que y — G(z,y) > 0 em €. e fazendo €
tender a 0 vemos que y — G(x,y) > 0 Yy € Q. Por outro lado, —G(z,y) < 0
em ) o que implica que Yy, € 0€2, yo é um maximo global em ) desde que

—G(z,y) < 0=—=G(z,y0) Yy € Q, Yy, € 0.

Como G € C*~¢ sobre o conjunto € x Q \ {diagonal} segue do Lema de Hopf
que:

—iG(x,y) >0 Yy, € 0f.
vy
Lembre que P(z,y) = —%G(z,y) Ve e Q, y € 0. Neste caso vemos que
0 < P(z,y) Yy € 99Q2. Como 92 é compacto 3C,. > 0 tal que 0 < C,, < P(z,y)
e portanto o limitante inferior é assim estabelecido.
O préximo passo consiste em mostrar a desigualdade:

P(x,y) Ve e Q, Vye .

< -
= e -yt

De fato, fixemos z € Q e y € 9. Desde que IQ € C? existem bolas B, =
Bl(c,,7) e B, = B(&,,7) tais que B,NdQ = {y} e BNIQ = {y} com B, C Qe
By c® €. Estudaremos a seguir as propriedades da funcio Gq(z,.) — Geg, (x,.)
no conjunto 2. Vejamos que, Goyy) — Gep, (2, y) = ¢5(y) — ¢7(y) sendo que:

{A¢%(y)=0 se y € Q

¢"(y) =T(x —y) seyec N

{ Ap3(y) =0 sey € Céq
¢"(y) =T(x —y) sey€d°B,

Desde que, €2 C E; vemos que a funcdo t — Gq(z,t) — G~§(ZE, t) é harmonica
em (2. Além disso, se t € 02 entao Go(z,t) _GB; (x,t) = —Ggg (x,t) <0 Vx e
Q Vt e 0\ {y} e ainda Gg(z,y) — Ggg (z,y) = 0. Logo,

A Go(z,t) — Gp
GQ(J?, t) — GB
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Pelo Principio do maximo novamente temos que
(a) Ga(z,t) — Ggg(l’,t) <0 VzreQ Vtel
(b) Gale.y) — Cla,y) = 0.
Assim,
GQ($>t) - GB§($>t) S 0= GQ($>y) - GB;(I’,:I/)

Portanto, segue do Lema de Hopf que:

0 0
Po(z,y) = =5 -Gal(z,y) < =5 ~Gpe(x,y) = —Pp(@,y). (3.6)
Y Y

Como o ntcleo de Poisson para B, ¢ dado por:

72— |z — ¢
Po, ) = =

Pela Transformagao de Kelvin, o nucleo de Poisson para By se escreve:
2 _ 2
_ e
Wy Flr — "
Desta forma (3.6) nos da:

Po(z,y) < L=l

Wp_17|z—t|™

(Jz—2y[+7) (Jx—Cy|=T)
Wp_17|z—t|™

o (r=gyl+7) (25, ~ly=3,))
— W17 |x—1|™
(o [+l
< W17 |x—1|™
< 2|z —y|(diamQ+7)
— Wp_17|z—y|™
< 2(diamQ+7)

w1 7|z—y[n L

|
Para a demonstracao do caso geral isto é, para o € Z arbitrario
usaremos o seguinte Lema.

Lema 3.1 Seja Q2 um aberto de IR" e u uma funcao harmonica entao a sequinte
estimativa ocorre:

—u (o ‘ = W||u”L1(B($07 ) (3.7)
para cada B(xo, R) CC Q e v = (aq,...,a,) € IN" sendo que Cjy = (2n7;|)i|)\a\

1

€ Cy = on
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|
A seguir daremos a demonstracao da Etapa 1 que trata do caso da
estimativa para o nicleo de Poisson em cones.

Proposicao 3.5 Eziste uma constante C = C(a,Q) tal que o micleo de
Poisson de um aberto limitado 2 com fronteira de classe C*°, P satisfaz a
sequinte estimativa

fe Ca,n
|(92P(Z,ZE)| < m (3.8)

para todo x € 2 e para todo z € I'(z).
Prova da Proposigao (3.5): Seja 3 = 012. Considere o conjunto
Q, ={2€Q:d(2,%) <ro}

e escolhemos 7y suficientemente pequeno de modo que €,, seja uma faixa com
fronteira suave em 2 sem auto-interse¢des. Lembremos que G(x,y) € C* na
regido Q0 x Q \ {diagonal} implicando que P(z,z) € C* na regidao Q) x X.
Considere o conjunto

X ={(r,y) €QxIV:|x—y| >ro}

Como X é um compacto é suficiente provarmos a desigualdade (3.8) para
pontos que estdo no complementar de X. Sejam (z,z) € Q x ¥ tais que
|z — x| < 79. Aplicaremos a seguir o Lema (3.1) para a fungdo harmoénica
2z — P(z,z), Vax € ¥ com respeito a bola B(z,Z=2). A hipétese z €
['(x) implica que a bola B(z, %) estd sempre contida na regiao €2,,. Nestas
condigoes temos que:

qrtlelo
P < e [ (Pl
jt—al< 7
antleloy, dt
S |Z_‘,E|n71+\a\ / B t _ n—1
jt—a|< 22l [t — ]

< 4ilelgy, dt
- |m_y|n+\a\ [t—z|< \z;z\ |t - $|n_1

an=itlel=10), |S"~|diamQ
= |Z_:E|n71+\a\

C(a7n7Q)
|Z_:E|n71+\a\ .

O que conclui a demonstracao da Etapa 1. [ |
Etapa 2 Neste caso vamos supor que |z — z| > d(z, ).

Utilizando a técnica de construcao de uma parametriz para a equagao
do calor OU /0t — A,U = 0 é possivel construirmos uma expansao assintética
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para o nucleo de Poisson, provando que a integral de Poisson define uma
familia de operadores integrais singulares sobre ¥, tais que para cada carta local
(O, x) a transferéncia desta colecao de operadores via y define uma familia de
operadores pseudo-diferenciais médulo regularizante, toda ela uniformemente
contida em S°(x(0)), em relacaio ao parametro t. O que nos permite via
Proposigdo (3.2) obter estimativas em termos das suas derivadas. Mais

precisamente:
1050, P5(t, 2, y)| < Capla —y[ 11 (3.9)

Seja €2 um subconjunto aberto de IR" com fronteira > de classe C°.
Daqui por diante vamos considerar ¥ como uma variedade diferenciavel com
a estrutura diferenciavel induzida do espago ambiente, o que confere a ela a
qualidade de subvariedade regular de IR" de dimensao n—1. Fixada ¢ € C*°(%)
considere o problema de Dirichlet associado

{AU(Z):() se z € Q
U(z) =p(z) sezeX

cuja solucao é unica e dada pela expressao:

U(z) = / Pz, w)o(y)do (y). (3.10)

Para todo 0 < t < ty podemos definir a familia de operadores
P, : C®(X) — C>™(X) por

Pi(p)(x) = / Pl — tva, y)o(y)do (y) (3.11)

sendo v, um campo normal de classe C'*° exterior definido sobre X..
Nosso proximo objetivo é mostrar o seguinte Lema:

Lema 3.2 para toda carta (O, x) a transferéncia de P, por x restrita a O ou
seja, P}, pode ser escrita como

Frole)(z) = K(t, 2, Da)(9)(x) + R(p)(z) (3.12)

sendo que K (t,z, D,) representa para todot > 0 um operador pseudo-diferencial
em U=°(x(0)) e uniformemente em ¥°(x(O)) para todo t > 0, e R um
operador reqularizante.

Estes argumentos seguem da seguinte motivacao. Seja P (1) = —=L
(t+]z]?) "2

o ntcleo de Poisson do semi-plano superior IRTrl temos entao o operador

associado Pi(p)(z) = /Pt(:v — y)p(y)dy. Apoés aplicarmos a férmula de

inversao de fourier e escolhermos y € C2° com x = 1 numa vizinhanga da
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origem temos,

R(p)z) = (2m) / 7l p(€) e
— (2m) / e EI(1 — (€))p(€)de

© o) / 7Ly (€)p () de

= Op(a)(¢)(x) + R(p)(x)

= Alp)(x) + R(p)(z)

Sendo a(t,z, &) = e (1 — x(£)) € S™(IR") e R um operador regularizante.
E além disso, a € S°(IR") uniformemente em ¢ > 0.

Assim, se denotamos K (t,z,y) o nicleoP,(z — y), Ka(z,y) o nicleo
de A, e Kg(z,y) o nicleo de R entao:

Logo, para todo par de multi-indice «, § seguem as estimativas:
|DSDYK (¢, 2,y)| < caple —y| " 4 DYDY K (2, )|

Mas, Kr € C*(x(O) x x(0)). Uma vez que R é regularizante. O

Prova do Lema (3.2): Considere o aberto Q2. Como ¥ é de classe C* dado
qualquer ponto p € 3 existe uma carta (O, x) tal que
1) x(ONQ) =0 NIRY
2) x(ONE)=0nNn{(z,t) e R} : t =0}

Podemos supor sem perda de generalidade que x(O N Q) = R sendo
R ={(z,t) € R} : 0 <t < Ty, |x| <r}. Neste caso, o sistema

{00200 wies 519
¢ transformado via x no problema:
0? " 0? 0?
<@ + 2;bjm + chj’km + ordem inferior)u =0 em R
u(x,0) = Z;(I) g em |z| <7r
(3.15)

sendo u = U oy L.



73

Seja
2

P—a_2+2ib.a—2+z 87
I T T D01

P é um operador elitico. Queremos encontrar um Operador
pseudo-diferencial D tal que

0 0
P =0+ big—= D)0+ by + Dymod¥™.
j=1 J j=1 J

E tal que

1 .
ix-€ ~ 2
2yt /6 d(t,z, §)a(€, t)dg
seja dado por um simbolo d(t, z, &) € SY(O').
Com esse proposito veja o seguinte desenvolvimento:

Du(z,t) =

n

- 9 \?
- 02 - g 2 42 o
= 2 bige Y e Tarl (Zlbﬂaxj)

J= J= J=

J= J=
SN 9 92
= 249 il .
or + ;b”ataxj+0p(atd)+<zl Jaxj)
" 0b; 0
_ D2 e
+ Op(Ld) — D +; 5 B,
0 - 0 \?2
_ _ 2
= =D . J&Bjaxk (Z jaz)
gk J
" 9b;

— P+R

2A expressao @(x,t) denota a transformada de Fourier na primeira varidvel.
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com L = Z b»i e d = o(D) sendo que o(A) denota o simbolo do operador

) ab; 0
== Zcﬂ’“axjaxk (Z% ) Op(5;d) + Op(Ld) +Z ot 0x;
J=

Assim, devemos definir o operador D tal que o operador:

Ru(e.t) = ooy [ €., 0a(e. 0

seja tal que r(z, &, t) € S~ (O).

Mais precisamente devemos obter uma expansao assintética para o
simbolo de D da forma:

O'(D)Ndl—l-do—l-d_l‘l'"'

Veja que a parte principal do operador R é dada por:

Z L azjaxk (Z pr Ox; )

que por sua vez possui como simbolo principal

a6 + Y ensst (3bg)
ik =1

Assim, defina

(2,6,1) (chksjsk - (Zb o) )1/2.

e veja que d; é uma funcao homogénea de grau 1. Assim, apés multiplicarmos
dy; por uma funcao de corte apropriadamente escolhida podemos entao obter
um sfimbolo em S*(0). Além disso, como d; é uma fungao elitica, existem
constantes ¢; e ¢y tais que ¢;|€]? < |di(z, & t)] < o) €|%

Seja entao, Dy = Op(d;), e veja que:

D} = D10 D1 = O0p((X st — ()1 ) + o
gk J

com Ry € ¥H(O).
Queremos agora definir um operador Dy € SO(O’ ) tal que:

0
(D1 + Do + Z Cik 7 89:J893k Z bj 89: = Ry

Q




75

de tal forma que Ry esteja em ¥0(O').
Mas,

D} + 2Dy Dy + Dj + Q = 2D1 Dy + D + Ry.

Defina entao, o operador Dy dado pelo simbolo,

1R

Entao, vemos que:

2D,Dy+ D2+ R, = 2Dy(=1/2R,/Dy) + (—1/2Ry/D;)* + R,

— —Ri+ R +1/4R}/D} =

Resta ver que de fato, Ry € S°. Mas o simbolo principal de Ry é dado
por:

1 Tl(t X 6)2
4ZCJk€J€k (22085)?
que define uma funcao homogénea de grau 0 e de modo que o

denominador se anula somente na origem. Assim, é possivel escolher simbolos
{dy,do,d_1,---} tais que

o’(Ro) =

B0 [ St - (S| -1

de modo que R_; € U7,
Considere o seguinte Teorema:

Teorema 3.4 Sejam a;(x, &) uma sequéncia de simbolos tais que a; € S™7 ().
Entao, existe um simbolo a(x,&) € S™(Q) tal que,

N
x 5)—Zaj(x,§) e Sm Nl YN =0,1,2,---.

Neste caso, escrevemos:
o
&~ ai(x,€)
j=0

Prova do Teorema (3.4): Veja por exemplo Teorema 3.1 da pagina 40 de
[12]. [ |
Deste modo, temos que existe D € S1(O') tal que

0 0 -
= (0, + ija—% — D)(8, + ija_xj + D)mod¥
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Com isto podemos escrever:

P=(0:+A)0+A)+R

com o operador A dado por

e com o operador A; dado por

"9
A:ija—%—p

7=1
e R e W0,
Deste modo, o1(A) = dy(z,t,&) +1 Z bi&;
j=1

O préximo passo consiste em mostrar que existe um operador
pseudo-diferencial K (z,t, D,) € S'(x(0O)) satisfazendo:

Po K(x,t,D,)p = R(yp)
{ K(x,t,Dy)),z, f; 7 (3.16)

com R € S™.
Entretanto, para resolver (3.16) é suficiente estudar o seguinte
problema:

{ %ttj; il)f((w) = R(gp) (3‘17)

A forma proposta para o simbolo k(t, z, &) de K(z,t, D,) é:
k(ta xz, 6) ~e f(f UA(S7£)dS(1 + k—l(t> xz, 6) + k—2(t> xz, 6) + - )

Observe que se

1

K(t,z,D.)p(r) = (2m)n—1

/6m§ (e_ fgaA(s, x, §)ds)g5(§)d§

entao se t = 0 temos:

O R L

logo, a condicao inicial é satisfeita.
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Além disso,
OEp@) = —gme / e €0 (s, @, ) o raler Ot () dg

= —Ao KmodS°.

Portanto, é possivel determinar todos os simbolos k_;(t,x,§), j =
1,2,3,--- de modo que (3.16) ocorra.
Seja K(t,z,D,) = Op(k) entao K satisfaz:

OKp+ AKp=Rp, Re V™™

Koy, =

Desta forma,
PoK(p) = (0 + A1) (0 + A) 0 K(p) = (0, + A1)R(p) = R(yp)

com R € §~°°. Provando que de fato, K (t,z, D,) é solucio do problema (3.16).
Ou seja, Po K ~ 0 e K(0,z,D,) = I sendo I o operador identidade. O que
demonstra o Lema (3.2). |

Observamos que a demonstracao acima ¢é uma adaptacao da
demonstracdo do Teorema 1.1 da pagina 134 de ([5]) entretanto, o simbolo
principal do operador K (t,x, D, ), em nosso caso, que é dado por:

UK(t, x, 6) = e fg(dl(svmvg)'l'iZ?:l bjgj)ds

possui parte imaginaria.

Portanto, dada qualquer carta local da forma (O,y) existe um
operador regularizante R tal que a transferéncia do operador P, via x se
representa como:

PYo=K(z,t,D;) + R, em x(O). (3.18)

Sendo K(t,x,D,) um operador pseudo-diferencial de ordem zero
uniformemente em ¢, e tal que P*,, — I na topologia de C*(x(0)).
Deste modo, uma estimativa para o nicleo de PX, :

o aYé] Ca,B n
|DmDprtxO(l’,y)| < [ |- THIaFA Vo, € Z1.

Voltando a demonstracao da Etapa 2 da Proposigao (3.3)
Seja o € Z", um multi-indice, resta concluir que

Co

0.P(z,z)| < m

se z estd fora do cone I'y(z) = {2z € Q: |z — 2| < d(2,%)}.
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Seja (O, x) uma carta local ao redor de um ponto x € 3 entao, existe
R > 0tal que B= B(z,R)NX C O, eseja z € B. Apos efetuarmos a mudanga
de coordenadas podemos supor que o ponto z seja levado no préprio x e que
z seja levado no ponto 2’ — te, sendo e, o n-ésimo vetor da base ortogonal do
IR". Neste caso temos que a transferéncia do operador definido pela integral de
Poisson P pela carta local tem, como consequéncia do Lema (3.2) a forma:

P=U+R
Assim, seus respectivos ntcleos satisfazem:
Kp(t, z, I/) = KU(t7 xz, I/) + KR(t7 xz, lJ)

Logo, 0% P(z,x) pode ser comparada com D% D™ Ky (x, 2/, t)
As derivadas em ' satisfazem:

/ ’ (% Co/
|D3/KU($,$,t))| S |$_$/|n_1+|a/| S |Z—l'|n_1+|a/|‘

As derivadas em t satisfazem:

C n
| D Ky (x, 2/, t)] < m

Uma vez que D] Ky(x,2’,t) define um operador pseudo-diferencial de
ordem a,,. Observamos que a constante «,, independe da variavel t.

Isto ocorre pois o operador U resolve o problema 0;U + AU ~ 0 com
A € S° uniformemente em t. logo, segue de 97"U = 95" (AU)mod¥ =, além
disso, usar o fato de |z — x| ~ |z — 2/|. |

Como consequéncia dos comentarios feitos acima temos a seguinte
Proposicao.

Proposicao 3.6 Seja Q2 um aberto do IR" com fronteira ¥ de classe C'*° e
considere P(z,y) o nicleo de Poisson associado ao aberto Q) e defina:

waw=3épu—n%yW@de

entdo valem os sequintes resultados:

(i) para todo 0 < t <ty o operador P, aplica C*(X) em C>(X);

(ii) o operador P, — I na topologia de C*°(X) quando t — 0 sendo que [
denota o operador identidade em C*°(3).

Prova: Para a demonstragdo de (i) é suficiente mostrarmos que para toda
carta local (O, x) a transferéncia de P, em O via x denotada por P, aplica
continuamente C'®(x(Q)) em C*(x(0O)). Mas, para toda ¢ € C°(x(O)) temos
a seguinte representacao

Wd@@ZK@L&%M®+/KﬁmwMWM
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sendo K(t,z,D,) € ¥°%x(0)) e Kr sendo o nicleo de um operador
regularizante isto é, K(t,z,y) € C®(x(O) x x(0)), V0 <t <tp.
Logo, pelo Teorema (3.3) K(t,z, D,) : H}(x(O)) — H; .(x(O)) para
todo s € IR logo, K (t,x, D,) aplica continuamente C'°(x(O)) em C*(x(O)).
Para o segundo termo vemos que um operador cujo nicleo é

regularizante ele pode ser estendido a um operador continuo de C°(x(QO))
em C%(x(0)) O
Para a demonstracao de (ii) veja que:

Jim [ DD} Kt . )elu)dy = [ DEDIKR(0,2,y)elu)dy. Vo5 € 2.

Ou scja, / K(t,2,y)p(y)dy — / Kr(0,2,y)¢(y)dy em C=(x(0))

No primeiro termo K(t,x, D,) € ¥°(x(O)) implica que K (t,z, D,) define um
operador continuo de L?(x(0)) em L?(x(O)) para todo 0 < t < to. Logo,

1Kt 2, Da)p = K(0,2, D)ol < [|K(E 2, Da) = K(0,2, D) 22 ll el 22

S & Z pa,K(a($>t>€) - a(0>t>€))

lo|<N

< — 0, quando t — 0.

denotamos p,, x por:

pa,K(a): Z ||<€>|W|D2Dga(t>$>€)||L°°(K)
+y=«

Analogamente é possivel mostrar que

a1 (x() — 0, quando t — 0

|
A seguir faremos uma alteracao no operador P, definindo

Definicao 3.9 Seja L um nimero inteiro positivo, e 2 um subconjunto aberto
do IR"™ com fronteira suave. Para toda fungao teste p € C(Q)) definimos:

o1() (x) = / o1z, y) o (y)do () (3.19)
sendo que,

L
) = S0 () oty (3.20)
j=0 J
e P(z,y) denota o micleo de Poisson relativo ao aberto Q, definido para todo
z € etodoy € .
Definimos ainda, o operador T'y como sendo T'y = oy — (=1)FI, I € o

operador identidade.
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Como consequéncia da Proposi¢ao (3.6) temos o seguinte Corolério:

Corolario 3.1 O operador oy estd bem definido e aplica continuamente C*° ()
em C*(X) para todo 0 <t < ty. Além disso, para toda @ € C*(X) temos que

[y(0) — (=1)Ep, na topologia de C*°(%). (3.21)
|

Coroldrio 3.2 Para toda o € C(X) seque que I?(p) =Ty o i(p) — © em
C>(%).

Prova do Coroldrio (3.2): Segue do seguinte resultado: Seja X um espaco
de Banach e T; € L(X) uma sequéncia de operadores lineares e continuos tais
que para todo x € X, ocorre que Tyx — x em norma, entdo || T7x—z|x — 0.

Seja X uma variedade compacta. Como C*(X) = NyH} (X), assim
podemos considerar em C'*°(X) a topologia induzida pela familia de normas
dos espagos de Sobolev com s percorrendo o conjunto dos reais. Para cada s
fixo, em virtude da Proposicao (3.6) temos que fixada qualquer ¢ € C*(X)
entdo como I'y(¢) — (—1)Fp em H} (X)) logo, segue do resultado mencionado
acima que:

HS

loc

IT3 () — ¢l
O que prova o resultado desejado. [ |
Se I'"" denota o transposto do operador I'; considere o Coroldrio.

= — 0, Vs. (3.22)

Coroldrio 3.3 Para toda o € C®(X) seque que I'T o Ty(p) — @ em C=(X).

3.3 Resultado Principal.

Os espagos de Hardy HP(X) podem ser caracterizados pelo seguinte Teorema.

Teorema 3.5 Seja f € D'(X) uma distribuicdo e u a integral de Poisson de f.
e seja 0 < p < 00, entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) u*t € LP(X);

(ii) u;, € L(%);

(iii) uit € LP(X) quando m > n/p;

(iv) existe um nimero s € Z tal que f¥ € LP(X).

Além disso, todas as fungoes maximais presentes mno enunciado do
Teorema possuem normas LP”® equivalentes.

Antes de demonstrar o Teorema veja que estas fungoes se relacionam
da seguinte forma. Para cada x € ¥ fixo

ut(z) < up(r) < aupy(x)
Deste modo, para todo 0 < p < oo temos que

[ut || ocsy < Nublloes) < @™ wik]l o) (3.23)
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Prova do Teorema (3.5): Vamos nos restringir ao caso 0 < p < 1.
A demonstracao de que (ii) = (ii1) é feita de forma idéntica
como no caso da esfera e nao sera repetida aqui.
Demonstraremos a seguir que (i) = (i7). A demonstragao é
ligeiramente diferente da demonstracao feita no caso da esfera, e por isso sera
comentada aqui.

Proposicao 3.7 Seja u uma func¢ao harmonica definida em €2 se o > 1 entao
existe uma constante ¢ = ¢y p o tal que

[ )| oy < ellutl|ios)- (3.24)

Para a demostracao desta Proposicao precisaremos do seguinte Lema 3.

Lema 3.3 Seja B uma bola no IR™ com centro em z, e suponha que u seja uma
funcdao harmonica e continua no fecho de B. Entdo se ¢ > 0 temos que:

@ < S [ utwirde (3.25)

|
Prova da Proposicao (3.7): E suficiente mostrarmos a seguinte
desigualdade.

ul(z) < eM[ut’ (l’)% VreX, ¢>0 (3.26)

Antes faremos o seguinte comentdrio seja p a fungao que define o aberto €2 de
acordo com a definicdo dada no comeco deste Capitulo. Desde que, Vp # 0
sobre X, pela compacidade de ¥ temos que existe uma constante A, com 0 <
A< 1, tal que 0 < A < |Vp(x)| < 1/A se x € Q. Seja x € ¥ fixo e tomemos
z € 'y (z) entao é possivel provar que

Ad(z, %)

B
(=22

) C{w: —3d(2,2)/\* < p(w) < —Nd(z,%)/3} = 8S.
Consideremos ainda as projecoes 7, : €2, —— 02 e seja

A = Neceyme(B(z,Md(2,%)/2))

3Lema 2, pag 172. [1]
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Entao, desde que B(z, Ad(z,X)/2) C SN A temos que para B = B(z, Ad(z,E)) o
2

2
escolhendo ¢ < p para que g = 2 entao pelo Lema (3.3) temos que:

Gl < G [ fuwlrdote)

< & [ lwpdow
SNA
_Azd(zz’E)
< %/ i / |u(w)|9do.(w)de
—#2@ ON{w:mewe B(rz,Md(2,%)/2)}
_A2d(e®)
’ -1
= / u(r () 7. (¢)do (t)de
SHED  JovnB(zd(25) /2)
_ A2d(=,%)
= 15 u(m (1) 1.t )dor(t)de
[B] /_w 0X N B(z,3ad(z,X)/2)
M
_ A2d(=,x) 1
< B ’ -1 q
- |B] _3d(22,2) |B/| . |u(7Te (t))| i(t)dU(t)dE
A
_ A%d(z,3) 1
C|B’| 3 B . .
= /_—w@ B [, S (e (D)) do (t)de
A
_A2d(z®) 1
< B 3 L/l
= Bl [ saem | B B/|u ()9 T(t)do (t)de
34 7)
_A2d(z®)

< OB :

< 5] M[ut)(x)de

3d(z,%)
TN

< CM[ut|(z)

o que demonstra (3.26).
Assim, segue da continuidade do operador M em L*(X) e da
desigualdade

@)= s )] < M H
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que:

/2 () Pdo(z) < C / (M) (2)do(2)

< C/E|ul(z)|pda(x)

o que conclui a demonstracao da Proposigao (3.7). [ |
A seguir vamos mostrar que (iv) = (i) provando o controle que a
funcdo maximal f7 exerce sobre a funcao maximal radial u*.

Proposicao 3.8 Seja f € C*(X) tal que S(f) C B(xo,€) N X com € pequeno
o suficiente. Para todo s > 0 existe uma constante C que depende de €, s,n, tal
que:

[ut o) < Ol f2llines) (3.27)

Prova da Proposigao (3.8): A demonstragao ¢ idéntica a demonstracao da
Proposigao (2.8). [ |

Corolario 3.4 Seja f € D'(X). Entdo dado s > 0 eziste uma constante C que
depende de s, n tal que:

lut | ocs) < CllfillLes-

Prova do Corolario (3.4) Usar os mesmos argumentos que provam o Corolario
(2.2) do Capitulo 2.
|
A seguir provaremos a seguinte implicagao (7ii) = (iv).

Proposicao 3.9 Sejam m,L € Z. tais que m < L. Entao existe uma
constante C (que depende de m,L,n) tal que:
filz) < Cu(z) (3.28)

para todo x € 3.

Prova da Proposigao (3.9): Seja ¢ € K (x) por defini¢do existe h < hg tal
que os seguintes fatos ocorrrem simultaneamente:
1) S(¢) € B(x,h) N Y sendo B(x,h) uma bola em IR";

2) se || - ||x denota a norma C* em (X) entdo sup A" ||¢|, < 1.
0<k<L

Como consequéncia do Coroldrio (3.3) temos que a seguinte
representagao ¢ vélida em C*°(X).

e} 1 B B
0 =T oTu(9) + D S{T5%, 0Ty =I5, 0 Ty ()} (3.29)
j=0
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Suponha f € D'(3) entao:

(f;6) = (£,TF oTu(9))
+ %[2 £ TE % 0 Ty n(@) = (T35, 0 T3, (0))]
= (TW(f),T(9))
[T () T8 = (T ()T 0]

Jj=0

Definigao 3.10 Sejam m,L nimeros inteiros positivos e f € D'(X), entdo
definimos em ¥ as sequintes funcoes mazrimais:

Oa@ = s nEEI 1+ @0

yES,0<t<1/L

@ = s OIS @

yES,0<t<1/L

@ = s Ol T @)

yES,0<t<1/L

sendo que d(x,y) denota a distancia geodésica definida sobre ¥.

Lema 3.4 Para toda f € D'(X), as sequintes desigualdades pontuais ocorrem:

(D)5 (N)(2) < Cug(z) (3.33)
() (@) < Cui(2) (3.34)
(I7)m (@) < Cupy () (3.35)

para todo x € 33, e C dependendo somente de L.

Prova do Lema (3.4): Recordemos a defini¢ao de u’*(x)

M m
ups () = sup fu(2)| (A2 (3.36)
20 |z — x|
sendo que u(z) = (f, P(z,-)) e o colchete denota o emparelhamento entre

distribuicoes e funcgoes testes definidas sobre 3.
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@ = s w1+ 80T

yES,0<t<1/L

L

L ) d(x, -m
< Z( ) sup |u(y—jt1/)|<1—|— (ty))
i J /) yes,0<t<1/L

Seja z = y — jtv observe que:

dzx)  _ dly—jtne) o jtrd(y)

d(zvz) Jt - Jt

1+ d(;y) <14+ d(?y)

isto implica em:

t d(z,x)
logo,
e <30 (4 ) sl (525)"
e portanto, j
(D) (N)(2) < Cupy(x) (3.37)

o que prova (3.33), as demais desigualdades sdo demonstradas de forma anéloga.
|

Voltando a demonstracdo da Proposi¢ao (3.9) vejamos o que ocorre
com o termo (I'x,(f), [n(¢)).

(CW()Ta(@))] = | / L) (9)Ta(9)

< [mnwi(+ 252) " mewi(i ©2)"

< /|Fh(f)(y)|<1+ U)o (1 4+ 202

< (r):;(f)(a:)/th(czS)(y)I(H d(:xh,y))m

< Cuﬁ(z)/|rh(¢)(y)|<1+d(zh’y))m

apds aplicarmos a desigualdade (3.33).

d(z, y))m

Assim, resta saber o que ocorre com o fator: / 1T (0)(y)] (1—|— .

Veja o seguinte Lema,
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Lema 3.5 FEuxiste uma contante positiva C que depende somente de L e n tal
que:

[+ %52)" <c 3.39

Prova do Lema (3.5): Sejam:
B={yeX:d(z,y) <h}, B'={yeX:d(z,y) <2h}

Vamos escreve:

/2|rh(¢)(y)|(1+ d(f’;y))m - (/B*+/*c)|rh(¢)(y)|(1+ d(:”h’y))m

Para o célculo de / observe que, para todo y € B* vale que
B*

(1 + d(‘”’y)) <3gm <3l (3.39)
logo,

[ e (1+ 52 "y < 32 [ [ 1Pt = o) dwdy

Neste momento observamos que para podermos aplicar Fubini devemos
observar o seguinte Lema:

Lema 3.6 Seja X = 0N entdo sup sup ‘ / P(t— Uy, [L’)dt‘ < C(n, Q).
2

U<eg z€X

Prova do Lema (3.6): Considere uma cobertura © C U, Q;, tal que para
cada j o conjunto X; = ¥NX; seja uma variedade de dimensao n-1 com fronteira
e tal que exista um campo vetorial v; normal ao aberto €2; tal que v; restrito a
¥; seja exterior a ) e ainda tal que, Q; —ev; = {z —ev; : z € ;} CC Q para
todo € < €. Como o nticleo de Poisson P é uma funcao positiva temos que:
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/ P(t—Uv,x)dt
>

P(t — Uv;,x)do;(t)

IN
T

Mz

— Uvj,x)doj(t)

o1 k=1 Y SinB(t, U/2

/ P(E, 2) 77 (B)do (D)
j=1 k=1 {£:3;-Uv; }INB(txy—Uv;,U/2)

N
wy (U/2)" 1 _

< |l 22 P(f,2) (D)o ()
j;lkzl wn(U/2)"" J(t—vw,0/2)
N M w Un—l

= Z ||jﬂ||Lm;7_1P(tk — Uvj, x) aplicando a Proposicao (3.4)
j=1 k=1
No M; n—1 c

< coWp, C(n,) <

< 33 Il gy < Ol <00

Observado o Lema e aplicando Fubini temos:

d m
[ e@wi(1+ ) "y < cupalloluc
B*

h

mas ||¢]|,r < 1 e isto conclui a estimativa para / . Ressaltamos que a de-
pendéncia da constante ¢ em relagao a €2 se diz respeito a curvatura de 3.

Para o cédlculo de / veja que se y € B*¢ entdao h < d(x,y)/2 neste

*C

caso <1 + @) = (%@y)) < (3/2)™h~"™d(z,y)™. Logo

[ m@wl (1+ ) "y < o [ @)ty 340

Fora do suporte de ¢ o valor de I',(¢)(y) coincide com o4 (¢)(y) mas,

(@) )] < / on(y, )| $(w)|duo.

Para estimar o integrando considere o seguinte Lema:
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Lema 3.7 Para todo x #y em X valem as sequintes estimativas:

ct”
|Ut(z> y)| < |

FE=Ez (3.41)

com a constante ¢ dependendo somente de L,n.

Prova do Lema (3.7): Considerando as estimativas (3.5) a demonstracao
deste Lema ¢ feita da mesma forma como no caso da esfera isto ¢, veja (2.7). B
Assim, segue da estimativa (3.41) que

Cc

lon(y, w)| < W

resultando em:

L[ 1ol
[ ortwotwnl < cnt [ 0

< ChL/ 7 o)l .

y, w)r i

Assim, aplicando o Lema (3.7) em (3.40) temos que

/*c |Fh(¢)(y)| (1 + @)mdy

IN

enh ™™ / ) (ChL /B %dw)d(z,y)mdy
Cn,L7Qh_m+L/*c (L&%dw)d(x,y)mdy

Cpah™ / / () (e, y)™ " dwdy
B*¢ JB

IN

IN

IN

ez |6l / A,y dy
B*C

S C/ h_m+L hm_L

_
n,L,Q = Ch L0

o que completa a demonstragao do Lema (3.5). [ |
Finalmente, temos a seguinte estimativa

[T (), Ta(@))] < cup () (3.42)

com ¢ dependendo somente de n, L, 3.
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A seguir vamos estimar o termo

ARENO N P () (3.43)
Procedendo como no caso anterior vamos multiplicar e dividir pelo
fator: N
(1+ 2_;2) (3.44)
(T3, () Ty ()]
= | [TE 00T @ W
< [Iranwi(i+ 520 el 552
< 0@ [T (1+ 552 "y, defnicio (331
< Cuf,;k(x)/|F2_jh(¢)(y)|<1+ dgf;z))mdy desigualdade (3.34)
< o) [In @+ 252)

Para prosseguirmos vamos considerar o seguinte Lema:

Lema 3.8 Seja L € Z tal que L > 1 fizo. Seja ¢ € C™(X) tal que S(¢) C
B(z,h), e que além disso, ||¢||p <1 e||dllcs < h™T175. Entdo, sem < s < L
existe uma constante positiva ¢ = c, 1y tal que a sequinte desigualdade ocorre:

[ira@wi(1+ 252 dy < e (3.45)

Prova do Lema (3.8): Sejam:
B={yeX:d(z,y) <h}, B'={yeX:d(z,y)<2h}

Vamos escreve:

[ira@wi(t+ 5 a = ([ + [ Jra@wi(i+252) a

Vamos estimar primeiramente o termo:

[ ra@wi(i+ 252 g (3.46)
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se y € B* entao (1 + W) < 3™ logo,

[ ra@wi(t+ S g <o [ mewis e

para podermos continuar com a demonstragao vamos assumir temporariamente
o seguinte Lema:

Lema 3.9 Para toda funcao teste ¢ € C®(X), e todo s € Z. tal que s < L.
Entao,

sup [T, (9)(x)] < ch?||¢]

zEX

sendo que a constante c¢ depende somente de n, L, 3.

Prova do Lema (3.9): Recordemos a defincao dos espacos de Lipschitz®
A*(IR™) quando s € Z .

Definigao 3.11 Denotamos por A*(IR") com s € Z o espago das funcoes [ €
C* Y IR"™) para as quais existe uma constante C tal que para cada
multi-indice 3 com |3| = s — 1, a derivada DPf satisfaz a condi¢do de
Lipschitz

|DP f(x 4 2h) — 2D° f(x 4+ h) + D° f(2)| < C|h|

para cada x,h € IR". Ou equivalentemente:

RY = sup sup 7”AiDﬁfHoo
As(IR) 1Bl=s-1 heIR™ {0} |1

I/

Seja x € X fixo e considere a funcao harmonica definida em 2 por
U = [ P)otdoty).
b

Seja U € C*°(IR") tal que U restrita ao aberto § coincida com a prépria
funcao U. Isto é, a extensao C*° de U em todo o IR".

Seja (O, x) uma carta local do IR" contendo z tal que ONX constitui-se
numa fatia da carta (O, x)

Podemos supor sem perda de generalidade que ¢ esteja suportada em
O N Y. Também nao ocorre perdas em supor que o conjunto O N IR" seja da
forma

{(z2,t): 2z € B(x,R),0 <t <tp}

com B(z, R) sendo uma bola do IR" .

4Veja por exemplo a referéncia ([6]).
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Agora, faremos o desenvolvimento da expressao I', (¢)(y).

[p(9)(@) = Tu(9)(x) - Tu(e)(x)

[N

Mh

(—1)F (f) [P ihj2.0) = Pl jhw ) stwido w)

<
Il

_ i<_1>L—j(§) [ Ple = j2m.w) - Pla = hw.w))o(wdo (w

<

Assim, basta estudar o que ocorre com o termo:

L

S0 (4 [ Pl = twmetwasty

j=0

entao, seguem as seguintes igualdades,

L L
_i (L 4 _i (L 4
S0 (5 [P = immomact) = S0 (5 vt im)
— J 5 — J
Jj=0 7=0
L
- Y (B v
— J
7=0
sendo que, z = —hv e z =x — Lhv.
Deste modo, se s € Z é tal que s < L entao,
L 1
] o (B ue-is
T (0)(@)] j=0
|hl® |hl®
|ALU(2)|
|2]*
_|AIALPU(2))
2]
Mas, pela férmula de Taylor com resto integral podemos obter a seguinte
forma:
L—2 1 _9
_ o 1—-1)%(s—1 .
A2y (z) = Z J 125/0 ( ) ﬁ!( )DﬁU(z — jtz)dt

J=1|B|=s-1
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Logo, aplicando o operador diferenca sobre a extensao U, ou seja, A§A§—2U (2)
temos:

OISl S I R U a C | PR
j=1 |gj=s-1 0
Deste modo,
ININEI6)] ., |AZDU(z — jt2)|
< Jz|*7! sup sup
|z|* 0<t<11<j<L—2 |2[®

IA2DPT (2 — jt2)]
< sup sup
0<t<11<j<L—2 2|

IN

< |D6U|A1(IR1)

S C|K5(¢) |A1(]:R”71)

Com Kz definindo uma familia de operadores pseudo-diferenciais dados
por simbolos de ordem |5 = s — 1.
Considere o seguinte Lema:

Lema 3.10 Seja a um simbolo em S™. Entdo o operador Op(a) € limitado de
AN em AV se vy > m.

Prova do Lema 3.10 Veja na pagina 253 de [3]. |
Assim, aplicando o Lema anterior fazendo v = s e m = s — 1 entao
segue que
Kg . As(Rn—l) SN Al(IRn—l)
define uma familia de operadores continuos.

Logo,

wp  TE@@)

ven0<h<hy  |P|*

< cl¢

o1 < n—
@Y = Ploa )

Aplicando o Lema (3.9) na desigualdade (3.47) temos:



[ e+ 22"y < s [ i

IN

IN

e [ (el

3mc/ (th)*h "1 dy
B*

os(x)dy

= 3mctsh_"+1/ dy
B*

— 3mcltsh—n+1 hn—l

— C//.[:S

com a constante ¢’ dependendo de n, L, X.
Agora vamos estimar o termo:

| ma@wi(i+ 2

Supondo que y € B*“ entao

(1 + M)m < <§)mh_md(x,y)m

h 2

Assim,

93

(3.49)

(3.50)

/ 1T () (y)] (1 + n )mdy aplicando o Lema (3.41)

IN

IN

SR ) / d(, gy~ dy

S C//tLhL_mhm_L — C//tL S C//ts

o que conclui a prova do Lema (3.8).
Voltando para o estudo do termo (3.43)

(5.

LD T < c2maita) [ I, @1+

(%)mh_m/*c (c(th)L/B%dw)d(z,y)mdy

d(z,y)

h

< c”’Qjmu**(x)Q_js — c’“2j(m_s)ufj(x)

)
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As mesmas estimativas sao obtidas para o termo (I, (f),3;,(¢))
0 que nos permite concluir finalmente que para toda ¢ € K (x) existe uma

constante ¢ = ¢, 1» tal que para toda distribuigao f € D'(3) tem-se:
[(Fo) < clugi(@) + ) 2w (e)}
=0

< cu(x)

uma vez que m < s. Como a desigualdade |(f, ¢)| < cu’*(x) ocorre para toda
funcao teste ¢ € K () temos finalmente provada a proposicao (3.9) |
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