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Resumo

Neste trabalho obtemos condições suficientes, conhecidas como do tipo

Levi, para obtermos existência e unicidade de soluções do problema de Cauchy

não-caracteŕıstico para sistemas lineares 2×2 do plano, fracamente hiperbólicos.

Nós obtemos uma versão para uma classe de sistemas lineares 2 × 2 de

segunda ordem, desacoplados na parte principal, de um teorema de O. Oleinik

que considerou o caso de equações lineares escalares de segunda ordem, fraca-

mente hiperbólicas.

Usando o teorema acima obtemos resultados para uma classe de sistemas

lineares 2× 2 de primeira ordem.



Abstract

In this work we obtain sufficient conditions, which can be thought as a Levi

condition, under which we have existence and uniqueness of solutions of the

Cauchy problem for 2× 2 weakly hyperbolic systems.

For a class of 2× 2 linear systems of second order partial differential equa-

tions we obtain a version of a theorem for the scalar case due by O. Oleinik.

Using the above theorem we obtain the results for a class of 2 × 2 linear

systems of first order.
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Introdução

Estamos interessados em determinar quando um problema é bem posto no

sentido de J. Hadamard, isto é, a solução existe, é unicamente determinada, e

além disso, dependa continuamente nos dados para escolha apropriada de nor-

mas. Em muitas situações pode existir solução , ela ser única, mas o problema

não é bem posto. Isto é ilustrado pelo clássico exemplo de J. Hadamard (ver

[5]) para o problema de Cauchy da equação de Laplace

uxx + uyy = 0

com dados iniciais

u(x, 0) = 0, uy(x, 0) = f(x),

para o qual existe solução quando f é anaĺıtica; e tal solução é anaĺıtica. Mas se

f(x) = n−2cos(nx) temos que u = n−3 cos(nx) sinh(ny) é solução. Entretanto,

apesar de f e sua derivada tender para zero quando n→∞, a solução u→∞

quando n→∞ se x = 0 e y 6= 0.

Muito se sabe no caso de equações escalares, alguns dos resultados mais

gerais foram obtidos nas últimas três décadas do século passado. Já para

sistemas de equações diferenciais parciais, o desenvolvimento das questões de

existência, unicidade e dependência cont́ınua nos dados iniciais do problema
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se encontra defasado com os avanços do caso escalar. Como exemplo do que

se conhece, explicitamos os seguintes resultados:

Consideramos sistemas lineares da forma

L = I∂t −
n∑

j=1

Aj(x, t)∂xj
+ A0(x, t), (1)

em que Aj(x, t), j = 0, 1, ...n, são matrizes m × m com entradas suaves em

IRn×]− T, T [, T > 0. Sabemos que, mesmo no caso em que as matrizes A′
js,

0 ≤ j ≤ n, terem entradas constantes, uma condição necessária para o pro-

blema de Cauchy

Lu = f, u|t=0 = φ(x) (2)

ser C∞ bem posto é que os autovalores da matriz

A(x, t, ξ) =
n∑

j=1

Aj(x, t)ξj

sejam reais. Tal resultado é conhecido como Teorema de Lax-Mizohata (ver

Chazarain-Piriou ([1]) ou F. Treves ([16])).

Nestas condições o sistema (1) é chamado fracamente hiperbólico(ou hiperbólico).

Se os autovalores de A(x, t, ξ), 0 6= ξ ∈ IRn são reais e distintos o sistema (1)

é chamado estritamente hiperbólico. O problema de Cauchy (2) para sistemas

estritamente hiperbólicos é bem posto nos espaços de funções apropriados.(ver

[1] ou [16]).

A caracterização dos sistemas lineares anaĺıticos 2×2 fracamente hiperbólicos

de primeira ordem no plano cujo problema de Cauchy não-caracteŕıstico é bem

posto só em 1999 foi completado, devido aos esforços de T. Nishitani ( veja

[12]). Este resultado depende dos termos de ordem zero do sistema.

Neste trabalho obtemos condições suficientes para que o problema de Cauchy

não-caracteŕıstico seja bem posto para sistemas lineares 2 × 2 fracamente
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hiperbólicos de primeira ordem do plano no caso dos coeficientes do sistema e

suas derivadas até uma certa ordem sejam limitados. Os resultados seguem de

uma versão para sistemas no plano por nós obtida, denotado Teorema 2.2.1, de

um teorema de O. Oleinik (veja Teorema 2.1.1), neste último se considerou o

caso de equações lineares escalares de segunda ordem fracamente hiperbólicas.

Este trabalho é organizado do seguinte modo:

No primeiro caṕıtulo apresentaremos algumas definições, notações e resul-

tados utilizados ao longo deste trabalho. Apresentamos uma demonstração

da clássica desigualdade de G. Glaeser ([4]), seguindo as linhas da encontrada

em Oleinik-Radkevic(ver [15]). A t́ıtulo de informação enunciaremos também

duas versões mais gerais desta desigualdade, uma para formas quadráticas

não-negativas(ver [15]), e a outra que é devida a Nishitani-Spagnolo( ver [13]).

Na primeira seção do segundo caṕıtulo enunciamos o resultado de O. Oleinik.

Na Seção 2.2 enunciamos nossa extensão do teorema de Oleinik, a saber o Teo-

rema 2.2.1, que trata de sistemas 2×2 de segunda ordem fracamente hiperbólico

no plano desacoplado na parte principal. Dáı obtemos como conseqüência do

Teorema 2.2.1 um resultado de existência e unicidade de soluções análogo a

um teorema devido a Colombini e Spagnolo( veja [2]). Comentamos ainda

um resultado de não-unicidade, análogo ao de [2], que segue também pelos

teoremas devido a S. Nakane (veja [10] e [11]). Na Seção 2.3 iniciaremos a

demonstração do Teorema 2.2.1; nesta primeira etapa também como em ([14]),

vamos regularizar os dados e perturbar o sistema original de modo a torná-lo

estritamente hiperbólico. Finalmente conclúımos este caṕıtulo enunciando um

lema básico(Lema 2.3.2).

O primeiro objetivo do terceiro caṕıtulo é demonstrar o lema básico. Antes

de fazê-lo, demonstraremos algumas desigualdades gerais que aparecerão ao
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longo da demonstração do Lema 2.3.2; isto será feito nas seções 3.1, 3.2 e

3.3. Finalmente na seção 3.4, além da demonstração do Lema 2.3.2, via um

processo ao limite obtemos a demonstração do Teorema 2.2.1.

Finalmente no quarto caṕıtulo, consideraremos sistemas 2x2 de primeira

ordem não-caracteŕısticos fracamente hiperbólicos a duas variáveis indepen-

dentes. Para tal classe de sistemas obtemos três resultados que são enunciados

na Seção 4.1: No Teorema 4.1.1 obtemos condições suficientes para que a

solução, caso exista, do Problema de Cauchy (4.1)− (4.2) seja única. No Teo-

rema 4.1.2 obtemos um resultado de existência de soluções e com a hipótese

adicional (4.10), no Teorema 4.1.3 obtemos condições suficientes para termos

existência e unicidade de soluções.

Na Seção 4.2 demonstraremos os três resultados acima citados. A técnica

principal de demonstração consiste em compor à direita ou (e) à esquerda o

operador P de (4.1) por um outro de primeira ordem de modo à obter um

operador de ordem dois nas condições do Teorema 2.2.1.

Na Seção 4.3 vamos considerar o caso em que a matriz A na equação (4.1) só

dependa da variável espacial. Usando a técnica descrita acima demonstraremos

que o problema de Cauchy (4.1)-(4.2) é bem posto no sentido das normas dadas

em (2.8). Tal resultado é análogo ao Teorema 5.1 de Nishitani e Spagnolo

( [13]) sob hipóteses mais fracas.

Agradecimentos: O autor expressa sua gratitude ao seu orientador de

doutorado Professor José Ruidival dos Santos Filho. Também agradece aos

Professores A. Bergamasco, F. Colombini, J. Hounie, C. Kondo, N. Lerner e

S. Spagnolo pelas valiosas conversas sobre este trabalho.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos definições, notações e resultados que serão

utilizados neste trabalho. Daremos referências para os resultados cujas de-

monstrações são omitidas.

1.1 Notações e Definições

Seja Ω um aberto do Rn, um sistema de equações diferenciais parciais linear

de ordem m em Ω é dado por

Lu =
∑
|α|≤m

Aα∂
α
xu = f (1.1)

em que α = (α1, ..., αn) uma n-upla de inteiros não negativos, ∂α
x = ∂α1

x1
...∂αn

xn
,

Aα´s são matrizes quadradas N × N , com u e f são vetores colunas com N

componentes, f e A′
αs funções reais de classe C∞ de variável independente x.

Para o sistema (1.1) um problema de Cauchy consiste em encontrar solução

de (1.1) com dados prescritos numa hiper-superf́ıcie Σ ⊂ Ω de classe C∞ tal
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que

∂j
ηu(x) = uj(x), 0 ≤ j ≤ m− 1 e x ∈ Σ,

em que η é um vetor unitário normal à Σ. Em geral para garantir existência

e unicidade de soluções é necessário assumir que Σ seja não-caracteŕıstica em

respeito a L. Diz-se que Σ é não-caracteŕıstica com respeito a este operador se o

śımbolo principal não se anula nos co-vetores não-nulos da variedade conormal

de Σ. Mostra-se que a noção de uma hiper-superf́ıcie ser não-caracteŕıstica

com respeito a L é invariante por mudança de variáveis.

Como no que segue estaremos considerando Σ = {xn = 0}, neste caso Σ

será não-caracteŕıstica com respeito a L e aos dados prescritos se

det(Aα∗) 6= 0,

em que α∗ = (0, 0, ..., 0,m).

1.2 Resultados Básicos de Espaços de Funções

Nesta seção apresentamos alguns resultados básicos dos espaços de funções

utilizados neste trabalho.

Definição 1.2.1 Seja s um número real. Denotamos por Hs(IRn) ou sim-

plesmente por Hs, o subespaço das u ∈ S ′(IRn) cuja transformada de Fourier

û ∈ L1
loc(IR

n) e

‖u‖s = [(2π)−n

∫
(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ]1/2 <∞. (1.2)

Observação 1.2.1 Como Hs é um espaço de Hilbert, ele é um espaço reflexi-

vo, e portanto pelo Teorema de Banach-Alaoglu tem a propriedade de que toda

seqüência limitada em Hs possui subseqüência fracamente convergente.
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Se K ⊂⊂ IRn é um compacto, empregamos a notação

Hs(K) = Hs ∩ E ′(K),

em que E ′(K) é o espaço das distribuições suportadas em K. A seguir veremos

uma forma do Lema de Rellich (Ver J. Hounie [6]).

Lema 1.2.1 Seja K um compacto de IRn, t < s, então a inclusão

Hs(K) ⊂ H t

é compacta.

Na prova deste lema vamos usar a seguinte desigualdade de Peetre.

Lema 1.2.2 Seja s ∈ IR, então

(1 + |η|2)−s ≤ 2|s|(1 + |ξ − η|2)|s|(1 + |ξ|2)−s, ξ, η ∈ IRn.

Demonstração: Se s < 0

(1 + |η|2)−s ≤ (1 + (|ξ − η|+ |ξ|)2)−s ≤ (1 + 2|ξ − η|2 + 2|ξ|2)−s

≤ 2−s(1 + |ξ − η|2 + |ξ|2)−s ≤ 2−s(1 + |ξ − η|2)−s(1 + |ξ|2)−s.

Por outro lado, para s > 0 basta inverter os papéis de ξ e η, isto é,

(1 + |ξ|2)s ≤ 2s(1 + |ξ − η|2)s(1 + |η|2)s

Logo

(1 + |η|2)−s ≤ 2s(1 + |ξ − η|2)s(1 + |ξ|2)−s.

Agora demonstraremos o lema de Rellich.

Demonstração:(Lema 1.2.1) Devemos provar que a bola unitária de

Hs(K) é um conjunto relativamente compacto de H t. Seja (uk) uma sequência
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em Hs(K) , ‖uk‖s ≤ 1. Se φ ∈ C∞
0 (IRn) é igual a 1 numa vizinhança de K,

então uk = φuk. Dáı pela transformada de Fourier temos

ûk(ξ) = (2π)−nφ̂ ∗ û(ξ)

= (2π)−n

∫
φ̂(ξ − η)û(η)dη.

Multiplicando e dividindo o integrando por (1+ |η|2)s/2 e aplicando a desigual-

dade de Schwarz obtemos

|ûk(ξ)| = (2π)−n[

∫
|φ̂(ξ − η)|2(1 + |η|2)−sdη]1/2‖uk‖s ≤ C(1 + |ξ|2)−s/2

sendo que usamos a desigualdade de Peetre. Isto mostra que (ûk(ξ)) é uni-

formemente limitada em compactos. Ainda,

Djûk(ξ) = (2π)−nDjφ̂ ∗ ûk(ξ),

donde um racioćınio análogo mostra que (Djûk(ξ)), j = 1, ..., n é uniforme-

mente limitado sobre compactos. Logo, pelo teorema do Valor Médio obtemos

que (ûk) é uniformemente equicont́ınua sobre compactos do IRn. Pelo teorema

de Arzela-Ascoli podemos escolher uma subseqüência , ainda denotada por

(ûk), que converge uniformemente sobre compactos. Vejamos que, de fato,

(ûk) converge em H t. Com efeito, com dµt = (2π)−n(1 + |ξ|2)tdξ

‖ûk − ûj‖L2(dµt) ≤ [

∫
|ξ|≤R

|ûk(ξ)− ûj(ξ)|2(1 + |ξ|2)tdξ]1/2

+ max
|ξ|≥R

(1 + |ξ|2)(t−s)/2[

∫
|ξ|≥R

|ûk(ξ)− ûj(ξ)|2(1 + |ξ|2)sdξ]1/2.

Dado ε > 0 podemos tomar R suficientemente grande para que a segunda

parcela do membro direito seja menor que ε e depois escolher ı́ndice n0 =

n0(R, ε) de modo que a primeira parcela seja menor que ε quando k, j ≥ n0,

o que é posśıvel pela convergência uniforme de ûj em {|ξ| ≤ R}. Isto mostra

que ûj é de Cauchy em L2(dµt) e (uk) é convergente em H t.
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1.3 Desigualdade de Glaeser

Nesta seção faremos uma demonstração da clássica desigualdade de Glaeser

([4]), seguindo as linhas da encontrada em Oleinik-Radkevic( ver [15]). Também

enunciaremos duas versões mais gerais desta desigualdade, uma para formas

quadráticas não-negativas(ver [15]), e a outra que é devida a Nishitani-Spagnolo

( ver [13]).

Teorema 1.3.1 Seja f ∈ C2(IR), f(x) ≥ 0 e f ′′(x) ≤M em IR. Então

|f ′(x)| ≤
√

2M
√
f(x).

Demonstração: Suponhamos por absurdo que a desigualdade não vale em

x0; assim

f ′2(x0) > 2Mf(x0), f(x0) 6= 0. (1.3)

Considere o ponto x̃0 = x0 − 2f(x0)/f
′(x0). Pela fórmula de Taylor de f até

ordem dois em x0 temos

f(x̃0) = f(x0) + f ′(x0)(−2f(x0)/f
′(x0)) +

f ′′(ξ)

2
(−2f(x0)/f

′(x0))
2

= −f(x0)[1− 2
f(x0)

f ′2(x0)
f ′′(ξ)].

(1.4)

Por (1.3) temos que

2
f(x0)

f ′2(x0)
f ′′(ξ) ≤ 2

f(x0)

f ′2(x0)
sup |f ′′| < 1.

Segue de (1.4) que f(x̃0) < 0 o que contradiz a hipótese de f(x) ≥ 0.

Observação 1.3.1 No seguinte exemplo veremos que o resultado anterior não

vale para funções definidas em intervalos limitados. Considere f(t) = t,

t ∈ [0, T ). Temos que f satisfaz as hipóteses de teorema mas |f ′(0)| = 1

> C
√
f(0) = 0, donde não vale a conclusão do teorema.
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Teorema 1.3.2 Seja
∑m

j,k=1 a
kj(x)ξkξj ≥ 0 e suponhamos que akj ∈ C(2)(IR

m).

Então para todo v ∈ C(2)(IR
m)

(
m∑

k,j=1

akj
xρ
vxkxj

)2 ≤M

m∑
s,k,j=1

akjvxsxk
vxsxj

, ∀ρ = 1, ...,m

em que M depende somente de ∂α
xa

kj, |α| = 2. Aqui C(k) é a classe das funções

com derivadas até ordem k limitadas em IRm.

Para uma demonstração ver ([15]).

Se tomarmos f = ab no Teorema 1.3.1, podemos estimar a soma a′b+ ab′,

mas o resultado não garante que a estimativa vale para apenas um dos termos

da soma. Entretanto, o próximo teorema garante que podemos obter uma

estimativa análoga para cada um dos termos da soma.

Teorema 1.3.3 Seja f, g ∈ C2(IR). Assuma que f (j)(x), g(j)(x), j = 0, 1, 2,

são limitadas em IR, e

f(x)g(x) ≥ 0,∀x ∈ IR.

Então

|f(x)g′(x)|, |f ′(x)g(x)| ≤M
√
f(x)g(x),∀x ∈ IR

em que M é uma constante dependendo do sup{|f (j)(x)|+ |g(j)(x)|, x ∈ IR, j =

0, 1, 2}.

Para uma demonstração ver ([13]).



Caṕıtulo 2

Uma Versão do Teorema de

Oleinik: Resultados

Neste caṕıtulo enunciaremos uma versão no plano por nós obtida de um

teorema de O. Oleinik (Teorema 2.1.1), que trata de sistemas 2×2 de segunda

ordem, fracamente hiperbólicos, desacoplados na parte principal.

Na seção 2.1 vamos enunciar o resultado de O. Oleinik.

Na seção 2.2 estabelecemos notações e enunciamos o Teorema 2.2.1, e encer-

ramos a seção fazendo algumas observações e conseqüências do teorema.

Na seção 2.3, começaremos a demonstração do Teorema 2.2.1; nesta primeira

etapa também como em ([14]), vamos regularizar os dados e perturbar o sis-

tema original de modo a torná-lo estritamente hiperbólico. Finalmente con-

clúımos este caṕıtulo enunciando um lema básico(Lema 2.3.2); sua demons-

tração se encontra no Caṕıtulo 3, o qual será utilizado na prova do teorema.
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2.1 Resultado de O. Oleinik

Consideremos o problema de Cauchy no domı́nio G = {0 ≤ t ≤ T, x ∈ IRm}

para a equação

∂2
t u−

∑
1≤i,j≤m

∂xj
(aij(x, t)∂xi

u) +
∑

1≤i≤m

bi(x, t)∂xi
u+ c(x, t)∂tu+ d(x, t)u =f,(2.1)

com a condição inicial

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), (2.2)

em que
∑m

i,j=1 aij(t, x)ξiξj ≥ 0 em G para todo ξ = (ξ1, ..., ξm). Uma equação

na forma (2.1) nestas condições é do tipo fracamente hiperbólica. ( Lembramos

que, no caso, hiperbólico significa que em τ , p(x, t, ξ, τ) = τ 2 − a(x, t)ξ2 tem

ráızes reais e distintas)

Vamos introduzir as seguintes notações:

Gτ = {0 ≤ t ≤ τ, x ∈ IRm}, (φ, ψ)t=τ =

∫
IRm

φψdx,

[u, v]Gτ =

∫
Gτ

uvdtdx,

‖u‖τ ;k = {
∑

ρ+l≤k

(∂l
x∂

ρ
t u, ∂

l
x∂

ρ
t u)t=τ}1/2,

‖u‖Gτ ;k = {
∫ τ

0

‖u‖2
σ;kdσ}1/2,

‖u‖τ ;q,k = {
∑

ρ≤q, ρ+l≤k

(∂l
x∂

ρ
t u, ∂

l
x∂

ρ
t u)t=τ}1/2,

‖u‖Gτ ;q,k = {
∫ τ

0

‖u‖2
σ;q,kdσ}1/2.

Por Hk(G) denotamos o completamento com respeito à norma ‖u‖GT ;k, do

espaço das funções C∞(G) com suporte compacto em x.

Vamos assumir alguma regularidade para os dados. Seja k ≥ 2 e p ≥ −1:
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1) As derivadas ∂l
x∂

ρ
t de aij, ∂xi

aij, bi, c, ∂tc e d são limitadas em G para l+ρ ≤

k − 2 e para ρ = 0, l ≤ k.

2) As derivadas ∂l
x∂

ρ
t de aij, ∂xi

aij, bi, c, d, com ρ ≤ p e ρ + l ≤ p + k + 2, são

limitadas em t = 0. Além disto, as derivadas ∂l
x∂

ρ
t destas mesmas funções,

com ρ ≤ p+ 1 e l ≤ k, são limitadas para 0 ≤ t ≤ t0.

3) f, φ e ψ tem suporte compacto na variável x.

Temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1 Assuma que os coeficientes de (2.1) satisfazem

tα(t)
∑

1≤i≤m

(biξi)
2 ≤ θ

∑
1≤i,j≤m

aijξiξj +
∑

1≤i,j≤m

∂ta
ijξiξj, (2.3)

em G para todo ξ. Então existe uma única solução u ∈ Hk(G) do problema de

Cauchy (2.1)-(2.2) e a estimativa vale para quase todo ponto 0 ≤ τ ≤ T

‖u‖2
τ ;k ≤M1{‖φ‖2

0;k+p+4 + ‖ψ‖2
0;k+p+3 + ‖f‖2

Gτ ;0,k + ‖f‖2
τ ;k−2

+
∑
ρ≤p

‖f‖2
0;ρ,p+k+2−ρ + max

0≤σ≤t0
‖f‖2

σ;p+1,k+p+1}, (2.4)

se as normas de f, φ, ψ no lado direito de (2.4) são finitas. Aqui θ é uma

constante, α(t) = α1χ[0,t0] + α2χ[t0,T ], em que t0, α1, α2 > 0 com t0 < T uma

constante suficientemente pequena e α1

2
> (2p + 6)−1, e M1 é uma constante

dependendo dos coeficientes do sistema (2.1) e de suas derivadas indicadas

acima.

Para uma demonstração ver ([14]) ou ([15]).

2.2 Resultados para Sistemas

Consideraremos o problema de Cauchy não-caracteŕıstico

LU = I∂2
tU − ∂x(aI∂xU) +B∂xU + C∂tU +DU = f (2.5)
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U |t=0 = Φ, Ut|t=0 = Ψ, (2.6)

em G = {0 ≤ t ≤ T, x ∈ IR}. Aqui B(x, t) = (bij(x, t)), C(x, t) = (cij(x, t))

e D(x, t) = (dij(x, t)) são matrizes 2 × 2 a valores reais, com a(x, t) ≥ 0, e

U(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)), f(x, t) = (f1(x, t), f2(x, t)), Φ(x) = (φ1(x), φ2(x))

e Ψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x)) são funções vetoriais. Um sistema da forma (2.5)

nestas condições é do tipo fracamente hiperbólico, no sentido que este pode

ser transformado num sistema de primeira ordem fracamente hiperbólico.

( Para sistemas de primeira ordem veja definição dada no Caṕıtulo 4)

Como no caso escalar introduzimos as seguintes notações:

Gτ = {0 ≤ t ≤ τ, x ∈ IR}, (Φ,Ψ)t=τ =

∫
IR

[φ1ψ1 + φ2ψ2]dx,

[U, V ]Gτ =

∫
Gτ

[u1v1 + u2v2]dtdx,

Por Hk(G, IR2) denotamos o completamento com respeito a norma ‖U‖GT ;k,

do espaço das funções C∞(G) com suporte compacto em x.

Nosso objetivo é obter condições suficientes para que o problema de Cauchy

(2.5)-(2.6) seja bem posto. Esta será uma versão para sistemas no plano da

forma (2.5) do Teorema 2.1.1.

Para os dados assumiremos alguma regularidade. Seja k ≥ 2 e p ≥ −1:

1) As derivadas ∂l
x∂

ρ
t de a, ∂xa,B,C, ∂tC,D, são limitadas em G para l + ρ ≤

k − 2 e para ρ = 0, l ≤ k.

2) As derivadas ∂l
x∂

ρ
t de a, ∂xa,B,C,D, com ρ ≤ p e ρ + l ≤ p + k + 2, são

limitadas em t = 0. Além disto, as derivadas ∂l
x∂

ρ
t destas mesmas funções,

com ρ ≤ p+ 1 e l ≤ k, são limitadas para 0 ≤ t ≤ t0.

3) f,Φ e Ψ tem suporte compacto na variável x.

Temos o seguinte teorema:
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Teorema 2.2.1 Assuma que além das hipóteses acima os coeficientes de (2.5)

satisfaçam

tα(t)((b11)
2 + (b12)

2) ≤ θa+ ∂ta,

tα(t)((b22)
2 + (b21)

2) ≤ θa+ ∂ta.
(2.7)

Então existe uma única solução U ∈ Hk(G, IR2) do problema de Cauchy (2.5)-

(2.6) e a seguinte estimativa vale para quase todo ponto τ , 0 ≤ τ ≤ T

‖U‖2
τ ;k ≤M1{‖Φ‖2

0;k+p+4 + ‖Ψ‖2
0;k+p+3 + ‖f‖2

Gτ ;0,k + ‖f‖2
τ ;k−2

+
∑
ρ≤p

‖f‖2
0;ρ,p+k+2−ρ + max

0≤σ≤t0
‖f‖2

σ;p+1,k+p+1}, (2.8)

se as normas de f,Φ,Ψ no lado direito de (2.8) são finitas. Aqui θ é uma

constante, α(t) = α1χ[0,t0] + α2χ[t0,T ], em que t0, α1, α2 > 0 com t0 < T uma

constante suficientemente pequena e α1

2
> (2p + 6)−1, e M1 é uma constante

dependendo dos coeficientes do sistema (2.5) e de suas derivadas indicadas

acima.

Observação 2.2.1 Fazendo uma inspeção na demonstração do teorema aci-

ma, se na condição (2.7) substituirmos bij por |bij| e com as devidas modifi-

cações nas normas em (2.8) temos que o resultado continua válido no caso das

matrizes B, C e D terem entradas complexas.

Observação 2.2.2 Se k > n
2

+ r, pelo lema de Sobolev Hk ⊂ Cr. Logo, para

n = 2, se k > 3, então existe solução clássica do problema de Cauchy (2.5)-

(2.6).

Observação 2.2.3 A partir da condição (2.7) do Teorema 2.2.1 segue que

se a(x0, t0) = 0, então a(x0, t) = 0; ∀t ≤ t0. De fato, por (2.7) temos que

θa + ∂ta ≥ 0, logo integrando em s de t (para cada 0 ≤ t < t0) a t0 a função

∂s[a(x, s)e
θs] obtemos a afirmação.
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Analogamente as conclusões obtidas por Colombini e Spagnolo([2]) a partir

do Teorema 1 de Oleinik ([14]), temos como consequência do Teorema 2.2.1

um resultado de existência e unicidade de soluções.

Corolário 2.2.1 Se os dados do problema (2.5)-(2.6) são suficientemente re-

gulares e

a(j)(0) 6= 0 for some j ≤ 2, (2.9)

em que, em (2.5), a = a(t), então existe uma única solução U ∈ Hk(G, IR2)

do problema de Cauchy (2.5)-(2.6) numa vizinhança de t = 0.

Demonstração: Vamos supor que a ∈ C2 numa vizinhança de t = 0. Nós

provaremos somente uma das desigualdades de (2.7), pois a outra segue de

modo análogo. Considere

g(x, t) = θa(t) + a
′
(t)− αt(b211 + b212)

≥ θa(t) + a
′
(t)− αt‖b211 + b212‖∞ = h(t).

Temos que h(0) = θa(0) + a
′
(0) > 0 se a(0) 6= 0 ou a

′
(0) 6= 0, pois a ≥ 0.

Logo, pela continuidade de h, g ≥ h ≥ 0 numa vizinhança de t = 0.

Se a(0) = 0 = a
′
(0) e a

′′
(0) 6= 0, então a

′′
(0) > 0, desde que a ≥ 0. Neste

caso, h(0) = 0 e h
′
(0) = a

′′
(0) − α‖b211 + b212‖∞. Se ‖b211 + b212‖∞ = 0, então

g ≥ h ≥ 0 numa vizinhança de t = 0, pois h
′
(0) > 0. Se ‖b211 + b212‖∞ > 0,

então tome 0 < α < a
′′
(0)

(‖b211+b212‖∞)
e logo h

′
(0) > 0. Portanto, g ≥ h ≥ 0 numa

vizinhança de t = 0.

Nós diremos que um operador diferencial tem a propriedade de unicidade

forte se todo operador com a mesma parte principal tem unicidade de solução.

Nos próximos dois corolários, suporemos que em (2.5) as matrizes B, C

e D são diagonais. Nestas condições, temos um resultado de não-unicidade
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análogo ao de [2] que segue também pelos teoremas devido à S. Nakane(veja

[10] e [11]).

Corolário 2.2.2 Se a = a(t) tem um zero finito de ordem k ≥ 3 em t = 0,

então o problema de Cauchy (2.5)-(2.6) não tem a propriedade de unicidade

forte.

A partir dos dois corolários acima temos:

Corolário 2.2.3 O sistema (2.5) com a = a(t) tem a propriedade de unicidade

forte se, e somente se, a condição (2.9) se verifica numa vizinhança de t = 0.

2.3 Sistemas Estritamente Hiperbólicos

Nesta seção regularizaremos os dados do problema (2.5)-(2.6). Então faremos

uma perturbação do sistema (2.5) de modo a torná-la estritamente hiperbólico.

Finalmente enunciamos uma desigualdade básica para o problema estritamente

hiperbólico. Esta estratégia segue análoga ao trabalho de Oleinik([14]). Para

isto, consideremos as seguintes duas etapas:

Etapa 1

Sejam 0 ≤ ϕ, ϕ̃ ∈ C∞
0 (IR) tal que∫

ϕ(x)dx = 1,

∫
ϕ̃(σ)dσ = 1 e supp(ϕ) ⊂ [−1, 1], supp(ϕ̃) ⊂ [0, 1].

Com ε > 0 consideremos as funções ϕε(x) = ε−1ϕ(x/ε) e ϕ̃ε(x) = ε−1ϕ̃(x/ε) e

introduzimos os seguintes operadores de regularização

Pε[v](x, t) =

∫
IR

ϕε(x− y)v(y, t)dy,

Qε[v](x, t) =

∫
IR

ϕ̃ε(τ − t)Pε[v](x, τ)dτ.
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Agora nós consideraremos as seguintes funções:

φj
ε = Pε[φj], ψ

j
ε = Pε[ψj], f

j
ε = Qε[fj],

aε = Qε[a], b
ij
ε = Qε[bij], c

ij
ε = Qε[cij], d

ij
ε = Qε[dij].

(2.10)

a) Estas funções estão bem definidas em Gε = {0 ≤ t ≤ T − ε, x ∈ IR}. De

fato, se v está definida em G, então

Qε[v](x, t) = ε−2

∫
IR

∫
IR

ϕ̃(
τ − t

ε
)ϕ(

x− y

ε
)v(y, τ)dydτ

=

∫ 1

0

∫ 1

−1

ϕ̃(σ)ϕ(z)v(x− εz, t+ εσ)dzdσ,

esta definida para 0 ≤ t+ εσ ≤ T , e portanto t+ ε ≤ T e 0 ≤ t.

b) As funções em (2.10) tem as seguintes regularidades: 1) Como φj ∈

Hk+p+4 e ψj ∈ Hk+p+3, ambas com suporte compacto, então φj
ε, ψ

j
ε ∈ C∞

0 (Gε).

2) Também ‖f‖2
Gτ ;0,k < ∞, então fj ∈ L2([0, T ], Hk(IR)) ⊂ L1

loc(G). Como f

tem suporte compacto em x, logo fε ∈ C∞(Gε) e tem suporte compacto em x.

3) Por hipótese a, bij, cij, dij ∈ L∞(G) ⊂ L1
loc(G), então aε, b

ij
ε , c

ij
ε , d

ij
ε ∈ C∞(Gε).

As derivadas da forma ∂l
x∂

ρ
t de aε, ∂xaε, Bε, Cε, ∂tCε, Dε, são limitadas em G,

isto para l + ρ ≤ k − 2, e se ρ = 0, l ≤ k. Além disso as derivadas da forma

∂l
x∂

ρ
t de aε, ∂xaε, Bε, Cε, Dε, com ρ ≤ p e ρ + l ≤ p + k + 2 são limitadas em

t = 0, e as derivadas da forma ∂l
x∂

ρ
t , destas mesmas funções, com ρ ≤ p + 1,

l ≤ k, são limitadas para 0 ≤ t ≤ t0. 5) É claro que se a ≥ 0, então aε ≥ 0.

Etapa 2

Se a condição (2.7) é satisfeita, então as desigualdades

αt((b11ε )2 + (b12
ε )2) ≤ θaε + ∂taε,

αt((b22
ε )2 + (b21ε )2) ≤ θaε + ∂taε. (2.11)

valem em Gε. De fato, aplicando o operador Qε no lado esquerdo e no lado



19

direito das desigualdades (2.7) obtemos

Qε[αtb
2
11] +Qε[αtb

2
12] ≤ θQε[a] +Qε[∂ta]

Qε[αtb
2
22] +Qε[αtb

2
21] ≤ θQε[a] +Qε[∂ta].

Mas pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e com t ∈ [0, t0]

α1t(b
ij
ε )2 = α1t(Qε[bij])

2 = α1t(

∫ ∞

0

∫
IR

ϕ̃ε(τ − t)ϕε(x− y)bij(y, τ)dydτ)
2

≤ (

∫ ∞

0

∫
IR

ϕ̃ε(τ − t)ϕε(x− y)α1tb
2
ij(y, τ)dydτ).1

≤
∫ 1

0

∫ 1

−1

ϕ̃(σ)ϕ(z)(t+ εσ)α1b
2
ij(x− εz, t+ εσ)dzdσ = Qε[α1tb

2
ij].

Obtemos desigualdade análoga para t ∈ [t0, T − ε]. Ainda,

Qε[at](x, t) =

∫ 1

0

∫ 1

−1

ϕ̃(σ)ϕ(z)∂ta(x−εz, t+εσ)dzdσ = ∂tQε[a](x, t) = ∂taε(x, t),

e portanto a condição (2.11) esta satisfeita para t ≤ T − ε.

Antes de enunciarmos o lema básico, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.3.1 Existem ε1, ε2 > 0 de modo que o sistema

Lε = I∂2
t −

 ε1 0

0 ε2

 ∂2
x − ∂x(aεI∂x) +Bε∂x + Cε∂t +Dε (2.12)

é estritamente hiperbólico em Gε = {0 ≤ t ≤ T − ε, x ∈ IR}.

Demonstração: O sistema acima é estritamente hiperbólico se este puder ser

transformado num sistema de primeira ordem estritamente hiperbólico. Com

λ1 e λ2 números reais a serem escolhidos, podemos escrever

∂t



u1

u2

∂tu1

∂xu1

∂tu2

∂xu2


=



λ1 0 0 0 0 0

0 λ2 0 0 0 0

0 0 0 aε + ε1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 aε + ε2

0 0 0 0 1 0


∂x



u1

u2

∂tu1

∂xu1

∂tu2

∂xu2


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+



0 0 1 −λ1 0 0

0 0 0 0 1 −λ2

−d11
ε −d12

ε −c11
ε ∂xaε − b11

ε −c12
ε −b12

ε

0 0 0 0 0 0

−d21
ε −d22

ε −c21
ε −b21

ε −c22ε ∂xaε − b22ε

0 0 0 0 0 0





u1

u2

∂tu1

∂xu1

∂tu2

∂xu2


Aqui os autovalores da matriz

λ1 0 0 0 0 0

0 λ2 0 0 0 0

0 0 0 aε + ε1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 aε + ε2

0 0 0 0 1 0


são λj,±

√
aε + εj, j=1,2. Se tomarmos ε1 = ε 6= ε

2
= ε2 e constantes

λ1 6= λ2 reais e distintos de forma que λ1, λ2 /∈ imagem{±√aε + εj}, segue a

afirmação.

Para o problema regularizado e estritamente hiperbólico temos:

Lema 2.3.2 Seja Uε(x, t) solução do problema de Cauchy

LεUε = fε, (2.13)

Uε|t=0 = Φε(x), ∂tUε|t=0 = Ψε(x). (2.14)

em Gε = {0 ≤ t ≤ T − ε, x ∈ IR}. Então para 0 ≤ τ ≤ T − ε a seguinte

desigualdade é satisfeita

‖Uε‖2
τ ;k ≤M2{‖Φε‖2

0;k+p+4 + ‖Ψε‖2
0;k+p+3 + ‖fε‖2

Gτ ;0,k + ‖fε‖2
τ ;k−2

+
∑
ρ≤p

‖fε‖2
0;ρ,p+k+2−ρ + max

0≤σ≤t0
‖fε‖2

σ;p+1,k+p+1}. (2.15)
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Antes de fazermos a longa prova deste teorema no próximo caṕıtulo, façamos

duas observações.

Observação 2.3.1 Aqui M2 é uma constante independente de ε > 0 depen-

dendo do módulo máximo em Gε das derivadas da forma ∂l
x∂

ρ
t de aε, ∂xaε,

Bε, Cε,∂tCε, Dε, l + ρ ≤ k − 2, e se ρ = 0, l ≤ k, k ≥ 2. Além dis-

so, depende das derivadas da forma ∂l
x∂

ρ
t de aε, ∂xaε, Bε, Cε, Dε, com ρ ≤ p e

ρ + l ≤ p + k + 2 em t = 0, e das derivadas da forma ∂l
x∂

ρ
t , destas mesmas

funções, com ρ ≤ p+ 1, l ≤ k, para 0 ≤ t ≤ t0.

Observação 2.3.2 Do fato de Φε,Ψε, fε terem suporte compacto em x e o

sistema ser estritamente hiperbólico, o mesmo ocorre para Uε. Mais precisa-

mente, existe R > 0 tal que S(Uε) ⊂ {(x, t); |x| < R, t ∈ [0, T ]},∀ε < 1. De

fato, como existe r > 0 tal que S(Φε), S(Ψε), S(fε(., t)) ⊂ {x, |x| < r}, ∀ε < 1

e ∀t ∈ [0, T ], consideremos as curvas caracteŕısticas (xε
1(t), t) e (xε

2(t), t) dadas

por

dxε
1

dt
=

√
aε(xε

1(t), t) + ε, xε
1(0) = r,

dxε
2

dt
= −

√
aε(xε

2(t), t) + ε, xε
2(0) = −r.

Desde que aε, ∂xaε ∈ L∞(G)
⋂
C∞, temos que existem únicas soluções xε

1 e xε
2

definidas para todo 0 ≤ t ≤ T . Ainda, como
√
aε + ε ≤ M, ∀ε ≤ 1, temos que

|xε
j(t)| ≤ r + TM , para todo 0 ≤ t ≤ T , j = 1, 2, o que implica a afirmação.



Caṕıtulo 3

Estimativa das soluções do

problema Estritamente

Hiperbólico

Ao invés de provarmos estimativas diretamente para as soluções Uε do pro-

blema de Cauchy (2.13) − (2.14), vamos considerar a expansão de Taylor de

Uε até ordem p+ 2 em t = 0

Vp = Φε + Ψεt+
t2

2!
∂2

tUε|t=0 + ...+
tp+2

(p+ 2)!
∂p+2

t Uε|t=0, (3.1)

e provaremos estimativas para a função U = Uε − Vp. Na equação (3.1) as

derivadas de Uε em t = 0 são obtidas a partir da equação (2.13) e por derivadas

com respeito a t da mesma, e usando ainda os dados iniciais (2.14). Por indução

podemos provar que Vp depende das derivadas ∂l
x∂

ρ
t de aε, ∂xaε, Bε, Cε, Dε, fε,

com l + ρ ≤ p, em t = 0, e das derivadas ∂l
x de Φε e Ψε, com l ≤ p + 2 e

l ≤ p+ 1, respectivamente.

Aplicando o operador Lε em U obtemos

Lε(U) = fε − Lε(Vp) = F(x, t). (3.2)
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Temos que ∂
(j)
t F(x, t)|t=0 = 0, 0 ≤ j ≤ p. De fato, pela expansão de Taylor

até a ordem p+ 3 em t = 0 de Uε temos

Uε(x, t) =

p+2∑
0

∂
(j)
t Uε(x, 0)

j!
tj +O(tp+3).

Logo

U = Uε − Vp = O(tp+3),

o que prova a afirmação.

Com U = (u1, u2), façamos

W = (w1, w2) = (

∫ τ

t

u1(x, σ)dσ,

∫ τ

t

u2(x, σ)dσ).

Multiplicando (3.2) por Weθt e integrando em Gτ obtemos

[Lε(U),Weθt]Gτ = [F ,Weθt]Gτ . (3.3)

Estamos interessados em estimar as derivadas ∂l
x∂

ρ
t U , l + ρ ≤ k. Nas seções

3.1, 3.2 e 3.3 estimares U , ∂l
xU , l ≤ k e ∂l

x∂
ρ
t U , para l+ρ ≤ k, respectivamente.

Finalmente, na seção 3.4 provaremos o Lema 2.3.2. Também o Teorema

2.2.1 será provado utilizando o Lema 2.3.2.

3.1 Estimativas para U

Lema 3.1.1 Para 0 ≤ τ ≤ t0 temos que

(U,Ueθτ )t=τ ≤M3τ
2p+6‖F‖2

p+1,t0
, (3.4)

em que M3 é uma constante uniforme em ε dependendo de ∂xBε, Cε, ∂tCε, Dε

e t0. Aqui

‖F‖2
p+1,t0

=
2∑
1

max
0≤σ≤t0

(∂
(p+1)
t Fj, ∂

(p+1)
t Fj)|t=σ.
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Demonstração: A demonstração do lema será feita em três etapas. Nas duas

primeiras etapas estimaremos os lados esquerdo e direito de (3.3), respectiva-

mente. Na terceira etapa provaremos a estimativa (3.4), usando o lema de

Gronwall .

Etapa 1

Usando integração por partes nós escreveremos cada termo do lado esquer-

do de (3.3) de modo que possua a menor ordem de derivação posśıvel. Para

tal, usaremos o fato de ∂
(ρ)
t uj|t=0 = 0;∀ρ ≤ p + 2, wj(x, τ) = 0 e de uj e wj

terem suporte compacto em x para j = 1, 2. Com 0 ≤ t ≤ t0 obtemos as

seguintes igualdades:

[∂2
tU,Weθt]Gτ =

1

2
(U,Ueθt)t=τ + [Ueθt, θ2W − 3

2
θU ]Gτ ,

[εj∂
2
xuj, e

θtwj]Gτ = −εj
2

(∂xwj, e
θt∂xwj)t=0 −

εj
2

[∂xwj, θe
θt∂xwj]Gτ ,

[∂x(aεUx),Weθt]Gτ = −1

2
(Wx, aεWx)|t=0 −

1

2
[Wx, (θaε + ∂taε)Wxe

θt]Gτ .

Obtemos ainda que

[Cε∂tU,Weθt]Gτ =
2∑
1

[uj, c
jj
ε e

θtuj − ∂t(c
jj
ε e

θt)wj]Gτ

+[u2, c
12
ε e

θtu1 − ∂t(c
12
ε e

θt)w1]Gτ + [u1, c
21
ε e

θtu2 − ∂t(c
21
ε e

θt)w2]Gτ .

Por definição

[Bε∂xU,Weθt]Gτ =
2∑
1

[bjjε ∂xuj, wje
θt]Gτ + [b12

ε ∂xu2, w1e
θt]Gτ

+[b21
ε ∂xu1, w2e

θt]Gτ . (3.5)

Os dois primeiros termos do lado direito de (3.5) satisfazem

|[bjjε ∂xuj, wje
θt]Gτ | ≤M4τ

2[uj, t
−1uje

θt]Gτ + 1
2
α[tbjjε ∂xwj, b

jj
ε ∂xwje

θt]Gτ

+ 1
2α

[uj, t
−1uje

θt]Gτ , (3.6)
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em que M4 é uma constante dependendo do maxGτ |∂xBε|. De fato, fazendo

u = uj, w = wj, b = bjjε e integrando por partes em x obtemos

[bux, we
θt]Gτ =

∫ τ

0

{ubweθt|∂S(u) −
∫

IRn

u∂x(bwe
θt)dx}dt

= −[u∂xb, we
θt]Gτ − [b∂xw, ue

θt]Gτ .

Mas como xy ≤ 1
2
(αx2 + 1

α
y2) segue que

|[bwx, ue
θt]Gτ | = |

∫
Gτ

(tα)1/2bwxe
θt
2 ue

θt
2 (tα)−1/2dxdt|

≤ 1

2

∫
Gτ

tαb2w2
xe

θt + (tα)−1u2eθtdxdt

=
1

2
α[tbwx, bwxe

θt]Gτ +
1

2α
[u, t−1ueθt]Gτ

Por outro lado,

|
∫ τ

0

u(x, t)bx(x, t)e
θtw(x, t)dt| = |

∫ τ

0

u(x, t)bx(x, t)e
θt

∫ τ

t

u(x, σ)dσdt|

= |
∫ τ

0

∫ σ

0

u(x, t)(
σ

t
)1/2e

θ(t−σ)
2 u(x, σ)(

t

σ
)1/2e

θ(t+σ)
2 bxdtdσ|

≤ 1

2

∫ τ

0

∫ σ

0

u2(x, t)σt−1eθ(t−σ)|bx|+ u2(x, σ)tσ−1eθ(t+σ)|bx|dtdσ

≤M4τ
2

∫ τ

0

u2(x, t)t−1eθtdt.

Logo segue a desigualdade (3.6). Quanto aos termos mistos em (3.5) provare-

mos as desigualdades:

[b21
ε ∂xu1, w2e

θt]Gτ ≤
1

2
α[tb21ε ∂xw2, b

21
ε ∂xw2e

θt]Gτ +
1

2α
[u1, t

−1u1e
θt]Gτ

+
1

2
[u1, ∂x(b

21
ε )2u1e

θt]Gτ +M5τ
2[u2, t

−1u2e
θt]Gτ , (3.7)

e

[b12
ε ∂xu2, w1e

θt]Gτ ≤
1

2
α[tb12ε ∂xw1, b

12
ε ∂xw1e

θt]Gτ +
1

2α
[u2, t

−1u2e
θt]Gτ

+
1

2
[u2, (∂xb

12
ε )2u2e

θt]Gτ +M6τ
2[u1, t

−1u1e
θt]Gτ . (3.8)
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De fato, como U tem suporte compacto em x, integração por partes em x

produz

[b21ε ∂xu1, w2e
θt]Gτ = −

∫
G

u1∂x(b
21
ε w2)e

θtdxdt.

Usando a desigualdade elementar para números reais, yz ≤ 1
2
(y2 + z2) temos

[u1, ∂x(w2)b
21
ε e

θt]Gτ ≤
1

2
α[tb21

ε ∂xw2, b
21
ε ∂xw2e

θt]Gτ +
1

2α
[u1, t

−1u1e
θt]Gτ .

Por outro lado

[u1∂xb
21
ε , w2e

θt]Gτ ≤
1

2
[u1, (∂xb

21
ε )2eθtu1]Gτ +

1

2
[w2, w2e

θt]Gτ .

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato de 2xy ≤ x2 + y2 nós obtemos

[w2, w2e
θt]Gτ =

∫
IR

∫ τ

0

(

∫ τ

t

u2(x, σ)dσ)(

∫ τ

t

u2(x, γ)dγ)e
θtdtdx

≤
∫

IR

∫ τ

0

∫ τ

t

(

∫ τ

t

u2
2(x, σ)eθtdσ)1/2(

∫ τ

t

u2
2(x, γ)e

θtdσ)1/2dγdtdx

≤ 1

2

∫
IR

∫ τ

0

∫ τ

t

{
∫ τ

t

u2
2(x, σ)eθtdσ +

∫ τ

t

u2
2(x, γ)e

θtdσ}dγdtdx

≤ Cτ 2{
∫

IR

∫ τ

0

u2
2(x, σ)σ−1eθσdσ +

∫
IR

∫ τ

0

u2
2(x, γ)γ

−1eθγdγ}

≤M5τ
2

∫
IR

∫ τ

0

u2
2(x, t)t

−1eθtdt.

Logo segue (3.7). De modo análogo tem-se a desigualdade (3.8).

Etapa 2

Agora daremos uma estimativa para [F ,Weθt]Gτ .

a) Integrando por partes em t obtemos

[Fj, wje
θt]Gτ =

∫
IR

∫ τ

0

Fj(x, t)∂t{−
∫ τ

t

wj(x, s)e
θsds}dtdx

= −
∫

IR

{FjW
j
1 |τ0 −

∫ τ

0

∂t(Fj)W
j
1dt}dx

em que W j
1 =

∫ τ

t
wje

θsds. Mas como Fj(x, 0) = W j
1 (x, τ) = 0, segue que

[Fj, wje
θt]Gτ =

∫
IR

∫ τ

0

∂t(Fj)W
j
1dtdx.
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Em geral, desde que ∂
(l)
t Fj(x, 0) = W j

ν (x, τ) = 0,∀l ≤ p, temos

[Fj, wje
θt]Gτ = [∂p+1

t Fj,W
j
p+1]Gτ ,

em que W0 = Weθt e

W j
ν+1 =

∫ τ

t

W j
ν (x, σ)dσ, ν = 0, 1, ..., p.

b) As funções W j
p+1 satisfazem a seguinte estimativa

|W j
p+1|2 ≤ τ 2p+3e2θT

∫ τ

0

u2
j(x, σ)dσ.

De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

|W j
0 |2 ≤ e2θT (

∫ τ

t

|uj(x, σ)|dσ)2 ≤ eθT

∫ τ

t

|u2
j(x, σ)|dσ

∫ τ

t

1dσ

≤ τe2θT

∫ τ

0

|uj(x, σ)|2dσ.

Assumindo que vale a estimativa para W j
q , e novamente usando a estimativa

de Cauchy-Schwarz temos

|W j
q+1|2 = |

∫ τ

t

W j
q (x, σ)dσ|2 ≤

∫ τ

t

|W j
q (x, σ)|2dσ

∫ τ

t

1dσ

≤ τ

∫ τ

t

[τ 2(q−1)+3e2θT

∫ τ

0

u2
j(x, σ

′
)dσ

′
]dσ

≤ τ 2τ 2(q−1)+3e2θT

∫ τ

0

u2
j(x, σ

′
)dσ

′ ≤ τ 2q+3e2θT

∫ τ

0

u2
j(x, σ

′
)dσ

′
,

donde segue a afirmação.

c) Segue de b) que

|[F ,Weθt]Gτ | ≤
2∑
1

δ[uj, t
−1uje

θt]Gτ +
eθtτ 2p+6

4δ
‖F‖2

p+1,t0
, (3.9)

em δ = constante e

2(α−1 + δ) < 2p+ 6, ‖F‖2
p+1,t0

=
2∑
1

max
0≤σ≤t0

(∂
(p+1)
t Fj, ∂

(p+1)
t Fj)|t=σ.
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De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

|[Fj, wje
θt]Gτ | ≤

∫
Gτ

|∂(p+1)
t (Fj)W

j
p+1|dxdt

≤ (

∫
Gτ

|∂(p+1)
t Fj|2dxdt)1/2(

∫
Gτ

|W j
p+1|2dxdt)1/2.

Mas ∫
Gτ

|W j
p+1|2dxdt ≤

∫
Gτ

τ 2p+3e2θT

∫ τ

0

u2
j(x, σ)dσdxdt

= τ 2p+3e2θT τ

∫
IR

∫ τ

0

u2
j(x, σ)σeθσ(σeθσ)−1dσdx

≤ τ 2p+3e2θT τ 2

∫
IR

∫ τ

0

u2
j(x, σ)eθσσ−1dσdx

Por outro lado,∫
Gτ

|∂(p+1)
t Fj|2dxdt ≤

∫
IR

max
0≤σ≤t0

|∂(p+1)
t Fj(x, σ)|2τdx

≤ τ max
0≤σ≤t0

(∂
(p+1)
t Fj, ∂

(p+1)
t Fj)|t=σ = τ‖Fj‖2

p+1,t0
.

Logo, usando o fato de que xy ≤ δx2 + y2

4δ
, segue que

|[Fj, wje
θt]Gτ | ≤ (τ‖Fj‖2

p+1,t0
)1/2(τ 2p+3e2θT τ 2[uj, t

−1uje
θt])1/2

≤ δ[uj, t
−1uje

θt] +
τ 2p+6eθT

4δ
‖Fj‖2

p+1,t0
.

Logo segue a estimativa (3.9).

Etapa 3

Usando as estimativas obtidas para os termos individuais de (3.3) e pela con-

dição (2.11), segue de (3.3) que para τ ≤ t0 < 1

(U,Ueθt) ≤ 2(δ + α−1)[U, t−1Ueθt]Gτ

+M7τ [U, t
−1Ueθt]Gτ +M8τ

2p+6‖F‖2
p+1,t0

.

onde M7 depende do módulo máximo em Gt0 de ∂xBε, Cε, ∂tCε, Dε e em T , e

M8 = eθT

4δ
. Se escrevermos y(τ) = [U, t−1Ueθt]Gτ , e como ∂ρ

t U |t=0 = 0,∀ ρ ≤

p+ 2(p ≥ −1) segue que

τy
′
(τ) = τ

d

dτ
(

∫
IR

∫ τ

0

2∑
1

u2
j t
−1eθtdtdx) = (U,Ueθt)t=τ .
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Portanto, temos a desigualdade

τy
′
(τ) ≤ 2(δ + α−1)y(τ) +M7τy(τ) +M8τ

2p+6‖F‖2
p+1,t0

. (3.10)

Usando uma técnica similar usada para provar o lema de Gronwall, a saber,

multiplicando (3.10) por e−[2(α−1+δ) ln τ+M7τ ] obtemos que

(y(τ)e−[2(α−1+δ) ln τ+M7τ ])
′
= [y

′
(τ)− (

2(α−1 + δ)

τ
+M7)y(τ)]e

−[2(α−1+δ) ln τ+M7τ ]

≤M8τ
2p+6−1‖F‖2

p+1,t0
e−[2(α−1+δ) ln τ+M7τ ].

Integrando em τ temos

y(τ)τ−2(α−1+δ)e−M7τ ≤
∫ τ

0

M8s
2p+6−1‖F‖2

p+1,t0
e−M7ss−2(α−1+δ)ds.

Como 2(α−1 + δ) < 2p+ 6, logo 2p+ 6− 2(α−1 + δ)− 1 > −1, donde

y(τ) ≤ τ 2(α−1+δ)eM7τ‖F‖2
p+1,t0

M9s
2p+6−2(α−1−δ)|τ0

= M10τ
2p+6‖F‖2

p+1,t0
. (3.11)

Assim por (3.10) e (3.11) temos

(U,Ueθτ )t=τ = 2(δ + α−1)M10τ
2p+6‖F‖2

p+1,t0
+M7τM10τ

2p+6‖F‖2
p+1,t0

+M8τ
2p+6‖F‖2

p+1,t0
.

3.2 Estimativas do tipo ∂lxU, l ≤ k

Lema 3.2.1 Para l ≤ k e 0 ≤ τ ≤ t0 temos que

(∂l
xU, ∂

l
xUe

θτ )t=τ ≤ Elτ
2p+6

∑
β≤k

‖∂β
xF‖2

p+1,t0
, (3.12)

em que El é uma constante uniforme em ε dependendo do módulo máximo das

derivadas ∂l
x de aε, ∂xaε, Bε Cε, ∂tCε, Dε para l ≤ k.
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Demonstração: Usaremos indução sobre k. Com θ1 uma constante positiva

a ser escolhida mais tarde consideremos a igualdade

[∂k
xLε(U), ∂k

xWeθ1t]Gτ = [∂k
xF , ∂k

xWeθ1t]Gτ . (3.13)

Provaremos o lema em duas etapas.Na primeira etapa, transformaremos via

integração por partes os termos em (3.13) análogo ao feito para obter (3.4).

Na segunda etapa a estimativa (3.12) segue usando o lema de Gronwall e a

hipótese de indução.

Etapa 1

Temos que:

|[∂k
xF , ∂k

xWeθt]Gτ | ≤
2∑
1

δ[∂k
xuj, t

−1∂k
xuje

θt]Gτ +M11τ
2p+6‖∂k

xF‖2
p+1,t0

,

[∂k
x∂

2
tU, ∂

k
xWeθ1t]Gτ =

1

2
(∂k

xU, ∂
k
xUe

θ1t)t=τ

+ [∂k
xUe

θ1t, θ2
1∂

k
xW − 3

2
θ1∂

k
xU ]Gτ ,

[εj∂
k
x∂

2
xuj, e

θ1t∂k
xwj]Gτ = −εj

2
(∂k+1

x wj, e
θ1t∂k+1

x wj)t=0

−εj
2

[∂k+1
x wj, θ1e

θ1t∂k+1
x wj]Gτ ,

[∂k
x(aεux)x, e

θ1t∂k
xw]Gτ = −1

2
(aε∂

k
xwx, e

θ1t∂k
xwx)t=0

− 1

2
[(θ1aε + ∂taε)∂

k
xwx, e

θ1t∂k
xwx]Gτ

+
∑

1≤β≤k

Cβ[∂β
x (aε)∂

k−β
x ux, e

θ1t∂k
xwx]Gτ , (3.14)

onde Cβ são constantes. Vamos estimar os termos da última soma em (3.14).

Para β = 1 a integral

[∂x(aε)∂
k−1
x ux, e

θ1t∂k
xwx]Gτ
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pode ser estimada usando a desigualdade de Glaeser([4]), a saber, para cada

t ∈ [0, T ]

|∂x(aε)(x, t)|2 ≤Maε(x, t) (3.15)

com M = supG |∂2
xaε|. Como xy ≤ x2

4
+ y2 e por (3.15) obtemos

|[∂x(aε)∂
k−1
x ux, e

θ1t∂k
xwx]Gτ | ≤ |A1|+M [aε∂

k
xwx, e

θ1t∂k
xwx]Gτ .

Aqui como no que segue Aj denota as integrais satisfazendo as estimativas

|Aj| ≤ Nj

∑
β≤k

τ [∂β
xU, t

−1∂β
xUe

θ1t]Gτ ,

onde Nj são constantes dependendo dos coeficientes da equação (2.13). In-

tegrando por partes transformaremos as integrais do último termo em (3.14)

correspondendo a β ≥ 2. Temos que∑
2≤β≤k

Cβ[∂β
x (aε)∂

k−β
x ux, e

θ1t∂k
xwx]Gτ =−

∑
2≤β≤k

Cβ[(∂β
x (aε)∂

k−β
x ux)x, e

θ1t∂k
xw]Gτ = A2,

em que N2 depende do módulo máximo das derivadas ∂l
x de aε, ∂xaε, com l ≤ k.

Por definição

[∂k
x(Bε∂xU), eθ1t∂k

xW ]Gτ =
2∑
1

[∂k
x(bjjε ∂xuj), e

θ1t∂k
xwj]Gτ

+[∂k
x(b21

ε ∂xu1), e
θ1t∂k

xw2]Gτ + [∂k
x(b12

ε ∂xu2), e
θ1t∂k

xw1]Gτ

(3.16)

Para os dois primeiros termos do lado direito de (3.16) temos

|[∂k
x(bjjε ∂xuj), e

θ1t∂k
xwj]Gτ | ≤ |[bjjε ∂k

x∂xuj, e
θ1t∂k

xwj]Gτ + A3|

≤ |[bjjε ∂k
xuj, e

θ1t∂k+1
x wj]Gτ + A4|

≤ |A4|+
α

2
[tbjjε ∂

k+1
x wj, e

θ1tbjjε ∂
k+1
x wj]Gτ +

1

2α
[∂k

xuj, t
−1eθ1t∂k

xuj]Gτ

em que N4 depende do módulo máximo das derivadas ∂l
xb

jj
ε , com l ≤ k. Para

um dos termos misto em (3.16) temos

[∂k
x(b12

ε ∂xu2), e
θ1t∂k

xw1]Gτ =[b12
ε ∂

k+1
x u2, e

θ1t∂k
xw1]Gτ+

k∑
1

[∂β
x (b12ε )∂k+1−β

x u2, e
θ1t∂k

xw1]Gτ
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Como anteriormente temos

[b12ε ∂
k+1
x u2, e

θ1t∂k
xw1]Gτ ≤

α

2
[tb12ε ∂

k+1
x w1, b

12
ε e

θ1t∂k+1
x w1]Gτ +

1

2α
[∂k

xu2, t
−1eθ1t∂k

xu2]Gτ

+
1

2
[∂k

xu2, e
θ1t(∂xb

12
ε )2∂k

xu2]Gτ +
1

2
[∂k

xw1, e
θ1t∂k

xw1]Gτ .

Ainda
k∑
1

[∂β
x (b12ε )∂k+1−β

x u2, e
θ1t∂k

xw1]Gτ ≤ |A5|,

com N5 dependendo de ∂l
xb

12
ε para l ≤ k. Como podemos provar uma desigual-

dade análoga para o termo [∂k
x(b21

ε ∂xu1), e
θ1t∂k

xw2]Gτ em (3.16) obtemos

[∂k
x(Bε∂xU), eθ1t∂k

xW ]Gτ ≤
2∑
1

α

2
[tbjjε ∂

k+1
x wj, e

θ1tbjjε ∂
k+1
x wj]Gτ

+
2∑
1

1

α
[∂k

xuj, t
−1eθ1t∂k

xuj]Gτ +
α

2
[tb12

ε ∂
k+1
x w1, b

12
ε e

θ1t∂k+1
x w1]Gτ

+
α

2
[tb21

ε ∂
k+1
x w2, b

21
ε e

θ1t∂k+1
x w2]Gτ + |A6|. (3.17)

em que N6 depende de ∂l
xBε, com l ≤ k.

Por definição

[∂k
x(Cε∂tU), ∂k

xWeθ1t]Gτ =
2∑
1

[∂k
x(cjjε ∂tuj), ∂

k
xwje

θ1t]Gτ + [∂k
x(c12

ε ∂tu2), ∂
k
xw1e

θt]Gτ

+ [∂k
x(c21

ε ∂tu1), ∂
k
xw2e

θt]Gτ (3.18)

Para os dois primeiros termos do lado direito de (3.18) temos

[∂k
x(cjjε ∂tuj), ∂

k
xwje

θ1t]Gτ = [∂k
x(∂t(c

jj
ε uj)− uj∂tc

jj
ε ), eθ1t∂k

xwj]Gτ

= [∂k
x(cjjε uj), e

θ1t(∂k
xuj − θ1∂

k
xwj]Gτ − [∂k

x(uj∂tc
jj
ε ), eθ1t∂k

xwj]Gτ = A7.

Para o primeiro termos misto em (3.18) temos

[∂k
x(c12

ε ∂tu2), ∂
k
xw1e

θ1t]Gτ = [∂k
x(c12

ε u2), e
θ1t(∂k

xu2 − θ1∂
k
xw1]Gτ

− [∂k
x(u2∂tc

12
ε ), eθ1t∂k

xw1]Gτ = A8.
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Podemos provar uma desigualdade análoga para o termo [∂k
x(c21ε ∂tu1), ∂

k
xw2e

θt]Gτ .

Portanto,

[∂k
x(Cε∂tU), ∂k

xWeθt]Gτ = A9.

em que N9 depende das derivadas ∂l
x de Cε e ∂tCε com l ≤ k.

Finalmente

[∂k
x(DεU), eθ1t∂k

xU ]Gτ = A10,

com N10 dependendo de ∂l
xDε para l ≤ k.

Etapa 2

Usando as estimativas obtidas para os termos individuais de (3.13) assim

como pela condição (2.11), com θ = θ1 − 2M , escolhendo a constante θ1 sufi-

cientemente grande, e usando a hipótese de indução (3.12), obtemos por (3.13)

(∂k
xU, ∂

k
xUe

θ1t)t=τ ≤ 2(δ + α−1)yk(τ) + τKyk(τ)

+ τ 2p+6K̃
∑
β≤k

‖∂β
xF‖2

p+1,t0
, (3.19)

em que yk(τ) = [∂k
xU, t

−1∂k
xUe

θ1t]Gτ , com as constantes K, K̃ dependendo do

módulo máximo das derivadas ∂l
x de aε, ∂xaε, Bε, Cε, ∂tCε, Dε para l ≤ k, e das

derivadas ∂l
x de aε e ∂xaε, para l ≤ 2 quando k = 1. Como

τy
′

k(τ) = (∂k
xU, ∂

k
xUe

θ1t)t=τ ,

segue de (3.19) e do lema de Gronwall

yk(τ) ≤ ˜̃Kτ 2p+6
∑
β≤k

‖∂β
xF‖2

p+1,t0
.

Portanto para l ≤ k temos

(∂l
xU, ∂

l
xUe

θ1t)t=τ ≤ 2(δ+α−1) ˜̃Kτ 2p+6
∑
β≤k

‖∂β
xF‖2

p+1,t0
+τK ˜̃Kτ 2p+6

∑
β≤k

‖∂β
xF‖2

p+1,t0

+ τ 2p+6K̃
∑
β≤k

‖∂β
xF‖2

p+1,t0
≤ Elτ

2p+6
∑
β≤k

‖∂β
xF‖2

p+1,t0
.



34

3.3 Estimativas do tipo ∂lx∂
ρ
tU, ρ + l ≤ k

Lema 3.3.1 Para l ≤ k − 1 e 0 ≤ τ ≤ t0 temos

(∂l
xUt, e

−θ2t∂l
xUt)t=τ ≤M12{τ 2p+6

∑
β≤k

‖∂β
xF‖2

p+1,t0
+

∑
γ≤k−1

[∂γ
xF , ∂γ

xF ]Gτ}(3.20)

em que M12 é uma constante uniforme em ε dependendo das derivadas ∂l
x de

aε, ∂xaε, Bε, Cε, ∂tCε, Dε para l ≤ k.

Demonstração: Para estimar derivadas da forma ∂l
xUt para l ≤ k−1, vamos

considerar a seguinte igualdade

[∂l
xLε(U), e−θ2t∂l

xUt]Gτ = [∂l
xF , e−θ2t∂l

xUt]Gτ , (3.21)

em que θ2 = constante > 0. Faremos a demonstração em duas etapas. Na

primeira etapa estimaremos o lado direito de (3.21) e usando integração por

partes reescreveremos os termos do lado esquerdo de (3.21) de modo a obtermos

a menor ordem de derivação posśıvel em U . Na segunda etapa a estimativa

(3.20) segue usando a técnica de Gronwall.

Etapa 1

Integrando por partes obtemos

[∂l
xF , e−θ2t∂l

xUt]Gτ ≤
1

2
([∂l

xF , e−θ2t∂l
xF ]Gτ + [∂l

xUt, e
−θ2t∂l

xUt]Gτ ),

[∂l
x∂

2
tU, e

−θ2t∂l
xUt]Gτ =

1

2
(∂l

xUt, e
−θ2t∂l

xUt)t=τ +
1

2
[∂l

xUt, θ2e
−θ2t∂l

xUt]Gτ ,

[εj∂
l
x∂

2
xuj, e

−θ2t∂l
x∂tuj]Gτ = −εj

2
(∂l+1

x uj, e
−θ2t∂l+1

x uj)t=τ

− εj
2

[∂l+1
x uj, θ2e

−θ2t∂l+1
x uj]Gτ ,

[∂l
x(aεUx)x, e

−θ2t∂l
xUt]Gτ = −1

2
(aε∂

l+1
x U, e−θ2t∂l+1

x U)t=τ

+
1

2
[∂l+1

x U, (∂taε − θ2aε)e
−θ2t∂l+1

x U ]Gτ

+
∑

1≤γ≤l

β̃γ[(∂
γ
x(aε)∂

l−γ
x Ux)x, e

−θ2t∂l
xUt]Gτ
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em que β̃γ são constantes.

Por definição

[∂l
x(Bε∂xU), ∂l

xUte
−θ2t]Gτ =

2∑
1

[∂l
x(b

jj
ε ∂xuj), e

−θ2t∂l
x∂tuj]Gτ

+ [∂l
x(b

12
ε ∂xu2), e

−θ2t∂l
x∂tu1]Gτ + [∂l

x(b
21
ε ∂xu1), e

−θ2t∂l
x∂tu2]Gτ

(3.22)

Para os dois primeiros termos do lado direito de (3.22) temos

[∂l
x(b

jj
ε ∂xuj), e

−θ2t∂l
x∂tuj]Gτ ≤

1

4
[∂l

x(b
jj
ε ∂xuj), e

−θ2t∂l
x(b

jj
ε ∂xuj)]Gτ

+ [∂l
x∂tuj, e

−θ2t∂l
x∂tuj]Gτ ≤ [∂l

x∂tuj, e
−θ2t∂l

x∂tuj]Gτ +M13

∑
γ≤l+1

[∂γ
xuj, e

−θ2t∂γ
xuj]Gτ .

em que M13 depende das derivadas ∂l
xb

jj
ε , para l ≤ k−1. Provando estimativas

análoga para os termos mistos em (3.22), obtemos que

[∂l
x(Bε∂xU), ∂l

xUte
−θ2t]Gτ ≤ [∂l

x∂tU, e
−θ2t∂l

x∂tU ]Gτ

+ M14

∑
γ≤l+1

[∂γ
xU, e

−θ2t∂γ
xU ]Gτ , (3.23)

em que M14 depende das derivadas ∂l
xBε para l ≤ k − 1.

Finalmente obtemos

[∂l
x(Cε∂tU), e−θ2t∂l

x∂tU ]Gτ ≤M15

∑
γ≤l

[∂γ
xUt, e

−θ2t∂γ
xUt]Gτ ,

[∂l
x(DεU), e−θ2t∂l

x∂tU ]Gτ ≤M16[∂
l
xU, e

−θ2t∂l
xU ]Gτ + [∂l

xUt, e
−θ2t∂l

xUt],

em que M15 e M16 dependem das derivadas ∂l
xCε e ∂l

xDε, l ≤ k − 1, respecti-

vamente.

Etapa 2

Usando as estimativas obtidas para os termos individuais de (3.21) e con-

siderando a desigualdade (3.12), com a constante θ2 suficientemente grande,

nós obtemos por (3.21), usando a hipótese de indução sobre l, que para l ≤ k−1

(∂l
xUt, e

−θ2t∂l
xUt)t=τ ≤M17{[∂l

xUt, e
−θ2t∂l

xUt]Gτ + τ 2p+6
∑

β≤k ‖∂β
xF‖2

p+1,t0
}

+1
2

∑
γ≤k−1[∂

γ
xF , ∂γ

xF ]Gτ (3.24)
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onde M17 depende das derivadas ∂l
x de aε, ∂xaε, Bε Cε, ∂tCε, Dε, l ≤ k. Pelo

lema de Gronwall a estimativa (3.20) segue de (3.24).

Lema 3.3.2 Para ρ ≥ 0, l + ρ ≤ k − 2, e 0 ≤ τ ≤ t0 temos

(∂l
x∂

ρ+2
t U, ∂l

x∂
ρ+2
t U)t=τ ≤ M18{τ 2p+6

∑
β≤k

‖∂β
xF‖2

p+1,t0
+

∑
γ≤k−1

[∂γ
xF , ∂γ

xF ]Gτ}

+
∑

l+ρ≤k−2

(∂l
x∂

ρ
t fε, ∂

l
x∂

ρ
t fε)t=τ (3.25)

em que M18 depende das derivadas ∂l
x∂

ρ
t de aε, ∂xaε, Bε, Cε, ∂tCε, Dε para l+ρ ≤

k − 2 e se ρ = 0, l ≤ k.

Demonstração: Basta aplicar o operador ∂l
x∂

ρ
t na equação (3.2) e então obte-

mos equações de modo que as derivadas ∂l
x∂

ρ+2
t são expressas pelas derivadas

estimadas acima.

3.4 Prova do Lema 2.3.2 e do Teorema 2.2.1

Primeiramente provaremos o Lema 2.3.2 e então obtemos a prova do Teorema

2.2.1 a partir do Lema 2.3.2.

Demonstração:(Lema 2.3.2) A demonstração do lema será realizada em

duas etapas. Na primeira etapa, utilizaremos as estimativas já obtidas para

obter (2.15) para τ ≤ t0. Na segunda etapa provaremos a estimativa (2.15)

para t0 ≤ τ ≤ T − ε.

Etapa 1

Para U = Uε − Vp obtemos que

‖Uε‖2
τ ;k =

∑
ρ+l≤k

(∂l
x∂

ρ
t Uε, ∂

l
x∂

ρ
t Uε)t=τ =

∑
ρ+l≤k

(∂l
x∂

ρ
t (U + Vp), ∂

l
x∂

ρ
t (U + Vp))t=τ

=
∑

ρ+l≤k

{(∂l
x∂

ρ
t U, ∂

l
x∂

ρ
t U)t=τ + 2(∂l

x∂
ρ
t U, ∂

l
x∂

ρ
t Vp)t=τ + (∂l

x∂
ρ
t Vp, ∂

l
x∂

ρ
t Vp)t=τ}.
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Temos dois casos a considerar:

a) Para ρ = 0 e l ≤ k, por (3.2) e (3.12) temos que

(∂l
xU, ∂

l
xU)t=τ ≤ Elτ

2p+6
∑
β≤k

‖∂β
xF‖2

p+1,t0

= Elτ
2p+6

∑
β≤k

max
0≤σ≤t0

(∂β
x∂

(p+1)
t (fε − LεVp), ∂

β
x∂

(p+1)
t (fε − LεVp))|t=σ.

Mas

max
0≤σ≤t0

(∂β
x∂

(p+1)
t LεVp, ∂

β
x∂

(p+1)
t LεVp))|t=σ ≤M19{‖Φε‖2

0;k+p+4 + ‖Ψε‖2
0;k+p+3

+
∑
ρ≤p

‖fε‖2
0;ρ,p+k+2−ρ},

em que M19 depende das derivadas ∂l
x∂

ρ
t de aε, ∂xaε, Bε, Cε, Dε para ρ ≤ p e

ρ+ l ≤ p+ k + 2 em t = 0, e suas derivadas da forma ∂l
x∂

ρ
t , ρ ≤ p+ 1 e l ≤ k

em 0 ≤ τ ≤ t0. Portanto,

(∂l
xU, ∂

l
xU)t=τ ≤ M20{‖Φε‖2

0;k+p+4 + ‖Ψε‖2
0;k+p+3

+
∑
ρ≤p

‖fε‖2
0;ρ,p+k+2−ρ + max

0≤σ≤t0
‖fε‖2

σ;p+1,k+p+1}, (3.26)

em que M20 é uma constante dependendo de El e M19.

b) Os outros termos a considerar são ∂l
xUt, l ≤ k − 1 e ∂l

x∂
ρ+2
t , l + ρ ≤ k − 2,

os quais são ambos limitados pelo lado direito de (3.25). Mas∑
γ≤k−1

[∂γ
xF , ∂γ

xF ]Gτ ≤ τM21{‖fε‖2
Gτ ;0,k−1 + ‖Φε‖2

0;k+p+4 + ‖Ψε‖2
0;k+p+3

+
∑
ρ≤p

‖fε‖2
0;ρ,p+k+2−ρ},

onde a constante M21 depende das derivadas ∂l
x∂

ρ
t de aε, ∂xaε, Bε, Cε, Dε para

ρ ≤ p e ρ+ l ≤ p+k+2 em t = 0, assim como das derivadas ∂l
x destas mesmas

funções para l ≤ k em 0 ≤ t ≤ t0.

Dê a) e b) segue (2.15) para for τ ≤ t0.
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Etapa 2

Vamos estimar (2.15) para t0 ≤ τ ≤ T − ε de modo similar. Para estimar

(U,U)t=τ vamos considerar (3.3) e transformar os termos do lado esquerdo do

mesmo modo que para τ ≤ t0. Mas ao invés de (3.6), (3.7) e (3.8) vamos

considerar as desigualdades

|[bjjε ∂xuj, wje
θt]Gτ | ≤M22[uj, uje

θt]Gτ + α1

2
[tbjjε ∂xwj, b

jj
ε ∂xwje

θt]Gt0
+

1
2α1

[uj, t
−1uje

θt]Gt0
+ λ

2
[bjjε ∂xwj, b

jj
ε ∂xwje

θt]Gτ\Gt0
+ 1

2λ
[uj, uje

θt]Gτ\Gt0
(3.27)

[b21
ε ∂xu1, w2e

θt]Gτ ≤ α1

2
[tb21ε ∂xw2, b

21
ε ∂xw2e

θt]Gt0
+

1

2α1

[u1, t
−1u1e

θt]Gt0

+
λ

2
[b21ε ∂xw2, b

21
ε ∂xw2e

θt]Gτ\Gt0
+

1

2λ
[u1, u1e

θt]Gτ\Gt0

+
1

2
[u1, ∂x(b

21
ε )2u1e

θt]Gτ +
1

2
[w2, w2e

θt]Gτ , (3.28)

e

[b12
ε ∂xu2, w1e

θt]Gτ ≤ α1

2
[tb12ε ∂xw1, b

12
ε ∂xw1e

θt]Gt0
+

1

2α1

[u2, t
−1u2e

θt]Gt0

+
λ

2
[b12ε ∂xw1, b

12
ε ∂xw1e

θt]Gτ\Gt0
+

1

2λ
[u2, u2e

θt]Gτ\Gt0

+
1

2
[u2, ∂x(b

12
ε )2u2e

θt]Gτ +
1

2
[w1, w1e

θt]Gτ . (3.29)

em que λ ≤ α2t para t ≥ t0. De fato, para provar (3.27) façamos u = uj,

w = wj e b = bjjε .

[bux, we
θt]Gτ = −[u∂xb, we

θt]Gτ − [b∂xw, ue
θt]Gτ .

Mas

[b∂xw, ue
θt]Gτ =

∫
IR

{
∫ t0

0

b∂x(w)ueθtdt+

∫ τ

t0

b∂x(w)ueθtdt}dx.

Como xy ≤ 1
2
(αx2 + 1

α
y2) segue que

[bwx, ue
θt]Gτ =

α1

2
[tb∂xw, b∂xwe

θt]Gt0
+

1

2α1

[u, t−1ueθt]Gt0

+
λ

2
[b∂xw, b∂xwe

θt]Gτ\Gt0
+

1

2λ
[u, ueθt]Gτ\Gt0

.
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Por outro lado,

[u∂xb, we
θt]Gτ ≤M23[u, ue

θt]Gτ ,

donde segue (3.27). De modo análogo obtemos (3.28) e (3.29).

Nós usaremos a estimativa (3.11) para y(t0) = [U, t−1Ueθt]Gt0
e estimaremos

o lado direito de (3.3) por

|[F , eθtW ]Gτ | ≤ [F , eθtF ]Gτ +M24[U, e
θtU ]Gτ ,

onde a constante M24 depende somente em T . Se fazermos

z(τ) = [U,Ueθt]Gτ , t0 ≤ τ ≤ T − ε

e escolhendo θ suficientemente grande, para τ ≥ t0 e por (3.3) obtemos

z
′
(τ) ≤M25z(τ) +M26‖F‖2

p+1,t0
+M27[F ,F ]GT−ε

, (3.30)

onde M25, M26 e M27 dependem do módulo máximo de Bε, Cε, ∂tCε, Dε e em

t0. Desde que z
′
(τ) = (U, eθtU)t=τ , então por (3.30) obtemos

(U, eθtU)t=τ ≤M28{‖F‖2
p+1,t0

+ [F ,F ]GT−ε
}. (3.31)

De modo similar obtemos estimativas para (∂l
xU, ∂

l
xU)t=τ , l ≤ k e τ ≥ t0. As

derivadas da forma ∂l
xUt, l ≤ k− 1, e ∂l

x∂
ρ+2
t , ρ ≥ 0, l+ ρ+ 2 ≤ k, para τ ≥ t0

são estimados do mesmo modo que para τ ≤ t0.

A partir das estimativa de U e da relação U = Uε − Vp, obtemos (2.15) para

Uε.

Agora provaremos o Teorema 2.2.1.

Demonstração:(Teorema 2.2.1) Vamos considerar três etapas para a demons-

tração. Na primeira, obtemos uma função U como limite das funções Uε obtidas
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no Lema2.3.2. Nas duas últimas provaremos a existência e a unicidade de

solução, respectivamente.

Etapa 1

O problema de Cauchy para o sistema (2.13) com coeficientes definidos por

(2.10), e condições iniciais (2.14) tem solução Uε ∈ C∞(Gε, IR2) e satisfaz

(2.15). Logo, Uε ∈ Hk(G, IR2) é uma seqüência limitada, donde pelo Teorema

de Rellich, possui uma subseqüência Uεj
que converge para uma função U em

H t(G, IR2), t < s. Por outro lado, como Hk(G) é um espaço reflexivo e Uεj
é

uma seqüência limitada, logo possui uma subseqüência Uεjl
fracamente conver-

gente para uma função V ∈ Hk(G, IR2) a qual também satisfaz a estimativa

(2.15). Portanto, pela unicidade do limite temos que U = V ∈ Hk(G, IR2).

Etapa 2

Seja U dado pela Etapa 1.

a) Desde que Uε|t=0 = Φε → Φ em Hk+p+4(IR, IR2) e como Uεj
→ U em

Hk−1(G, IR2), então U |t=0 = Φ em Hk(IR, IR2). Analogamente mostra-se que

Ut|t=0 = Ψ em Hk(IR, IR2).

b) Provemos que U ∈ Hk(G, IR2) satisfaz LU = f em D′
(G, IR2). De fato,

dado ϕ ∈ C∞
0 (G, IR2) temos que

〈Lεj
Uεj

, ϕ〉 = 〈fεj
, ϕ〉 → 〈f, ϕ〉,

pois fε → f em L2(G).

Por outro lado temos que 〈Lεj
Uεj

, ϕ〉 → 〈LU, ϕ〉. De fato, vamos consider

somente dois termos padrões que aparecem no lado esquerdo. Para o primeiro

termo temos

〈∂2
tUεj

, ϕ〉 = 〈Uεj
, ∂2

t ϕ〉 → 〈U, ∂2
t ϕ〉 = 〈∂2

tU,ϕ〉,
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desde que 〈Uεj
, ϕ〉 → 〈U,ϕ〉,∀ϕ ∈ C∞

0 ⊂ H1−k(G). E para o segundo termo

〈∂x(aεj
∂xUεj

)− ∂x(a∂xU), ϕ〉 = −〈aεj
∂xUεj

− a∂xU, ∂xϕ〉

= −〈aεj
∂xUεj

− a∂xUεj
+ a∂xUεj

− a∂xU, ∂xϕ〉

= 〈Uεj
− U, ∂x(a∂xϕ)〉 − 〈(aεj

− a)∂xUεj
, ∂xϕ〉.

Como ‖∂l
xa‖∞ ≤M, ∀l ≤ k , logo ∂x(a∂xϕ) ∈ H1−k e 〈Uεj

−U, ∂x(a∂xϕ)〉 → 0.

Ainda, temos que

〈(aεj
− a)∂xUεj

, ∂xϕ〉 ≤ ‖∂xUεj
‖L2‖(aεj

− a)∂xϕ‖L2 → 0.

De fato, por hipótese ∂l
xa ∈ L∞,∀l ≤ k logo aχS(ϕ) ∈ L∞ ∩ Lp,∀p. Portanto

(aεj
− a)χS(ϕ) → 0 em Lp,∀1 ≤ p <∞, em que χS(ϕ) é a função caracteŕıstica

no S(ϕ). Como k ≥ 2 então ‖∂xUεj
‖L2 ≤ ‖Uεj

‖k ≤M ∀εj e a afirmação vale.

Analogamente temos que 〈Bεj
∂xUεj

, ϕ〉 → 〈B∂xU,ϕ〉, 〈Cεj
∂tUεj

, ϕ〉 → 〈C∂tU,ϕ〉,

e 〈Dεj
Uεj

, ϕ〉 → 〈DU,ϕ〉.

Então U ∈ Hk(G, IR2) verifica LU = f em D′
(G, IR2). Desde que fj ∈

L2([0, T ], Hk(IR)), a igualdade vale em L2([0, T ], Hk−2(IR)).

Etapa 3

A unicidade de solução do problema de Cauchy (2.5)-(2.6) segue da esti-

mativa (3.4), a qual permanece válida para a função limite U .



Caṕıtulo 4

Sistemas 2x2 de primeira ordem

fracamente hiperbólicos

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo vamos considerar o problema de Cauchy não-caracteŕıstico

PU = I∂tU − A(x, t)∂xU + A1(x, t)U = f(x, t) (4.1)

U(x, 0) = Φ(x), (4.2)

em G = {0 ≤ t ≤ T, x ∈ IR}.

Aqui A and A1 são matrizes 2× 2, os coeficientes de A são reais e os de A1

podem ser complexos, f = (f1, f2) e Φ = (φ1, φ2) são funções vetoriais. Vamos

assumir que

(a11 + a22)
2 − 4det(A) ≥ 0. (4.3)

Nestas hipóteses o sistema (4.1) é dito fracamente hiperbólico, veja por exem-

plo Kreiss-Lorenz([8]).
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Assumiremos as seguintes hipóteses de regularidade para o problema: Seja

k ≥ 2 e p ≥ −1, assume que:

1) A ∈ C1(G,M2(IR)), as derivadas ∂l
x∂

ρ
t de A,A1, l+ ρ ≤ k− 1 são limitadas

em G e para ρ = 0, l ≤ k + 1

2) A restrição para t = 0 das derivadas ∂l
x∂

ρ
t de A e A1, ρ ≤ p+1, ρ+l ≤ p+k+3

são limitadas.

3) Para 0 < t0 < T , as derivadas ∂l
x∂

ρ
t de A e A1, l ≤ k + 1, ρ ≤ p + 2, são

limitadas para 0 ≤ t ≤ t0.

4) φj ∈ Hk+p+4(G) tem suporte compacto para j = 1, 2.

5) fj para j = 1, 2 tem suporte compacto em x com regularidade a ser descrita,

a saber, que as normas em (2.8) são finitas, com k substitúıdo por k + 1.

Como em Nishitani([12]), numa vizinhança de t = 0 podemos assumir que

tr(A) = 0(traço de A). De fato, façamos a mudança de coordenadas numa

vizinhança de t = 0

ϕ(x, t) = (ϕ0(x, t), t) = (y, s),

em que ϕ0 : G→ IR2 ∈ C1 é a única solução da equação

2∂tϕ0 − (a11 + a22)∂xϕ0 = 0 (4.4)

e com condição inicial ϕ0(x, 0) = x. Assim, nas novas variáveis o sistema (4.1)

toma a forma

I∂sŨ − Ã(y, s)∂yŨ + Ã1(y, s)Ũ = f̃(y, s), (4.5)

em que Ã1(y, s) = A1(ϕ
−1(y, s)), f̃(y, s) = f(ϕ−1(y, s)) e

Ã(y, s) =

 a11∂xϕ0 − ∂tϕ0 a12∂xϕ0

a21∂xϕ0 a22∂xϕ0 − ∂tϕ0

 (ϕ−1(y, s)).
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Segue de (4.4) que tr(Ã) = 0. Logo

tr(Ã)2 − 4detÃ = −4detÃ = ((a11 + a22)
2 − 4detA)(∂xϕ0)

2 ≥ 0,

por (4.3). Portanto (4.3) é satisfeito para (4.5).

Ainda, como f(x, t) = f̃(ϕ0(x, t), t) segue do fato de f ter suporte compacto

em x e de ϕ0 ∈ C0 que f̃ tem a mesma propriedade. De fato, como ϕ0 ∈ C0,

dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

|ϕ0(x, t)− ϕ0(x, 0)| = |ϕ0(x, t)− x| ≤ ε,

se |t| ≤ δ. Por outro lado f(x, t) = f̃(ϕ0(x, t), t) = 0 para |x| ≥ R. Dáı

|ϕ0(x, t)| = |ϕ0 − x+ x| ≥ |x| − |ϕ0 − x| ≥ R− ε.

Logo f̃(y, t) = 0 se |y| ≥ R − ε, o que prova que f̃ tem suporte compacto. A

mesma conclusão vale para Φ̃(y, s) = Φ(ϕ−1(y, s)).

A partir de agora assumiremos que

A(x, t) =

 a11 a12

a21 −a11

 e a(x, t) = −detA ≥ 0 em G. (4.6)

Seja B = (bij) dada por

B =

 −∂ta11 + a11∂xa11 + a21∂xa12 −a11∂xa12 − ∂ta12 + a12∂xa11

−∂ta21 + a11∂xa21 − a21∂xa11 ∂ta11 + a11∂xa11 + a12∂xa21

+AA1.

Nosso primeiro resultado de unicidade é:

Teorema 4.1.1 Assuma que

αt(|b11|2 + |b12|2) ≤ θa+ ∂ta,

αt(|b21|2 + |b22|2) ≤ θa+ ∂ta,
(4.7)

em G. Aqui θ é uma constante, α(t) = α1χ[0,t0] + α2χ[t0,T ], em que t0, α1 e α2

são constantes positivas, χ a função caracteŕıstica e α1

2
> (2p+ 6)−1. Então o

problema de Cauchy (4.1)-(4.2) tem uma única solução U ∈ Hk(G, IR2).
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Observação 4.1.1 A condição (4.7) não é necessária para a conclusão do

Teorema 4.1.1. De fato, se A é simétrica então a unicidade de solução segue

independentemente dos termos de ordem inferior, ver Cossi-dos Santos Filho

([3]). Por exemplo, tome g dado por g(t) = e−1/t para t > 0 e g(t) = 0 para

t ≤ 0, o sistema simétrico

A(t) =

 g 0

0 −g


é fracamente hiperbólico. Para A1 = 0 nós obtemos

B(t) =

 −g′(t) 0

0 g
′
(t)


Assim para qualquer escolha de θ e α

αt[b211 + b212] = αt(g
′
)2 > θ(g)2 + 2gg

′
= θa+ at

para t > 0 suficientemente pequeno. Então (4.7) não vale numa vizinhança de

t = 0.

Observação 4.1.2 Se substituirmos k por k + 1, o Teorema 4.1.1 também

se verifica para sistemas semi-lineares 2 × 2 de primeira ordem, uma vez que

supondo a existência de solução, pela expansão de Taylor de ordem um de f

em (x, t, 0, 0), temos que f(x, t, U) = A1(x, t)U .

Seja B̃ = (b̃ij) dado por

B̃ =

 ∂ta11 + a11∂xa11 + a21∂xa12 −a11∂xa12 + ∂ta12 + a12∂xa11

∂ta21 + a11∂xa21 − a21∂xa11 −∂ta11 + a11∂xa11 + a12∂xa21

 + A1A

Também temos um teorema de existência de solução:
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Teorema 4.1.2 Assuma que

αt(|b̃11|2 + |b̃12|2) ≤ θa+ ∂ta,

αt(|b̃22|2 + |b̃21|2) ≤ θa+ ∂ta,
(4.8)

em G. Aqui θ é uma constante, α(t) = α1χ[0,t0] + α2χ[t0,T ], em que t0, α1 e

α2 são constantes positivas como α1

2
> (2p + 6)−1. Então existe uma solução

U ∈ Hk−1(G, IR2) do problema de Cauchy (4.1)-(4.2).

Observação 4.1.3 Pelo exemplo dado por C. Min-You, veja [9], para termos

existência de solução do problema de Cauchy fracamente hiperbólico, em es-

paços de funções com grau de regularidade finito , algumas condições sobre os

termos de ordem inferior devem ser impostas. Isto justifica que as condições

(4.7) e (4.8) não podem ser removidas para o problema de Cauchy ser bem

posto. Mais precisamente, considere

utt − t2uxx = bux, t > 0, 0 ≤ x ≤ 1,

com as condições iniciais

u|t=0 = µ(x), ut|t=0 = 0,

em que b = 4n+ 1, n ≥ 0 é um inteiro. A única solução tem a forma

u(x, t) =
n∑

l=0

√
πt2l

l!(n− l)!Γ(l + 1
2
)
∂l

xµ(x+
1

2
t2).

Observemos que a distribuição u perde regularidade com n. Agora para o

sistema de primeira ordem na forma (4.1) associado a esta equação escalar

de segunda ordem, nós temos a11 = 0 = a22, a12 = 1 e a21 = t2. Logo

a(t) = −detA = t2. No Teorema 4.1.2 temos então que b̃11 = 0 = b̃12, b̃21 = 2t,

e b̃22 = 4n+1, assim a condição (4.8) toma a forma αt[(b̃21)
2+(b̃22)

2] ≤ θa+at,

a qual esta satisfeita para α ≤ 2
(4n+1)2

. Assim se α > (2p + 6)−1, então



47

(4n+ 1) < [2(2p+ 6)]1/2 o que mostra que p tende para o infinito com n, aqui

p mede o grau de regularidade do dado inicial.

Pelos teoremas 4.1.1 e 4.1.2 temos as seguintes conseqüências:

Corolário 4.1.1 Se A = A(t), A1 = 0 e (4.7) se verifica, então existe uma

única solução U ∈ Hk−1(G, IR2) do problema de Cauchy (4.1)-(4.2).

Isto segue pois neste caso as condições (4.7) e (4.8) são as mesmas.

O próximo resultado é análogo ao Corolário 2.2.1

Corolário 4.1.2 Se os dados do problema (4.1)-(4.2) são suficientemente re-

gulares e

a(j)(0) 6= 0 para algum j ≤ 2, (4.9)

em que, em (4.6), a = a(t), então existe uma única solução U ∈ Hk−1(G, IR2)

do problema de Cauchy (4.1)-(4.2) numa vizinhança de t = 0.

Isto segue do fato da hipótese (4.9) implicar (4.7) e (4.8) numa vizinhança

de t = 0.

Exemplo 4.1.1 Se A1 for suficientemente regular, por exemplo A1 ∈ C∞, o

sistema não simetrizável

A(t) =

 0 1

t2 0


satisfaz as hipóteses do Corolário 4.1.2, pois a(t) = t2, logo valem as conclusões

do corolário.

Se assumirmos que

a12(x, t) 6= 0 e a21(x, t) 6= 0∀(x, t) (4.10)

obtemos um teorema de existência e unicidade de solução:
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Teorema 4.1.3 Assuma que

αt|a21∂ta11−a11∂ta21+a21tr(AA1)
a21

|2 ≤ θa+ ∂ta,

αt|−a12∂ta11−a11∂ta12+a12tr(AA1)
a12

|2 ≤ θa+ ∂ta.
(4.11)

Então existe uma única solução U ∈ Hk−1(G, IR2) do problema de Cauchy

(4.1)-(4.2). Aqui θ é uma constante, α(t) = α1χ[0,t0] + α2χ[t0,T ], em que t0, α1

e α2 constantes positivas, χ a função caracteŕıstica e α1

2
> (2p+ 6)−1.

No último teorema (4.11) substitui (4.7) e (4.8).

4.2 Demonstração dos Teoremas

Primeiramente provaremos o Teorema 4.1.1.

Demonstração:(Teorema 4.1.1) Consideraremos duas etapas para a demons-

tração. Na primeira etapa aplicaremos um operador(transposto do co-fator da

parte principal do operador P ) no lado esquerdo do sistema (4.1) obtendo um

sistema na forma (2.5). Na segunda etapa o teorema segue pelo Teorema 2.2.1.

Etapa 1

Considere

Q = I∂t + A∂x (4.12)

Desde que a matriz A(x, t) tem a propriedade de A2(x, t) = a(x, t)I, então

obtemos o sistema de ordem dois

(Q ◦ P )U = I∂2
tU − ∂x(aI∂xU) +B∂xU + C∂tU +DU = Qf, (4.13)

em que C = A1, D = QA1, e

B =

 −∂ta11 + a11∂xa11 + a21∂xa12 −a11∂xa12 − ∂ta12 + a12∂xa11

−∂ta21 + a11∂xa21 − a21∂xa11 ∂ta11 + a11∂xa11 + a12∂xa21

+AA1.
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Sejam ainda as condições iniciais

U(x, 0) = Φ(x), (∂tU)(x, 0) = Ψ(x), (4.14)

em que ψj ∈ C∞
0 (G).

Etapa 2

Por (4.7) o problema de Cauchy (4.13)-(4.14) satisfaz as hipóteses do Teorema

2.2.1. Então temos uma única solução U ∈ Hk(G, IR2) do problema de Cauchy

(4.1)-(4.2). De fato, se existissem soluções distintas U1, U2 ∈ Hk(G, IR2) do

problema de Cauchy (4.1)-(4.2), então U1, U2 ∈ Hk(G, IR2) seriam soluções

distintas de (4.13)-(4.14), o que é uma contradição com o Teorema 2.2.1. .

Agora provaremos o Teorema 4.1.2:

Demonstração:(Teorema 4.1.2) Aplicando o operador Q no lado direito de

P obtemos o sistema de ordem dois

I∂2
tU − ∂x(aI∂xU) + B̃∂xU + A1∂tU = f, (4.15)

em que

B̃ =

 ∂ta11 + a11∂xa11 + a21∂xa12 −a11∂xa12 + ∂ta12 + a12∂xa11

∂ta21 + a11∂xa21 − a21∂xa11 −∂ta11 + a11∂xa11 + a12∂xa21

 + A1A.

Com as condições iniciais

U(x, 0) = 0, (∂tU)(x, 0) = Φ(x) (4.16)

Por (4.8) segue do Teorema 2.2.1 que existe uma única solução U ∈ Hk(G, IR2)

do problema de Cauchy (4.15)-(4.16). Logo QU ∈ Hk−1(G, IR2) é uma solução

do problema de Cauchy (4.1)-(4.2).

Como em Nishitani([12]), provaremos o Teorema 4.1.3, usando ao invés de

Q dado em (4.12) o operador

Q = I∂t + A∂x − Ax + (coA1)
t + E (4.17)
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aqui (coA1)
t denota a transposta da matriz co-fatora de A1 e Ax = ∂xA. Dáı

P ◦Q = I∂2
t − aI∂2

x + (At − AE + tr(AA1)I)∂x

+(A1 + (coA1)
t + E − Ax)∂t + P (E + (coA1)

t − Ax)

pois A1A−A(coA1)
t = A1A+(co(A1A))t = tr(AA1)I. Com E = (eij) a matriz

At − AE + tr(AA1)I toma a forma ∂ta11 − a11e11 − a12e21 + tr(AA1) ∂ta12 − a11e12 − a12e22

∂ta21 + a11e21 − a21e11 a11e22 − ∂ta11 − a21e12 + tr(AA1)


Queremos determinar eij de modo que tal matriz seja diagonal. Como a12(x, t) 6=

0 e a21(x, t) 6= 0 ∀(x, t), tome e12 = 0, e21 = 0 e

e11 = ∂ta21/a21, e22 = ∂ta12/a12.

Fazendo

Y (x, t) = a21∂ta11 − a11∂ta21 + a21tr(AA1),

Z(x, t) = −a12∂ta11 + a11∂ta12 + a12tr(AA1)

segue o seguinte lema:

Lema 4.2.1 Dado Q como em (4.17) e tomando E dado acima então

P ◦Q = ∂2
t − aI∂2

x +B∂x +R∂t + S

em que

B = diag(
Y (t, x)

a21

,
Z(t, x)

a12

), R = E − Ax + A1 + (coA1)
t

e S = P (E) + P ((coA1)
t − Ax).

De modo análogo ao lema anterior obtemos:
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Lema 4.2.2 Se

Q̃ = I∂t + A∂x + Ax + (coA1)
t + Ẽ

onde

Ẽ = −diag(∂ta12

a12

,
∂ta21

a21

),

então

Q̃ ◦ P = ∂2
t − ∂x(aI∂x) + B̃∂x + R̃∂t + S̃

com

B̃ = diag(
Z(t, x)

a12

,
Y (t, x)

a21

), R̃ = Ẽ + Ax + A1 + (coA1)
t, S̃ = Q̃(A1).

Demonstração: Note que ax = AxA + AAx e AA1 − (coA1)
tA = tr(AA1)I.

O restante da prova é similar ao lema anterior.

Assim obtemos:

Demonstração:(Teorema 4.1.3) Por (4.11) e pelos lemas 4.2.1 e 4.2.2 o

resultado segue do Teorema 2.2.1.

4.3 O resultado de Nishitani-Spagnolo

Assumindo que valham (4.1)-(4.2) e (4.6), suponhamos que além disso A e A1

sejam independentes de t, Φ(x) = 0 e que

A1(x) =

 δ1(x) β1(x)

β2(x) δ2(x)


No que segue, por simplicidade, assumiremos que os coeficientes das matrizes

A e A1 são C∞ com derivadas de todas as ordens limitadas em IR.

Exemplo 4.3.1 Consideremos o caso de sistemas simétricos

A(x) =

 a11 a12

a12 −a11

 .
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Assim temos que sob as hipóteses acima a(x) = −detA = a2
11+a

2
12 ≥ 0, a2

11 ≤ a

e a2
12 ≤ a. Como

tr(AA1) = a11(δ1 − δ2) + a12(β1 + β2)

segue que existe θ tal que

[tr(AA1)]
2 ≤ θa(x).

Dáı

αt[tr(AA1)]
2 ≤ θa(x), (4.18)

sendo esta justamente a desigualdade que se reduz a condição (4.11) do Teo-

rema 4.1.3, logo as conclusões do Teorema 4.1.3 valem.

Por outro lado T. Nishitani e S. Spagnolo (em [13]) assumiram que existe

uma constante M > 0 tal que

a12a21 ≥ 0, |a12(x)β2(x)| ≤M
√
a12(x)a21(x) e |a21(x)β1(x)| ≤M

√
a12(x)a21(x)

(4.19)

Usando o método de desigualdades de energia eles demonstraram (ver Teorema

5.1 de [13]):

Teorema 4.3.1 Se vale a condição (4.19) com A e A1 como acima, então o

problema de Cauchy (4.1)-(4.2) é bem posto em C∞.

Pela proposição seguinte e do Exemplo 4.3.2 veremos que (4.19) é mais

restritiva que a condição (4.18).

Proposição 4.3.1 (4.19) implica em (4.18).

Demonstração: Temos que

|tr(AA1)|2 = |a11(δ1 − δ2) + a12β2 + a21β1|2

≤ 3

2
[‖(δ1 − δ2)

2‖∞a2
11 + |a12β2|2 + |a21β1|2]
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Mas como a = a2
11 + a12a21 e a12(x)a21(x) ≥ 0 então a2

11 ≤ a2
11 + a12a21 = a.

Pelas duas últimas desigualdades de (4.19) obtemos que |tr(AA1)|2 ≤Ma(x),

do que segue (4.18).

A seguir apresentamos um exemplo em que as hipótese do Teorema 4.1.3

estão satisfeitas, logo o problema de Cauchy (4.1)-(4.1) é bem posto no sentido

de (2.8) mas não se verifica (4.19).

Exemplo 4.3.2 Seja b(x) uma função não-nula, de classe C∞ e com todas as

derivadas limitadas. Considere

A(x) =

 b(x) b(x)

−b(x) −b(x)


do que segue a(x) = −detA = 0. Tomemos A1(x) de modo que tr(AA1) = 0,

o que implica δ1 +β2 = β1 + δ2. Logo (4.18) se verifica. Entretanto a condição

(4.19) não vale, pois existe um x de modo que a12(x)a21(x) = −b2(x) < 0.
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