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Resumo

Neste trabalho obtemos condigoes suficientes, conhecidas como do tipo
Levi, para obtermos existéncia e unicidade de solugoes do problema de Cauchy
nao-caracteristico para sistemas lineares 2x2 do plano, fracamente hiperbdlicos.

No6s obtemos uma versao para uma classe de sistemas lineares 2 x 2 de
segunda ordem, desacoplados na parte principal, de um teorema de O. Oleinik
que considerou o caso de equagoes lineares escalares de segunda ordem, fraca-
mente hiperbdlicas.

Usando o teorema acima obtemos resultados para uma classe de sistemas

lineares 2 X 2 de primeira ordem.



Abstract

In this work we obtain sufficient conditions, which can be thought as a Levi
condition, under which we have existence and uniqueness of solutions of the
Cauchy problem for 2 x 2 weakly hyperbolic systems.

For a class of 2 x 2 linear systems of second order partial differential equa-
tions we obtain a version of a theorem for the scalar case due by O. Oleinik.

Using the above theorem we obtain the results for a class of 2 x 2 linear

systems of first order.
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Introducao

Estamos interessados em determinar quando um problema é bem posto no
sentido de J. Hadamard, isto é, a solucao existe, é unicamente determinada, e
além disso, dependa continuamente nos dados para escolha apropriada de nor-
mas. Em muitas situacoes pode existir solucao , ela ser tinica, mas o problema
nao é bem posto. Isto é ilustrado pelo classico exemplo de J. Hadamard (ver

[5]) para o problema de Cauchy da equacao de Laplace
Ugg + Uyy =0

com dados iniciais
u(z,0) =0, uy(x,0) = f(x),

para o qual existe solucao quando f é analitica; e tal solucao é analitica. Mas se

3 cos(nw) sinh(ny) é solugio. Entretanto,

f(x) = n"2cos(nx) temos que u = n~
apesar de f e sua derivada tender para zero quando n — o0, a solugao u — oo
quandon — ocosex =0ey # 0.

Muito se sabe no caso de equacoes escalares, alguns dos resultados mais
gerais foram obtidos nas iltimas trés décadas do século passado. J& para

sistemas de equacgoes diferenciais parciais, o desenvolvimento das questoes de

existéncia, unicidade e dependéncia continua nos dados iniciais do problema



se encontra defasado com os avangos do caso escalar. Como exemplo do que
se conhece, explicitamos os seguintes resultados:
Consideramos sistemas lineares da forma
n
L=10,-Y Aj(x,t)d,, + Ao(a,1), (1)
j=1
em que A;(z,t), j = 0,1,...n, s@o matrizes m x m com entradas suaves em
R"x] =T, T[,T > 0. Sabemos que, mesmo no caso em que as matrizes A’s,
0 < j < n, terem entradas constantes, uma condi¢ao necessaria para o pro-

blema de Cauchy
Lu = f, uli—o = ¢(x) (2)

ser C'™° bem posto é que os autovalores da matriz
A, t,6) =D A, )¢
j=1

sejam reais. Tal resultado é conhecido como Teorema de Lax-Mizohata (ver
Chazarain-Piriou ([1]) ou F. Treves ([16])).
Nestas condigoes o sistema (1) é chamado fracamente hiperbélico(ou hiperbélico).

Se os autovalores de A(z,t,£),0 # & € IR" sao reais e distintos o sistema (1)
é chamado estritamente hiperbélico. O problema de Cauchy (2) para sistemas
estritamente hiperbdlicos é bem posto nos espagos de fungoes apropriados.(ver
[1] ou [16]).

A caracterizacgao dos sistemas lineares analiticos 2 x 2 fracamente hiperbolicos
de primeira ordem no plano cujo problema de Cauchy nao-caracteristico é bem
posto s6 em 1999 foi completado, devido aos esforgos de T. Nishitani ( veja
[12]). Este resultado depende dos termos de ordem zero do sistema.

Neste trabalho obtemos condicoes suficientes para que o problema de Cauchy

nao-caracteristico seja bem posto para sistemas lineares 2 x 2 fracamente



hiperbélicos de primeira ordem do plano no caso dos coeficientes do sistema e
suas derivadas até uma certa ordem sejam limitados. Os resultados seguem de
uma versao para sistemas no plano por noés obtida, denotado Teorema 2.2.1, de
um teorema de O. Oleinik (veja Teorema 2.1.1), neste tltimo se considerou o
caso de equacoes lineares escalares de segunda ordem fracamente hiperbélicas.

Este trabalho ¢ organizado do seguinte modo:

No primeiro capitulo apresentaremos algumas defini¢oes, notacoes e resul-
tados utilizados ao longo deste trabalho. Apresentamos uma demonstragao
da cléssica desigualdade de G. Glaeser ([4]), seguindo as linhas da encontrada
em Oleinik-Radkevic(ver [15]). A titulo de informacao enunciaremos também
duas versoes mais gerais desta desigualdade, uma para formas quadraticas
nao-negativas(ver [15]), e a outra que é devida a Nishitani-Spagnolo( ver [13]).

Na primeira se¢ao do segundo capitulo enunciamos o resultado de O. Oleinik.
Na Secao 2.2 enunciamos nossa extensao do teorema de Oleinik, a saber o Teo-
rema 2.2.1, que trata de sistemas 2x2 de segunda ordem fracamente hiperbélico
no plano desacoplado na parte principal. Dai obtemos como conseqiiéncia do
Teorema 2.2.1 um resultado de existéncia e unicidade de solugoes andlogo a
um teorema devido a Colombini e Spagnolo( veja [2]). Comentamos ainda
um resultado de nao-unicidade, andlogo ao de [2], que segue também pelos
teoremas devido a S. Nakane (veja [10] e [11]). Na Sec¢ao 2.3 iniciaremos a
demonstragao do Teorema 2.2.1; nesta primeira etapa também como em ([14]),
vamos regularizar os dados e perturbar o sistema original de modo a torna-lo
estritamente hiperbdlico. Finalmente concluimos este capitulo enunciando um
lema bésico(Lema 2.3.2).

O primeiro objetivo do terceiro capitulo é demonstrar o lema basico. Antes

de faze-lo, demonstraremos algumas desigualdades gerais que aparecerao ao



longo da demonstragao do Lema 2.3.2; isto sera feito nas secoes 3.1, 3.2 e
3.3. Finalmente na secao 3.4, além da demonstracao do Lema 2.3.2, via um
processo ao limite obtemos a demonstracao do Teorema 2.2.1.

Finalmente no quarto capitulo, consideraremos sistemas 2x2 de primeira
ordem nao-caracteristicos fracamente hiperbdlicos a duas varidveis indepen-
dentes. Para tal classe de sistemas obtemos trées resultados que sao enunciados
na Segao 4.1: No Teorema 4.1.1 obtemos condigoes suficientes para que a
solugdo, caso exista, do Problema de Cauchy (4.1) — (4.2) seja tinica. No Teo-
rema 4.1.2 obtemos um resultado de existéncia de solucoes e com a hipdtese
adicional (4.10), no Teorema 4.1.3 obtemos condigoes suficientes para termos
existéncia e unicidade de solucoes.

Na Secao 4.2 demonstraremos os trés resultados acima citados. A técnica
principal de demonstracao consiste em compor a direita ou (e) a esquerda o
operador P de (4.1) por um outro de primeira ordem de modo a obter um
operador de ordem dois nas condig¢oes do Teorema 2.2.1.

Na Segao 4.3 vamos considerar o caso em que a matriz A na equagao (4.1) sé
dependa da variavel espacial. Usando a técnica descrita acima demonstraremos
que o problema de Cauchy (4.1)-(4.2) é bem posto no sentido das normas dadas
em (2.8). Tal resultado é andlogo ao Teorema 5.1 de Nishitani e Spagnolo
( [13]) sob hipdteses mais fracas.

Agradecimentos: O autor expressa sua gratitude ao seu orientador de
doutorado Professor José Ruidival dos Santos Filho. Também agradece aos
Professores A. Bergamasco, F. Colombini, J. Hounie, C. Kondo, N. Lerner e

S. Spagnolo pelas valiosas conversas sobre este trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos defini¢oes, notagoes e resultados que serao
utilizados neste trabalho. Daremos referéncias para os resultados cujas de-

monstragoes sao omitidas.

1.1 Notacoes e Definicoes

Seja 2 um aberto do R™, um sistema de equacoes diferenciais parciais linear
) 3

de ordem m em () é dado por

Lu = Z A Obu=f (1.1)

|| <m

em que « = (o, ..., ,) uma n-upla de inteiros nao negativos, dy = 9g7...05",
A, s sao matrizes quadradas N x N, com u e f sao vetores colunas com N
componentes, f e Al s fungoes reais de classe C* de variavel independente x.

Para o sistema (1.1) um problema de Cauchy consiste em encontrar solugao

de (1.1) com dados prescritos numa hiper-superficie ¥ C Q de classe C*° tal



que

8%u(x):uj(x),0§j§m—1eer,

em que 1 é um vetor unitario normal a >. Em geral para garantir existéncia
e unicidade de solugoes é necessario assumir que > seja nao-caracteristica em
respeito a L. Diz-se que X é nao-caracteristica com respeito a este operador se o
simbolo principal nao se anula nos co-vetores nao-nulos da variedade conormal
de ¥. Mostra-se que a nogao de uma hiper-superficie ser nao-caracteristica
com respeito a L é invariante por mudanca de variaveis.

Como no que segue estaremos considerando ¥ = {z,, = 0}, neste caso X

serd nao-caracteristica com respeito a L e aos dados prescritos se

det(Aa-) 2 0,

1.2 Resultados Basicos de Espacos de Funcgoes

Nesta secao apresentamos alguns resultados basicos dos espagos de fungoes

utilizados neste trabalho.

Definicao 1.2.1 Seja s um nidmero real. Denotamos por H*(IR") ou sim-
plesmente por H®, o subespaco das u € S'(IR") cuja transformada de Fourier

Ge Ll (R e

loc
[ulls = [(270_"/(1 +[EP)’1ae)Pdg)? < oo (1.2)

Observacao 1.2.1 Como H?® é um espaco de Hilbert, ele é um espaco reflexi-
vo, e portanto pelo Teorema de Banach-Alaoglu tem a propriedade de que toda

seqiiéncia limitada em H® possui subseqiiéncia fracamente convergente.



Se K CC IR" é um compacto, empregamos a notacao
H*(K)=H°N¢&(K),

em que &'(K) é o espago das distribui¢oes suportadas em K. A seguir veremos

uma forma do Lema de Rellich (Ver J. Hounie [6]).
Lema 1.2.1 Seja K um compacto de IR", t < s, entao a inclusao
H*(K) C H'

¢ compacta.
Na prova deste lema vamos usar a seguinte desigualdade de Peetre.
Lema 1.2.2 Seja s € R, entao

(L4 )™ < 2P0+ [ = n)HA + (€))7, &n e R™
Demonstracao: Se s < 0

I+ )™ < A+ (€=nl+ D7) < A+ 20—+ 20"
< 2 AHfE =P+ EP) T S 27+ €= nlP) T+ €))7
Por outro lado, para s > 0 basta inverter os papéis de & e 7, isto é,
(146" <221 + [ = nl*)* (1 + ")

Logo

(L+[n?)" <2°(L+ [ =) (L+]¢°) "

Agora demonstraremos o lema de Rellich.
Demonstragao:(Lema 1.2.1) Devemos provar que a bola unitaria de

H*(K) é um conjunto relativamente compacto de H*. Seja (u;) uma sequéncia



em H*(K) , ||luglls < 1. Se ¢ € C°(IR") é igual a 1 numa vizinhanga de K,

entao up = ¢uy. Dal pela transformada de Fourier temos

() = 2m) e xu(l)
— @0 / 3¢ — myatn)dn.

s/2

Multiplicando e dividindo o integrando por (1+ |n|*)¥/? e aplicando a desigual-

dade de Schwarz obtemos

|u (&) = (27T)‘”[/ [G(& = mIP(L+ )~ dn]*uxll, < C(L+ [€%) 7

sendo que usamos a desigualdade de Peetre. Isto mostra que (u(§)) é uni-
formemente limitada em compactos. Ainda,

-~

Djuy(§) = (2m) 7" D;¢ * uk(§),

donde um raciocinio andlogo mostra que (D;uy(§)),7 = 1,...,n é uniforme-
mente limitado sobre compactos. Logo, pelo teorema do Valor Médio obtemos
que (Uy) é uniformemente equicontinua sobre compactos do IR". Pelo teorema
de Arzela-Ascoli podemos escolher uma subseqiiéncia , ainda denotada por
(), que converge uniformemente sobre compactos. Vejamos que, de fato,

() converge em H'. Com efeito, com du; = (2m)~"(1 + [£]?)td¢
o=l < [ O~ ORI

o |§,z)<t-s>/2[A|>R (6) — B (©)2(1 + [€[2)"de] 2

[€>R
Dado ¢ > 0 podemos tomar R suficientemente grande para que a segunda
parcela do membro direito seja menor que € e depois escolher indice ng =
no(R,€) de modo que a primeira parcela seja menor que € quando k,j > no,
o que é possivel pela convergéncia uniforme de u; em {|¢| < R}. Isto mostra

que u; é de Cauchy em L*(du) e (uy) é convergente em H'. ]



1.3 Desigualdade de Glaeser

Nesta se¢ao faremos uma demonstracao da classica desigualdade de Glaeser
([4]), seguindo as linhas da encontrada em Oleinik-Radkevic( ver [15]). Também
enunciaremos duas versoes mais gerais desta desigualdade, uma para formas
quadréticas nao-negativas(ver [15]), e a outra que é devida a Nishitani-Spagnolo

( ver [13]).
Teorema 1.3.1 Seja f € C*(R), f(x) >0 e f"(x) < M em R. Entdo
|f'(2)] < V2M A/ f(2).

Demonstracao: Suponhamos por absurdo que a desigualdade nao vale em
Zp; assim

f*(x0) > 2M f(xo), f(wo) # 0. (1.3)

Considere o ponto Ty = xg — 2f(z0)/f'(x0). Pela férmula de Taylor de f até

ordem dois em zy temos

F(E0) = F(a0) + (o) (<2 (a0)/ f (x0) + L (=2 )/ ' (a0))?

_ f(l‘o) " (14)
Por (1.3) temos que
f(xo) " f(iEo) "
2f'2(x0)f (&) < 25 () sup | /] < 1.
Segue de (1.4) que f(Zy) < 0 o que contradiz a hipétese de f(x) > 0. |

Observacao 1.3.1 No sequinte exemplo veremos que o resultado anterior nao
vale para fungoes definidas em intervalos limitados. Considere f(t) = t,
t € [0,T). Temos que f satisfaz as hipdteses de teorema mas |f'(0)] = 1

> C+/f(0) =0, donde nao vale a conclusio do teorema.
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Teorema 1.3.2 Seja) 7, a ()€€ > 0 e suponhamos que a™ € Ca)(IR™).
Entdo para todo v € Co)(IR™)

Z a, kaxj <M Z akjvx e Vzaz;; VP =1,....,m

k,j=1 s,k,j=1
em que M depende somente de 9%a*?, |a| = 2. Aqui Cyy € a classe das fungies

com derivadas até ordem k limitadas em IR™.

Para uma demonstracao ver ([15]).

Se tomarmos f = ab no Teorema 1.3.1, podemos estimar a soma a’b + ab’,
mas o resultado nao garante que a estimativa vale para apenas um dos termos
da soma. Entretanto, o préximo teorema garante que podemos obter uma

estimativa analoga para cada um dos termos da soma.

Teorema 1.3.3 Seja f,g € C*(IR). Assuma que fU)(z),¢")(x), j = 0,1,2,
sao limitadas em IR, e

f(z)g(z) > 0,Vx € RR.

Entao

|f(@)d' (@)1 f (x)g(x)| < M/ f(x)g(x), Vo € R

em que M é uma constante dependendo do sup{|fY) (z)|+|gY(z)],z € R,j =

0,1,2}.

Para uma demonstracao ver ([13]).



Capitulo 2

Uma Versao do Teorema de

Oleinik: Resultados

Neste capitulo enunciaremos uma versao no plano por nés obtida de um
teorema de O. Oleinik (Teorema 2.1.1), que trata de sistemas 2 x 2 de segunda
ordem, fracamente hiperbdlicos, desacoplados na parte principal.

Na secao 2.1 vamos enunciar o resultado de O. Oleinik.

Na secao 2.2 estabelecemos notacoes e enunciamos o Teorema 2.2.1, e encer-
ramos a se¢ao fazendo algumas observagoes e conseqiiéncias do teorema.

Na secgao 2.3, comecaremos a demonstragao do Teorema 2.2.1; nesta primeira
etapa também como em ([14]), vamos regularizar os dados e perturbar o sis-
tema original de modo a torna-lo estritamente hiperbdlico. Finalmente con-
cluimos este capitulo enunciando um lema bésico(Lema 2.3.2); sua demons-

tracao se encontra no Capitulo 3, o qual sera utilizado na prova do teorema.
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2.1 Resultado de O. Oleinik

Consideremos o problema de Cauchy no dominio G = {0 <t < T,z € R™}
para a equagao
Ot — Z Oy, (@ (z,1)0p,u) + sz x, )0z, u + c(z, )0 + d(z, t)u = f(2.1)
1<i,j<m 1<i<m

com a condi¢ao inicial

uli—o = (), Ut|t:0 = ¢($)7 (2.2)

em que Zzljzl a;j(t,x)&€ > 0 em G para todo € = (1, ..., &y ). Uma equagao
na forma (2.1) nestas condigoes é do tipo fracamente hiperbdlica. ( Lembramos
que, no caso, hiperbdlico significa que em 7, p(z,t,&,7) = 72 — a(x,t)€E? tem
raizes reais e distintas)

Vamos introduzir as seguintes notacoes:

G.={0<t<7,2cR™}, () 0)er = ppd,
-

[u, v]e, :/ wvdtdez,

lallrae = { D (8,00u, 0,00 u)ir }'/2,

p+I<k

)
lullew = { / lull2do} 2,
0

[ullrgn =4 Z (8i@fu,8iafu)t:T}l/2,

p<q, p+I<k
il an = (| Tl o}

Por H*(G) denotamos o completamento com respeito & norma ||ulg,., do
espago das fungdes C*°((G) com suporte compacto em .

Vamos assumir alguma regularidade para os dados. Seja k > 2 e p > —1:
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1) As derivadas 019/ de a,d,,a", V', ¢, d;c e d sdo limitadas em G para [+ p <
k—2eparap=0,1<k.

2) As derivadas 9L0f de a¥,0,,a” b’ c,d, com p<pep+I<p+k+2 sio
limitadas em ¢t = 0. Além disto, as derivadas 9.0/ destas mesmas funcoes,
com p <p+1el <k, sao limitadas para 0 <t <.

3) f,® e ¥ tem suporte compacto na varidvel z.

Temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1 Assuma que os coeficientes de (2.1) satisfazem
ta(t) Z (&) <0 Z a’&&; + Z dra &, (2.3)
1<i<m 1<i,j<m 1<i,j<m
em G para todo &. Entdo existe uma tinica solugcdo u € H*(G) do problema de

Cauchy (2.1)-(2.2) e a estimativa vale para quase todo ponto 0 < 7 < T

lull? < Mi{lloN6ukspra + 1016k 4pes + 110k + 1172

+ ) I ppira—p + % 12 aiper ) (2.4)

0<o<tg
p<p

se as normas de f,¢,% no lado direito de (2.4) sao finitas. Aqui 6 € uma
constante, a(t) = a1X[o4] + Q2X[to,1], €M que to, a1, 00 > 0 com to < T uma

constante suficientemente pequena e % > (2p + 6)~!, e My é uma constante

dependendo dos coeficientes do sistema (2.1) e de suas derivadas indicadas

acima.

Para uma demonstragao ver ([14]) ou ([15]).

2.2 Resultados para Sistemas

Consideraremos o problema de Cauchy nao-caracteristico

LU = 102U — 8,(ald,U) + BO,U + CO,U + DU = f (2.5)
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U|t:0 - CI), Ut‘t:O - \1[7 (26)

em G ={0 <t <T,ze R} Aqui B(z,t) = (bij(z,1)), C(z,t) = (cij(z,1))
e D(z,t) = (dij(z,t)) s@o matrizes 2 x 2 a valores reais, com a(z,t) > 0, e
Ulz,t) = (ui(z,t), ua(x, 1)), flz,t) = (f(z,1), falx,1)), D(x) = (d1(), P2(x))
e U(z) = (Y1(z),a(x)) sdo fungdes vetoriais. Um sistema da forma (2.5)
nestas condicoes é do tipo fracamente hiperbdlico, no sentido que este pode
ser transformado num sistema de primeira ordem fracamente hiperbdlico.

( Para sistemas de primeira ordem veja defini¢do dada no Capitulo 4)

Como no caso escalar introduzimos as seguintes notagoes:

G,={0<t<T1,2€ R}, (D,V)—, = / [p1901 + Potps)d,
R

U, V], = / [uyv1 + ugvo)dtde,

Por H*(G,IR?) denotamos o completamento com respeito a norma ||U|| gk,
do espago das fungdes C*°((G) com suporte compacto em .

Nosso objetivo ¢é obter condigoes suficientes para que o problema de Cauchy
(2.5)-(2.6) seja bem posto. Esta serd uma versdo para sistemas no plano da
forma (2.5) do Teorema 2.1.1.

Para os dados assumiremos alguma regularidade. Seja k > 2ep > —1:

1) As derivadas 9L0! de a,0,a, B, C,0,C, D, sao limitadas em G para [ + p <
k—2eparap=0,1<k.

2) As derivadas 0L9¢ de a,0,a,B,C,D, com p <pep+I1<p+k+2, sao
limitadas em ¢t = 0. Além disto, as derivadas 9.0/ destas mesmas fungoes,
com p < p+1el <k, sao limitadas para 0 <t < .

3) f,® e U tem suporte compacto na variavel x.

Temos o seguinte teorema:
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Teorema 2.2.1 Assuma que além das hipdteses acima os coeficientes de (2.5)
satisfagam

ta(t)((b11)2 + (b12>2) S fa + 8ta,

ta(t)((ba2)? + (b21)?) < a + dsa.

(2.7)

Entdo existe uma tnica solugio U € H*(G,IR?) do problema de Cauchy (2.5)-

(2.6) e a sequinte estimativa vale para quase todo ponto 7,0 <7 <T

1012 < MRyt + s+ 1120+ s

+ ) I pprnra—p + 08X 12t spe (2.8)

0<o<tg
p<p

se as normas de f, P,V no lado direito de (2.8) sao finitas. Aqui 6 € uma
constante, a(t) = o1 Xjo] + Q2X[to,1], €M que o, q, 0 > 0 com tg < T uma
constante suficientemente pequena e G > (2p + 6)~', e My € uma constante
dependendo dos coeficientes do sistema (2.5) e de suas derivadas indicadas

acima.

Observacao 2.2.1 Fazendo uma inspecao na demonstracao do teorema aci-
ma, se na condi¢ao (2.7) substituirmos b;; por |b;j| e com as devidas modifi-
cagoes nas normas em (2.8) temos que o resultado continua vdlido no caso das

matrizes B, C' e D terem entradas complexas.

Observagao 2.2.2 Sek > 5 + 1, pelo lema de Sobolev H* C C". Logo, para

n = 2, se k > 3, entdo existe solugdo cldssica do problema de Cauchy (2.5)-

(2.6).

Observacao 2.2.3 A partir da condi¢ao (2.7) do Teorema 2.2.1 seque que
se a(xg,tg) = 0, entdo a(xg,t) = 0;Vt < to. De fato, por (2.7) temos que
Oa + O,a > 0, logo integrando em s de t (para cada 0 <t < tg) a ty a fungdo

Dsla(z, s)e?] obtemos a afirmagado.



16

Analogamente as conclusoes obtidas por Colombini e Spagnolo([2]) a partir
do Teorema 1 de Oleinik ([14]), temos como consequéncia do Teorema 2.2.1

um resultado de existéncia e unicidade de solucoes.

Corolério 2.2.1 Se os dados do problema (2.5)-(2.6) sdo suficientemente re-

gulares e

a¥(0) # 0 for some j < 2, (2.9)

em que, em (2.5), a = a(t), entdo existe uma tunica solucio U € H*(G,R?)

do problema de Cauchy (2.5)-(2.6) numa vizinhan¢a de t = 0.

Demonstragao: Vamos supor que a € C? numa vizinhanca de t = 0. Nos
provaremos somente uma das desigualdades de (2.7), pois a outra segue de

modo anélogo. Considere

gla,t) = Ga(t) +a'(t) — at(bi + by)

> fa(t) +a (1) — at|[b}; + blallw = A(t).

Temos que h(0) = 0a(0) + a'(0) > 0 se a(0) # 0 ou a (0) # 0, pois a > 0.
Logo, pela continuidade de h, g > h > 0 numa vizinhanca de ¢ = 0.

Se a(0) =0 =a'(0) e a (0) # 0, entdo a” (0) > 0, desde que a > 0. Neste
caso, h(0) = 0 e h'(0) = a"(0) — a|[b?, + b2|lee. Se |[bZ, + b2,]loc = 0, entdo

g > h > 0 numa vizinhanca de ¢ = 0, pois A'(0) > 0. Se [|b?, + bly|loc > O,

entao tome 0 < a < L a+£0)|| e logo h'(0) > 0. Portanto, g > h > 0 numa
11 121100
vizinhanga de t = 0. 1

No6s diremos que um operador diferencial tem a propriedade de unicidade
forte se todo operador com a mesma parte principal tem unicidade de solucao.
Nos préximos dois coroldrios, suporemos que em (2.5) as matrizes B, C

e D sao diagonais. Nestas condigoes, temos um resultado de nao-unicidade
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andlogo ao de [2] que segue também pelos teoremas devido a S. Nakane(veja

10] e [11])

Coroldrio 2.2.2 Se a = a(t) tem um zero finito de ordem k > 3 em t = 0,
entiao o problema de Cauchy (2.5)-(2.6) nao tem a propriedade de unicidade

forte.
A partir dos dois corolarios acima temos:

Corolario 2.2.3 O sistema (2.5) com a = a(t) tem a propriedade de unicidade

forte se, e somente se, a condigcdo (2.9) se verifica numa vizinhanca de t = 0.

2.3 Sistemas Estritamente Hiperbdlicos

Nesta se¢ao regularizaremos os dados do problema (2.5)-(2.6). Entao faremos
uma perturbagao do sistema (2.5) de modo a torna-la estritamente hiperbdlico.
Finalmente enunciamos uma desigualdade basica para o problema estritamente
hiperbdlico. Esta estratégia segue andloga ao trabalho de Oleinik([14]). Para

isto, consideremos as seguintes duas etapas:

Etapa 1

Sejam 0 < ¢, ¢ € Cg°(IR) tal que

/go(x)dx = 1,/95(0)d0 =1 e supp(p) C [—1,1], supp(p) C [0,1].

Com € > 0 consideremos as fungoes ¢ (z) = ¢ 'p(z/e) e ¢ (r) = e '@(z/e) e

introduzimos os seguintes operadores de regularizacao

Plo](x,1) = /]R el — y)o(y, t)dy,

@me:/¢w=wam@ﬂm.

R
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Agora nos consideraremos as seguintes funcoes:

gbg = P€[¢j], @ng = Pe[wj]’ fe] = Qe[fj]:
ac = Qcla], b7 = Qclbij], ¥ = Qcleij], d¥ = Qcldy).

(2.10)

a) Estas fungoes estao bem definidas em G = {0 <t <T — ¢,z € R}. De

fato, se v estd definida em G, entao

e = [ [ Doty ryaydr
= /01 /_11 P(o)p(z)v(x — €z, t + eo)dzdo,

esta definida para 0 <t+eo < T, eportantot+e¢ <T e 0 < t.

b) As funges em (2.10) tem as seguintes regularidades: 1) Como ¢; €
HF+PH ¢ op; € H¥PF3 ambas com suporte compacto, entao ¢/, 17 € C5°(GE).
2) Também || f||3 .0, < 00, entao f; € L*([0,T], H*(R)) C L},.(G). Como f

tem suporte compacto em z, logo f. € C°°(G*) e tem suporte compacto em x.
3) Por hipétese a, bi;, ¢, di; € L=(G) C L, .(G), entdo ac, b, ¢, d9 € C>(GF).
As derivadas da forma a;af de a., 0,a., B, C,, 0,C,, D,, sao limitadas em G,
istoparal+p < k—2 esep=0,1 <k Além disso as derivadas da forma
0Lo¢ de ac,dpac, Be,Ce, D, com p < pep+1<p+k+2sio limitadas em
t = 0, e as derivadas da forma 9.9/, destas mesmas fungoes, com p < p + 1,
I <k, s@o limitadas para 0 <t < ;. 5) E claro que se a > 0, entao a. > 0.

Etapa 2

Se a condigao (2.7) é satisfeita, entdo as desigualdades

at((b)? + (b)?) < ba, + Oa.,

at((b2)? + (b21)?) < fa. + .. (2.11)

valem em G°. De fato, aplicando o operador (). no lado esquerdo e no lado
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direito das desigualdades (2.7) obtemos
Qclathy] + Qclathiy] < 0Q[a] + Qc[0,a]

Qclatbdy] + Qclathyy] < 0Qc[a] + Qc[Oeal.

Mas pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e com t € [0, ¢

art(69)? = art(Quby))? = aut / / Ge(r — pula — y)byy(y, 7)dydr)?
/ /soe ) ee(x — y)onthy;(y, 7)dydr).1

/ / )(t + €o)on b (x — ez, t + eo)dzdo = Qc[arth;].
Obtemos desigualdade andloga para t € [ty,T — €. Ainda,
cla(z,t) / / (2)0wa(x—ez, t+eo)dzdo = 0,Qc[al(x,t) = Oac(z,1),

e portanto a condigao (2.11) esta satisfeita para t < T —e.

Antes de enunciarmos o lema basico, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.3.1 FEuzistem €1,€e2 > 0 de modo que o sistema

€1 0

L.= 10} — 0% — 0p(a10,) + B0, + C.0, + D, (2.12)

0 €9

¢ estritamente hiperbdlico em G* = {0 <t < T — €,z € R}.

Demonstragao: O sistema acima é estritamente hiperbdlico se este puder ser
transformado num sistema de primeira ordem estritamente hiperbélico. Com

A1 € Ay numeros reais a serem escolhidos, podemos escrever

Uy A 0 O 0 0 0 n

Us 0 X O 0 0 0 Us
5 Ovq _ 0 0 0 a+e O 0 5, Ovuq
Ox U 0 0 1 0 0 0 Ox U
Oyus 0 0 O 0 0 ac+ e Oyus

Opta 0 0 0 0 1 0 Opta
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0 0 1 —>\1 0 0 Ui
0 0 0 0 1 —>\2 U9
—dil —d? —Cil OpQc — bil —022 —biz Ostq
+
0 0 0 0 0 0 Oy
S a2 P = G- b2 || O
0 0 0 0 0 0 O Us

Aqui os autovalores da matriz

A0 0 0 0 0
0 X O 0 0 0
0 0 0 ac+e O 0
0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 ac+e

0 0 O 0 1 0

sao Aj, *y/ac + €5, j=1,2. Se tomarmos €; = € # § = € e constantes
A1 # Ao reais e distintos de forma que Ay, Ay ¢ imagem{+./a. + €}, segue a
afirmacao. |

Para o problema regularizado e estritamente hiperboélico temos:
Lema 2.3.2 Seja U (z,t) solugao do problema de Cauchy

LU, = f, (2.13)

Ucli=o = (), 0iUc|i=0 = V(). (2.14)
em G¢ ={0 <t <T—¢x € R}. Entio para 0 < 7 < T — € a sequinte
desigualdade é satisfeita

HUGHE,k: S MQ{H(I)E’|(2);k+p+4 + H\DEH(z);k—i-p—i-S + HfﬁuéT;O,k + Hf6H72';k—2

) el p iy + max [ fldprpipa}e (2:15)

0<o<tg
p<p
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Antes de fazermos a longa prova deste teorema no préximo capitulo, facamos

duas observacoes.

Observagao 2.3.1 Aqui My é uma constante independente de € > 0 depen-
dendo do mddulo mdzimo em G° das derivadas da forma OLO¢ de ac,d,a.,
B, C.,00C, D, l+p < k-2 esep=0,1<k, k>2 Além dis-
so, depende das derivadas da forma 0L0¢ de ac,Oyac, Be,Ce, D, com p < p e
p+l<p+k+2emt=0, e das derivadas da forma 0.0/, destas mesmas

funcgoes, com p <p+ 1,1 <k, para 0 <t <t.

Observagao 2.3.2 Do fato de ®.,V,, f. terem suporte compacto em x e o
sistema ser estritamente hiperbolico, o mesmo ocorre para U.. Mais precisa-
mente, existe R > 0 tal que S(U.) C {(z,%);]z| < R, t € [0,T]},Ve < 1. De
fato, como existe r > 0 tal que S(P.), S(V.),S(fc(.,t)) C{z,|z| <7}, Ve <1
eVt € [0,T], consideremos as curvas caracteristicas (z§(t),t) e (x5(t),t) dadas

por

€
dz§

at Vae(z5(t),t) + e x50) =7,

€
dzs,

i = Vel 0t a50) = -

Desde que a.,0za. € L®(G) [ C>, temos que existem unicas solugoes x§ e x$§
definidas para todo 0 <t < T. Ainda, como \/a. + € < M,Ve < 1, temos que

|25(t)| <7 +TM, para todo 0 <t <T, j=1,2, o que implica a afirmagdo.



Capitulo 3

Estimativa das solucoes do
problema Estritamente

Hiperbdlico

Ao invés de provarmos estimativas diretamente para as solugoes U, do pro-
blema de Cauchy (2.13) — (2.14), vamos considerar a expansao de Taylor de

U.até ordem p+2emt =0

£ 2 s
vV, = (I)€+\I/€t+§8tUe|t:0+ S (p+2)‘8f Uelio, (3.1)

e provaremos estimativas para a fungdo U = U. — V. Na equagdo (3.1) as

derivadas de U, em t = 0 sdo obtidas a partir da equagao (2.13) e por derivadas
com respeito a t da mesma, e usando ainda os dados iniciais (2.14). Por indugao
podemos provar que V, depende das derivadas 0.9/ de a, d,a, Be, C., D, f.,
com |+ p < p, em t = 0, e das derivadas 9. de ®. e ¥, com | < p+2e
[ < p+ 1, respectivamente.

Aplicando o operador L, em U obtemos

L(U) = f. = L(V;) = F(a.1). (3.2)
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Temos que 0,5(j).7:(a:,t)|t:0 =0, 0 < j < p. De fato, pela expansao de Taylor
até a ordem p+ 3 em t = 0 de U, temos
0
Udz,t) = i Wﬂ' +O(tP+3).
Logo
U=U.—V,=0""),
0 que prova a afirmacao.

Com U = (uy,us), facamos

W = (wy,ws) = (/ ul(m,a)da,/ us(x,0)do).
t t
Multiplicando (3.2) por We? e integrando em G, obtemos
L (U), Weq, = [F,Wes.. (3.3)

Estamos interessados em estimar as derivadas 9L0YU, | + p < k. Nas secoes
3.1,3.2 e 3.3 estimares U, OLU, | < k e 0L0/U, para [+ p < k, respectivamente.
Finalmente, na se¢ao 3.4 provaremos o Lema 2.3.2. Também o Teorema

2.2.1 sera provado utilizando o Lema 2.3.2.

3.1 Estimativas para U
Lema 3.1.1 Para 0 <7 <ty temos que
(V.U < My O F2 (3.4)

em que M3 € uma constante uniforme em € dependendo de 0,B., C., 0,C., D,

ety. Aqui
2
1 1
1FI2 0 =D max OV F;, 0PV F)) e

0<o<ty
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Demonstracao: A demonstracao do lema serd feita em trés etapas. Nas duas
primeiras etapas estimaremos os lados esquerdo e direito de (3.3), respectiva-
mente. Na terceira etapa provaremos a estimativa (3.4), usando o lema de
Gronwall .
Etapa 1

Usando integracao por partes nos escreveremos cada termo do lado esquer-
do de (3.3) de modo que possua a menor ordem de derivagao possivel. Para
tal, usaremos o fato de 8§p)uj|t:0 =0;Vp < p+2 wi(zr,7) =0ede u; e w
terem suporte compacto em x para j = 1,2. Com 0 < ¢t < t; obtemos as
seguintes igualdades:

1 3
[OXU,We o = (U, U™ —, + [Ue”,0°W — Z0U]q.,
2 2

€

“wila, = —5(3#0;‘7 " Opw;)1—o — %[aij, 0e” d,wjla, ,

2
[Ejaacuj7 €

1 1
[ax(ast)a Weet]GT = _§(Wx> aeW:c)|t:0 - §[Wxa (9(15 + 8tae>Wx€9t]G’-,—-

Obtemos ainda que

2
(COU WMo, =3 [u;, e u; — d,(cF e ywjle,
1

+]ua, ciQeetul — 8t(ci269t)w1](;7 + [uq, cfleetuz - at(cfleet)wg]GT.

Por definicao

2
[B.0,U, W = Z[bﬁj&ﬂuj, wie|q, + [bP20pug, w1,
1
+ 02 0y, wee™ g, . (3.5)

Os dois primeiros termos do lado direito de (3.5) satisfazem

07 0puy, wie™G, | < Mym?[uj, t ™ ue™)q, + $afthi0,w;, b O,w e q,

+i[uj,t_1ujeet]gf, (3.6)
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em que My é uma constante dependendo do maxg, |0, B.|. De fato, fazendo

u = u;, w=w;, b= >0 e integrando por partes em z obtemos

[, we g /{ubwe los(u) — / w0, (bwe’)dx}dt
—[ud,b, we® g, — [bOyw, ue®q, .

Mas como zy < %(OzCCQ + in) segue que

Mol =| (ta)l/waxe%ue% (ta)~Y2dadt|

G-

1
< 5/ tab?w?e’ + (ta) tu*e drdt
G-

1 1
— éa[tbwm, bw.e®q. + %[u, t ue’

|[bw,, ue

G-

Por outro lado,

|/ u(z, )by (2, t) e w(x, t)dt| = |/ u(z, )by (x,t)e? / u(z, o)dodt|

= | / / u(x,t)(—)lﬂee“z")u(x,@(-)V%%")bxdtda!
o Jo t o

1 T ag
< 5/ / u?(z, ) ot b, | + u?(x, 0)to el |b, |dtdo
o Jo

< Myr? / w?(x, t)t el dt.
0

Logo segue a desigualdade (3.6). Quanto aos termos mistos em (3.5) provare-

mos as desigualdades:

1 1
(6210, u1, wae® ], < Ea[tbzl&cwg, b2 0, wee e, + 2—[u1,t_1u169t]GT

1
+§[u1,8m(b21)2u16 ]GT+M5T [uz,t Uge ]GT, (3.7)

1 1
(6120, u9, w1, < Ea[tbizamwl, b2 0,wie"q, + 2—[u2,t_1u269t]GT
1
+§[u2,(8$b22) use®™ g, + Mg [ug, t ture”)q,. (3.8)
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De fato, como U tem suporte compacto em x, integragao por partes em x

produz

[bzlﬁxul,wgeet]@ = —/ ulax(bflwg)eatdxdt.
G

Usando a desigualdade elementar para nimeros reais, yz < (y? + 22) temos

1 1 _
[y, Op (wo)b? e . < 5 a[tb?! Opwy, b2 0pwee®] . + ﬁ[ul,t Yure?q, .
Por outro lado
1 2112 0t 1 ot
(110,02, wye®] . < 2[u1, (0.027)* € uq]q, + §[w2,w2€ la. -

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato de 2zy < 2% 4+ y? nés obtemos

[wq, e, —/ / / us(z, 0 da)(/T ug(, y)dy)e® dtdx
t
// / / ui(z,0) Btda)l/Q(/Tu%(x v)ePdo )2 dydtdx
_2// /{/ ui(x,0)e 9tdo+/ ud(x,y)e do}drydtdx
<C7-2{// u3(z,0) eada—l—/]R/O ud(z,y)y e dy}
§M5T2// ul(x, )t e dt.
R Jo

Logo segue (3.7). De modo andlogo tem-se a desigualdade (3.8).
Etapa 2

Agora daremos uma estimativa para [F, We'q

e

a) Integrando por partes em ¢ obtemos

[ﬂ,wjeet]GT:// ﬂ(x,t)@t{—/ wj(x,s)eesds}dtdac
R Jo ¢
- [Ewil - [ acmwidnas
R 0

em que Wi = [ w;e?*ds. Mas como Fj(z,0) = Wi (z,7) = 0, segue que

[, wie"]q, = /m /O O (F;)Wi dtd.



Em geral, desde que @(l)}"j(x, 0) = Wi(x,7) =0,V < p, temos
(5w, = [0F Fy Wyale.
em que Wy = We e
Wi, = /T Wi(z,0)do, v=0,1,...,p.
t

b) As funcoes W7 11 satisfazem a seguinte estimativa

W) P < e T /T u?(x,a)do.

0

De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

W3 P <629T/ |uj(z, 0)|do)? GT/ u2(x U)|da/ ldo
t

< re2T / (o) 2o
0

27

Assumindo que vale a estimativa para ij, e novamente usando a estimativa

de Cauchy-Schwarz temos

W +1|2—|/ WJ(EUdUP / |W]ZEU)| da/ ldo
t

ST/ [TQ(Q1)+3€29T/ U?(l‘,0l>d0l]d0
t 0

donde segue a afirmacao.

c¢) Segue de b) que

ot & 1. 6t €9t72p+6
|[f7 We ]G7—| < Zé[ujuti use ]G‘r + HprJrl to?
1
em & = constante e
2
207 +0) <2 +6, | FllZ,, =D max (9P VF, 0P F

0<o<tp

T T
_ / / / /
< 7_272(q 1)+3e29T/ u?(az,a )da < T2q+3626T/ u?(az,a )da :
0 0

(3.9)
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De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

1) wee | < / OO (FW | dardt

T

< ([ 1o Pdnan [ W Padn
Mas
/ |Wg+1|2d:vdt§/ 7’2p+3€29T/ u?(:p,a)dadxdt
G G- 0
_T2p+3€29TT// u?(az‘,o)aee"(aeg")’ldadx
R Jo

i
§T2p+3629TT2// u?(x,a)eogafldadx
R Jo

Por outro lado,

/ |8t(p+1).7:j|2dxdt§/ max |8§p+1)]:j(x,a)|27'dx
GT ROSUStO

(p+1) (p+1) — 2
= Tolénaaéo(atp Fi 8tp ~7:j)|t:0 - T||‘7:J'||p+17to'

Logo, usando o fato de que zy < dx? + %, segue que

[Fs wie”a, | < (T F5112500) 2 (TP 22T 72 [y, ¢ use®]) /2

S e, T 2
< Ofuy, t uze™] + 4—5||7:j||p+1,t0~
Logo segue a estimativa (3.9).

Etapa 3

Usando as estimativas obtidas para os termos individuais de (3.3) e pela con-

digao (2.11), segue de (3.3) que para 7 < tp < 1
(U, Ue™) <2(6 + o H[U, t7 U,
+ Mr[U 7 U, + M872p+6||.7:||12,+1’t0.
onde M; depende do médulo maximo em Gy, de 0, B, Ce,0,Ce, D, e em T', e
Mg = i)—;. Se escrevermos y(7) = [U,t"'Ue%q,, e como 0/Uli—g = 0,V p <

p+2(p > —1) segue que

r 2
Ty (1) :Ti( / / > uttteMdtdr) = (U, Ue™),.
dT R Jo 1
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Portanto, temos a desigualdade
Ty (1) < 2(8 + o )y(r) + Mery(r) + Mg 0| F |12, - (3.10)

Usando uma técnica similar usada para provar o lema de Gronwall, a saber,

2(a~148) In T+ M77]

multiplicando (3.10) por e~! obtemos que

2(at +9)
T

(y(r)e BT+ [y () — ( + My)y(r)Je Bl st

< M87'2p+6_1||~7:||12a+17t06_[2(a71+6) e,

Integrando em 7 temos
y<7_)7_—2(a_1+6)e—M77— < / M882p+6_1 HfH]%Jrl t0€_M7SS_2(a_1+6)dS.
0
Como 2(a™' +4) < 2p + 6, logo 2p+ 6 —2(a™* +§) — 1 > —1, donde

y(r) < 72(0‘71+5)6M7T||.7:||129+1,t0M932p+6—2(071—5)IS

= M107'2p+6||f'||12)+1’t0. (311)

Assim por (3.10) e (3.11) temos

(U, U )er = 2(0 + a7 ) Mrom O F I 41 4y + MemMao || F 714,

+ Myr?*9|| 7|2

p+1to"
|
3.2 Estimativas do tipo 0'U,l < k
Lema 3.2.1 Paral <k e 0 <71 <ty temos que
(OLU, OLU € )imr < BTN (02 F 121 4, (3.12)

B<k

em que E; é uma constante uniforme em e dependendo do modulo maximo das

derivadas 8; de a.,0za., B. C.,0;C., D, para | < k.
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Demonstracgao: Usaremos inducao sobre k. Com #; uma constante positiva

a ser escolhida mais tarde consideremos a igualdade
[OF L (U), 05W e = [0FF, 0FW e, . (3.13)

Provaremos o lema em duas etapas.Na primeira etapa, transformaremos via
integracao por partes os termos em (3.13) andlogo ao feito para obter (3.4).
Na segunda etapa a estimativa (3.12) segue usando o lema de Gronwall e a
hipétese de inducao.

Etapa 1

Temos que:

2
[05F, W e | < 7 610%uy, t7 05w, + Mir™ S| 08 F |2, .
1

1
[OFOIU, OF W e = 5((‘;’ng, oFUet),_,

3
+ [OFUeMt 9208 W — 501(9’;U]GT,

E.
k 02 61t 0k _ J k+1 01t 9k+1
[ejﬁz(‘?xuj,e ! azIUj]GT = —5(8:,3 wj,e ! 836 wj)t:()

E .
] k+1 01t ak+1
—E[Qc wj,Hle 8x wj]Gq—’

1
[3];(615161)3;, eglta];w]GT == —5(6168!;?1]33, eelta];wx)tzo

1
- 5[(91aE + 0ta€)8§wx, eeltﬁiwx]GT

+ Y Csl02(a)0E Puy, e Fw,)e,, (3.14)

1<p<k
onde Cj sdo constantes. Vamos estimar os termos da ultima soma em (3.14).

Para § =1 a integral

[0x(a6)8§_1u9&, eeltalgij]GT
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pode ser estimada usando a desigualdade de Glaeser([4]), a saber, para cada
te0,7]

10, (ac)(z,1)]? < Mac(z,t) (3.15)

com M = supg, |02a.|. Como zy < & 4y e por (3.15) obtemos

|[a$(a€)8l;_1ux, eeltaa]acwm]Gfl <|Ail + M[aeal;wxv eeltaa]ccwm]GT'
Aqui como no que segue A; denota as integrais satisfazendo as estimativas

Al < Ny r[odu T olue e,
B<k

onde N; sao constantes dependendo dos coeficientes da equagao (2.13). In-
tegrando por partes transformaremos as integrais do tltimo termo em (3.14)

correspondendo a 3 > 2. Temos que

Z Cﬁ [Of(ae)ﬁf—ﬁux, eelta];U)x]G’-,— — Z Cﬁ[(af(a6)6£—6u$>x’ tetalew]GT _ AZ,
2<p<k 2<p<k
em que Ny depende do médulo méximo das derivadas 9., de a., 9, a., com [ < k.

Por defini¢cao

2
[05(B.0,U), e 0kW]g, = Z[af(bijazuj)a "' wjle,

1 (3.16)
+[0F (b2 0pur ), €7 b wal . + [OF(b2D,uz), €M OFw )¢

T

Para os dois primeiros termos do lado direito de (3.16) temos
105 (07 0suy), €™ Opwjle, | < |[0F 05 0suz, € Ofwyla, + As|
< |[67 05 uz, "0y wjle, + Ad
< [Aaf + %[tbﬁjaj“wj, eeltszaﬁﬂwj]gf—i—%[al;uj, t e Aujla,
em que Ny depende do médulo méximo das derivadas 0L6%, com [ < k. Para

um dos termos misto em (3.16) temos

k
[0k (b2 0sus), " D wn |, = [D2OS ug, "' Ofun] o, 4D 05 (b)) Puy, ' fun
1

T
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Como anteriormente temos

1
% [8§U2, tilealtﬁﬁuﬂg

1
+ = [0Fug, e (0,01)2 0% us) . + §[a§w1, e ok wy g, .

129k+1, 01t ok 12 gk-+1 12 01t gk+1
(62207 ug, e 0w g, < [b6 Oy wy, b2 e 0] wy g +

T

l\DI»—w

Ainda
k

D 1070 Puz, e, < |43,

1

com Ny dependendo de 9! para | < k. Como podemos provar uma desigual-

dade andloga para o termo [9%(b?10,u;), €' 0% w,)q, em (3.16) obtemos

2
(05 (B.O,U), " 08 W], Z%tbﬂ@k“ b Ly ]
1
2

1
+2 a[aﬁug’, e uyla, +
1

o
12 9k+1 12 01t 9k+1
§[tb€ 896 w1y, be et ax wl]GT

+%[tbfla’;+lw2, L O sl + A (3.17)

em que Ng depende de 9! B., com [ < k.

Por definigao

2
P (CoU), 0 We g, = > [0k(cPduy), Dbw;e™]
1

+ [OF(P0yur), OFwqe . (3.18)

+ [8;“(0226151@), 8fw169t]GT

T

Para os dois primeiros termos do lado direito de (3.18) temos
(05 (¢ Oruy), Oy wse™ ], = [05(0u(clu;) — u0pcl?), e Opwilc,
= [05(cuy), " (05u; — 0:05w)la, — 05 (w;0ecl), e Opwjla, = Ar.
Para o primeiro termos misto em (3.18) temos

[0F(c20,us), OFw e g, = [0% (cPuy), e (0Fuy — 0,05 w16,

— [P (usdiel), Mk, = A
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Podemos provar uma desigualdade anloga para o termo [0F (c2duy ), O*wqe?] .

Portanto,
[3§(CeatU), afT/Ve@t]GT = Ay.

em que Ny depende das derivadas 9., de C. e 9,C. com | < k.

Finalmente
[OX(DU), M 08U, = Ay,

com Ny dependendo de 9. D, para [ < k.
Etapa 2
Usando as estimativas obtidas para os termos individuais de (3.13) assim
como pela condic¢ao (2.11), com 6 = 6; — 2M, escolhendo a constante 6; sufi-
cientemente grande, e usando a hipétese de indugao (3.12), obtemos por (3.13)
(OFU, 0k U=, < 2(6 + a M) + TKyi(7)
+ TR CNOIFN (3.19)

B<k

em que y(7) = [0FU, t710%Ue’"] ., com as constantes K, K dependendo do
médulo méximo das derivadas 9. de a, d,a., Be, Ce,0;C., D, para | < k, e das

derivadas 9. de a. e 0,a., para | <2 quando k = 1. Como
Typ(T) = (0U, 05U M),

segue de (3.19) e do lema de Gronwall

yr(7) < KPP0 00 F 2,

B<k
Portanto para [ < k temos

(aan aiU€01t>t:r < 2(5+a K72p+6 Z ||aﬁ}—”p+1 to +TKK72p+6 Z ||86-7:||p+1 to
B<k B<k

+ K Z HaB‘FHp-‘rl ty = Eyr?to Z Haﬁ}_HpH to
B<k B<k
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3.3 Estimativas do tipo 0.0/U,p+1 <k

Lema 3.3.1 Paral <k—1e0 <71 <ty temos

(LU, e O 1=r < Mio{r™ 0 NJOIF 2040 + > [07F, 01 F) e, (3.20)

B<k y<k—1

em que Mo é uma constante uniforme em e dependendo das derivadas 0., de

ae7axaea B€7C€7atCEJ De para l S k

Demonstragao: Para estimar derivadas da forma 0.U; para [ < k — 1, vamos

considerar a seguinte igualdade
[OLL(U), e 0L U], = [0LF, e "' 0LU ] q. (3.21)

em que 0y = constante > 0. Faremos a demonstracao em duas etapas. Na
primeira etapa estimaremos o lado direito de (3.21) e usando integragao por
partes reescreveremos os termos do lado esquerdo de (3.21) de modo a obtermos
a menor ordem de derivacao possivel em U. Na segunda etapa a estimativa
(3.20) segue usando a técnica de Gronwall.

Etapa 1

Integrando por partes obtemos

0LF, e 00, < S(0F, e ™0 Fla, + [0LU e *0Ule, ),

l\'JIH

1 1
[8;8,52U, 6792taiUt]GT = 5(3;Ut, eiGQtﬁiUt)t:T + 5 [%Ut, 9267021665[],5]@7_,

I 2 05t Al _ €5/ al+1 st Al+1
[€;0,0;uj, e 20 0jla, = —5(836 uj, e 2O g )=y
€5

I+1 —6Oat ol+1
— 5[896 uj,Qge 2(% Uj}G

T

1
(U)o, ™0 UG, = —5(acdy" U ™0 ies
1
+ 5[8;“[], (Oyac — Bra)e 2105 U g,

+ Y 302000 U e U e,

1<y <
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em que (3, sao constantes.

Por definicao
2

[0L(BD,U), 0LUre ™", = > [0L(b2 Dauy), e 0L 0suj)c,
: (3.22)

+ [0 (b20,uz), e L0y 6, + [0L (b2 Dpur ), €™ DL Dyus) s,

Para os dois primeiros termos do lado direito de (3.22) temos

3 1 3 3
(0L (b7 0,u;), e DL Ouj)e, < Z[ai(bijaxuj), e "0 (b7 Opuy)) e,

)

+ (0L 0y, e 0L 0wy, < 1040y, e Dk dwy)a, + Mis Y [0Fuy, e 0luj)e
y<l+1

em que M3 depende das derivadas 0Lb%7, para | < k—1. Provando estimativas

andloga para os termos mistos em (3.22), obtemos que
[0L(B.0,U),0 U™, < [0L0,U,e %0 0,U]q,

+ My Y [QU.e"'0U)e,,  (3.23)

y<i+1

em que My, depende das derivadas 0. B, para [ < k — 1.

Finalmente obtemos

[0L(COU), e "0\ U)e. < Mis > _[0U;, e "' 0]Ulc,

v<l

[0L(D.U), e % 0L0,U)q. < Myg[0 U, e %10 U)q. + [0LUy, e 210U,

em que M5 e Mg dependem das derivadas 0'C, e &' D., | < k — 1, respecti-
vamente.
Etapa 2
Usando as estimativas obtidas para os termos individuais de (3.21) e con-
siderando a desigualdade (3.12), com a constante fy suficientemente grande,

nds obtemos por (3.21), usando a hipdtese de indugao sobre [, que paral < k—1
(OLU, e ™ 0 U=y < Myo{[0LU, e 0L U, + 770 3 0 102 F (1211 40}

+3 <k 1 [01F, 1 Fla, (3.24)
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onde M;i; depende das derivadas 8:2 de a., 0qa., B, C.,0,C,, D., | < k. Pelo

lema de Gronwall a estimativa (3.20) segue de (3.24). ]

Lema 3.3.2 Parap> 0,l+p<k—2,e0<71 <ty temos

(L0020, 0,002 U )= < Mis{T™" Y N0 F sy + Y [01F. 01 Flc, }

B<k y<k—1

+ > (DO DO f)i=r (3.25)

l+p<k—2
em que Mg depende das derivadas 8;85 de ac, 0ac, Be, Ce, 0,Cc, D, paral+p <

k—2esep=0,l<k.

Demonstragao: Basta aplicar o operador 9.9 na equagao (3.2) e entio obte-
mos equagoes de modo que as derivadas 9.9/ 2§30 expressas pelas derivadas

estimadas acima. ]

3.4 Prova do Lema 2.3.2 e do Teorema 2.2.1

Primeiramente provaremos o Lema 2.3.2 e entao obtemos a prova do Teorema
2.2.1 a partir do Lema 2.3.2.

Demonstracao:(Lema 2.3.2) A demonstracao do lema serd realizada em
duas etapas. Na primeira etapa, utilizaremos as estimativas ja obtidas para
obter (2.15) para 7 < ty3. Na segunda etapa provaremos a estimativa (2.15)
para tog < 7 < T —e.

Etapa 1

Para U = U, — V,, obtemos que

U2y = D (0L0LU, 0L0FU)i=r = > (0L00(U +V,,), 0LOP(U + V) )i=+

€ Yx

pHI<k pHI<k

= > @OV, 000U )1=r + 2(0L00U, 0.0 Vy )i=r + (0400 V,p, 0LV, )i=r }-

pHI<k
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Temos dois casos a considerar:
a) Para p=0el <k, por (3.2) e (3.12) temos que

(OLU, 0LV e < BTt | OZF |12, 4,
B<k

= B0 max (0207 (f. — LV,), 0907V (fe = LV,)) =
B<k

0<o<tp
Mas

1 1
max (920" VLV, 9207V LV, imo < Mig{| @l iipria + 1WellZspes

0<o<to
+ Y el izl
p<p
em que Mg depende das derivadas 0L9¢ de ac, dza., B, Ce, D, para p < p e
p+1<p+k+2emt=0,esuas derivadas da forma 8.9/, p<p+1lel <k

em 0 < 7 <ty. Portanto,

(8iU,ach>t:T < M20{||¢)€||g;k+p+4+||\II€||(2);k+p+3

2 2
+ ; [ fellopprnso—p + Ofgfgaéo [ felloptpapents (3.26)
PP

em que My é uma constante dependendo de Ej e M.
b) Os outros termos a considerar sao LUy, [ <k —1e L 14+ p <k — 2,
os quais sdo ambos limitados pelo lado direito de (3.25). Mas

Y [00F, 00 Fla, < Mol fellg, a1 + 1@lbpra + 1ellFispes

v<k—1

+ Z Hfﬁ H(Q);P:erkJerp}a

p<p
onde a constante Ms; depende das derivadas 9L0f de a, O,a, B, Ce, D, para
p<pep+l<p+k+2emt=0,assim como das derivadas 9! destas mesmas
funcoes para [ < kem 0 <t <.

Dé a) e b) segue (2.15) para for 7 < 1.
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Vamos estimar (2.15) para tg < 7 < T — € de modo similar. Para estimar

(U,U)i=, vamos considerar (3.3) e transformar os termos do lado esquerdo do

mesmo modo que para 7 < t;. Mas ao invés de (3.6), (3.7) e (3.8) vamos

considerar as desigualdades

(b0, u, wie) | < Mao[uy, uje®]q

1
20c1

[bflaxul, wge‘%]GT

(020,12, w1 %],

[u],t uje e ]Gto

<

_|_

+

_|_

T

+ %[tszaij', szaij'eet]gto +

+ 307 0pw, b 0w 6u s [, wie™ 6 cy, (3:27)

Qi -
7[tb318$w2, bzla$w269t]0t0 —+ E[Ul, t 1U169t]Gt0

A

5 (6! D15, 02 Dywae™ ]\ +
L, 0,0 2un e, + 1
9 1, Yz 1 Gr 9

1
2)\ ['Uq, ulea ]GT\GtO
wy, waeq. (3.28)

aq _
?[tbizaxwl, b?@xwlem]gto + E[Ug,t 1U269t]gt0
é blZa b12a ot 1
b2 0pw1, b2 Oswie™| G Gy, + o (U2, u2¢” )6\
2 o2 0
1 1
5[71,2, ax(bi2>2U2€9t]GT -+ 5[’11]1, w169 ]Gq—' (329)

em que A < aot para t > ty;. De fato, para provar (3.27) facamos u = uj,

= W — pJi
w=w;eb=>bl.

[bug, we o = —[udyb, we]q. — [bO,w, ue®q. .

Mas

to T
(00, w, ue®|q, :/{/ b@z(w)ueetdt+/ b0, (w)ue dt}dz.
R Jo

to

Como zy < 3(ax? 4+ Ly?) segue que

[bw,, ueet] G.

[, t ™ ue?]

L\:>|Q

L[thd,w, by we ]Gto + Gty

20,

1
(b0, w, bO,we ]GT\GtO 2)\[u ue ]GT\GtO

l\DI>/
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Por outro lado,

[0, we e, < Mas[u, ue”]c, ,

donde segue (3.27). De modo analogo obtemos (3.28) e (3.29).

Nos usaremos a estimativa (3.11) para y(to) = [U,t'Ue”|¢, e estimaremos

t

o lado direito de (3.3) por
[F, " Wa.| < [F,e"Flar + MaulU, " Uler,
onde a constante My, depende somente em T'. Se fazermos
27) = [U, U, to <7 <T —¢
e escolhendo 6 suficientemente grande, para 7 > to e por (3.3) obtemos
2(7) < Mys2(T) + Ma|| F||2 114 + Mot F. Flay . (3.30)

onde Mss, Msg € Ms7; dependem do médulo maximo de B,, C., 0,C,, D, e em

to. Desde que z' (1) = (U, e®*U),—, entdo por (3.30) obtemos
(U, ") mr < Mas{[IF 2110, + [Fr Flsg. ) (3.31)

De modo similar obtemos estimativas para (OLU, 0LU )=, | < k e 7 > ty. As

derivadas da forma OLU,, I < k—1,e 0L9P™, p> 0,14+ p+2 < k, para T > t,

sao estimados do mesmo modo que para 7 < ;.

A partir das estimativa de U e da relacao U = U, — V},, obtemos (2.15) para

U.. |
Agora provaremos o Teorema 2.2.1.

Demonstracao:(Teorema 2.2.1) Vamos considerar trés etapas para a demons-

tragao. Na primeira, obtemos uma funcao U como limite das fungoes U, obtidas
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no Lema2.3.2. Nas duas tultimas provaremos a existéncia e a unicidade de
solugao, respectivamente.

Etapa 1

O problema de Cauchy para o sistema (2.13) com coeficientes definidos por
(2.10), e condicdes iniciais (2.14) tem solucdo U, € C*®(G¢, IR?) e satisfaz
(2.15). Logo, U, € H*(G, IRQ) é uma seqiiencia limitada, donde pelo Teorema
de Rellich, possui uma subseqiiéncia U, que converge para uma fungao U em
H'(G,IR?), t < s. Por outro lado, como H*(G) ¢ um espagco reflexivo e U,; ¢
uma seqiiéncia limitada, logo possui uma subseqiiéncia U, fracamente conver-
gente para uma funcio V € H*(G,IR?) a qual também satisfaz a estimativa
(2.15). Portanto, pela unicidade do limite temos que U = V € H*(G,IR?).
Etapa 2

Seja U dado pela Etapa 1.

a) Desde que Uiy = ®. — ® em HFPH(IR,IR?) e como U, — U em
H*1(G,R?), entdo Ul—g = ® em H*(IR,IR?). Analogamente mostra-se que
Upli—o = ¥ em H*(IR,R?).

b) Provemos que U € H*(G,R?) satisfaz LU = f em D'(G,1R?). De fato,

dado ¢ € Cg°(G,R?) temos que

(Le,Ue;, 0) = (fe;n 0) — (f, ),

pois f. — f em L%*(G).
Por outro lado temos que (L, U, ) — (LU, ). De fato, vamos consider
somente dois termos padroes que aparecem no lado esquerdo. Para o primeiro

termo temos

<8152Uej7 §0> = <U5j7 815290> - <U7 a1t2§0> = <at2U= 90>7
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desde que (U, ) — (U, ),V € C5° C H'"¥(G). E para o segundo termo

(02(ae;0.Uc;) — 0,(a0,U), p) = —(ae;0.Uc, — ad,U, 0,p)
= —(ae;0.Uc; — a0, U, + a0, U, — a0,U, 0, )
= (Uy; — U, 0.(a0z)) — ((ae; — a)0,Ue;, 0:).

Como [|0Lalle < M, VI < k , logo 8,(adyp) € H' ™" e (U, — U, 8,(adzp)) — 0.

Ainda, temos que
((ae, — )0,V 05) < 10U, |2l (e, — a)duipll s — 0.

De fato, por hipétese dLa € L>® VI < k logo axs(y) € LN LP,Vp. Portanto
(ae; —a)xs(p) — 0 em LP, V1 < p < 00, em que Xs(,) € a funcao caracteristica
no S(¢). Como k > 2 entao ||0,Ue;|z2 < ||Ugllx < M Ve; e a afirmagao vale.
Analogamente temos que (B, 0,U.,, ) — (B9, U, @), (C,0,U,, ) — (COU, ),
e (D;Ug;, ) — (DU, ).
Entio U € H*(G,IR?) verifica LU = f em D'(G,IR?). Desde que f; €
L%([0,T], H*(IR)), a igualdade vale em L2([0,T], H*"2(IR)).
Etapa 3
A unicidade de solu¢do do problema de Cauchy (2.5)-(2.6) segue da esti-

mativa (3.4), a qual permanece vélida para a funcao limite U. |



Capitulo 4

Sistemas 2x2 de primeira ordem

fracamente hiperbdlicos

4.1 Introducao
Neste capitulo vamos considerar o problema de Cauchy nao-caracteristico

PU = 10U — A(z,t)0,U + Ay (z,t)U = f(x,t) (4.1)

U(z,0) = (), (4.2)

em G={0<t<T,xzeR}.
Aqui A and A; sdo matrizes 2 X 2, os coeficientes de A sdo reais e os de A;
podem ser complexos, f = (f1, f2) e ® = (¢1, ¢2) sdo fungodes vetoriais. Vamos

assumir que
(a11 + ag)? — 4det(A) > 0. (4.3)

Nestas hipdteses o sistema (4.1) é dito fracamente hiperbdlico, veja por exem-

plo Kreiss-Lorenz([8]).
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Assumiremos as seguintes hipoteses de regularidade para o problema: Seja
k>2ep>—1, assume que:
1) A e CYG, My(R)), as derivadas 9L0F de A, Ay, I+ p < k — 1 sdo limitadas
em Geparap=0,l<k+1
2) A restrigao para t = 0 das derivadas 8.0/ de A e Ay, p < p+1, p+1 < p+k+3
sao limitadas.
3) Para 0 < ty < T, as derivadas 9.0 de Ae A, Il < k+1, p < p+2, sdo
limitadas para 0 <t < .
4) ¢; € H*P™(G) tem suporte compacto para j = 1, 2.
5) fj para j = 1,2 tem suporte compacto em x com regularidade a ser descrita,
a saber, que as normas em (2.8) sao finitas, com k substituido por k + 1.
Como em Nishitani([12]), numa vizinhanca de ¢ = 0 podemos assumir que
tr(A) = O(trago de A). De fato, fagamos a mudanga de coordenadas numa

vizinhanga de t =0
90(.%,75) = (QOQ(.T,t),t) = (y,s),

em que ¢, : G — IR? € C' é a tinica solucdo da equacio
20,00 — (@11 + a)0xp0 = 0 (4.4)

e com condicao inicial pg(z,0) = x. Assim, nas novas varidveis o sistema (4.1)

toma a forma

10,U — A(y, s)0,U + A (y, S\U = f(y,s), (4.5)

em que A;(y,s) = Ai(¢ 7y, ), f(y,s) = fle~ (y,s)) e

~ a110.0 — Oyp0 a120: 90 -
Ay, s) = (0™ (y, 9))-
a210:90 2200 — Orpo
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Segue de (4.4) que tr(A) = 0. Logo
tr(/Nl)Q — 4detA = —4detA = ((a1y + age)? — 4det A)(Oyp0)* > 0,

por (4.3). Portanto (4.3) é satisfeito para (4.5).
Ainda, como f(x,t) = f(po(z,t),t) segue do fato de f ter suporte compacto
em x e de @y € C° que f tem a mesma propriedade. De fato, como o € C°,

dado € > 0, existe 0 > 0 tal que
[po(@,t) — o2, 0)] = |o(z,t) — x| <,
se |t| < 8. Por outro lado f(z,t) = f(po(x,t),t) = 0 para |z| > R. Dai
oz, )| = o — & + 2| > |2| = o —2[ = R —e.

Logo f(y,t) = 0 se |y| > R — €, o que prova que f tem suporte compacto. A
mesma conclusao vale para ®(y,s) = ®(p " (y, s)).

A partir de agora assumiremos que

a a
Az, t) = e ea(zr,t)=—detA>0 em G. (4.6)

Q21 —a1

Seja B = (b;;) dada por

—0a11 + 110,011 + 210,012 —a110,012 — Opa12 + a120,a11
B = + AA;.
—0iag1 + 41105021 — a210za11  Oparn + 41105011 + 4120091

Nosso primeiro resultado de unicidade é:

Teorema 4.1.1 Assuma que

Ozt( bll 2 + |b12|2) S fa + 8 a,

lbul ' (4.7)
Oét(‘bgl‘Q + |b22|2) S fa + 8ta,

em G. Aqui 0 € uma constante, a(t) = o X[ote) + C2Xfto,1], €M que to, 0 € Qi

sao constantes positivas, X a fungdo caracteristica e - > (2p+6)~1. Entao o

problema de Cauchy (4.1)-(4.2) tem uma tnica solu¢io U € H*(G,IR?).
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Observagao 4.1.1 A condicao (4.7) nao € necessdria para a conclusao do
Teorema 4.1.1. De fato, se A € simélrica entao a unicidade de solucdo seque
independentemente dos termos de ordem inferior, ver Cossi-dos Santos Filho
([3]). Por exemplo, tome g dado por g(t) = e/t parat > 0 e g(t) = 0 para

t <0, o sistema simétrico

Assim para qualquer escolha de 6 e «
at[bf, + bls] = at(g)® > 0(9)* + 299 = ba + a;

para t > 0 suficientemente pequeno. Entdo (4.7) ndo vale numa vizinhanga de

t=0.

Observagao 4.1.2 Se substituirmos k por k + 1, o Teorema 4.1.1 também
se verifica para sistemas semi-lineares 2 X 2 de primeira ordem, uma vez que
supondo a existéncia de solugao, pela expansdo de Taylor de ordem um de f

em (z,t,0,0), temos que f(z,t,U) = Ai(x,t)U.
Seja B = (b;;) dado por

Ora1n + a110,a11 + a4210,a12  —a110,,G12 + Orar2 + a120,a011

B = + A A
Orao1 + a110,a21 — 210,011 —0ia11 + a110,a11 + 4120502

Também temos um teorema de existéncia de solucao:
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Teorema 4.1.2 Assuma que

Oét(‘i)u‘Q + |612|2) S fa + 3ta,
) ) (4.8)
Oét(|b22|2 + |b21|2) S fa + 6ta,
em G. Aqui 0 € uma constante, a(t) = aiX[o4] + Q2X[to,1], €M que to,ay e

Qp sao constantes positivas como G+ > (2p + 6)~'. Entao existe uma solugdo

U € H*Y(G,R?) do problema de Cauchy (4.1)-(4.2).

Observacao 4.1.3 Pelo exemplo dado por C. Min-You, veja [9], para termos
existéncia de solugao do problema de Cauchy fracamente hiperbolico, em es-
pacos de funcoes com grau de reqularidade finito , algumas condicoes sobre 0s
termos de ordem inferior devem ser impostas. Isto justifica que as condigoes
(4.7) e (4.8) nao podem ser removidas para o problema de Cauchy ser bem

posto. Mais precisamente, considere
Uy — Py = buy, t >0, 0< 2 <1,
com as condicoes inicials
ult=o = p(x), Utli=o =0,

em que b=4n+1, n > 0 é um inteiro. A unica solu¢do tem a forma

- Vit ! 1,
t) = 0 —t7).
w(z,?) l;z!(n—mr(wg) oz 45t

Observemos que a distribuicao u perde reqularidade com n. Agora para o
sistema de primeira ordem na forma (4.1) associado a esta equacdo escalar
de sequnda ordem, nds temos a;1 = 0 = ag, a2 = 1 e ayy = t2. Logo
a(t) = —detA = t*. No Teorema 4.1.2 temos entdio que bii = 0 = bya, by = 2,
e byy = An+1, assim a condi¢io (4.8) toma a forma at[(bay)2+ (ba2)?] < Ba+ay,

a qual esta satisfeita para o < 0 Assim se a > (2p + 6)7!, entdo

2
4dn+1)2 -



47

(4n+1) < [2(2p +6)]Y/? 0 que mostra que p tende para o infinito com n, aqui

p mede o grau de reqularidade do dado inicial.

Pelos teoremas 4.1.1 e 4.1.2 temos as seguintes conseqiiéncias:

Corolério 4.1.1 Se A = A(t), A1 = 0 e (4.7) se verifica, entdo existe uma

tinica solugio U € H*"Y(G,IR?) do problema de Cauchy (4.1)-(4.2).

Isto segue pois neste caso as condigoes (4.7) e (4.8) sdo as mesmas.

O préximo resultado é andlogo ao Corolario 2.2.1

Corolério 4.1.2 Se os dados do problema (4.1)-(4.2) sdo suficientemente re-

gulares e

a(0) # 0 para algum j < 2, (4.9)

em que, em (4.6), a = a(t), entdo existe uma nica solugio U € H* (G, R?)

do problema de Cauchy (4.1)-(4.2) numa vizinhan¢a de t = 0.

Isto segue do fato da hipdtese (4.9) implicar (4.7) e (4.8) numa vizinhanga

det=0.

Exemplo 4.1.1 Se A; for suficientemente reqular, por exemplo Ay € C'™°, o

sistema nao simetrizavel

satisfaz as hipdteses do Coroldrio 4.1.2, pois a(t) = t2, logo valem as conclusées

do coroldrio.
Se assumirmos que
aa(z,t) # 0 e ag (z,t) # O0V(z,t) (4.10)

obtemos um teorema de existéncia e unicidade de solucao:
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Teorema 4.1.3 Assuma que

— AA
atlamamn a110taz1+az1tr(AA;) |2 < fa+ ata’

(4.11)
—a120ta11—a110a12+a12tr(AAL) |2 < Qa + ata

a12

at|

Entao existe uma tunica solugao U € Hk_l(G,]RQ) do problema de Cauchy
(4.1)-(4.2). Aqui 0 € uma constante, a(t) = a1 Xo] + 2Xfto,1], €M que to, 0

e ap constantes positivas, X a fungao caracteristica e - > (2p + 6)"t.

No dltimo teorema (4.11) substitui (4.7) e (4.8).

4.2 Demonstracao dos Teoremas

Primeiramente provaremos o Teorema 4.1.1.

Demonstracao:(Teorema 4.1.1) Consideraremos duas etapas para a demons-
tragao. Na primeira etapa aplicaremos um operador(transposto do co-fator da
parte principal do operador P) no lado esquerdo do sistema (4.1) obtendo um

sistema na forma (2.5). Na segunda etapa o teorema segue pelo Teorema 2.2.1.

Etapa 1

Considere

Q =10, + A9, (4.12)

Desde que a matriz A(z,t) tem a propriedade de A%*(z,t) = a(x,t)I, entao

obtemos o sistema de ordem dois
(Q o P)U = 10U — 0,(ald,U) + B, U + CO,U + DU = Qf,  (4.13)

em que C'=A;, D =QA,, e

—0a11 + 110,011 + 210,012 —a110,012 — Opai2 + a120,a11

—0ia21 + 110,091 — 42105011 Ora11 + 110,011 + a120,a9;
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Sejam ainda as condigoes iniciais
U(z,0) = ®(x), (0,U)(x,0) = ¥(z), (4.14)

em que ¢; € C°(G).

Etapa 2

Por (4.7) o problema de Cauchy (4.13)-(4.14) satisfaz as hip6teses do Teorema
2.2.1. Entdo temos uma tinica solucdo U € H*(G, IR?) do problema de Cauchy
(4.1)-(4.2). De fato, se existissem solucées distintas Uy, U, € H*(G,IR?) do
problema de Cauchy (4.1)-(4.2), entdo Uy, U, € H*(G,IR?) seriam solugoes
distintas de (4.13)-(4.14), o que é uma contradigao com o Teorema 2.2.1. . 1

Agora provaremos o Teorema 4.1.2:
Demonstragao:(Teorema 4.1.2) Aplicando o operador @) no lado direito de

P obtemos o sistema de ordem dois

102U — 0,(ald,U) + BA,U + A,0,U = f, (4.15)

N Ora1n + 41105011 + a4210,a12  —a110,a12 + Orar2 + a120,a011
B = + A A.
Qa1 + 110,021 — a210,a11  —0ia11 + a110,a11 + a120,a02:

Com as condicoes iniciais
U(z,0) =0, (0U)(x,0) = ®(z) (4.16)

Por (4.8) segue do Teorema 2.2.1 que existe uma tinica solugao U € H*(G, IR?)
do problema de Cauchy (4.15)-(4.16). Logo QU € H*'(G,IR?) é uma solugio
do problema de Cauchy (4.1)-(4.2). |

Como em Nishitani([12]), provaremos o Teorema 4.1.3, usando ao invés de

() dado em (4.12) o operador

Q=10,+ A0, — Ay + (“A) + E (4.17)
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aqui (“?A;)" denota a transposta da matriz co-fatora de A; e A, = 9, A. Daf
PoQ =107 —ald?+ (A, — AE + tr(AA)I)0,

+(AL+ (“A)'+ E — A0 + P(E + (A — Ay)

pois AjA— A(“Ay)' = Aj A+ (©(A1A))" = tr(AA;)I. Com E = (e;;) a matriz

Ay — AE 4+ tr(AA,)I toma a forma

atall — 1111 — Q12621 + tT(AA1) ata12 — A11€12 — A12€22

Oragy + aneg — agen arresr — Oiary — agiers + tr(A4,)
Queremos determinar e;; de modo que tal matriz seja diagonal. Como aq2(z,t) #
0 e ag(z,t) #0V(x,t), tome e;9 =0, e97 =0 e

€11 = ata21/a217 €22 = 8ta12/a12-

Fazendo

Y(x,t) = an0ia11 — a110a91 + antr(AA;),
Z([E, t) == —algf)tan + aH@tam + a12t7“(AA1)

segue o seguinte lema:

Lema 4.2.1 Dado Q como em (4.17) e tomando E dado acima entdo
PoQ=0?—ald?+ Bo, + RO, + S

em que

Y(t,z) Z(t
B = diag ) ZET)y A A (A

21 Q12

e S = P(E)+ P((°A) — A,).

De modo anélogo ao lema anterior obtemos:
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Lema 4.2.2 Se

Q=10,+ Ad, + A, + (CA)' + E

onde
E _ —diag(aﬁam, 8ta21)’
Q12 21
entao
Qo P =09?—0,(ald,) + B0, + RO, + S

com

~ Z(t Y (t ~ . - -

B = diag 20D Y2)y bAoA (04). 5 = Q).

a2 ag1
Demonstracao: Note que a, = A, A+ AA, e AA] — (“A)'A = tr(AA))I.
O restante da prova é similar ao lema anterior. |
Assim obtemos:
Demonstracao:(Teorema 4.1.3) Por (4.11) e pelos lemas 4.2.1 e 4.2.2 o

resultado segue do Teorema 2.2.1. |

4.3 O resultado de Nishitani-Spagnolo

Assumindo que valham (4.1)-(4.2) e (4.6), suponhamos que além disso A e A,

sejam independentes de ¢, ®(z) = 0 e que
o(x) Bi(z)
Ba()  d2(x)

No que segue, por simplicidade, assumiremos que os coeficientes das matrizes

Ai(z) =

A e A sao O com derivadas de todas as ordens limitadas em IR.

Exemplo 4.3.1 Consideremos o caso de sistemas simétricos
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Assim temos que sob as hipdteses acima a(x) = —detA = a3, +a3, > 0, a2, < a

e aly < a. Como

tr(AAy) = a1 (61 — d2) + ar2(f1 + F2)
seque que existe 0 tal que
[tr(AA)]? < fa(x).
Dai
atftr(AA)] < Ga(z), (4.18)

sendo esta justamente a desigualdade que se reduz a condi¢ao (4.11) do Teo-

rema 4.1.3, logo as conclusoes do Teorema 4.1.3 valem.

Por outro lado T. Nishitani e S. Spagnolo (em [13]) assumiram que existe

uma constante M > 0 tal que

a12a21 > 0, |aro(2)fa(x)| < M/ara(x)azi (x) e |ag (x)B1(x)| < My/ar2(x)as ()
(4.19)

Usando o método de desigualdades de energia eles demonstraram (ver Teorema

5.1 de [13]):

Teorema 4.3.1 Se vale a condi¢do (4.19) com A e Ay como acima, entdo o

problema de Cauchy (4.1)-(4.2) é bem posto em C°.

Pela proposi¢ao seguinte e do Exemplo 4.3.2 veremos que (4.19) é mais

restritiva que a condi¢ao (4.18).
Proposigao 4.3.1 (4.19) implica em (4.18).
Demonstragao: Temos que

‘”(AAQ’Q = |a11(61 — 02) + aiafa + a2151\2

3
< Sl = 02)°[lotty + [ar2Ba* + [az1 B[]
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Mas como a = a3, + a12as; € aip(r)ag (x) > 0 entao a3y < a2, + apa91 = a.
Pelas duas ultimas desigualdades de (4.19) obtemos que |tr(AA;)]* < Ma(x),
do que segue (4.18). |

A seguir apresentamos um exemplo em que as hipotese do Teorema 4.1.3
estao satisfeitas, logo o problema de Cauchy (4.1)-(4.1) é bem posto no sentido

de (2.8) mas nao se verifica (4.19).

Exemplo 4.3.2 Seja b(z) uma fun¢do nao-nula, de classe C> e com todas as

derivadas limitadas. Considere

do que seque a(x) = —detA = 0. Tomemos Ay(x) de modo que tr(AA;) =0,
o que implica 61+ Po = (1 + 02. Logo (4.18) se verifica. Entretanto a condi¢ao

(4.19) nao vale, pois existe um x de modo que aja(x)ag () = —b*(z) < 0.
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