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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos uma teoria sobre controle em LP, 0 <
p < 1, do traco de solugoes homogéneas de campos planares, nao singulares,
com coeficientes analiticos reais que satisfazem a condi¢do (P) de Nirenberg-
Treves analoga a teoria dos espacos de Hardy, estendendo o trabalho de
Berhanu e Hounie (2003).



Abstract

In this work we develop a theory about control in LP, 0 < p < 1, of
traces of homogeneous solutions of non singular planar vector fields with
real analytic coefficients, satisfying the condition (P) of Nirenberg-Treves
analogous to the theory of the Hardy spaces, generalizing the work of Berhanu
and Hounie (2003).
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Introducao

A teoria dos espacos de Hardy HP teve suas origens nas extraordindrias
descobertas realizadas ha setenta ou oitenta anos por G. H. Hardy, J. E.
Littlewood, 1. I. Privalov, F. e M. Riesz por citar s6 os mais conhecidos.
Os capitulos 7 e 14 do tratado de Zygmund sobre Séries Trigonométricas
expoem de maneira unificada os H? no contexto de fungoes holomorfas de
uma variavel complexa. No fim da década de cinqiienta, o desenvolvimento
dos métodos de variavel real realizados em anos anteriores pela escola de
Calderén-Zygmund em Chicago —que permitiram provar resultados classicos
sem apelar para a teoria das fungdes holomorfas tais como a continuidade
da transformada de Hilbert— abrem o caminho para o tratamento da teoria
real dos HP em vérias variaveis, iniciada por E. Stein e G. Weiss com sua
caraterizacao maximal e complementada pela dualidade entre H' e BMO
devida a C. Fefferman e E. Stein e pela caraterizacao atomica formulada
e provada por primeira vez por R. Coifman (em uma dimensao) embora
presente de maneira implicita e primitiva no resultado de dualidade. Hoje
os espacos HP e suas versoes localizaveis hP constituem importantes espacos
funcionais onde é possivel desenvolver a analise além da fronteira p = 1 que
limita inferiormente os espacos LP de Lebesgue.

Suponha que h(z) é uma fungao holomorfa de uma variavel, definida
no retangulo

Q = (—CL, CL) X (07 b)
com valor de bordo bh, no sentido fraco, em y = 0. Sabemos que:
(1) se bh € LP(—a,a), 1 < p < oo entdo, para qualquer 0 < ¢ < a, a norma
dos tragos h(:,y) em LP[—c, c] sdo uniformemente limitadas quando y — 07:

/|MwaWxsa Y\, 0:

—C

(2) h(z +iy) converge pontualmente e nao tangencialmente para bh(z) para



quase todo = € (—a,a);

(3) h(x + iy) se anula identicamente quando bf se anula num conjunto de
medida positiva;

(4) reciprocamente, se a norma dos tragos h(-, y) sdo uniformemente limitadas
em LP[—c,c| entdo bf € LP(—c,c) para qualquer 0 < ¢ < a.

Estas sao versoes locais das propriedades cldssicas das fungoes holomorfas
no disco unitario A. Fatou [F] demonstrou em 1906 que toda fungao holo-
morfa e limitada em A tem um valor de bordo nao tangencial q.t.p. que
nao pode se anular em um arco de dA a menos que a fungao holomorfa seja
identicamente nula e também que a integral de Poisson de uma medida finita
possui um limite ndo tangencial definido q.t.p. Hardy [Ha| entao iniciou a
teoria dos espagos HP(A) em 1915, mostrando que o logaritmo da norma
LP[—7, 7] da fungdo 6 — f(re®) é uma funcao convexa de In7, 0 <r < 1. A
compacidade fraca da bola unitaria de L” implica facilmente na validade de
(4) quando p > 1, mas para p = 1 —onde o argumento apenas permite con-
cluir que bh é uma medida— é uma conseqiiéncia do célebre Teorema de F.
e M. Riesz apresentado em [RR] em 1916 onde também se mostra que qual-
quer f € H'(A) tem um limite nao tangencial q.t.p. que nao pode anular-se
em um conjunto de medida positiva a menos que f seja identicamente nula.
Para uma demonstracao destes resultados veja [GR, Ko, HH].

Funcoes holomorfas sao solu¢oes homogéneas de um campo vetorial planar
(o operador de Cauchy-Riemann) e muito recentemente generalizagoes das
propriedades acima mencionadas foram estudadas para classes mais gerais
de campos vetoriais. Por exemplo, o andlogo de (4) para o valor critico p = 1
foi estudado em [BH1, BH3, BH5] para campos localmente integraveis e no
trabalho [BH6] para sistemas de campos sobredeterminados localmente inte-
graveis. Enquanto que no trabalho [BH2, BH4] demonstram-se propriedades
andlogas a (1), (2) e (3) para campos suaves localmente resoluveis.

O controle uniforme da norma L? em (1) é uma caracteristica dos es-
pacos de Hardy que foi preservada nas diversas generalizacoes e extensoes
destes espagos desenvolvidas ao longo do século XX. Presente na formulacao
original em conexao com os valores de fronteira de funcoes holomorfas e
harmonicas, esta propriedade se manteve intacta nos espacos de Hardy reais
HP(R™) definidos por Stein e Weiss por meio de fungoes maximais, onde o
nticleo de Poisson tem um papel de destaque ([St,GR]). No caso de ope-
radores nao elipticos, [BH2, BH4|, quando nao existem férmulas integrais
que exprimam a solugao em termos dos valores de fronteiras, as ferramen-
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tas combinam elementos modernos —técnicas de andlise microlocal como a
transformada FBI ([BCT, T}), a férmula de aproximacao de Baouendi-Treves
[BT], a teoria L? os nticleos de Calderén-Zygmund, especialmente a limitagao
em L? da transformada de Cauchy— e cldssicos, como a teoria de espacos de
Hardy em dominios com fronteira retificavel descrita no capitulo 10 de [Du].
Nos casos cldssicos de 1) fun¢oes harmonicas e ii) fungoes holomorfas no
disco, hd uma importante diferenca. Enquanto que em i) podemos tomar
1 < p < o0, no caso ii) é possivel quebrar a barreira de p = 1 e tomar
0 < p < oo, diferenga que usualmente é explicada pelo fato de que |f|P é
subharmonica para todo p > 0 se f é holomorfa mas apenas para p > 1 se f
¢ harmonica. No caso das solugoes homogéneas de um campo planar local-
mente resolivel, os resultados de [BH2, BH4] s6 tratam do caso p > 1. Em
relacdo ao problema de estender as propriedades das fungdes holormorfas (1),
(2), (3) e (4) descritas acima para solugoes homogéneas de campos vetoriais,
este trabalho trata do caso (1) para 0 < p < 1, para campos com coeficientes
de classe C¥, Teorema 3.3.3. Reciprocamente, demonstra o andlogo do caso
(4) para 1/2 < p < 1 e campos planares com coeficientes C*, Teorema 4.2.1.
Neste caso, as propriedades (1) e (4) podem ser definidas como segue:
(17) se bh € h?(—a,a), 0 < p < 1 entdo para qualquer 0 < ¢ < a, as “normas”
dos tragos h(-,y) em LP|—c, c] sdo uniformemente limitadas em y, isto é,

/ |h(z +ay)Pde < C,  y\,0;

Reciprocamente,
(47) se a “norma” dos tragos h(-,y) em LP[—c, ¢| sdo uniformemente limitadas
em y entao bh € hP[—c, c] para qualquer ¢ < a.

Neste trabalho C' denota uma constante arbitraria que pode mudar um
nimero finito de vezes.
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Capitulo 1

Teoria Basica

Neste primeiro capitulo daremos as definicoes basicas que necessitaremos,
bem como os resultados classicos e bem conhecidos, de forma a tornar o tra-
balho o mais completo possivel. Comecaremos definindo os espagos de Hardy
em R" e sua versao localizavel, enunciaremos os teoremas de decomposicao
atomica e provaremos dois teoremas envolvendo operadores definidos nestes
espagos.

1.1 Os espacos de Hardy em R"

Considere o espago de Schwartz S(R™), isto é, o conjunto das fungdes
¢ definidas em R™ infinitamente diferenciaveis, de forma que ela e todas as
suas derivadas sao rapidamente decrescentes no infinito, no sentido de que
permanecem limitadas mesmo multiplicadas por polindmios arbitrarios, e
munida com a topologia definida pela familia enumerédvel de seminormas

[pllas = sup [2°0]p(x)|
r€eR”™

em que
861 8671
xa:aj?l...ajg"’ afz—...—’
ox{"  Oxy"
a,B €.
Denotamos S'(R™) o dual topolégico de S(R™), com a topologia fraca,
também conhecido como o espaco das distribuigoes temperadas.
Se f é uma distribui¢ao temperada e ® € S(R"™), a convolugao f*P é uma
funcao bem definida e de classe C*° (de crescimento polinomial no infinito).



A conexao dos espagos de Hardy HP(R™) com as fungoes harmonicas
definidas no semi-plano superior R’}r“ pode ser feita considerando-se o pro-
duto convolugao f * P;, com Py(x) =t "P(x/t),t > 0 e P sendo o ntcleo de

Poisson de Rﬁbfl.
Cn

(1 + |2?) 0720
O produto de convolucao f x P, nao estd definido para distribuigoes arbi-
trarias, pois P nao pertence ao espaco S(R™). Assim, a teoria dos espagos
HP(R™) exige uma restricdo natural na classe das distribui¢oes. Por isso
torna-se necessario trabalhar-se na classe das distribuicoes limitadas, ou se-
ja, distribui¢oes f € S'(R™) tais que f *x ¢ € L®(R") qualquer que seja
¢ € S(R™).
De agora em diante distribuigao significara distribuicao temperada.
Assim se f é uma distribuicao limitada e h € L'(R™), entao a convolucao
f *h pode ser definida como uma distribuigao. De fato, seja ¢ € S(R") entao
podemos definir

P(x) =

(F4h.0) = (f 0uF) = [ (72 S)@h(a)ds

em que ¢(x) = ¢(—x). Além disso, f*h também é uma distribuicao limitada
e ainda f * (hy x hy) = (f * hy) * hy se by € LY(R"), i =1, 2.

Assim, como P € L'(R"), segue que f * P; estd bem definida para toda
distribuicao limitada f. Além disso, para todo t fixo, f * P, é uma fungao
em C* e limitada. De fato, podemos escrever P = ¢ x h + 1 com ¢,¢ € §
e h € L'. Para ver isto, note que p(f) = ¢ 27l¢l —a notacdo gzg significa a
transformada de Fourier de ¢— é rapidamente decrescente no infinito e de
classe C'™°, a excecao da origem. Tomando h = P e ¢ € S com qB = 1 numa
vizinhanca da origem, basta definir ¢ por 1(£) = (1 — ¢(£))e 2"l Além
disso,

Po=¢ixhi+v, e fxPo=fxih+(f*¢)*hy

o que conclui a prova de que f *x P, € C*° N L*>.

Além disso, como [(0;)* + >_7_(0u;)*|Pi(x) = 0, vemos que a fungio
u(z,t) = (f * P)(x) é de classe C* em (z,t) e harmoénica no semiplano
superior.

Para cada ® € S(R") e toda distribuigao f, definimos a fun¢ao mazimal
de f, Mg f(z) por
My f(z) = sup [(f * ;) (z)]. (1.1)

t>0
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A seguir, vamos considerar uma fun¢ao maximal relacionada nao apenas
a uma aproximacao da identidade ®; mas baseada numa familia limitada de
fungoes testes, chamada de grande fung¢ao mazimal. Com esse objetivo, seja
F =]l - llas.5,} uma colegdo finita de seminormas definidas sobre S, e seja

Srp={®e€S:|?P|a.pz <1paratoda | - |z € F}

Definimos entao a grande fun¢ao mazximal de f

Mz f(x) = sup Mo f(z).

deSr

Finalmente, se f é uma distribuicao limitada, considere

u(z,t) = (f * P)(x)

a integral de Poisson de f, definida no semiplano superior. Seja

u'(z) = sup |u(y, 1)l

|z—y|<t
a funcdo mazximal nao-tangencial de u e

u'(z) = sup u(z, 1)
>0

(1.2)

(1.3)

(1.4)

a fung¢ao maximal radial de u. Os espacos de Hardy HP(R"™) podem ser

caracterizados da seguinte maneira, veja [St].

TEOREMA 1.1.1. Seja f uma distribuicio e seja 0 < p < co. Entdo as

sequintes condicoes sao equivalentes:

(17) Existe uma colecao F tal que Mgf € LP(R™).

)
)
(7i1) A distribuigao f € limitada e u* € LP(R™).
(iv) A distribuicdo f € limitada e ut € LP(R™).
)

(v) Para toda fun¢io ® € S com [ ® # 0 temos que My f € LP(R™).

(i) Existe uma fungio ® € S com [® # 0 tal que My f € LP(R™).



Se alguma dessas propriedades for satisfeita, e portanto todas, diremos
que f pertence a HP(R").
Seja N um inteiro positivo, e considere

F=Fyv={ll"llap: |l <N, |5 < N}.
Se N é suficientemente grande (em termos de p e n), entdo as quantidades

1Mo flle, Mz flle, 'l e [luvlzs

sao comparaveis, com as constantes independentes de f. Qualquer uma das
expressoes acima pode ser tomada como norma em HP(R"™). Observamos
que sao normas apenas quando p > 1. Entretanto é usual se referir a essas
quantidades, por exemplo, || Mg f||» como H? norma de f, e denotamos por
| fllz»- Note que a expressao || - ||, é subaditiva se p < 1 fornecendo assim
uma métrica em HP. Esta métrica define a topologia de HP.

1.1.2 Decomposicao atémica para H?(R")

Um objeto importante que surge no estudo dos espagos H?(R™) com p < 1
sao os HP-atomos. Mais precisamente,

DEFINICAO 1.1.3. Um HP-dtomo a, é uma funcdo mensurdvel que satisfaz
as sequintes propriedades: existe uma bola B tal que

(1) suporte de a estd contido em B;
(i1) |a(z)| < |B|~Y? para quase todo x;
(i4i) [2Pa(x)dx =0 para todo B com |B] < n(p~' —1).

Os HP atomos sao elementos de HP(R™), com norma H? uniformemente
limitada. Ou seja,

[Moallz» < C(n,p)

para todo HP-dtomo. Aqui Mof(z) = sup,.q |f * ®:(z)|, em que ® é uma
funcdo suave suportada na bola unitdria em torno da origem com [ @ # 0.

Além disso, é possivel mostrar que se {a;} é uma colecio de HP—&tomos
e {\r} é uma sequéncia de nimeros complexos com Y |A\x|[’ < oo, entao a

série
k
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converge no sentido das distribuigoes, e sua soma f € H?(R"), com

N fllzr < C(Z I\ [P)1/2,

Por outro lado, a reciproca deste fato pode ser expressa no seguinte re-
sultado, veja por exemplo [St].

TEOREMA 1.1.4. Seja p < 1. Entio cada f € HP(R") pode ser escrita
como uma soma de HPdtomos, como em (1.9) acima, que converge na norma
H?; além disso,

DI < el fll

k

1.2 Os espacos de Hardy localizaveis

Observamos que os espagos de Hardy H? nao sao como LP quando p < 1
pois HP nao contém S —para ver isto, basta considerar qualquer ¢ € C'°(R)
com [ ¢ # 0 e assim teremos que ¢ ¢ H'(R). Entretanto, em 1979, Goldberg
[G] introduziu os espagos h?(R™), uma versao local dos espagos de Hardy. No
entanto daremos aqui uma caracterizacao alternativa. Para isto, definamos
algumas fungoes maximais andlogas as fungoes (1.1) e (1.2).

Para f € S'(R") e ® € S(R™) com [ ® # 0, definimos: a pequena fungdo
maximal radial

mef(z) = sup |f*Dy(x); (1.6)

0<t<1

a pequena funcao maximal nao tangencial

myf(x) = sup |Pyx f(a')]; (1.7)

o/ —a|<t

a pequena grande fun¢ao mazimal

mzf(r) = il;g%f(fc), (1.8)

com

F=Fn={peSMR"): |¢llas < 1;|a|,|8] < N}.

Com isso, temos o seguinte resultado, analogo ao Teorema 1.1.1.



TEOREMA 1.2.1. Seja f uma distribuicio e seja 0 < p < co. Entdo as
sequintes condicoes sao equivalentes:

(¢) Eziste uma fungao ® € S(R™) com [ ® # 0, tal que mgf € LP(R™).

(11) Eziste um No = No(p,n) de forma que a cole¢io Fy tem a propriedade
de que mxf € LP(R™), se N > Nj.

(iii) Para toda fung¢io ® € S(R™) com [ ® #0, temos que mg f € LP(R™).

Se alguma dessas propriedades for satisfeitas, e portanto todas, diremos
que f pertence a h?(R™). Além disso, se N é suficientemente grande (em
termos de p e n), entao as quantidades

lma fllze,  lmzfllee,

sao comparaveis, com constantes independentes de f.

1.2.2 Decomposicao atémica para h”(R")

Assim como no caso dos espagos HP(R"), temos os h?(R")-dtomos.

DEFINIGAO 1.2.3. Dizemos que uma funcao mensurdvel a é um hP-dtomo
se existe uma bola B de forma que

(i)  S(a) C B;
(i) lallo < [B|77;
(iii) se |B| <1, [x%a(z)dx =0, V]a| <n(p~t—1).

Na teoria atomica de H?, a condi¢ao de momento nulo deve ocorrer para
todos os HP-atomos assim, é facil ver que todo HP-atomo é também um
hP-atomo. A seguir, descrevemos a decomposi¢ao atomica para o hP; veja

Gl.

TEOREMA 1.2.4. Se f € hP(R"), p < 1, entdo existem uma seqiiéncia
de hP-dtomos (a;) e uma seqiiéncia de nimeros complexos (\;) € (P de for-
ma que f =Y Na; com Y, |NP < C|fllhe (ou mais precisamente, f =
limg, Ele Aia; na topologia de hP).



Reciprocamente, é possivel mostrar que se {ay} é uma colecao de hP-
atomos e {\y} é uma sequéncia de nimeros complexos com »_ [\g|P < o0,

entao a série
k

converge no sentido das distribuigoes, e sua soma f € h?(R"), com

1l < CO 1P,

1.2.5 Mudanca de variavel

Considere F' : R" — R™ um difeomorfismo de classe C*° de forma que
D*F e D*(F~!) ambas estejam em L* para todo a. Temos o seguinte
teorema.

TEOREMA 1.2.6. A aplicagao h?(R™) > u — uo F ¢ limitada em h?(R™).

1.3 Operadores de Calderon-Zygmund em es-
pacos de Hardy

Consideraremos um operador linear 7', inicialmente definido como uma
aplicagdo do conjunto das fungoes testes em S(R™) nas distribuigoes em
S'(R™), associado ao ntucleo K(z,y), definido para x # y e satisfazendo
as seguintes desigualdades:

|070) K (w,y)] < Al —y[7" 1271, (1.10)

tais nicleos sao denominados de Calderén-Zygmund.
A relagao assumida entre 7' e K é que, quando f € S(R") tem suporte
compacto, entao a distribuicao T'f pode ser identificada com a funcao

(Tf)(x) = / K (2 9) £ (y)dy. (1.11)

para x fora do suporte de f.

Se T' é um operador associado a um ntcleo de Calderéon-Zygmund K que
é continuo em L? diremos que T' é um operador de Calderon-Zygmund. No
restante desta secao estamos supondo 0 < p < 1.

7



PROPOSICAO 1.3.1. Seja T um operador de Calderdn-Zygmund. Entio T
¢ um operador continuo de HP(R™) para LP(R™).

DEMONSTRACAO. Seja K um nucleo de Calderén-Zygmund de forma que T’
é dado via (1.11). Observe que é suficiente mostrarmos que

|Tallr < C < oo (1.12)

para todo HP-dtomo a. De fato, se f € HP escreva, em vista do Teorema
114, f =" Aka, com (Ng) € 2, > | Ml? < C| fll%» € cada ag é um HP-
atomo (que pode ser tomado em C$°). Usando (1.12) e a subaditividade de
|- |, temos

I7f1%, = ))T(Zxkak)uj < NPT @l < O3 Ml < C1

mostrando a afirmacao.
Fixe um HP-atomo a, isto é, existe uma bola B = B(z,r) de forma que
a e B satisfazem (i),(ii) e (iii) da definigao 1.1.3. Seja B* = B(xy, 2r). Temos

ITal?, = / Ta(z)Pde

= / |Ta(x)|Pdx + / |Ta(x)Pdx
B R\ B*
= I+1I.

Para I, usamos a desigualdade de Holder para os expoentes conjugados
(2, 5 p) e a continuidade em L? de T para obter

p/2 -

1 < ( / |Ta<x>|2dx) B

p/2 -

C(/ \a(az)\Qd:c) |B| =
B

Cllally|BP?1B| ="
C|B|7»*|B| = C

IN

IA

IA

Para I1, seja k = [n(1/p — 1)] e escrevamos

Z@O‘ T, xg) Y= 20)" + R(z,y), (1.13)

ol
la|<k



e usamos (1.10) para obtermos que
R(x,y) = O(rF |z — x|~ HFFD), (1.14)

De (1.13) e (1.14), temos

= [ e

</ . ( / . |R<x,y>||a<y>\dy)pd:c

< ||a||1£oo|B|PrP(k+1)/ |z — x0|—p(n+k+1)dx

|z—z0|>2r

p

dx

o0
< Cr—n+np+p(k+1)/ g Pntktl) pn—1 g,
2r

_ C,r,—n—f—np—i—p(k—l—l)—p(n+k+1)+n — C,

observe que a integral em ¢ é finita pois
k=mn(l/p—1)]=k>n(l/p—1)—1= —pk —np—p < —n.

Provaremos agora uma versao da proposi¢ao anterior, no caso em que
HP(R™) é substituido por h?(R™). Para isto, considere € e €' subconjuntos
abertos e limitados de R™.

PROPOSICAO 1.3.2. Seja T um operador de Calderon-Zygmund. Entio T
¢ continuo de h?(R™) N E'(Q') em LP(2).

DEMONSTRACAO. Sem perda de generalidade, podemos supor que € =
B(0,0/2). Observe que ¢ suficiente mostrarmos que

ITall ooy < €' < o0

para todo hP-dtomo a suportado em B(0, ), pois toda f € hP(R™) N E'(XY)
possui decomposi¢ao atomica com dtomos suportados em B(0,0). Se a tem
momentos nulos, entao a ¢ um HP-atomo e a prova segue do teorema anterior.
Se a nao possui momentos nulos, a prova também segue como no teorema



anterior, observando que os momentos foram usados apenas para computar
a integral 1. Com efeito, como r < 9,

= /Q\B* [ K@iy
/2r§:vmo|§25 (/ZI:BOST Kz, y)||a(y)|dy>pd:p

Jolt-157 | o= ol 7
2r<|z—x0| <20

26
< C’r—"+"p/ oo Yo
2

p

dx

IA

IA

_ Cr—n—f—np(,r—rpn-‘rn o 5—pn+n)

o= s o

em que C’ é independente de r. [ ]
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Capitulo 2

Resultados preliminares

Neste capitulo definiremos o que vem a ser um campo localmente resolivel,
defini¢ao 2.1.1, veremos mais dois espacos de Hardy e mostraremos (ver Lema
2.2.6) que ambos coincidem quando definidos em certos tipos de dominios —
por exemplo, os dominios do tipo sino, definigao 2.2.5.

2.1 Solucoes homogéneas
Vejamos o que vem a ser um campo localmente resolivel (ver [NT, T}).

DEFINICAO 2.1.1. Sejam L um campo de vetores suave definido em um
aberto Q C R? e ¢ € Q. Dizemos que L € localmente resolivel em ( se existe
uma vizinhanga U = U(C) tal que para toda f € C*(Q) existe u € D'(2) de
modo que a equacao Lu = f vale em U. Se L ¢é localmente resolivel em todo
ponto de ), dizemos que L € localmente resolivel em €.

Seja L é um campo de vetores localmente resolivel em (—a’, a’) x (=¥, V'),
dado por

0 0
L=— — 2.1
5o+ al@) g (21)
Nesta segao, f é uma funcao continua e solucao fraca de Lf = 0 em @) =
(—a,a) x (—0,b) para algum a < a’ e b < b'. Como estamos trabalhando com
propriedades locais e resolubilidade local implica em integrabilidade local,
ver [T], podemos assumir, sem perda de generalidade, que existe uma fungao
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real suave p(z,t) definida numa vizinhanga de @ de forma que Z(z,t) =
x +ip(z,t) é uma integral primeira de L, isto é, LZ = 0 e dZ # 0. Assim
podemos escrever a(z,t) = —ipy(x,t)/(1+ip.(x,t)). Além disso, por razodes
técnicas, é conveniente assumir que ¢(0,0) = ¢,(0,0) =0 e

1
|z (z,t)] < 5 huma vizinhanca de Q. (2.2)

Sabemos também que a resolubilidade local de L é equivalente ao fato de
que L satisfaz a condi¢ao (P) de Nirenberg-Treves [NT, T] e isto se reflete
na seguinte propriedade:

Para todo z € [—a,a] a aplicacao [—b,b] > t — p(z,t) é mondtona.

Defina
= mi = —a<z<a.
m(z) = min ¢(z,1), M(z)=maxp(z,t), —e<z<a
Dai, a fungao Z(z,t) leva o retangulo Q) = [—a, a| x [—b, b] sobre o conjunto

Z(Q) ={¢+in:—a< &< am(§) <n< ME}

O interior de Z(Q) ¢ da forma

{E+in:—a <& <a,m(§) <n< M)},

em particular o interior é nao vazio se, e somente se, M(x) > m(x) para
algum z € (—a,a). Se int(Z(Q)) = 0, temos que M(x) = m(x) para todo
x € (—a,a), logo p(z,t) é constante em t, Vo € (—a,a). Donde ¢; =
0. Portanto a = 0 e consequentemente L = 0;, que neste caso o nosso
teorema fica trivial (Teorema 4.2.1). Suponhamos entdo que ¢; nao se anula
identicamente para algum ¢ > 0, implicando que Z(Q") tem interior nao
vazio. Toda componente conexa U do interior de Z(Q™) tem a forma

U={+in:a<&<Bmé) <n< MO

aqui (o, ) é uma componente conexa do conjunto aberto {z € (—a,a) :
M(&) > m(&)}. Note que, pela definicdo de U temos que M(«a) = m(a) a
menos que a = —a, e M(3) = m() a menos que § = a. Daremos atencao
ao caso —a < o < 8 < a, entdo M(«) = m(a) e M(B) = m(5). Como, para
todo = € (a, 3) a aplicagdo t — ¢(x,t) é mondtona e nao constante, temos
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que @(z,t) > 0 para x € (a, ) e [t| < b ou py(x,t) < 0 para z € (o, ) e
|t] <b. Assumiremos que ¢y(z,t) > 0 em [o, ] x [0,b]. Entao

M(z) = ¢(x,b), e m(z)=¢(z,0), a<z<f.

Dai, U é uma regiao limitada figurando entre os graficos de duas fungoes
suaves e seu bordo é suave exceto, possivelmente, nos dois pontos finais
(o, M()) e (B, M(3)). Além disso, U tem bordo retificivel de comprimento
limitado por

B B
oU| < / Vl+<p§(x,b)dx+/ V1+¢2(x,0)dx

< 2(5—@)‘/1+sgp\vsolzZK(ﬁ—a)-

Para ¢ > 0 pequeno e 7 > 0 grande, seja

T

1/2 s
B, f(x,t) = <;) / e~TZ@O=2G" P f (o VR(2) Zy(a!,0)da.  (2.3)
R

Aqui h(z') € C(—d',ad') é uma fungao teste identicamente 1 numa vizi-
nhanca de [—a,a]. Pela hipétese (2.2), a prova da férmula de aproximagao
de Baouendi-Treves [BT] mostra que, para ¢ fixo, E, . f(x,t) — f(x,t) quan-
do 7 — oo, uniformemente no retangulo R, = [—a,a| X [¢,b] se b é sufi-
cientemente pequeno. Além disso, a férmula (2.3) pode ser reescrita como
E. f(z,t) = F;.Z(x,t) em que F,,. é uma funcdo inteira. Se 7, — o0, ve-
mos que F, . é uniformemente de Cauchy em Z(R.). Em particular, F}, .
converge uniformemente para uma funcao F, que é holomorfa em

U={{+in:a<{<B,pEe <n< M)},
e continua em
{E+in:a<f< B0 e) <n< MG}

Dai, F.(Z(z,t)) = f(z,t) em a < x < B, ¢ <t < b e F, é uma extensao
de F. se 0 < € < € sdo pequenos. Fazendo € \, 0, obtemos uma funcao
holomorfa F' definida em U tal que f(x,t) = F(Z(x,1)).

Conclusao 2.1.2. A solugao f determina uma fungao holomorfa F em U
tal que f(x,t) = F(Z(x,t)) em Z71(U).
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2.2 Resultados em Espacos de Hardy

Os seguintes resultados melhoram os seus andlogos do trabalho [BH2], no
sentido que o extendem para 0 < p < 1.

DEFINIGAO 2.2.1. Seja D um dominio limitado com bordo retificdvel. Uma
fungdao g, holomorfa em D, é dita estar em EP(D), 0 < p < oo, se eziste
uma seqiiéncia de curvas (de Jordan) retificaveis C; em D tendendo para bD
(no sentido de que dado um subconjunto compacto K C D qualquer, eziste
Jjx € N de forma que o interior de C; contém K para todo j > ji ), tal que

| laeIplazl <1 < o
Cj

A “norma” de g € EP(D) é definida por
()11 0, = infsup /C lg(=)Pldz,

em que o infimo é tomado sobre todas tais seqiiéncias de curvas retificaveis
C; tendendo para bD.

TEOREMA 2.2.2 (Fatorizagdo Canénica). Seja U uma regido do tipo
sino. Seja f € EP(U), 0 < p < oo, nao identicamente nula, entio f = gB
com g € EP(U), B € E®U) com |B| < 1, g sem zeros em U e | f||gr =
gl -

DEMONSTRACAO. A demonstragao para o caso em que U é o disco unitario
A é devida a F. Riesz e o caso em que U é do tipo sino segue deste.
Com efeito, se w : A — U é uma aplicacdo conforme, temos que f(z) =
fw(2)(W'(2))Y? € HP(A) ! pelo coroldrio do Teorema 10.1 em [Dul. Seja
B(z) o produto de Blaschke associado aos zeros de f, contados de acordo com
sua multiplicidade. Entdo |B(z)| < 1, tem os mesmos zeros que f; = f ow
com a mesma multiplicidade e, se 0 < r; /1, segue que

TAlrEe )P o i0 10, 0
sup/ ﬁw (r;e"”)|df = sup/ | fi(rje”)|P|w'(re”)|df < C. (2.4)
iJo  |B(re?)p iJo

Veja definicio de HP(A) em [HH], de outra maneira, segue de [Du, Teorema 10.1] que
HP(A) = EP(A).
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De fato, claramente o supremo a direita ¢ limitado pelo supremo a esquerda,
pois \B| < 1. Por outro lado, considere o produto finito By dos primeiros N
fatores de B. Assim By — B normalmente em A quando N — oo, |By| = 1
para |z| = 1 e By é continuo em |z| < 1, entéo

2m )P 4 2 . .
op [ DI )10 = sup [ 1l P13 0,
i Jo  [Bn(rje?)P i Jo

E, pelo Lema de Fatou,

o | fr ()P
sup/ tim LT )46
i Jo N=oo|By(rei)|p

27 10\ |p .
< suphmlnf/ Mk‘/(?ﬂjew”de
i N=eoJoo | Bu(rge)lp
™ LAY
< liminfsup/ M| (e “)|do
N=oo i Jo  |Bn(rje?)P

2
= sup [ |fulrse )Pl (e,
Jj Jo
Portanto, se tomarmos B(¢) = B(w™(¢)), vemos que |B| < lem U, g = f/B
estd bem definida e (2.4) implica que g € EP(U) com || f||z» = ||9| g»- n

OBSERVACAO: Se f € EP(U), pelo teorema, f = gB com g € EP(U) e g
nao tem zeros, se U for simplesmente conexo (U do tipo sino, é simplesmente
conexo), podemos definir qualquer poténcia de g. Isto é, definindo h = ¢",
(r € R qualquer), temos que f = h'/"B, h € E™(U) sem zeros e ||f||g» =
1P

DEFINICAO 2.2.3. Considere uma regiao limitada Q@ C C, satisfazendo a
condigdo de que existe « = a(§2) > 0 com a propriedade que quase todo ponto
p no bordo admite uma regiao de Stolz de aprorimagao

Folp) ={2€Q:|z—p| < (1+a)dist(z,00)}, (2.5)

isto €, para quase todo p € 09, Tw(p) € aberto e p estd no fecho de To(p)?2.
Seja u uma funcao definida em Q. A fun¢ao mazimal nao-tangencial e o

’Esta condicdo é satisfeita, por exemplo, se £ é uma regido limitada simplesmente
conexa com bordo retificavel.
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limite ndo-tangencial u* e u™ respectivamente, sio dados por:

u'(p) = sup [u(()] g¢tp. pe€IQ,
CEFa(p)

ut(p) = lim  w(() q¢tp. peoQ,
LFa(p)2¢—p

DEFINIGAO 2.2.4. Seja Q0 como na defini¢io anterior, para 0 < p < 00
definimos os espagos de Hardy HP(§2) como

HP(Q) ={f € O(Q) : J* € L"(0Q)},

em que O(2) € o conjunto das fung¢oes holomorfas em Q e f* denota a fun¢ao
mazximal nao-tangencial usando T'y(p) como na defini¢ao acima.

Quando €2 é o disco unitério, os espacos de Hardy EP()) e HP()) coin-
cidem, veja [Du]. Pelo Teorema da aplicacao de Riemann, estes espagos
também coincidem quando €2 for qualquer dominio limitado, simplesmente
conexo, com bordo suave. No trabalho [L] é mostrada a igualdade dos espagos
quando 1 < p < oo e €2 é limitada, simplesmente conexo, com bordo Lip-
ischitz. O método apresentado em [BH2] prova a igualdade EP(U) = HP(U)
e para classe especial (mais geral) de dominios (2. Para isto, definamos:

DEFINICAO 2.2.5. Chamaremos um dominio U do tipo sino se U ¢ uma
regiago limitada por duas curvas suaves C; e Cy de modo que OU € suave
exceto, possivelmente, nos dois unicos pontos A e B em que as curvas se
interceptam, formando dngulos de 0 < 0(A),0(B) < .

Considere U do tipo sino, se as curvas suaves C; e C que formam oU
se interceptam em A e B, formam angulos de 0 < 6(A),0(B) < m, temos
que U tem fronteira de Lipschitz e neste caso ja é conhecida a igualdade
EP(U) = HP(U) para 1 < p < oo, [L].

O método apresentado em [BH2| prova a igualdade EP(U) = HP(U) para
1 < p < oo mesmo quando §(A) = 0 = §(B). E usaremos este fato para
estendermos a igualdade para p < 1. Nos argumentos que seguem estamos
supondo p < 1.

LEMA 2.2.6. EP(U) = HP(U), 0 < p < o0 para dominios do tipo sino.
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DEMONSTRACAO. Suponha que g € HP(U). Tome uma seqiiéncia de curvas
retificaveis C; tendendo para o bordo de U. Dai,

Lls@riacl = [ eai@)riag ol
c, A7 N OU;)
< [ w@r©l
A7 o)

< 0/8U|g<o||§|<oo,

em que A; é um difeomorfismo de C; sobre um subconjunto OU; de OU. Ver
construgao de C; em [BH2, paginas 475-476]. Por outro lado, se f € EP(U),
pelo Teorema 2.2.2, podemos escrever f = gB em que g € EP(U) nao se anula
e |lgllge = || f||gr- Escolha n de forma que np > 1. Pela observacao feita apds
o Teorema 2.2.2, podemos tomar h = ¢*/™ que estd em E™(U) = H™(U), a
igualdade sendo conseqiiéncia do caso ja feito em [BH2]. Dai h* € L™ (9U)
e portanto [g]* = [h"]* = [h*|" € LP(OU). Como |B| < 1 temos que f* =
(¢9B)* € L*(OU). Donde f € HP(U). u

Para encerrarmos esta se¢ao, enunciaremos mais um lema a ser usado
posteriormente.

LEMA 2.2.7. Seja D um dominio do tipo sino e 0 < p < co. Entao as fungoes
holomorfas em D e continuas até o fecho de D sao densas em EP(D).

DEMONSTRAGAO. Por um argumento de aplicagao conforme, basta conside-
rarmos o caso em que D é o disco unitario A. Assim, se f € EP(A), tome
r; T 1 qualquer e considere as funcoes f;(z) = f(r;2). E facil ver que f; €

EP(A) e que f; — f em EP(A). n
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Capitulo 3

Controle em P, 0 <p <1 do
traco de solucoes homogéneas

3.1 Introducao

Considere h(z) é uma fungao holomorfa de uma varidvel, definida no
retangulo

Q = (—a,a) x (0,b)

com valor de bordo bh, no sentido fraco, em ¢ = 0. Sabemos que se bh €
LP(—a,a), 1 < p < oo, entdo para qualquer 0 < ¢ < a, a norma dos tragos
h(-,t) em LP[—c,c] sdo uniformemente limitadas quando ¢t — 07:

h(z +it)Pde < O, t\,0.

—C

Se faz natural estudarmos campos de vetores L para os quais as solugoes
da equacao homogénea satisfazem a mesma propriedade. Esta questao foi
completamente respondida no recente trabalho [BH4] quando 1 < p < oo:
Suponha que L é um campo de vetores suave, localmente integravel em “um
lado” (ver definigao 3.2.1) com integral primeira Z(z,t) = x +ip(z,t) entao

TEOREMA 1 (Teorema 2, [BH4]). Seja L um campo de vetores como
acima. Suponha que f € uma distribuicao solucao de Lf = 0 no retangulo
Q = (—A,A) x (0,B). Suponha que f tem valor de bordo no sentido fraco
bf = f(z,0) em t = 0. Entao existem Ag > 0 e Ty > 0 tal que, para
qualquer 0 < T < Ty e 0 < a < Ay, se f(-,0) e f(-,T) € LP(—Ayp, Ap) entao
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f(-,t) € LP(—a,a) para qualquer 0 < t < T e para quase todo 0 < a < Ay
existe C' = C(a,T) tal que

(i) sel <p < oo, entdo

[ wwords < o wopds+ [ 5P

—a —a —a

T

n / (@, 5)Plis(a, )]s + / F(—a, 8)Plou(~a, 5)|ds);

(17) se p = o0, entdo f € L>((—a,a) x (0,T)).

Neste capitulo iremos provar o teorema acima, na sua versao para p < 1,
quando L é um campo analitico real. Para isto, comecaremos dando uma
descrigao geométrica da condigao (PT).

3.2 A condigao (P") de Nirenberg-Treves

Seja 5 5
L = A(x,t) oy + B(z,t) o

um campo de vetores localmente integravel, C*, |A|+ |B| > 0, definido num
subconjunto aberto €2 do plano. Considere uma curva Y em €2 de forma que
O\ X tenha duas componentes conexas, Q\X = QTUQ ™. Escreva L = X +iY,
com X e Y reais. Sabemos que a condigao (P) pode ser expressa em termos
das drbitas do par de campos de vetores {X,Y} no sentido de Sussmann
[S]. Para qualquer aberto U C €2, dois pontos pertencem a mesma 6rbita de
{X,Y} se eles podem ser unidos por uma curva continua, diferencidvel por
partes de maneira que em cada pedago ela é uma curva integral de =X ou
+Y. Como assumimos que X e Y nao tem zeros em comum, as érbitas de
L em U sao subvariedades imersas de dimensao um ou dois; além disso, as
orbitas de dimensao dois sao subconjuntos abertos de U. Seja W C U uma
6rbita de dimensdo dois de L em U e considere X AY € C®(U; N*(T(U))).
Como A*(T(U)) tem uma secio global que nunca se anula, e; A ey, X AY
¢ um multiplo real de e; A e e isto d& um significado para que X A Y nao
mude de sinal em qualquer orbita de dimensao dois em W de {X,Y} em U.
O campo de vetores L satisfaz a condigdo (P) em p € ¥ se existe um disco
U C ) centrado em p tal que X A'Y nao muda de sinal em qualquer orbita
de dimensao dois de L em U. Analogamente, temos a seguinte defini¢ao.
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DEFINIGCAO 3.2.1. Dizemos que L satisfaz a condigao (P*) em p € X se
existe um disco U C ) centrado em p tal que X N'Y nao muda de sinal em
qualquer orbita de dimensdo dois de L em UT =U NQT.

DEFINICAO 3.2.2. Dizemos que L ¢é localmente integrdvel em um lado em
p € X se existe um disco U C Q centrado em p tal que —depois de trocar QT
por 2~ se necessdrio— existe Z € C°(U) tal que

(1) LZ se anula identicamente em U™ ;

(2) dZ(p) # 0.

Existem muitas formulagoes equivalentes da condigao (P) (veja [T]). Para
qualquer campo de vetores L como acima, podemos fazer uma mudanca local
de coordenadas (z,t) proximo de p € ¥ de modo que z(p) =0, t(p) =0e L
toma a forma (a menos de um fator suave que nao se anula)

0 0
L=—+ib(z, t)—
em U = (—a,a) X (T,T) e b(z,t) é a valores reais e suave em U.

Assuma que L ¢é localmente integravel num lado em 0 € ¥ = {(z,0) :
|z] < a} e Ut = (—a,a) x (0,T). Trocando Z por iZ e diminuindo U se
necessario, podemos assumir que

Z(x,t) =z +ip(z,t).

Desta forma, multiplicando L por um fator suave que nao se anula, podemos
escrever L na forma

p= el 0y gy
ot 1+ip.(x,t)Ox
com
_0 e 0, w0
ot 1420z’ 1+ 20z’
dai,
oy 0 0
XNY = — N =.
1+ @20 Ot

LEMA 3.2.3 (Lema 1.4, [BH4])). Se Z e L sao como acima entdo L satisfaz a
condigao (P1) na origem se, e somente se, existem T, a > 0 tal que (0,T)
t — p(x,t) € mondtona para todo x € (—a,a).
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3.3 Suficiéncia

Pelo que vimos anteriormente, podemos supor que nosso campo de vetores
L é da forma

0 0
L= a +(I(.T,t)%,

em que
., (,Ot(l', t)
1 +ip,(z,t)

Suponha que L é analitico real, definido numa vizinhanca do retangulo ) =
(—A, A) x (—B, B) com uma primeira integral Z(x,t) = z+ip(x,t), definida
em (Q satisfazendo LZ = 0 para t > 0. Nesta se¢do, assumiremos que L
satisfaz a condigao (P*) na origem em ¥ = (—A, A) x {0}. Podemos assumir
também que ¢(0,0) = ¢,(0,0) =0e

a(z,t) =

lpz(z,t)] < % numa vizinhanga de Q.
Depois de uma contracao de () em torno da origem, o Lema 3.2.3 mostra que
V z€(—A,A) aaplicagao (0,B) >t — ¢(x,t) é mondtona.
Considere as fungoes m(x) e M(z) como definidas anteriormentes

= i = A<z <
m(z) = min ¢(z,t), M(z)= max o(z,t), -A<z<A

Dai, a funcao Z(x,y) leva o retangulo Q1 = (— A, A) x (0, B) sobre o conjunto

ZQ)={¢+im:—a<E<a,m(§) <n< M(E)}

O interior de Z(Q) ¢ da forma

{E+in:—a <& <a,m(§) <n< M)},

como estamos assumindo que L é analitico real, diminuindo A se necessario,
M(z) > m(z) com exce¢do de um conjunto finito, isto é, M(z) = m(zx)
apenas para um conjunto finito de pontos e portanto, um conjunto de medida
nula. Ent@o o conjunto Z((—A, A) x (0, B)) tem interior nao vazio. Toda
componente conexa do interior deste conjunto tem a forma

{E+in:a<&<pBm(E) <n< M)}
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em que (a, ) é uma componente conexa do conjunto aberto {z € (—A, A) :
M(x) > m(z)}. Seja

{ze(—A,A): M(z) > m(2)} = | (o, )

a decomposicao em suas componentes conexas. Seja U, = o interior de
Z((Oék,ﬁk) X <O,B)) Dai

Up = {z +iy : o < < By, 0(2,0) <y < p(x, B)},

Para a seqiiéncia do trabalho, precisaremos lidar com os seguintes subespacos:
considere I um conjunto finito contido em R.

DEFINICAO 3.3.1. Definamos h.(R) o subespago das distribuigdes f em
h?(R) tais que f = > Ajaj, sendo os a;’s hP-dtomos, > |\’ < oo e para
todo j

(1) I(a;)) N F =10, em que I(a;) € o intervalo que contém o suporte de a;
dado pela defini¢ao 1.2.3.

A quantidade
lallz, =g SN g € n,
J
em que o infimo é tomado sobre todas tais decomposicoes atomicas especiais,
nao define uma norma se 0 < p < 1 mas define uma métrica invariante em
ht.:
dg.h) = g~ hl2,
Claramente, temos
lgllhe < llgll7e

para toda g € hf.
Para a aplicacao que faremos, considere

F=FL)={z€(-A,A): M(z) =m(z)}.

Como L ¢ analitico real, diminuindo A se necessario, vemos que F' é um
conjunto finito.
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DEFINICAO 3.3.2. Definamos bt (R) = hL(R) com F = F(L) definido
acima e hf (—A, A) como o subespago das distribuicoes f € hY (R) tal que
Suporte(f) C (—A, A).

Observe que o espago h’ (—A, A) nao depende da integral primeira esco-
lhida pois F'(L) é o conjunto dos pontos x tais que {L,IL} ¢é linearmente
dependente em (x,t) paratodot € (0, B) ez € F. Com isso podemos provar.

TEOREMA 3.3.3. Suponha que L é analitico real. Seja f é uma funcdo
continua, solugdo de Lf =0 no sentido das distribuicoes em QQ = (—A, A) X
(0, B). Suponha ainda que f tem valor de bordo no sentido fraco bf(x) =
f(z,0) em t = 0. Entdo existem 0 < Ay < A e 0 < Ty < B tal que
para qualquer 0 < T < Ty e 0 < a < Ay, se bf € hY(—Ap, Ao) entao
f(-,t) € LP(—a,a) para qualquer 0 <t < T e para quase todo 0 < a < Ay,
existe C' = C(a,T) tal que

(&) se 0 <p<1, entio

/ (e, )Pz < CUI6f e + [1F (5 Tz + 1 (Ao, ) lIZs)-

—a

DEMONSTRACAO. Iremos considerar seis casos essenciais, em cada um dos
quais iremos mostrar a validade do teorema. A geometria dos casos 1 e 17 é
a mesma, assim como a dos casos 2 e 2’ e 3 e 3". Nos casos 1, 2 e 3 estamos
assumindo uma regularidade até a fronteira da solucao homogénea, enquanto
que nos casos 17, 2’ e 3’ esta hipotese nao é mais assumida.

Como o problema é local, podemos tomar B um pouco menor, para que
f(+, B) seja uma fungao continua. Observe que para quase todo a € [—A, A]
existe o limite

lim f (a, 1) (3.1)

Seja Ag € (0, 4] tal que existam, ao mesmo tempo, o limite em (3.1) para Ay
€ —AQ.

Caso 1. Assuma, que M(0) = m(0) e M(Ag) = m(Ap). Assumiremos
também que f é suave em (). Neste caso, mostraremos que o teorema é valido
para o “semi-intervalo” [0, Ag]. Como os mesmos argumentos se aplicam ao
“semi-intervalo” [—Ay, 0], teremos o desejado.
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Temos que existe x € (0, Ap), de forma que M(x) > m(z). Assim, o
interior de Z(Q) é nao vazio. Fixe k e considere uma destas componentes
Uy, descritas anteriormente. Observe que M (ax) = m(ayx) e M (8x) = m(B).
Como para cada x, a fungao

t — (z,t) é mondtona,

ou m(x) = ¢(z,0) e M(x) = p(x, B), ou m(z) = p(z, B) e M(x) = p(z,0)
em (g, Bx). Logo, podemos assumir que m(z) = ¢(x,0) e M(z) = ¢(z, B)
para todo x em (ag, Bk)-

A férmula de aproximacao de Baouendi-Treves implica (veja conclusao
2.1.2) que existe F}, € C(Uy), holomorfa em Uy tal que

f(x,t) = F.(Z(x,t)) VY(x,t) € [ag, Bk] x [0, B].

Como Fy, € O(Uy) N C(Uy), vale a representacio de Cauchy para F, em Uy,
veja [Du, Teorema 10.4]. Seja zo = Z(xg, ty) € Uy, temos

1 Fi(¢)
F, = — d
(z0) 2t Jou, ¢ — %o ‘

1 F, 1 F,

210 Jou, , ¢ — %0 2mi Jou, , € — %0
I F :

= e 1 0) g (4 0)d
21 J,, T+ ip(x,0) — 39 — ip(T0, 1)
I F io(z, B
. k(x + Z()O<x7 )) Zx(l', B)dl‘,

2mi Jo, +ip(z, B) — 20 — i(20, lo)

k

em que OUy, ¢ a parte do bordo de U}, dada pela curva x — x + ip(r,0),
o = 0, B. Usando as hipéteses sobre bf e escrevendo f(x, B) para a fungao
que é igual a f(z, B) em (o, (k) e igual a zero fora deste intervalo, obtemos

Bk Aia;(x
Rl < [ it o oy
:1:+zg0 x,0) — xo — ip(xo, to)
f(z,B)
+ C , , Z.(x, B)dx
ap TF W(l” B) — xg —ip(xo, to) (= 5)

a;(z)

Z.(x,0)d
oo T Fip(,0) — 20 — ip(z0, to) (=, 0)da

i(k)
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= f(z, B)
i ' /—oo x +ip(x, B) — xg — ip(zo, to) Zy(x, B)dx

= O M@ (as) (o) + |QE(F (-, B))(wo)], (3-2)
)

i(k

em que bf(z) = >, Nhia;(x), é a decomposicao atomica dada pela hipdtese,

com Y, [Ai|P < 2[[bf]7,, i(k) é o conjunto dos indices i’s com a propriedade
L

de que Suporte(a;) C (o, B). Além disso, Qf e Q'S sdo os operadores

integrais singulares com ntcleo

Zy(x,0
Ké()(l',t) — : (:L‘ ) : ,
T+ 'L()O(ZL‘, 0) —t- Z@(ta tO)
© Zy(x, B
Kig(o.t) = (2.5

r+ip(x, B) —t —ip(t, t)’

respectivamente. Observe que K§(xz,t) e K§(x,t) satisfazem as desigualdades
(1.10) uniformemente em s, 0 < s < B. Mostraremos que Q§ e Q% sao opera-
dores de Calderén-Zygmund (cujos nicleos satisfazem as estimativas (1.10)
com constantes uniforme em s), uniforme em s, 0 < s < B, isto é, @} e Q%
se estendem a operadores limitados em L? e a norma destes operadores em
L(L?) nao depende de 0 < s < B. Observe que Q3 e Q5 sdo as transformadas
de Cauchy, definidos em curvas suaves, e que ja é bem conhecida a limitagao
em [P, 1 < p < oo (mesmo quando = — ¢(x,0), p(z, B) sdo Lipschitz), além
disso, hoje existem provas elementares deste fato (cf. [CJS, J, D]) e qual-
quer prova é bem mais simples quando x — ¢(x,0), p(z, B) tem derivadas
limitadas até a segunda ordem, pois pode ser reduzida a continuidade da
transformada de Hilbert. Usaremos este fato para provar a continuidade em
L% uniforme em s, dos operadores Q5 e Q%.

Podemos supor que a integral primeira estd definida em R?, assim as
curvas * — x+ip(z,0) = C,, 0 = 0, B estao bem definidas para todo = € R.
Além disso nao ha perda de generalidade em supor que p(x,t) se anula para
|z| suficientemente grande. Deste modo, as curvas C, dividem o plano em
duas regioes, o lado de cima —que contém os pontos da forma (x,t) para
todo t suficientemente grande (dependendo de x)— que iremos denotar por
Ct e o lado de baixo que iremos denotar por C,, o =0, B.

Para p € Cp, definimos a regiao de aproximacao

It ={zeCf:|z—p| <2dist(z,Co)}
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e para p € Cp,
I, ={2€Cp:|z—p| <2dist(z,Cp)}
Primeiramente, mostraremos que para qualquer z = Z(x,t) € Cg, vale
z € FJZF(%O). (3.3)

De fato, denotemos por p = Z(x,0). Entao para qualquer y € R, usando o
fato de que |p,| < 1/2, obtemos

o tip(e.t) —y—ig.0) > (1ol +lele.t) ~ o(u.0))
> Sl =yl + (e t) — ol 0] = loly,0) — ol )]
> Sle(et) - 9(z,0)
= Sl (3.4

De (3.4), vemos que z € '}, mostrando (3.3). Analogamente mostra-se
que se z = Z(z,t) € Cz entao

2 €T, . (3.5)

Consideremos o operador maximal associado a transformada de Hilbert
H? | definido na curva C,, 0 = 0, B, em que

1 L)
u /;“—p|>e C - pdc

e também o operador maximal de Hardy-Littlewood M? associado a curva
C,, 0 =0, B, dado por

HZh(p) = sup

e>0

Y p?CECU7 0-207B

1
M”h(p)ZSgpm/Ih(é)lldCl, peC,, 0=0,B,
I

com o supremo sendo tomado sobre todos os sub-arcos I C C,, 0 = 0, B,
que contém p e || denota o comprimento de arco de I. E bem conhecido a
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limitacdo em L? dos operadores acima'. Além disso, denotemos por Cyh a
transformada de Cauchy da funcao h com respeito a curva Cy:

Coh(z) = — / h@)dg cect

27TZ C()C_

e sua funcao maximal nao tangencial Cj, definida por

Coh(p) = sup [Coh(z).

zeF;

Analogamente define-se Cg e C}, apenas tomando o cuidado de olhar agora
para a parte de baixo.
Adaptando a prova do Lema 2.9 de [L], é possivel mostrar que

Coh(p) < HIh(p) + CM°h(p), o=0,B, (3.6)

para toda h € L9, 1 < ¢ < oo e a constante C' s6 depende da abertura da
regiao de aproximagao.

Agora, podemos provar que os operadores )% sao uniformemente limita-
dos em L?. Temos

. _ [T hz)Zy(z,0)
Qohlt) = /Oox+ig0(x,0) t—ip(t,s)
= Oohlt+iplt,s)
< Coh(t +ip(t,0)),

h(z). Portanto, em vista da desigualdade (3.6),

dx

em que h(z + ip(z,0))
temos

1Qshlle < ||Cihll2 < |[HIR|| 2 + C||MTh)| 2
< COlhlle < C|lhllge.

e analogamente para ()%. Mostrando assim a afirmagao.
Escrevendo

N

.40 = (Utan o)) uF
k=1

INa verdade, os operadores H? e M°, ¢ = 0, B sao limitados em LP.
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e como F' = {z € (0,Ap) : p(x,0) = p(z, B)} tem medida nula, obtemos,
pelo Teorema 1.3.2 juntamente com a desigualdade (3.2),

Ao N Bk
Amewx:[@mummm:;A“mmwx
GZ(ZMW%@mwm+mwmeJ

= i(k)

S Plallz, + CUFIL,
CS AP+ ClFC B
< Ol + 17 B)llhe).

IN

IN

IN

Caso 2. Assuma que M(0) = m(0) e que M(z) > m(z) para todo 0 <
r < Ap, e assuma que a solucao [ é suave em (). Neste caso o bordo de
U= 7((0,Ag) x (0, B)) consiste de trés curvas. Como antes, temos

1 F(S)
Fi() = 5 oy T ZOdC

1 [Y  F(z+ip(z,0))Z(x,0)
omi Jo  x+ip(x,0) — xo — iz, to)

1 [P F(Ag + (Ao, y) Zi(Ao, y)
2mi Jo Ao+ ip(Ao, y) — 0 — ip(20, to)

1 (% F(zx+ip(z, B)Z(z, B)
S 2mi )y w+ip(z, B) — zo — ip(xo, to)

dx

dv =1+ 1I+1III,

se 2o = Z(xg,tp) com z9 < a < Ay e F' é uma fungado holomorfa satisfazendo
f(z,t) = F(Z(x,t)) para todo (z,t) € (0,A4p) x (0,B). Tudo o que temos
para fazer é olhar o segundo termo a direita I, pois para os termos [ e 111
basta aplicarmos o que fizemos no caso 1. Como f € C*(Q), temos que
f(Ag,-) € L™ e, estendendo f(Ay,-) como zero fora de (0, B), obtemos que
f(Ao,-) € L*(0, B). Entao

B
2mi Jo Ao+ (Ao, y) — xo — tp(z0, to)
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— L = f(A())y)Zt(Aan) dy
211 J_ o Ao +ip(Ao, y) — 2o — ip(x0, to)

= Q4 (Ao, ) o),

em que Qi‘fa é o operador integral singular com ntcleo

Z (Ao ?/)
Ko — <70 .
(T Y) = e e y) — 7 — i to)

Observe que Kﬁ{’o € (C°° N L*® uniformemente em tg se x < a < Ag, e que
Kffo satisfaz as estimativas (1.10) pois sé nos interessa o que acontece para
x préximo de y. Portanto,

to . Q/ 00
AO.S — C°°.

Assim, Qi‘fa é continuo em LP, uniformemente em ¢,;. Entao, como no caso 1,

/O [f (e, )P < C(I0flhe + I1FC B e + 1S (Ao )lZs)-

Caso 3. Assuma que M (0) > m(0) e que f é suave em Q. Podemos assumir
que M (x) > m(z) para todo x € (—Ag, Ag). Agora, o bordo de U tem quatro
pedacos. Podemos proceder como no caso anterior para obter a estimativa
desejada no intervalo (—a,a), a < Ay.

Observe que as estimativas no intervalo [— Ay, 0] sao também validas para
os casos 1 e 2. O teorema segue para estes trés casos quando f é suave em
Q.

Agora, usaremos um refinamento do Teorema de aproximagao de Baouendi-
Treves, como em [HM], para remover a suavidade de f.

Caso 1’. Como no caso 1, iremos assumir que M(0) = m(0) e M(Ay) =
m(Ap). Iremos olhar mais de perto a férmula de aproximacao de Baouendi-
Treves [BT]. Seja h(z) € C§°(—A, A), h(z) = 1 numa vizinhanga da origem.
Para 7 > 0, definimos

E. f(x,t) = (r/m)"/? / e TENAEOE £ (2! 0)h(a') Z, (o, 0) da’
R

GTf<x’ f}) — (7_/71_>1/2 / e*T[Z(m,t)—Z(x/,t)Pf<x/’ t)h(:z:’)Zm(:c',t) dz’'

R
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em que f(z/,t) é o trago da distribuigao f, restrita a (ag, Ox), em t > 0. Seja
R.f(x,t) = E, f(x,t) — G, f(x,t).

A formula de aproximacao de Baouendi-Treves assegura que depois de
diminuir A e B, E, f(z,t) converge para f(x,t) no sentido das distribuigoes
no conjunto aberto (—A, A) x (0, B). Todavia, precisaremos de um resultado
refinado em [HM] (Coroldrio 2.2) que garante convergéncia até o bordo t = 0

em espacos de fungoes apropriados. Mais precisamente, de acordo com um
resultado em [HM], existem o', > 0 de forma que

R.f(z,t) — 0 em C*([—d,d'] x [0,V]).
Como consequéncia (Teorema 6.1 [HM]) temos que
E, f(z,t) — f(z,t) em hP([—d’,d]), se f(-,t) € hP(—d',d).

Observe que, poderiamos ter escolhido desde o principio Ag < @’ < A e que
B < U. Seja F;(z) a fungdo inteira satisfazendo F.(Z(x,t)) = E,f(x,t).
Seja U = o interior de Z((0, Ag) x (0, B)). Podemos aplicar os argumentos
do caso 1 para as funcoes suaves F, f:

210 Jou, ¢ — %o

L EO, L EO,
Uy 1

2mi aU,, G — %0 2me ¢ — 2o

FT(ZQ) =

_ 1 /ﬁk F(z +ip(,0)) Z,(r.0)dx

2mi . T Hip(x,0) — 1z — ip(T0, to)
I F.(z +ip(z, B))

- — Z(x, B)dx,
2ri ), x+ip(x, B) —x¢ — ip(xo, to) (@, B)dx

k
20 = Z(xg,tp). Tome ¢. uma fungdo em CP(R) com 0 < ¢. < 1, ¢. =1 em
(g, Br) e ¢ = 0 no complemento de (o — €, B + €). Temos

1 /ﬁk E. [(x,0)
o, T ip(x,0) — 20 — ip(70, o)

271
B E B
o THip(z, B) — g — ip(x0, to)

[F-(20)] < C

Zy(x,0)dz

+ C

k

|Q60 (ETfX(akﬁk)('7 0))(1’0)‘ + ‘Qth) (ETfX(akﬁk)<'7 B))('r0>|)

- C(
= O((lim |QE (6B (-, 0)) (o) | + lim |QF (6- B, £ B) o)l ),
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a ultima igualdade acima é vélida porque

o) E-f(+,0) — EL f(,, O)X(ak,ﬁk)(')

¢6(')E7f('7 B) - ETf('? B)X(ak,ﬁk)('>

em L? quando ¢ — 0. Entdo, como fizemos no caso 1, obtemos

Bk
B f @ t)Pde < Clim [ Qb(Ef (00 ) +

+ Clim Q4 (E-f(, B)oe( D Loa 50
(1 1B+ £, 061, + limy | B £ BYon() 1)
C’(hmhmsupHE FG 00 +

T—00

IN

IN

+ T limsup |- £, B)o-()I

= (T | £(,0)0=() [} + im ||, BYo-( I )
= (sl + 17¢, B

a ultima igualdade é valida, pois ¢. = 1 no suporte de f(-,0) e de f(-, B),
(lembre-se que estamos restringindo f ao retangulo (ax, 5x) X (0, B)). Dai,

B P -
[ e seoras < o[ Sl + 1751 )
k i(k)
< CINP 4 IFC B,
i(k)

Quando 7 — 00, a desigualdade acima implica que

Bk -
[ ir@oras < cDINP + 1B,

. i(k)

Somando em k, obtemos

Ag
| irworas < eI+ 156D
< CObfIgy + 10 B
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Caso 2’. Como no caso 2, iremos assumir que M (0) = m(0) e M(z) > m(zx)
para todo x > 0. Iremos olhar mais de perto a férmula de aproximacgao de
Baouendi-Treves [BT]. Com as mesmas notagoes do caso 1’, temos

ETf<SL’,t) — (T/ﬂ_)l/Q / €7T[Z(x’t)7z(m/’0)]2f(:L’I,0)h<l’l)Zm<l’/,0) dz’'

R

GTf(l‘, t) _ (7_/71_)1/2 / e—T[Z(a:,t)—Z(x/,t)Ff(x/’ t)h(l‘,)Zgg(ZL‘/,t) dr’'
R

em que f(2’,t) é o trago da distribuicao de f em t > 0 restrita a (0, Ag). Seja
F.(2) a fungao inteira satisfazendo F,(Z(z,t)) = E. f(z,1).

Pela férmula integral de Cauchy, aplicada a F,, se zy = Z(xq,tp) com
0< 2y <a< Ay, obtemos

1 F-(¢)
2mi aUC—ZodC
L[ EQu L[ PO, L[ EQ

F(2)

= 5= — — d
21 Uo C— 20 211 Us C— 20 211 Uy C— 20 C
1 Ao E '
~ L W 0) g (0 0)ds
2mi o x+ip(z,0) — x9 — ip(xo, to)
1 (7 F, (Ao +ip(A
— Frldotipos) 74, 5)as
2mi Jo Ao+ ip(Ao, s) — o — ip(xg, to)
1 [ F, o(z, B
o T(x + ng(l‘7 )) Zx(l‘, B)dl‘

211 Jo  x+ip(x, B) — x9 — iv(zo, to)

Como antes, considere ¢. € C°(R) tal que 0 < ¢. < 1, ¢ = 1 numa
vizinhanga de (0, Ag) e ¢. = 0 no complemento de (0 — &, Ag + €). Temos

< E.f(z,0)
F.( < C / , T Z.(x,0)dx
| Fx(20)] o THip(x,0) —xo—ip(xo,to) (,0)
B E f(Ao 5)
+ C / , T o Zi(Ap, s)ds
‘ o Ao +ip(Ag,s) — wo —ip(x0,to) (Ao, 5)
Ao E.f(z,B)
+ C / , A At A Z.(x, B)dx
‘ o T +ip(r,B) —x9—ip(zo,to) ( )
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= C(1QB (B 0)x(0,40) (0)| + 1Q, (Ex (Ao, )x(0,5)) (20)
+ 1QBEF( B)xoan() (@)l

= C(1im |QI (B, 0)0:) (@) + Q% (Er (Ao, x(0.) (o)
+ 1im|QB(E-S( B)g.) (xo)])

a ultima igualdade acima é valida porque as convergéncias se dao em L2, como
no caso 1. Observe que para 0 < xy < a, analogamente como fizemos no
caso 2, os operadores QF e Q'S sdo continuos de hP(R) para LP(0,a) enquanto
que o operador fox)o é continuo em LP, todos uniformes em ty. Portanto,

[ 1Esaora < c(tin (108 Eb00. +

+ QBB BN 0m)) +
Q% (B f (Ao, )xom) )

< c(tim (1Bb70lf + IBS( B)ocl) +
+ 1B f (Ao, xiom)In)
< O(tmtimsup (1205 + IE-7(.B)elR) +
+ timsup | Enf (Ao, x5
< C(tim (Iofoullfs + 1FC B, ) + 11 (Ao, ) )
< (X Pllally + 1FC B + 1£(A00)I)
< C(IbfI, + 1FC B~ + 11 (Ao, I,

com C' independente de 7 e os indices i’s que aparecem no somatorio acima
sdo somente para os dtomos a;’s suportados em [0, Ag]. Quando 7 — oo, a
desigualdade acima implica que

| is@opds < c(ionig, + 17l + 156 B)IE-).
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Caso 3’. Neste caso, M(x) > m(x) para todo —Ag < x < Ay. Basta agirmos
como nos casos 2’ e 3 para obter a estimativa desejada. ]
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Capitulo 4

A propriedade H?

4.1 Introducao

Suponha que h(z) é uma funcao holomorfa de uma varidvel, definida no
retangulo

Q = (—CL, CL) X (07 b)
com valor de bordo bh, no sentido fraco, em ¢t = 0. Portanto, sabemos que
se 1 < p < oo,

(H?) V 0 < ¢ < a, a norma dos tragos h(-,t) sdo uniformemente limitadas
em LP[—¢, ]|

entdo bf € LP(—c,c) para qualquer 0 < ¢ < a.

Estas sao versoes locais das propriedades cléssicas das fungoes holomorfas
no disco unitério, ver [Du, GR, HH]. Fungoes holomorfas sao solugoes ho-
mogéneas de um campo de vetores complexo, e é nesse sentido que ¢é natural
estudarmos solucoes homogéneas de campos de vetores L localmente inte-
graveis que satisfazem a propriedade (H?P), isto é, diremos que um campo
de vetores satisfaz a propriedade (H”) se toda solugdo homogénea do campo
satisfazer a propriedade (HP?). A seguir, veremos que campos de vetores,
analiticos reais, localmente integraveis satisfazem (HP) para 1/2 < p < 1.
Para 0 < p < 1, a propriedade (H?) pode ser definida como: se

(H?) V 0 < ¢ <a,a “norma” dos tragos h(-,t) sdo uniformemente limitadas
em LP[—c, |
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entdo bh € h?(—a,a).

4.2 A propriedade H?, % < p < 1: Necessidade

Considere um campo de vetores analitico real, dado por

3}

L=2 <

Ve 1) 2

definido numa vizinhanca Q = (—A, A) x (=B, B) da origem. Suponha que

L satisfaz a condigao (P*) em (0,0) € ¥ = {(z,0) : z € (—A, A)}, com uma

primeira integral Z(x,t) = x + ip(z,t), definida em @ satisfazendo LZ = 0

edZ # 0em QT = (—A,A) x (0,B). Podemos assumir que ¢(0,0) =
0:(0,0)=0¢e

lpz(x,t)] < % numa vizinhanca de Q.
Podemos supor, sem perda de generalidade que
)= T i
Depois de uma contracao de ) em torno da origem, o Lema 3.2.3 mostra que
V ze(—A,A) aaplicacao (0,B) 3t — ¢(z,t) é mondtona.
O préximo teorema estende, num certo sentido, o Teorema 3.1 de [BH2].

TEOREMA 4.2.1. Suponha que L € analitico real, f é continua em (—a, a)x
(0,b), a > A eb> B e solugio fraca de Lf = 0 no retangulo (—A, A)x (0, B).
Assuma que existe um inteiro positivo N de forma que para todo compacto
K C (—A, A), tenhamos

/0 /K D)o, t) — ol 0| Vdadt < C, (4.1)

para algum C = C(K). Se os tragos de f sao uniformemente limitados em
LP, 1/2 <p< 1, isto ¢,

Va' < A / |f(x,t)|Pde < C, t— 0%, (4.2)

—a

entao bf € h¥ (—A, A).
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Como é conhecido, ver [BH4|, (4.1) é uma condi¢ao necessaria e sufi-
ciente para a existéncia do valor de bordo para solucoes homogéneas do cam-
po analitico real L na porcao nao caracteristica do bordo e equivalente a
limitagao

sup ‘f('rvt)HQO('rvt) - @<x70>|N < Cv (43)

zeK

para algum C' = C(K) e N € N.
Considere as fun¢oes m(x) e M(z) como definidas anteriormentes

= i = A<z <
m(z) = min ¢(z,t), M(z)= max o(z,t), -A<z<A

Dai, a funcio Z(z,t) leva o retangulo Q = [—A, A] x [0, B] sobre o conjunto
2(Q) ={§+im: —A<E<Am(E) <n < M)}
O interior de Z(Q) ¢ da forma
{E+in: —A<g<Am(E) <n< M)},

Como antes, podemos supor que o conjunto Z((—A, A) x (0, B)) tem interior
nao vazio assim, toda componente conexa do interior deste conjunto tem a
forma

{&+in:a<g<nm(§) <n< M)}

em que («, ) é uma componente conexa do conjunto aberto {x € (—A, A) :

M(z) > m(x)}. Seja

N

{ze(—A,A): M(z) > m(2)} = | (ax, )

k=1
a decomposicao em suas componentes conexas. Considere U, o interior de
Z((ag, Br) x (0, B)). Dai
U =A{x+iy:ar <z <P, p(r,0) <t<e(x B)}.

Usaremos a idéia de aproximacao introduzida por Necas [N] para aproxi-
mar QU uniformemente e nao tangencialmente por uma seqiiéncia de curvas
suaves (exceto em dois ou trés pontos) com um bom controle nos vetores
tangentes que resulta numa féormula de mudanca de variaveis bastante ttil
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(veja formula (2.3) em [L]). Esta aproximacao é bem conhecida (ver [L])
quando 0U}, é uma curva de Lipschitz. No nosso caso, apesar do bordo de Uy,
nao ser Lipschitz, ele ainda admite uma aproximagao similar. Para ver isso,
construiremos para j € N suficientemente grande uma curva C; como segue.
Para fixar a notacao, suponha que Uy ¢é limitado pelas curvas Cy e C; que
sdo os graficos das fungoes t = p(x,0) e t = p(z, B), © € (ag, Ox), respecti-
vamente. Suponha ainda que p(oy,0) = p(ou, B) € ¢(6k,0) = ¢(6k, B). A
todo ponto z de C; N AU, associaremos o ponto v;(z) = z + j 'n(z) em que
n(z) é o vetor unitario normal a C; em z que aponta para dentro. Para j
suficientemente grande, C; 3 z — 7;(2) é um difeomorfismo e

dist(35(2),€1) = (2) =21 = =

Defina a curva C}; como sendo a imagem da aplicacao «y;. Por outro lado,
para j suficientemente grande, considere t; \, 0 tal que

Vr € (akaﬁk‘)v d(cp(x,tj),ap(x,())) <

(-

Desta forma, considere a curva Cjo = {z+i¢(z,t;) : © € (ou, Ok)}. Observa-
mos que a projecao m : x +ip(z,t;) — x +1ip(z,0) é um difeomorfismo sobre
sua imagem. As curvas Cjo e C} se interceptam em dois ou mais pontos.
Sejam a;k, b € (o, Bx) tais que

{o +ip(x,t)) : x € [ajr, bjx]} N Cj1 = {Ajk, Bjx},

em que A; i = a; + ip(ajx t;) e Bk = bjr+ ip(bjg t;). Podemos entao
definir a curva C; como Cj,0|[aj,k,bj,k] U Cj71|h;l(Aj’k)’,yjfl(Bj’k)}. Notemos que:
(1) C; \ {4, Bji} é difeomorfo a um subconjunto de dUy; (2) para a > 0
Cj C Usean,La(2); (3) para q € Ta(z), |9(q)| < g7(2) para toda fungao g
definida em Uj,.

O caso em que p(ap,0) # play, B) efou p(B,0) # (B, B) possti
aproxi-macao similar.
Com a construgao acima, podemos provar

LEMA 4.2.2. Seja f como no Teorema 4.2.1, f = F, o Z em Z~'(Uy). Se os
tragos de f sdo uniformemente limitados em LP entdo Fy, € EP(Uy).
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DEMONSTRAGAO. Seja C; a seqiiéncia de curvas retificaveis tendendo para
0U,, como descrevemos. Desta forma, obtemos

b],k}
sup / |Fi(w)Pldw| < sup / Fu(Z(, )| Za( )|
J Cj J aj Kk

+ sup / |Fi(w)P?|dw]

J

bj,k
< |1 Zullz~(a) sup / Fu(Z(x.t))Pdz + C
J aj k
Bk
< ||Zull (o) sup / o ty)Pde + C
J oy
< (O < oo,

por hipétese. O caso em que JUy é formado por trés ou quatro curvas, que

corresponde ao caso em que ¢(ay, 0) # p(ag, B) e/ou ¢(06,0) # ¢(Bk, B), a
demonstragao ¢ andloga. ]

O lema acima afirma que Fy € EP(Uy) = HP(Uy), isto é F}: € LP(OUy).
Usaremos este fato para construir uma decomposicao atomica para bf, quan-
do 1/2 < p < 1. Para isto fixe k. Daqui em diante chamaremos apenas de
F a fungao Fy, e de U o dominio Uy. Sabemos que f = F o Z em Z Y(U).
Podemos supor que Z(z,0) = x. Denotemos ainda por bf o trago da fungao
f(z,t), t = 0, restrita ao intervalo (a,3) e naturalmente, bF = bF(x,0),
x € (o, ) a distribuigdo que é o valor de bordo de F' no segmento (a, 3)
que faz parte do bordo de U. Denotaremos por F* a funcao definida em
OU restrita a («, 3) e estenderemos F* e bF' para R x {0} C C como zero

fora desta curva. Pelo Lema 2.2.7, podemos supor que F' € C(U) assim,
bf() € Cla, ).

Sejam \ = inf,coy F*(7) > 0e Oy = {z € R: F*(x) > A}. Observe que
O, é um subconjunto aberto, préprio de («, ) somente quando A > A.

PROPOSICAO 4.2.3. Com as notacoes acima, seja \ > \. Entdo
bF(z) = Gy(z) + Bx(x),

com |G(z)| < CX, By estd suportado em O e [, By(z)dz = 0.
Para a demonstracao da proposi¢ao, necessitaremos do seguinte lema.
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LEMA 4.2.4. Seja I uma componente de Oy, A > 5\, entao

’ /1 bF (z)dx

DEMONSTRACAO. Seja I = (a,b), a < a < b < [ e considere a “barraca”
formada pelo triangulo isoésceles T' com base I e cujos angulos da base sao
dados pela regiao de Stolz (2.5), intersecao com OU. Temos dois casos a
considerar: (i) a “barraca” intercepta OU; (ii) a “barraca” nao intercepta
OU. Em qualquer um dos casos temos, pelo Teorema de Cauchy,

/T F(2)dz =0,

= O\I)). (4.4)

ou seja,
/IbF(x)dx = —/LF(z)dz, (4.5)

em que L ¢é o teto da “barraca”’. Estimaremos a integral a direita. No caso
(17), como a,b & Oy, temos |[F*(a)] < X e |F*(b)] < A. Dali, |F(z)| < X para
todo z € L. Como |L| ~ |I|, obtemos (4.4). Para o caso (i), temos:

/L F(2)dz = /L OIS /L - F(2)dz.

A segunda parcela a direita da igualdade é estimada como em (7i) acima.
Para a primeira integral a direita da igualdade, podemos usar a estimativa
| Flovllne < ||f(+, B)||L=~ para obtermos

‘ /L F(2)dz

visto que |[LNOU| ~ |I| e |L| ~ |I|, dando (4.4). u

< ||Flovllz~|L N OU| + A|L| < CAlI],

DEMONSTRACAO (da Proposi¢ao 4.2.3). Escreva O, = Ui, em que I s@o
as componentes conexas de O,. Pelo lema, ‘flk bF (z)dx| < CA|Ig|. Uma
olhada na demonstracao do lema mostra que a constante C' é independente
de k. Escreva

o flk bF (x)dx

el
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assim |¢;| < CAe

/ (bF(x) — cg)dx = 0.

Iy,
Defina

bF(z), x € R\ Oy;
Ck, YIS Ik;)

Ga(z) = {

B 0, r€R \ Oy;
Bi(z) = { bF (z) — ¢, x € Ij.

Dai, bF' = Gy + By, |G\| < Aem R\ O,, |G)| < CAem O, e flk By (x)dx =0,
para todo k. [ ]

TEOREMA 4.2.5. Usando as notagoes anteriores, se 1/2 < p < 1 temos
que existem

(a) Uma seqiiéncia (a;) de hP-dtomos e

(b) Uma seqiiéncia (X\;) de nidmeros complezos satisfazendo
Sirc [Ir@rd,
J

tal que bF(x) = > Ajaj(z) para quase todo x e a série também converge
para bF em hP.

DEMONSTRACGAO. Escolha ng € Z de forma que 2™ < A < 2m0FL Para todo
n > ng, seja

bF (x) = gn(z) + by(x)

a decomposicao obtida da Proposicao 4.2.3 com g, = Gan € b,, = Ban. Defina
gn = b, =0 se n < ng. Colocaremos todas estas decomposigoes juntas. Para
n = ng, definamos

Gon() = %’;; Jor@dn @) = 0@ - g,
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Assim, gy, e b,, ainda satisfazem as propriedades da Proposicao 4.2.3. Ob-
serve que ¢,(x) — bF(x) q.t.p. quando n — oo, pois a fungao bF(x) — g,(x)
estd suportada no conjunto {z : F*(z) > 2"} (se n > ng) que decresce para
um conjunto de medida nula quando n — oo. Além disso, da construgao de
Gn, € facil ver que |g,(x)| < CF*(x). Estes fatos nos permitem escrever bF'
como uma soma de uma série telescopica convergindo q.t.p., a saber

DE(@) = gug(2) + Y (gus1 () = ga(2))
= B—a)! /Z)F(t) dt - X(a,p) () + Z (b (x) = byyi(2)).

Vamos expandir b, () — b,11(x), n > ng, como uma série de hP-dtomos com
coeficientes em ¢P. Para cada n escreva

Ogn = J I (k).

Fixado n, todos os I,,11(j) estdo contidos na unido disjunta de I,,(k). Para
cada par (n, k), seja

(@) = bpga(z), @€ Li(k);
nale) = {0, : z € R\ I, (k).

Dali,

Unp(x)de = /l(k) bn(az)da:—/ b1 (x)dx

In(k)

em que S(n, k) é o conjunto dos indices j’s tais que I,,11(j) C I,,(k). Também

|bn(2) = bpi1(7)] = [gns1(2) = gn(2)| < [Gns1(2)] + |gn(T)]
oot 4 02" = 302m.

IA

Defina o
D () = @Un(k)\_” Pk ().
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Com esta definicao, todo ¢, ¢ um HP-atomo e

D bn(@) = buga(@)) = Y > 3C2" Ly (K)| P ().
n=ng n=ng k=0
Além disso,
D> BCLK)PP = 3rCP Yy N 2|1 (k)|
n=ng k=0 n=ng k=0
= CY 2"{a: F*(z) > 2"}

< C’/ Nz s F*(z) > A} dA
0

- c/wwwmwx<m.

— 00

Assim a série Y07 5" 3C2"|I;(n)|YP ¢y k() converge q.t.p. e em HP para
uma fungao em H?, pois ||¢n k|| ge < C. Como

(B—a)? / bF(t) dt - X(a,p) ()

¢ um multiplo de um hP-dtomo suportado em («, [3), reordenando os termos
da série, podemos escrever

bF(z) = Z%‘a;‘(x),

em que os a; sao hP-atomos, concluindo a demonstragao do teorema. [ ]

Por densidade, Lema 2.2.7, o teorema é valido para uma F’ em geral, isto
é, podemos retirar a hipdtese de que F' € C(Uy).

4.3 Prova do Teorema 4.2.1

Sem perda de generalidade, suponhamos que o conjunto aberto {z €
(—A,A) : M(xz) > m(x)} tenha apenas duas componentes conexas, ou seja
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estamos no caso em que F'(L) = {0} *. O caso em que 0 ¢ F segue do caso
em que o conjunto aberto {x € (—A, A) : M(x) > m(x)} tenha apenas uma
componente conexa, cuja prova € mais simples. Seja

{re(-AA): M(z) >m(z)} = (—a,0) U (0,a),

sua decomposi¢ao. Denotemos as componentes conexas do interior de Z(Q)
por

Ur={&+in: —A <& <0, m(&) <n< M)}

U= {€+in:0< &< A m(€) <y < ME.

Afirmamos que f(0,-) é constante. Com efeito, pela férmula de aproximagcao
de Baouendi-Treves, dado (0,ty) € @, existe uma vizinhanca U, de (0,t) e
uma seqiiéncia de polindémios { P} de forma que

£(0.0) = Jim PAZ(0.0), ¥(0,1) € Ui
Mas Z(0,t) = ip(0,t) = ip(0, B), para todo t € (0, B). Dai,

F(0,1) = Jim Fi(Z(0,0) = im Piip(0, ), V(0,0) € U,
donde f(0,-) restrita a Uy é constante. Como t, é arbitrario, temos provado
a afirmacao.

Como as hipdteses nao se alteram se somarmos uma constante a funcao
f, podemos supor que f(0,t) =0 para t € (0, B). Sabemos que

f(z,t) = F\(Z(z,t)) em Z '(Uy)

f(z,t) = Fy(Z(x,t)), em Z YUs).

Definimos as seguintes funcoes continuas em ()

FioZ(xz,t), ©<0 0 x<0
(1) — 1 IR = (2) — ) ~
Fo ) { 0, z>0 ° Fo 1) { FyoZ(x,t), x>0,

que sao solugoes homogéneas, no sentido das distribuicoes, do campo L em
(—A, A) x (0, B). De fato, seja x € C*°(R) com x =1 em (A/2,00) e x =0

LObserve que F(L) = {z € (—A, A) : pi(z,) = 0}.
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em (—oo, A/4) e definamos x;(z) = x(jz). Desta forma, vemos que y — H
q.t.p., em que H é a funcao Heavside. Considere n € C°(—A, A) x (0, B),
temos

0 = (Lf,xgm) = (f,'LOum) = (f;x; 'L(n) — 0x(x;)an)

_ iyl //fxtjx (j)a(z, )n(e, t)dzdt,

a primeira expressdo a direita converge para (L(H f),n) = (L(f®),n) quan-
do 5 — oo, enquanto que a integral a direita converge para zero quando
Jj — 00, pois a condigao a(0,t) = 0 implica que a(z,t) = za(z,t).
Analogamente para f(!). Portanto, a funcdo continua g = f — (f) + f@)
é uma solucao homogénea, no sentido das distribuicoes, do campo L em
(—A, A) x (0, B). Logo, o suporte de g esta contido numa uniao de érbitas,
veja [T]. As drbitas neste caso sao: se M(—A) > m(—A) e M(A) > m(A),

() {0} x (0, B);
(i) (=A,0)x(0,B) e
) (0,4) % (0, B),
se M(—A) = m(—A) e M(A) = m(A)
() {0} x (0, B);
(=4
(0,

(uii

)
(i) (=A,0)x (0, B);
(édi) (0, A4) < (0, B);
(iv) {~A} x (0,B) e

(v) {A} (0, B),

analogamente quando M(—A) > m(—A) e M(A) = m(A) ou M(—A) =
m(—A) e M(A) > m(A).
Mas g = 0 nas érbitas diferentes de {0} x (0, B). Entao o suporte de g

estd contido em {0} x (0,B). Como ¢ é uma fun¢do continua, vemos que
g=0. Donde f = f 4+ f? . Logo,

bf(xz,0) = bF(z,0) + bFy(x,0).
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Assim, invocando o Teorema 4.2.5, temos que existem seqiiéncias de niimeros
complexos (A}), (Aj) € P e seqiiéncias de p-dtomos (aj), (a7) suportados
(—A,0) e (0, A) respectivamente de forma que

bf(x,0) = bF(z,0)+ bFy(x,0)

:Z)\llx() Z)\ZQQCO

J
mostrando que bf € h (—A, A). Concluindo a demonstragao do teorema. m

OBSERVACAO: A demonstracao do Teorema 4.2.1 depende fortemente do
Teorema 4.2.5. A dificuldade em provar o Teorema 4.2.5 para 0 < p < 1/2
consiste no fato de que os hP-atomos, 1+k <p< 1 , k > 2, podem possuir mo-
mentos nulos até a ordem k—1 > 1, isto é, para que uma funcao mensuravel
a suportada em um intervalo I, com |I| < 1, satisfazendo ||a|p~ < |[I|7Y/7
seja um hP-atomo é necessario que

/xja(:p)dx:O, j=0,1,...,k—1,

ver definicao 1.2.3.
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