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Abstract

We study the Tjurina transforms of determinantal singularities and its properties.






Resumo

Estudamos as transformadas de Tjurina de singularidades determinantais apresentada em

[19], e algumas de suas propriedades.
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Introducao

Em Teoria de Singularidades, estamos sempre interessados em estudar as propriedades
de uma variedade em uma vizinhanga de seu conjunto singular. Nem sempre é possivel
fazer isso olhando diretamente para a variedade, uma maneira de resolver esse problema, é
trabalhar na transformada da variedade singular, isto é, em uma outra variedade que pode
ser “mais simples” e que esta relacionada a variedade inicial. Uma maneira de estudar
propriedades de variedades singulares é relacionar invariantes aos seus pontos criticos.
O nimero de Milnor é um invariante bem conhecido de variedades singulares. Esse
niumero esta definido para germes de hipersuperficie com singularidade isolada [14], curvas
com singularidades isolada [4]| e interse¢do completa com singularidade isolada [7]. As
variedades que generalizam as intersecoes completas sao as singularidades determinantais,
que sao definidas por menores de matrizes e tém a codimensao apropriada. Recentemente,
uma generalizagao do nimero de milnor foi definida para variedades determinantais com
singularidade isolada [18], [20], [5].

As propriedades desse nimero sao um assunto muito atual em Teoria de
Singularidades. Muitos autores tém trabalhado nisso, por exemplo [17] e [21]. Uma
ferramenta para esse estudo é a transformada de Tjurina de uma singularidade
determinantal. Por exemplo [21] exibe os moédulos de homologia da suavizacdo de
uma Singularidade Determinantal Isolada (/DS) cuja transformada de Tjurina é uma
intersecao completa.

Sendo assim, é importante estudar a transformada de Tjurina de uma singularidade
determinantal e suas propriedades. Essa dissertagdo é baseada em [19]. O Trabalho
foi organizado em 6 capitulos: o primeiro capitulo ¢ uma breve apresentacao dos
conceitos que serao utilizados ao longo da dissertagao; o segundo capitulo apresenta a
definicao de singularidade determinantal genérica, singularidade determinantal e algumas
propriedades de tais conjuntos; o terceiro capitulo é uma inspiragao para o quarto,
pois nele definimos a transformada de Tjurina, Tjurina Transposta e de Nash para
singularidades determinantais genéricas; o quarto capitulo define a transformada de
Tjurina de uma singularidade determinantal e apresenta algumas consequéncias dessa
definicao; O quinto capitulo apresenta condi¢oes de quando a transformada de Tjurina
de uma Singularidade Determinantal Essencialmente Isolada (EI1DS), é uma intersegao
completa local; por fim, o capitulo 6 exemplifica como a transformada de Tjurina pode

ser utilizada para resolver singularidades do tipo A, e F;.






Capitulo 1

Conceltos Preliminares

Neste capitulo apresentamos resultados preliminares que foram necessarios na leitura de
[19].

1.1 Alguns Resultados de Topologia

Lema 1.1. [11] Seja f : X — Y, uma aplica¢ao continua e fechada.

Se f~1(y) é compacto para todo y €Y, entio f é uma aplicagio propria.

Lema 1.2. Sejam X, Y espagos topoldgicos.

Se f: X =Y € homeomorfismo, entio f(A) = f(A).

Demonstragdo: De fato, seja y € f(A) e U C Y aberto tal que y € U. Seja x € A tal
que y = f(z), segue da continuidade de f que AN f~1(U) # (. Tome z € AN f~YU),
entdo f(z) € f(A) e f(2) € U, o que implica f(2) € f(A)NU e portanto f(A)NU # 0 e

consequentemente y € f(A).

Para a outra inclusdo note que f(A) é o menor fechado que contém f(A), mas A C

A, o que implica f(A) C f(A) e como f & homeomorfismo, temos que f é fechada e
consequentemente f(A) C f(A).

Proposicgao 1.3. Caracterizagdo de continuidade por sequéncias/15/
Seja X espaco topoldgico com base enumerdvel, f: X — Y uma aplicagao.
f € continua se, e somente se, para toda sequéncia x;, em X, convergindo para x

tivermos que f(x;) converge para f(x).

Proposicao 1.4. [15]
Seja f: X =Y, bijecao continua.

Se X € compacto e Y € Hausdorff, entao f é homeomorfismo.
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1.2 Conjuntos Algébricos

Essa se¢ao foi baseada em [14].

Sejam C o corpo dos nameros complexos e C[zy,...,x,] 0 anel de polindémios nas

variaveis x1, ..., £, com coeficientes em C.

Definicao 1.5. Um subconjunto V' de C" é um conjunto algébrico quando existe um

conjunto, nao vazio, de fungoes polinomiais J C Clxy,...,x,] tal que
V =A{(z1,....,2,) € C"; f(xy,...,2,) =0 para todo f € J}.

Exemplo 1.6, Vi = {(r,y) € C% 2% —y* = 0}, V3 = {(x,2) € ¢ a® — " = 0} ¢
Vs ={(z,y,2) € C3 2>+ 22 =4,y = 0} sao conjuntos algébricos.

\\\ \/«/\ | f\
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Figura 1.1: Conjuntos algébricos Vi, V5 e V3, respectivamente.

Com a finalidade de obtermos uma correspondéncia entre conjuntos algébricos e ideais

em Clzy, ..., z,] enunciamos o:

Teorema 1.7. Teorema da base de Hilbert/1//

Todo ideal em Clzy, ..., x,] € gerado por uma quantidade finita de polinémios.

Agora somos capazes de estabelecer uma correspondéncia natural entre conjuntos

algébricos de C" e ideais em C[zy, ..., x,], tal correspondéncia é dada por:

VcCw I(V)=A{fe€CClxy,..,x,); f(x1,...,x,) =0 para todo (z1,...,z,) € V}
I CClxy,...,xn) = v(I)={(x1,....,2,) € C; f(21,...,2,) =0 para todo f € I}

Definigcao 1.8. Seja V. C C" um conjunto algébrico nao vazio, fi,..., fr polindmios que

geram I(V) e p o maior rank que a matriz jacobiana

o

x)] assume com x € V.
kxn
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Um ponto x € V' € chamado ponto singular de V' quando

mnk[gi; (1:)] < p.

Caso contrdrio, x € simples ou nao singular.

Definicao 1.9. O Conjunto Singular de um conjunto algébrico V' € o conjunto Vsing cujos

elementos sao todos os pontos singulares de V.

O Congunto Regular de V' é dado por Vieg = V' \ Ving, ou seja, o conjunto de todos os

pontos nao singulares de V.

Exemplo 1.10. Considere a variedade algébrica

V=u({fi, f)) C C,

onde fi(z,y,z) = 2% —y3, folw,y,2) = 22 — 2°. Temos

J(flafZ)(wayaz) = ( 27 _3y2 O) )

5zt 0 2z

note que (1,1,1) € V e rank(J(f1, f2)(1,1,1)) = 2, ou seja, p = 2. Desta maneira
(z,y,2) € Ving se, e somente se, (v,y,2) € V e rank(J(fi1, f2)(x,y,2)) < 2, o que

acontece se, e somente se,
1'2 — y3 = 07 Z2 — CC5 = O, —].5[L'4y2 = O’ —6y2z = O’ Az = 07

ou seja,

‘/SiTLQ = {(070’ 0)} e V;"eg =V \ {(07070)}

Seja V uma variedade algébrica e I(V) = (f1, ..., fx), 0 ideal correspondente, o qual é

gerado por fi, ..., fr. Dessa maneira temos
vV =9¢7Y0),
com

6 C" — CF,

Definigao 1.11. Seja ¢ : C* — CP e V = ¢~ 1(0), definimos

codim(V') = max{rank(Jo(x)); x € V}
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dim (V') = n — codim(V').

Exemplo 1.12. Os conjuntos algébricos do exemplo 1.6 sao tais que dim(Vy) =
dim(Vy) = dim(V3) = 1.

Definigao 1.13. Seja ¢ : C" — CP, dizemos que ¢~ (0) € uma intersecio completa
quando

dim(¢~'(0)) =n — p.

Lema 1.14. Sejam A e B matrizes tais que o nimero de colunas de A € igual ao nimero

de linhas de B, em outras palavras, tais que o produto AB faca sentido, entao
rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}.

Teorema 1.15. Sejam ¢ : C* — CP, ¢ : CP — C? aplicacoes holomorfas.
Se Y =4710), X = ¢7Y(Y) tais que codimes(Y) = codimen(X), entdo

¢_1(}/;ing) C Xsing-
Demonstragdo: Seja zg € ¢! (Ysing), Ou seja, ¢(xg) € Ysin, € consequentemente
rank(Jy(p(xg))) < codimer(Y).

Por hipotese X = ¢ (V) o que implica X = ¢~ (¢71(0)) = (¢ o ¢)71(0), logo

x € Xging se, e somente se,
rank(J((¢¥ o ¢)(z))) < codimen (X),
mas

rank(J(P o ¢)(x0)) = rank((J¢)(d(x0))(Jd)(x0))
min{rank((JY)(¢(xo))), rank((Jo)(xo))}
codime» (Y)

= codimen(X),

IN

A\

assim concluimos que zy € Xy Portanto qf)_l(Ysmg) C Xsing-

Proposigao 1.16. Seja ¢ : C* — CP holomorfa e V = ¢~1(0). Entao

Vieg € um subconjunto aberto e denso de V.
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Demonstracao: Vamos mostrar primeiro que V.., ¢ denso em V Para obtermos
Weg C V basta notar que V é fechado, pois é a imagem inversa de um conjunto
fechado por uma funcao continua. Vamos mostrar agora que V C Weg, note que
Viing = {x € V; rank(Jo(x)) < codim(¢~1(0))}, como Viny = V \ V¢, temos que
Vieg = {x € V; rank(J¢(z)) = codim(¢~1(0))}. Seja I a quantidade de submatrizes de
ordem é codim(¢~'(0)) que uma matriz N de ordem p x n. Estabele¢ga uma ordenagio

Ny, ..., N; para tais matrizes e defina

P CN —
A (det(N1(A)), ..., det(N;(A)))

Assim se x € V' temos duas possibilidades:

a) T € V., e consequentemente z € V..

b) x € Viing, ou seja, 1(z) = 0, mas ¢ nao é identicamente nula, logo para todo € > 0

existe z. € B(x, €) tal que ¥ (x.) # (0,...,0), ou seja, Tc € Vyey, resultando z € V..

Dessa maneira concluimos que V., = V. Por fim resta mostrar que V,., é aberto em V/,

mas isso segue de Ve, = V N (v =1(C'\ {0})). O que completa a demonstragao.

Definicao 1.17. Seja V' C C" um conjunto algébrico.

V' é uma variedade algébrica (ou conjunto algébrico irredutivel) quando nao eristem
subconjuntos algébricos proprios Vi, Va de V tais que V- = Vi U Va. E comum dizermos
também que V € uma variedade.

SeV =ViUV,y, V| e Vs sao chamadas componentes de V.

Exemplo 1.18. No exemplo 1.6 temos que V5 e V3 sao variedades algébricas enquanto

Vi nao é uma variedade algébrica, e se decompoe em duas componentes irredutiveis.

Definicao 1.19. Um conjunto algébrico € equidimensional quando todas as suas

componentes irredutiveis possuem a mesma dimensao.
Exemplo 1.20. No exemplo 1.6 temos que V; € equidimensional.
Lema 1.21. [10] Se X ¢ intersecao completa, entao X € equidimensional.

Teorema 1.22. Teorema de Whitney/1//
Seja V- -C C™ um conjunto algébrico.

Vieg € uma variedade algébrica de dimensao n — p, onde p € dado na defini¢ao 1.8.

Lema 1.23. [14] Se W é uma variedade algébrica irredutivel, e V' é subvariedade propria
de W, entao dim(V') < dim(W).
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1.3 Aplicacao Racional

Essa secao foi baseada em [8]

Seja Y C C" variedade algébrica.

Definicao 1.24. Uma funcao f :' Y — C € regular em p € Y, se existem g, h €

Clz1, ..., x,] e uma vizinhanga U de p em Y tal que

g
f|U:E'

Dizemos que f € reqular quando f € reqular em todo ponto p € Y.

Definicao 1.25. Sejam X e Y duas variedades algébricas.

Um morfismo ¢ : U — Y, U C X aberto, € uma aplicacao continua tal que para todo
aberto V-.C Y e para toda funcao reqular f : V. — C a fun¢io fo¢ : ¢~ (V) — C é

reqular.

Sejam ¢ : U — X, e ¢ : V — Y, morfismos, com U e V abertos. Dizemos que 9 e ¢

estao relacionadas, ¢ ~ 1, quando,
¢|UﬂV - w‘UnV'
Temos que ~ é uma relacao de equivaléncia.

Definicao 1.26. Sejam X e Y wvariedades.

Uma aplicagao racional ¢ : X — Y € a classe de equivaléncia de um morfismo ¢ :
U—=Y,UCX aberto.

Definicao 1.27. Um isomorfismo é uma aplica¢ao racional com inversa também racional.
Exemplo 1.28. Seja Y = v(z? — y3) = {(13,t?); t € C},

f=Y\A{(0,0)} = C\ {0},

x
(xvy) = —
Yy

fH N {0} = Y\ {(0,0)}
tes (82, 1%)

Sao aplicagoes racionais.
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1.4 Transformada

Definicao 1.29. Sejam X um conjunto algébrico e A C X um subconjunto algébrico
fechado de X. Uma transformada de (X, A) € a variedade Y com uma aplica¢ao prépria
VY — X tal que:

1. U H(X\ A) = X\ A isomorfismo.
2. U (X\A) =Y

Exemplo 1.30. Seja V = {(z,y) € C?; 2? — ¢ =0} = {(£*,¢?);t € C}.
{(0,0)} C V € uma subvariedade algébrica fechada. Defina

v:C—YV,
tes (15,17)

Note que V é uma aplicacao propria.
Consideremos agora \Ilbfl(v\{o}) cUHV A\ {0}) = V' \ {0}, pelo exemplo 1.28 seque

que U ‘\1/— € isomorfismo.

L(V\{0})
Por fim, temos

U=t (VA{0}) = €\ {0} = C.

Dessa maneira concluimos que C e VU sao uma transformada de (V,{0}).

T

Figura 1.2: Exemplo de Transformada

Proposicao 1.31. Seja Y tal que ¥ : Y — X € transformada de (X, A). FEntao
dim(P~(A)) < dim(X).

Demonstragao: De fato, note que Y = U1 ((X\ A)UA) = T1(X\A)UT~!(A), e por
hipotese Y = U—1(X \ A), ou seja U"1(A) C U—1(X \ A), mas U H(X\A)NT1(A) =0
o que implica ¥1(A) C (¥ 1(X \ A)), resultando dim(¥~*(A)) < dim(Y’). Juntando

dim(Y) = dim(T=1(X \ A)) = dim(T~ (X \ A)) = dim(X \ A) < dim(X).

Obtemos
dz’m(\IJ_l(A)) < dim(Y) < dim(X),
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e o resultado segue.

Definigao 1.32. Uma resolucao de (X, Xing) € uma transformada com Y suave.

Exemplo 1.33. O exemplo 1.30 nos dd que C e U sao uma resolugao de (V,{(0,0)}),

pois C € variedade diferencidvel, portanto suave.[14]

Deﬁnigéo 1.34. Sejam Tl, Uy o (Tl,Al) — (X,A) e Tg, Py (TQ,AQ) — (X,A),
transformadas distintas de um mesmo espaco e subespaco. Dizemos que f € uma aplica¢ao

entre transformadas quando ¥, = Wy o f.

T

1N\

TQ?X
2
Quando uma aplicagdo entre transformadas f € um isomorfismo entre variedades

(analiticas ou algébricas), dizemos que f € um isomorfismo.

1.5 Grassmanniana

Nessa secao vamos definir a Variedade Grasmanniana, a qual é muito utilizada ao longo
do texto.

Para mais detalhes sobre a Variedade Grassmanniana pode-se consultar [2], [12], [13]
ou [19].

Definicao 1.35. Considere o espago vetorial C".
Definiremos a Variedade Grassmanniana de ordem k < n de C", Gr(k,n), como sendo

o conjunto de todos os subespacos vetoriais de C" cuja dimensao € k.

A topologia de Gr(k,n) é dada pela topologia quociente que vem da seguinte relagao
de equivaléncia: sejam X e Y subespacos vetoriais de dimensao k£ de C", consideramos
as matrizes X e Y, k X n, cujas linhas formam uma base dos subespacos X e Y,
respectivamente. Dessa maneira as matrizes X e Y possuem rank méximo, ou seja
rank(X) = rank(Y) = k dizemos que

X ~Y & emiste matriz nao singular, A, de ordem k tal que

X = AY,

Proposicao 1.36. [12/

A Grassmanianna € uma variedade diferencidvel de dimensao k(n — k)
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Proposigao 1.37. [12]

A Variedade Grassmanniana é compacta.

Como é feito em [19] vamos considerar as seguintes cartas em Gr(k,n), Seja [ =
1, ..,2 C 1,...,n, sem perda de generalidade suponha i; < iy < ... < i, e defina a

aplicacgao:

Ar s My — My,

(zij) = Ar(zij)

Sendo a matriz A;(z;;) composta pelas seguintes colunas

0

ZT1j 0
C;=1: sejgdleCy=11] seiel,

Ly 0

0

Note que a [-ésima entrada de C},, é nao nula.
A partir de agora identificaremos a matriz A;(x;;) com o subespaco, g[(xij), gerado
pelas linhas de A;(z;;), o qual é um elemento do Gr(k, n).

Dessa maneira consideramos:

A[ : Mk,n—k — GT(/{Z,TL)

(i) = Ar(zig)

Proposigao 1.38. [13] A aplicacio T : Gr(k,n) — Gr(n — k,n) dada por T(V)=V=* ¢

homeomorfismo.

Proposicao 1.39. Seja (X;) uma sequéncia convergente com X; € Gr(k,n) para todo
1 € IN.
Se X € o limite da sequéncia (X;), entdo para todo x € X existe sequéncia (x;)

convergindo para x tal que x; € X; Vi € IN.

Demonstragao: Seja (X;) sequéncia de elementos de G(k,n), que converge para X.
Como a Variedade Grassmanniana é compacta temos que X € Gr(k,n), desta maneira
podemos tomar um representante para X, de tal forma que esse representante possua uma
submatriz identidade de ordem k, sejam Cj,, ..., (j, as colunas dessa submatriz. Considere

agora o conjunto I = {ly,...,l;;} C {1,...,n}, logo temos que X € I'm(As) o qual é aberto,
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pois A; é homeomorfismo, entao existe igp € IN tal que se i > ig entao X; € Im(A;), ou

seja, as matrizes X; possuem colunas do tipo

0
i, 0
Cjz : se jgé]eClis: 1| sel, €1
x};j 0
0

Assim segue do fato de X; convergir para X e A; ser homeomorfismo que x};j converge

para x;. De onde segue o resultado.
|

Proposigao 1.40. Sejam (fi;) : C* — M,,,, holomorfa, tal que Im(F) C {A €
Mopn; rank(A) =t — 1}, (zr), e Wi = ((fa(zk), ..., fin(zr)), i = 1,...,m), sequéncias em
CN e Gr(t — 1,n), respectivamente.

Se xy converge para x, e Wy converge para W, entao ((fi(x),..., fin(2)), @ =
L,...m) CW.

Demonstragao: Como W € Gr(t — 1,n), existe I = {ly,...,0,_1} C {1,...,n} tal que
W C Im(A;). Mas W; converge para W, entao existe ky € IN tal que para todo

k > ]{30, Wi € Im(A[)

Dessa maneira podemos escolher um representante W), de Wy, tal que as colunas de W},

sao da seguinte forma

0

x’fj 0
ch=1: se j@leCl=1|1] sel, €l

0

Note que as linhas L* s = 1,....m de F(x;) pertencem a W/, ou seja,

LF=a L%+ . +anL”,
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sendo L'" a linha r de W} mas L* converge para L, sendo L, a linha s de F(z). O que
implica ((fi(z), ..., fin(x), i =1,...;m)) C W.

1.6 Homotopia
Essa secao foi baseada em [16].
Sejam X, Y espacos topologicos.

Definicao 1.41. Uma aplicacao continua g : X — Y € homotdpica a uma aplicagao

continua f : X — Y quando existe uma aplicagao H : X x [0,1] = Y, tal que:

=
—
8
[an]
~
Il

f(z) para todo z € X e

=
—
8
—_
~—

I

g(x) para todo x € X.

Definicao 1.42. Uma aplicacao continua g : Y — X € chamada homotopia inversa
da aplicagao continua f : X — Y se as composicoes f o g, go f siao homotdpicas a
Idy : Y =Y, Idx : X — X, respectivamente.

Aplicacoes continuas que possuem homotopia inversa sao chamadas equivaléncia de
homotopias.

Os espacos X e Y sao homotopicamente equivalentes quando existe uma equivaléncia

de homotopia entre eles.

Definicao 1.43. Sejam X, Y espacos topologicos tais que Y C X, a aplicagao continua
f: X =Y éuma retracao quando f|Y = Id,

Definicao 1.44. Seja p: X — Y uma retragao, quando a composta iop, sendoi : Y — X

a inclusao, € homotopica a identidade, dizemos que p € uma deformacao por retracao.

Proposicao 1.45. Uma deformacao por retragao f: X —Y e a inclusiot:Y — X sao

um par de homotopias inversas.

Demonstragao: De fato, note que foi:Y — Y é tal que para todo z € Y, f(i(z)) =
f(z) = z, pois f‘y = Idy, e assim f oi = Idy e consequentemente f o4 é homotopica a
Idy.

Consideremos agora io f : X — X, como f é uma deformacao por retracao temos que

1o f & homotopica a Idx, o que conclui a demonstracao.
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Capitulo 2
Singularidades Determinantais

Neste capitulo vamos introduzir nosso principal objeto de estudo, Singularidades
Determinantais.  Singularidades Determinantais sao uma generalizacao do conceito
de intersecao completa, para defini-las precisamos primeiramente do conceito de
Singularidades Determinantais Genéricas. Com essa finalidade consideramos M,, ,, com

m,n € IN, o conjunto das matrizes m X n com entradas em C.

2.1 Singularidade Determinantal Genérica
Defini¢ao 2.1. Sejam m,n,t € N, 0 <t < min{m,n}, o conjunto
My, ={A € My n; rank(A) < t},

é a singularidade determinantal genérica do tipo (m,n,t).

Exemplo 2.2. Seja M, o = (a;;), dai temos

ajp a2

2 . _

M272 = S M2’2, a11Q929 — Q21019 = 0,.
21 (22

Pela referéncia [1] M}, ,, € uma variedade algébrica de dimensao mn—(m—t+1)(n—t+1)
cujo conjunto singular é M}

Observacao:

O conjunto {(M},, \ M} 1), @ = 1,...,t}, sendo M), = ), forma uma particao de
M, .. Cada conjunto (M, \ M}, }) é chamado estrato de M, .

Lema 2.3. [1] Seja A € (M}, \ M), entao o espago tangente

TaM!,, = {B € My, ,; B(Ker(A)) C Im(A)}.
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2.2 Singularidade Determinantal

Definicao 2.4. Seja F : U C CV — M! — wma aplicacio com entradas holomorfas.

X =F (M)
¢ uma singularidade determinantal do tipo (m,n,t) quando

dim(X)=N—-(m—t+1)(n—t+1).

t

Como X = F(a,) = FH UM\ Mih) = UF o0, \ M,

s=1
definiremos
X = F My, 0\ M),
o qual nos da uma particao de X.

Observacgao: Toda intersecao completa é uma singularidade determinantal.

De fato, seja ¢ : C" — CP aplicagio holomorfa tal que ¢~1(0) é intersecdo completa, ou
seja, dim(¢~'(0)) =n—p=n—(1—141)(p—1+1), dessa maneira ¢—"(0) = ¢~ (M)
e dim(¢p~"(M{,)) =n—(1—-1+1)(p—1+1), portanto toda intersecao completa é uma
variedade determinantal do tipo (1,p,1).

Intersecoes completas podem ser vistas, também, como uma singularidades

determinantais do tipo (p,1, 1), pois podemos identificar C” com M, ;.

Exemplo 2.5. Seja

F C4 — M273,

X yA
(2,9, 2,w) > ( Y )
Yy z o w

e X = F7Y(Mj4) = v(zz — v, yw — 2°, 2w — 2y).
Utilizando o SINGULAR, ver apéndice, obtemos dim(X) =2 =4—(2—-2+4+1)(3—2+1),
portanto X ¢é singularidade determinantal do tipo (2,3,2).

Seja F': U C CN — M,,, aplicagdo holomorfa com X = F~1(M}, ) singularidade
determinantal do tipo (m,n,t), se F(0) # 0, ou seja, existe s € N, 0 < s < min{m,n},
tal que rank(F(0)) = s. Dessa maneira podemos encontrar outra aplicacao F’ : U —
My —s s tal que F'(0) = 0 com X = (F')"Y(M,”*,,,_,) singularidade determinantal do

tipo (m — s,n — s,t — s).

Exemplo 2.6. Seja F : CV — My aplicagio holomorfa dada por F = (fij)axs, X =
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15
F~Y(M35) singularide determinantal do tipo (2,3,2) com

010

000)/’
como fia # 0 existe vizinhanga U’ do zero tal que fi2(x) # 0 para todo x € U’, dessa
maneira considere G : U' C CN — Myy e H : U’ C CV — Ms3 tais que

F(0)

X 0 1 0
G = iz 0 H = fun f13
= _% 1 , € = 1 12 —E 5

cilculos simples mostram que

1 0 0
GIFH = f11fo2 f13fo2 )
0 le - W f23 - T

fi2
logo,
F/ : U/ — MLQ,
o (= 2220, (- P22y )

€ tal que X = F~H(M33) =

(F")"H(M,), e como codim(X) = codim(M33) = 2 =

codim(M,) concluimos que X € singularidade determinantal do tipo (1,2,1) = (2 —
1,3-1,2—1).

O exemplo acima mostra que nao ha perda de generalidade em supor F(0) =0
Observacao:

X tem estrutura de conjunto analitica cujo conjunto singular ¢ dado por

Xsing = {x € X; rank(J(g1, ..., gx)) () < codim(X)

(m—t+1)(n—t+1)},

sendo ¢;, 1 =1, ..., k, os menores de ordem t de F'.

Exemplo 2.7. Ainda considerando

F C4 — M273,

X yA
(%%&wﬁ+( Y )
Yy z o w
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e X = F7Y(M3,4) = v(zz — y*, yw — 2%, 2w — zy). Temos que

g(z,y,z,w) = x2 — y*;
gz, y, 2, w) = yw — 2%
g3(x,y, z,w) = 2w — zy.
Entao
z =2y x 0
J(91,92,93) (@, z,w) = | 0w =22 y

w -z -y x

Utilizando o SINGULAR mats uma vez, ver apéndice, obtemos

Xsmg - ’U(U)27 2w, yw, rw, 227 Yyz,rz, 92, xy, ZE2)
={(0,0,0,0)}
O proximo resultado é um corolario do Teorema 1.15

Corolario 2.8. Seja F : CN — M,y ,, holomorfa tal que X = F~Y(M}, ) ¢ singularidade
determinantal do tipo (m,n,t), entao F_I(M;ﬁ;,ll) C Xsing-

Demonstracao: Seja [ a quantidade de submatrizes de ordem t que uma matriz A €

M., n, possui, dé uma ordenagao A, ..., A;, para tais matrizes e defina

¢ My, — Cl,
A (det(Ay), ..., det(4;))

Note que M., = ¢7'(0), por hipotese X = F ' (M} ) e codimen(X) =
codimyy,, (M}, ,), logo pelo teorema 1.15 temos que

F_I(an_%) C Xsing'

Observagdo Em geral temos Xy ¢ FH(M]}).
Exemplo 2.9. Seja

F Cz — M272,
2z 27(y® — xy
(w.9) > ( ( >>

Y3 — xy 222

X = F7 Y (M3,) = {(z,y) € C% f(z,y) = 4a® = 27(y° — xy)* = 0},
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Utilizando o SINGULAR, ver apéndice, obtemos codim(X) =1=(2—-2+1)(2—-2+1),
ou seja, X € singularidade determinantal do tipo (2,2,2). Mas

J(f(ay)) = (122 + 54y(y° — vy) —54(5° — 2y) (By? — )

0 que resulta

Xsmg = U(<4I3 - 27y(y3 - C(]y))) + ]1(Jf($, y))
= v(da® = 2Ty(y’ — zy), 22° + 9y(y* — ay)), (v° — 2y)(3y” — x))
= (22 — 9zy® + 9, 2y(3y® — 1), 23 (3y* — 1)),

logo Xsing = {(z,y) € C*; @ =3y*} #{(0,0)} = F~'(My,).

Definigao 2.10. Seja F': U C CV — M,,,, holomorfa.
x € U € essencialmente nao singular quando F intersecta o estrato (M;,, \ M)

transversalmente em F(z).

Defini¢ao 2.11. Seja X uma singularidade determinantal do tipo (m,n,t) definida pela
aplicagio F : CN — M, .
X € chamada singularidade determinantal essencialmente isolada (EIDS) quando

todos os pontos x € X \ {0} sao essencialmente nao singular.

Teorema 2.12. Seja F: CN — M, ,,.
Se X = F~Y(M},,) é EIDS, entio Xng = F (M}, }).

Demonstracao: Pelo corolario 2.8 temos que F~'(M}}) C X, Mostremos entao
que Xging C F7'(M]}). De fato, seja x € F~H(M], ,\ M}}), ou seja F(x) € (M}, \
M-Y), como X é EIDS temos que F intersecta (M, ,\ M) transversalmente em F(x),
mas F~' (M}, ,\ M}, ) ¢ uma variedade diferenciavel de dimensao N —(m—t+1)(n—t+1),
ou seja, F~H (M}, \ M} }) & suave e portanto & & Xing.

,n

Exemplo 2.13. Considere

G: C4 — ngg,

x
(,y,z,w) — ( y)
z w

X = FY(M3,) = {(z,y,2,0) € CY 2w — zy = 0}
Utilizando o SINGULAR, ver apéndice, obtemos dim(X) =3 =4—(2—2+1)(2—2+1),
e X € singularidade determinantal do tipo (2,2, 2).
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Vamos mostrar que X é EIDS, ou seja, que para todo (z,y,z,w) € X \ {(0,0,0,0)},

F intersecta (M3, \ My ,) transversalmente em F(x,y,z,w), ou seja,

DF(:c,y,z,w) (T(:c,y,z,w) ®4> + TF(x,y,z,w)<M2272 \ M21,2> - T(x,y,z,w) (M2,2>-

Como

hi hy
DFgy 2 )(h1, b, hg, hy) = )
(z..20) (P11, 2, hg, ha) <h3 h4)

1 0\ (0o 1\ [0 0\ {0 O
DFm Z,W Tr zZ,w C4 = ’ ! ’ '

Logo F intersecta (M3, \ My ,) transversalmente em todo (x,y,z,w) € X\ {(0,0,0)},

como desejdvamos.

temos,

Exemplo 2.14. Retomemos o exemplo 2.9.
Como Xging # F’l(MQ{Q), seque que X nao é EIDS, mas faremos a conta
erplicitamente.

Lembre-se que

FZC2 —>M272

(2.) > 2r  27y® — 27xy
x?
Y Y3 — xy 222

Vamos mostrar que eziste (x,y) € X \ {(0,0)} tal que
DFog)(Tiw) + T (Maa \ Mys) # Tray) (Mao).
Sabemos que

2h 81y2hy — 27xhy — 2Tyh
DFp (b, ho) = ( 1 y2hy — 2Txhy — 2Ty 1)'

3y2h2 - Ihg - yhl 4[L‘h1

Consideremos o ponto (%,y) € X, note que:

2 =27y
1) DEF3y2 ) <T(3y27y)<02)) = < ( 2 ) >"
-y 12y

2) Try2y)(Mso\ Myy) = {B € May; B(ker(F(3y*,y))) C Im(F(3y*,y))};

3) ker(F(3y*,y)) = ((9y% 1)), e Im(F(3y*,y)) = ((6y°, —2¢%)).

B[t €T
= 2 s
by by F(3y?),y

Logo
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se, e somente se,
(9b1 + bz, 9bsy + bs) € Im(F(3y*,y)),

0 que € equivalente a

b
det 9 1+ bg 9b3y + b4 _ O,
6y —213

0 que acontece se, e somente se, by = —%bgy — 9bsy — 3b1y? e consequentemente

by by
B = T B K
bs 502y — 903y — 3b1y

1 0 0 1 0 0
TF(3y27y)(M22,2 \ M21,2) = <<O —3y2) ’ (0 _ly) ’ (1 —9y> > '
3

dim (D Fgy2,) Tiay2,)C* + Tryzy) (M \ My,)) =3,

Portanto

Mas

0 que prova
DF(x,y)(T(w,y)) + TF(m,y)(MQ%Q \ M212) £ TF(m,y)(M2,2)-
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Capitulo 3

Resolucoes de Singularidades

Determinantais Genéricas

Neste capitulo, estudamos as transformadas de Tjurina e de Nash de uma singularidade

determinantal genérica. A escrita se baseia na segao 3 de [19].

Defini¢ao 3.1. Dados nimeros inteiros positivos, m, n e t, tais que t < min{m,n}, a

transformada de Tjurina da singularidade determinantal genérica ann

Tjur(Mﬁz’n) :
Tjur(Mfmn) :

{(4,V) e My, , x Gr(n —t+1,n); A(V) =0}, ou seja,
{(A,V) e M, x Gr(n —t+1,n); V C ker(A)},

considerando A : C" — C™, a aplicagdo linear cuja matriz nas bases candnicas é A
De [1]| temos que a aplicacao

T Tjur(an’n) — M n
(A V)— A

faz de Tjur(M}, ) uma transformada. Ainda da referéncia [1] temos que Tjur(M;,,) é

uma resolugao de (M, ., M}}).

m,n’
Assim como definimos a Transformada de Tjurina, podemos definir também a

transformada de Tjurina Tansposta de uma singularidade determinantal genérica M},

Definicao 3.2. A transformada de Tjurina transposta é dada por

Tjur™(
Tjur™(

(A, W) € My, x Gr(m —t+1,m); AT(W) =0}, ou seja,

fn,n) . {
{(A,W) € My x Gr(m —t +1,m); W C ker(A™)}.

M
M;,.,) :

Observe que Tjur” (M}, ,) = Tjur(M} ), ou seja, a Tjurina transposta de M}, ¢éa

Tjurina de M, portanto segue também de [1] que a aplicacdo que faz de Tjur® (Mf, )
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uma transformada é

T TjurT(an’n) — My,

)

(A W)~ A

e TjurT(an,n) ¢ uma resolucao de (M} an_%)

m,n’
Vejamos agora outras caracterizacoes da Transformada de Tjurina Transposta, para

isso precisaremos dos seguintes conceitos:

Definicao 3.3. Seja A € M,,., a qual serd vista como aplicagao linear A : C* — C™.

O cokernel de A, € o nicleo de AT, em simbolos:
coker(A) = ker(A").
Dessa maneira, temos
Tjur™ (M}, ,)) = {(A,W) € My, x Gr(m —t +1,m); W C coker(A")}.

Para obtermos uma segunda caracterizagio, observe que dados (A,W) €
TjurT(Mfmn), se (wy,...,wy,) € W entao o produto escalar entre (wi,...,w,,) e
(a1, ..y am;) € zero para todo j = 1,...,n, ou seja, W C (Im(A))*, pois ((aij, ..., am;)) =
Im(A). Considerando o homeomorfismo f : Gr(m —t + 1) — Gr(t — 1,m) dado por
f(W) =W+, obtemos

Tjur™ (M}, ) = {(A, W) € My, x Gr(t — 1,m); Im(A) C W}.

Proposicao 3.4. Nao existe aplicacao continua entre as transformadas Tjur(Mﬁm) e
Tjut®(My, )

Demonstracao: Antes de comecarmos a demonstracao determinaremos os conjuntos
T (M \ M) e mpt (M, \ My, se A € (Mg, \ M) entao rank(A) =t — 1,

assim a dimensao da imagem de A é ¢t — 1 e a dimensao do nucleo de A é n —t + 1. Logo

{(A,ker(A)) € My, , x Gr(n —t+1,n);rank(A) =t —1} e
{(A,Im(A)) € My, Xx Gr(t —1,n);rank(A) =t — 1},

(ML \ M)
mr (ML, \ ME)

Vamos mostrar, primeiramente, que nao existe aplicacao continua f : Tjur(anvn) —
TjurT(Mﬁm).

Seja f : Tjur(M},,) — Tjur™ (M}, ), aplicacdo entre transformadas, mostraremos
que existem sequéncias (A;, Vi), (B;, W;) em Tjur(M;, ) que convergem para um mesmo

ponto com f(A;,V;) e f(B;, W;) convergindo para pontos distintos, assim f nao é continua.
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Tome (; = {e1,...,en}, B2 = {€1,...,em} bases de C" e C™, respectivamente, a partir

de agora representaremos as coordenadas nessas bases. Defina

A:C"—=C™

(1, ooy ) = (21, 0oy 9,0, ..., 0)

Temos rank(A) =t — 2, logo A € M}

Seja V' o subespago gerado por {ey,...,e,}, assim V' C ker(A), pois A(ze; + ... +
zpen) = A0, ...,0,2¢, ..., 2,) = (0,...,0). Consideremos as aplica¢oes A; : C* — C™ e
B; : C" — C™ dadas por A;(z1,...,x,) = (xl,...,mt_g,%xt_l,O,...,O) e Bi(ry,...,z,) =
(21, e, Ty, 0, %xt_l, 0,...,0).

Afirmamos que ker(A;) = ker(B;) = V, de fato, temos que V' C ker(4;) e V C
ker(B;), mostraremos somente a inclusao contraria.

Seja (21, ...,x,) € ker(4;), entao A;(z1,...,x,) = (0,...,0), ou seja 1 = ... = 1,5 =
x;—1 = 0, portanto (z1,...,z,) € V e ker(A;) C V. De maneira analoga concluimos que
ker(B;) C V.

Assim obtemos duas sequéncias (A;, ker(A;)) = (A;, V), (B;, ker(B;)) = (B;, V) ambas
convergindo para (A4, V).

Como f é aplicacao entre transformadas temos que o diagrama

Tjur(M,,)) —=TjurT (M, )

T

M n

¢ comutativo, ou seja mr o f = m, logo A = mp o f(AW) = n(fr(A, W), f2(A,W)) =
fi(A, W), mas A € (M}, \ M) entao fo(A, W) = Im(A). Assim seque que

f(Ai ker(A;)) = f(Ai, V) = (Ai, Im(Ay)),

F(Bi,ker(By)) = f(B,, V) = (B, Im(By)).

Mas a imagem de A; e B; sdo geradas por Wi = {e,...,¢;92,6;,1} e Wy =

{€1,...,E61_2, €}, respectivamente. Pelas dimensoes segue que

Im(A;) = (Wh), Im(B;) = (W),
f(A; ker(4;)) = (A, Im(4;)) = (A, W) e
F(Bs, ker(By)) = (Bi, Im(By)) = (As, Wa).

Portanto f(A;, ker(4;)) = (A, Im(4;)) = (A;, (Wh)) converge para (A, (W7)) e
f(Bi, ker(B;)) = (B, Im(B;)) = (B, (Wa)) converge para (A, (Ws)), como (Wy) # (W)

temos que f nao é continua.
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Utilizaremos a mesma técnica para mostrar que nao existe aplicagao continua g :
Tjur® (M}, ) — Tjur(M}, ).

Seja A : C" — C™ como anteriormente e W o subespago de C™ gerado por
{€1,...,6;_1} e defina as seguintes de aplicagdes A, : C* — C™, B, : C" — C™ dadas
por Al(xy,...,x,) = (21,...,Ti_9, %%:—1, 0,..0), Bi(z1,....,xn) = (T1,..., Ty_o2, %xt, 0,...0).
Afirmamos que I'm(A}) = Im(B}) = W.

Evidentemente temos que W C Im(A;) e W C Im(B)), e como dim(Im(A})) =
dim(Im(B})) = dim(W) =t — 1 temos que Im(A}) = Im(B]) = W e assim as sequéncias
(AL, Im(A})) = (A, W), (B}, Im(B})) = (B}, W) convergem para (A, W).

Mas note que ker(A%), ker(B}) sao gerados por Vi = {ey, ...,en}, Vo = {es1, €101, €n}y
respectivamente.

Como g é aplicagao entre transformadas temos que o diagrama

Tjur® (M}, ) = Tjur(M, )

Tk

M, n,

é comutativo, ou seja, m o g = 7wy, logo A = mo g(A,W) = w(g1(A, W), g2(A,W)) =
g1(A, W), mas go(A, W) € Gr(n—t+1,n), e go(A, W) C ker(A), assim temos go(A, W) =
ker(A). Portanto

(A5, Im(A})) = (Aj, ker(47)) = (45, (V1)) e
9(B;, Im(B))) = (Bj, ker(B;)) = (B;, (Va)),

consequentemente g( A%, Im(A%)) converge para (A, (V1)) e g(Bl, Im(B!)) converge para
(A, (V3)), como (V1) # (V3) temos que g ndo é continua.

Com o objetivo de introduzir a transformada de Nash, definiremos a aplicacao de

Gauss sobre a parte regular de M}, .

Definicao 3.5. A aplicacao de Gauss sobre a parte reqular de M ~ ¢é dada por

m,n

O (ML \ ML) = My x Gr(mn — (m —t+1)(n —t+ 1), mn).
A (A Ta(My, 0\ My, )

gerando o seguinte diagrama:

Mpn x Gr(mn —(m —t+1)(n —t+ 1), mn)

/ J/Wl
(M \ My 3) ‘ M

m,n i
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sendo 7 a projecao e ¢ a inclusao.

Definicao 3.6. A transformada de Nash de M: Nash(Mﬁm), € definida como o fecho

m,n’

da imagem da aplicagao de Gauss 1 em M, ,, x Gr(mn — (m —t+1)(n —t + 1), mn).

[3]Aplicagdo que faz de Nash(M},,) uma transformada é

mn : Nash(M}, ) = M, .,
WN(A, V) — A

Proposicao 3.7. Para singularidades determinantais genéricas a transformada de Nash

é:

Nash(M,,,,) ={(A, W1, Ws) € My, x Gr(n —t+1,n) x Gr(t —1,m); Wy C ker(A)
e ]m(A) C WQ}

Demonstracao: Faremos a demonstracao em 3 partes: primeiramente definiremos uma
aplicacao a: Gr(n—t+1,n) xGr(t—1,m) — Gr(mn—(m—t+1)(n—t+1), mn), a qual
serd um homeomorfismo sobre a sua imagem; na parte dois definiremos duas aplicagoes,
B (ML N\ ML) = M x Gr(n —t41,n) x Gr(t —1,m) e v : My, x Gr(n —t +
L,n)x Gr(t—1,m) - Gr(mn — (n —t+1)(m —t+ 1), mn), tais que yo 8 é a aplica¢ao

de Gauss na parte regular de Mﬁw, por fim mostraremos

yo B(ME N\ ML) = {(A, W, W) € My x Gr(n —t+1,n) x Gr(t —1,m);
Wy C ker(A) e Im(A) C Wa}.

Parte 1:Defina

a:Gr(n—t+1,n) xGr(t—1,m) — Gr(mn—(m —t+1)(n—t+1),mn).
(Wl, Wg) —> {B < Mm,n; B(Wl) C WQ}
(Wl, Wg) € GT(TL —t+ 1,7’L) X GT(t - 1,m) = Oé(Wl, Wg)
é subespago vetorial de C™" de dimensao mn — (m —t+1)(n —t+ 1), sejam (W1, Ws) €
Gr(n—t+1,n) x Gr(t —1,m).
i) A aplicagao nula pertence a(Wy, W3) logo a(Wy, Wa) # (;
ii) Se By, By € a(W;,Ws) e A € C temos que By + By € a(Wy,Ws) e ABy € a(Wq, Ws),

iii) A dimensao de a(Wy, W) é mn—(m—t+1)(n—t+1): Note que dim(W;) = n—t+1,
dim(W,) = t—1 e sendo W3- o complemento ortogonal de Wy temos que dim/(W3-) =
m —t+ 1, tomemos assim as bases {1, ..., Zn_s11}, {U1, -, Yi—1} € {Ut, .., Ym } bases
de Wy, Wy e Wi, respectivamente. Se B € a(Wy, Ws) entao B(x;) # y+; para todo
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i=1,..,n—t+1ej=0,1,...m—t. Completemos {x1,...,2, 411} a uma base
{Z1, .y Tp_t41, Tp_t, ...,z } de C", temos mn possibilidades para definir aplicagoes
lineares B : C" — €™, mas como B € «a(Wy,W;) teremos apenas mn — (m —
t+1)(n —t + 1) possibilidades para definir a aplicagao B € a(W7, Ws), portanto
dim(a(Wy,Wy)) =mn—(m—t+1)(n —t+1).

Mostraremos agora que « é injetiva, para isso sejam (Vi,Vs), (Wi, W) € Gr(n —t +
1,n) x Gr(t — 1,m) com (Vi, Vy) # (W, Wa).

Suponha que Vi # Wy, entao, como dim(V}) = dim(W,), existe v; € V; tal que
vy ¢ Wi. Tome entdao vy € C"\ V, e defina B : C* — C™ linear tal que B(vy) = v e
B(z) = 0 se x nao pertence ao espago gerado por vy, segue que B(W7) C Wy e portanto
B € a(W;, W), mas também temos que B(V)) = (vg) ¢ Vs, logo B ¢ a(V7, V) e assim
a(V1, Va) # a(Wi, Ws).

Se Vi = W) entao temos necessariamente que Vo # Ws, como anteriormente existe
ve € V3 tal que ve & Wo e considere v; € Vi = Wy e defina A : C* — C™, linear, dada
por A(v1) = vy e A(x) = 0 para todo = # avy, assim segue que A(V)) = (vg) C Vs
e A(Wyp) = A(Vy) = (vg) ¢ Wy e consequentemente B € a(Vi,V,) e B ¢ a(Wy, W),
portanto a(Vy, V) # a(W1,Ws), e « € injetiva, ou seja « é bije¢ao sobre sua imagem.

Vamos mostrar aqora que « é continua, note que « estd definida em espaco hausdorff
com base enumeravel, o que nos permite utilizar a caracterizacao de continuidade por
sequéncias.

Sejam ((V;,W;)) sequéncia convergente em Gr(n — t + 1,n) x Gr(t — 1,m)
com lim(V;,W;) = (V,W).  Considere agora B; = «(V;,W;) sequéncia em
Gr(mn —(n —t+ 1)(m —t + 1), mn), mas como Gr(mn — (n —t+ 1)(m — ¢t + 1), mn)
é compacto segue que, existe uma subsequéncia B’ de B; convergente, seja limB; = B.
Tome B € B, B; € B, v € V e v; € V; tais que B; converge para B e v; converge para v,
defina agora w; = B;(v;), entao w; converge para B(v) = w € W pois w; € W, para todo
© e como W; converge para W temos que w € W. Assim para todo v € V, B € B temos
B(v) € W, logo B C «o(V, W), mas dim®B = dima(V,W) o que implica B = a(V,W).
Desta maneira mostramos que qualquer subsequéncia convergente de ‘B; converge para
a(V, W), logo B; converge para a(V, W), ou seja, lim(a(V;,W;)) = a(V, W) para toda
sequéncia ((V;,W;)) em Gr(n —t+ 1,n) X Gr(t — 1,m) convergindo para (V,W). Desta
maneira concluimos que « é continua.

Para finalizar a parte 1, note que « é bijecao sobre a sua imagem, estd definida em
um conjunto compacto e contra-dominio Hausdorff, assim « é homeomorfismo sobre sua
imagem.

Parte 2: Defina

B (M, \ ML) = M, x Gr(n—t+1,n) x Gr(t—1,m)
6("4) = (A7 keT(A)v ]m(A>>
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YiMpn xGr(n—t+1,n) x Gr(t—1,m) = Gr(mn— (n—t+1)(m —t+1),mn).
VAV, W) = (A, oV, W)

7 esté evidentemente bem definida, verifiquemos que 8 também esta. Sabemos que ker(A)
é subespaco de C™ e Im(A) é subespago de C™, assim basta verificar as dimensoes. Como
A e (M}, \ M }) temos que rank(A) =t — 1, ou seja dim(Im(A)) =t — 1 e pelo
teorema do nucleo e da imagem segue que dim(ker(A)) =n—t+1e [ estd bem definida.
Observe agora que 7y o (A) = (A, a(ker(A),Im(A)), como a(ker(A),Im(A)) = {B €
M n; B(ker(A)) C Im(A)} = TaME, ., temos que yo (8 é a aplicagdo de Gauss na parte

m,n’

regular de M}, . logo Nash(M}, ) = vo B((ML,, \ MLL)). Mas v é continua e possui

m,n?

inversa y~! = (m,atomy), no qual my : My, ,, X Gr(mn—(m—t+1)(n—t+1),mn) — M, ,,
Tyt My X Gr(mn—(m—t+1)(n—t+1),mn) - Gr(mn—(m—t+1)(n—t+1),mn) sao
dadas por m (A, V) = A, m(A,V) =V, desta maneira obtemos que v é homeomorfismo
sobre sua imagem, pelo lema 1.2 Nash(M}, ) = v(B(M,,, \ ML 1))

Parte 3: Vamos mostrar que
Nash(M},,) = {(A,V,W) € My, x Gr(n —t+1,n) x Gr(t —1,m); V C ker(A), e
Im(A) C W} = N. Suponha que exista (A, V,W) € S(M,, \ ML) tal que (A, V,W) ¢
N, logo V & ker(A) ou Im(A) ¢ W.

Se V' ¢ ker(A), entao existe v € V tal que A(v) # 0, mas (A, V,W) € ﬂ(m),
entao existe uma sequéncia (A;, Vi, W;) em B(M},  \ M} ) convergindo para (A, V,W).

Assim existe v; € V; tal que v; converge para v, e portanto A;(v;) converge para A(v),

mas A;(v;) = 0 para todo i, desta maneira A(v) =0 e v € ker(A), o que contradiz nossa
suposicao inicial.

Se Im(A) ¢ W, entao existe x € C" tal que A(z) ¢ W, mas (A, V,IW) €
B(ML,,, \ ML 1) logo existe uma sequéncia (A;, Vi, W;) em B(ME,,, \ ML) tal que
(A;, Vi, W,;) converge para (A, V,W), sendo V; = ker(A;) e W; = Im(A4;), dai A;(x)
converge para A(x) e como A;(z) € W; para todo i e W; converge para W temos que
A(x) € W. O que contradiz nossa suposi¢ao inicial.

Desta maneira concluimos que 3(M, , \ M} 1) C N.

Para concluirmos a igualdade tome (A,V,W) € N, e seja r = rank(A). Como V C
ker(A) e Im(A) C W temos que existem V' e W’ subespagos de C™ e C™, respectivamente,
tais que

VoV =ker(A) e Im(A) oW =W,
assim temos que dim(V') =t —r —1 e dim(W') =t —r — 1. Construiremos agora uma
aplicacao A’ : C" — C™.

Sejam  {ay,...,a;-1-}, {bi—p,.sbn_r} e {di,...;di_1_.} bases de V', V e W’

respectivamente, entao {ai, ..., a1, by—r, ..., by} € uma base de ker(A), completando a



28 Capitulo 3. Resolucgoes de Singularidades Determinantais Genéricas

uma base de C" obtemos {aq, ..., a1, bty .o, by, Co—rs1, ..., Cn }, defina A” : C* — C™,
linear dada por A'(a;) = d; e A'(b;) = 0 = A'(¢) para todo i = 1,...,t — 1 —r,
j=t—nr,..n—rek=n—r+1,...,n.

Consideremos agora a sequéncia 4; = A+1A’, afirmamos que ker(A4;) = V e Im(4;) =
W. De fato, como V C ker(A’) e V. C ker(A) temos que V C ker(A;) para todo i.
Consideremos entdo z € ker(4;), entao A;(z) = A(z) + 1A'(z) = 0, mas
xr =o01a,+ ... + 01 401+ 0t bip+ .. + Op by + Opri1Chry1 + ..+ OpcCp,
resultando em, A(x) = 0,11 A(Ch_ri1)+... +0,A(cy) e A(x) = odi+ ...+ o1 dp 1,
assim temos que A(z) € Im(A) e A'(z) € W/, mas A(z) + 4'(z) = 0 de onde vem que
A(z) = A'(xz) = 0 e portanto ker(A;) C ker(A) Nker(A’) =V, pela forma como A; foi
construida, assim resulta a primeira igualdade.

Para a segunda igualdade note que Im(A;) C W, pois W = Im(A) @ W', basta
mostrar entao que W C Im(A;). Seja w € W, como W = Im(A) & W’ segue que
w = wy + we com wy € Im(A) e wy € W = Im(A’), desta maneira existem vy, vy € C"
tais que A(vq) = wy e %A’(iw) = A'(vy) = wy, mas vy = $1a1 + ... + S4_1_, Q41 +
St—rbt—r+ ot Snpbpnr + Snry1Cn i1 S0l T2 = 21G1 o F 241 Q1+ 2 b
i+ Znibp_r + Zp_pr1cn —r + 1. 4 2,0, portanto A(v1) = A(Sp—ri1Cn_rii1-.. + SnCn) €
Al(ivg) = A'(z1a1 + ... + 211 ra4_1_y), assim tome u; = Sy 41Cn—ri1--- + SuCpn € Uy =
Zt—rbi—y + oo+ Zn_pbp_y, dai seja u = uy + ug, entdo A;(u) = A(uy) + %A/(Ug) = w, logo
w € Im(A;).

Assim construimos uma sequéncia (A;, Vi, W;) = (A;, V,\W) em B(M},, \ M)
convergindo para (A, V, W), logo N' C (M, ,, \ M/, }). O que completa a demonstracao.

Corolario 3.8. Nash(M}, ,) é suave.

Demonstragdo: Vamos mostrar que Nash(M}, ) = TjurM}, , X, Tjur® (M}, ),
dai como Tjur(M},,,), Tjur™ (M}, ) € My, sao suaves temos que Nash(M}, ) é suave.
Consideremos as aplicagoes: 7 : M, , xGr(n—t+1,n) = My, ,, @ 1 My o, xGr(t—1,m) —

M., », projecoes da primeira coordenada, e,

¢ : Nash(M,, ) =  Tjur(M},,), ¢" : Nash(M},,) =  Tjur’ (M}, )
AV, W)= (A V) (AV,W) > (A,W)

Note que o diagrama
Nash(M, ) = Tjur(M, )

o |
TjurT(an,n) — Mm,n

71_/
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é comutativo, portanto
Nash(My, ) = TjurM}, , Xur, , Tjur” (M}, ),

o que completa a demonstracgao.

Para demonstrar as proximas proposicoes utilizaremos 1.45

Proposigdo 3.9. Nash(M},,,) é homotdpicamente equivalente a 73" (0).

Demonstracdo: Como ny : Nash(M}, ) — My, é dada por myx(A,V,W) = A, temos
que 7' (0) = {0} x Gr(n —t +1,n) x Gr(t — 1,m).
Defina

fo: Nash(Mﬁm) — 7r;,1(0),
(A, V,W) = (0,V, W)

logo fo é continua, pois cada funcao coordenada é continua, além disso como f0|

™ (0)
Id, -1, temos que fo é uma retragao.
Vamos mostrar que io fo : Nash(M}, ) — Nash(M}, ) é homotopica a Idyasn(ay, ,)-

m,n

Para isso defina

F: Nash(an’n) x C — N(ISh(Mrtn,n)u
(A, VW, s) = (s- A V,IV)

a qual estda bem definida e é continua, pois cada funcao coordenada é continua.

Consideremos agora H = F‘Nash : Nash(M},,,) x [0,1] = Nash(M,, ), entdo

(M, )% [0,1]

H(A,V,W,1) = (A, V,W) para todo (A4,V,W) € Nash(Mfmn),

H(A,V,W,0) = (0,V, W) para todo (A,V,W) € Nash(M}, ),

ou seja, H(-,1) = Idyasnu, ) ¢ H(-,0) = io fy e portanto Nash(M;,,) e 77'(0) sao

homotdpicamente equivalentes.

Proposigao 3.10. Tjur(M},,) é homotdpicamente equivalente a 7*(0).

Demonstragao: Sabemos que 7 : Tjur(M}, ) — My, é dada por m(A,V) = A,
logo m71(0) = {0} x Gr(n —t + 1,n). Defina go : Tjur(M},,) — 7 '(0) dada por

go(A, V) =(0-A,V), go € continua e go| = Id;-1(p), ou seja, go € uma retracao.

71(0)
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Como anteriormente, vamos mostrar que i o go : Tjur(M} ) — Tjur(M],,) é

homotopica a Idrjur e, ). Defina

G : Tjur(an’n) x C — Tjur(anm),
(A, V,s)— (sA, V)

G estd bem definida e é continua, assim basta considerar H, =
Tjur(My},,) % [0,1] = Tjur(M}, ), pois

G}Tjur(Mfmn)x[O,l] :

Hy(A,V,1) = (A, V) para todo (A,V) € Tjur(M}, ),

H(A,V,0) = (0,V) para todo (A,V) € Tjur(M,,,),

ou seja, Hy(+,1) = Idpjur, ) © Hy(+,0) = i o gy e portanto Tjur(M¢, ) e 77" (0) sdo

m,n

homotopicamente equivalentes.
|
Proposigao 3.11. Tjur” (M}, ) é homotdpicamente equivalente a 77" (0).

Demonstragao: Como 7y : Tjur® (M}, ) = My, € dada por 7(A, W) = A, segue que
771 (0) = {0} x Gr(t — 1,m).
Definamos entao hg : Tjur” (M}, ) = My, dada por ho(A, W) = (0- A, W), hg é uma

retragao. Mostraremos entao que i o hy é homotopica a Idrpj,,r e . Para isso defina

K : Tjur” (M}, ) x C — Tjur” (M}, ),
KA W,s)=(s-AW)

a qual estd bem definida e é continua. Por fim consideremos Hj
TjurT(Mﬁm) x [0,1] — TjurT(anm), pois

- KlTjurT(Mﬁn,n)x[O,l} :

H3(A, W, 1) = (A, W) para todo (A, W) € TjurT(Mfmn),

H3(A,W,0) = (0, W) para todo (A, W) € Tjur(M,, ),

ou seja, Hs(-,1) = Idpjurog, ) e Hs(+,0) = iogo e assim Tjur™ (M, ) e m:'(0) sdo

homotopicamente equivalentes.
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Capitulo 4

Transformada de Singularidades

Determinantais

Neste capitulo definiremos a transformada de Tjurina e a transformada de Tjurina
transposta de singularidades determinantais. Para isso consideramos F' : CY — M n,
holomorfa, X = F‘l(anm) singularidade determinantal do tipo (m,n,t), ou seja,
codim(X) = codim(M},,) = (m —t+ 1)(n —t 4+ 1). Toda a se¢ao foi baseada em
[19].

4.1 Transformada de Tjurina

Definicao 4.1. A transformada de Tjurina de (X, Xgng), sendo X singularidade
determinantal do tipo (m,n,t) dada por F : CN — M} . (F = (fij)mxn) € 0 conjunto

Tjur(X) ={(x,W) € Xy x Gr(t —1,n); W = ((fu(z), fiz(z), ..., fin(x)), i =1,2,...,m)},

com a aplicagio 7r; : Tjur(X) — X dada por mpj(x,W) = x.  Sendo
((fa(x), fio(x), ..., fin(x)), i =1,2,...;m) o subespaco gerado pelas linhas da matriz F(x).

Vamos mostrar que Tjur(X) com 7r; satisfaz as condigoes da defini¢ao 1.29, para isso
serd necessario o lema 1.1.

Note que m7; = 1| rjur(x) : Tjur(X) — X sendo 7, a projecao na primeira entrada, o
que nos da a continuidade de 7p;. Para ver que 7r; é fechada, tome F' C T jur(X) fechado,
(x;) sequéncia em 7p;(F'), tal que x; converge para x, vamos mostrar que x € mp;(F). De
fato, como xz; € mr;(F) existe (z;, W;) € F tal que mp;(z;, W;) = x;, dai como F' é continua,
temos que F'(z;) converge para F'(z), mas ((fe1(x;), ..., fen(z:)), k= 1,...,m) C W;, para
todo 4, o que implica ((fi1(2), ..., fin(x)), K =1,...,m) C W e portanto z = mp;(z, W) o

que resulta z € 7p;(F).
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Consideremos agora x € X, entao

(ﬂ-Tj)_l(x) = {(xv <(f11(l‘),f22($), 7fm($))7 1=1,2, 7m>)}’

se & € X,eg, OU

(WTj)_1($) = {(ZL‘, W)v <(le(x)7fz2($)v7fm(x))7 L= 172)"'>m> C W}
= {x} x{W; ((fa(z), fia(x), ..., fin(2)), i =1,2,....m) C W}

se ¥ ¢ X,c4, 08 quais sdo compactos pois, se z € X,., entao W;}(x) possui um dnico

-1 4 .
elementos, e se ¥ € Xing, temos que 77 (z) é fechado e assim

7y (@) = 77 (x)

={z} x {W; ((fi(x), fia(@), ..., fin(x)), i =1,2,...;m) C W}
={z} x {W; ((fi(x), fia(@), ..., fin(x)), i =1,2,...;m) C W},

que é o produto de compactos, portanto compacto.

Resta verificarmos as condigoes 1. e 2.:

1. Note que

a: Xpeg = Xpeg X Gr(t —1,n),
x> (z, ((fa(x), fio(x), ..., fin(2)), i =1,2,...,m))

& inversa de 77| (xp,)~1(X,.,), COMO @ & continua e ambas sao racionais, temos que a

condicao 1. da definicao 1.29 é satisfeita.

2. (TrTj)_l(XTeg) = {(l’, <(f11(1’), fiQ(m)v 7fm(x)>v 1= 17 27 7m>)} = TJUT(X)7

o que completa a demonstracao.

A proposicao seguinte nos da outra caracterizagao da Transformada de Tjurina.

Proposicao 4.2. Tjur(X) = {(z,W) € X,y x Gr(n —t+1,n); W = ker(F(z))}

Demonstracao: Seja (z, ((fi1(z), fia(2), ..., fin(x)), i=1,2,....m)) € {(x, W) € X,y
Gr(t—1,n); W = {((fa(z), fi2(x),..., fin(x)), i = 1,2,...;m)}, entdo rank(F(z)) =t — 1,
ou seja, dim(Im(F(z))) =t— 1. Considere {wy,...,w;_1} base de Im(F(z)), entao existe

v; € C" tal que F(x)v; = w; para todo ¢ = 1,2,...,t — 1. Afirmamos que {vy,...,v;_1} &
t—1

linearmente independente. De fato, sejam «;,...,a;_1 € C tais que Z a,;v; = 0, entao
i=1

t—1 t—1
0= F(x)(z a;v;) = Z Wi,
i=1 i=1
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logo a; = 0 para todoi =1,...,t — 1 e {vq,...,v4_1} é linearmente independente.

Dessa maneira temos que dado (z,{((fi(z), fi2(x),..., fin(2)), @ = 1,2,...,m)) €
{(z. W) € Xieg x Gr(t — Lin); W = ((ful2), fi2(), ..., fin()), @ = 1,2,...m)}
existe {vi,..,v—1} C C" tal que ((fa(x), fia(2),..., fin(x)), @ = 1,2,..,m) =
(F(x)vy, ..., F(x)v,_1), assim considerando o homeomorfismo

f:Gr(t—1,n) = Gr(n—t+1,n),
Vvt

temos que ker(F(z)) = (vy,...,vi_1)* = f({v1,...,v,_1)), como f é homeomorfismo temos

que

Tjur(X) = {(x, ker(F(z))) € Xyeg x Gr(n —t+1,n)}.

Se F: CN — M,, , dizemos que X é uma hipersuperficie de tipo (m,m,m), quando
X = F~H(M,,) = v(det(F)), sendo

det(F) : CV — C,
x > det(F(x))

edim(X)=N—-(m-m+1)(m—m+1)=N—1.

Proposigdo 4.3. Seja F : CN — My, ,, X = F~'(M},,,) singularidade determinantal
do tipo (m,n,t). Se X é uma intersecao completa que nao é uma hipersuperficie do tipo
(m, m,m), entao Tjur(X) = X.

Demonstracao: Como X é uma intersecao completa que nao é uma hipersuperficie do
tipo (m,m,m), entdao X é uma variedade determinantal do tipo (m,n,1). De fato, como
X & uma intersecdo completa segue que t = 1, ou seja, X = F~'(M,, ) = F'(0) e
dim(X)=N—-mn=N-—(m—1+1)(n—141), o que prova a afirmagao anterior. Dessa

maneira temos, por definicao, que

Tjur(X) = {(x, {(fa(x), fio(x), .., fin(2)), 1 = 1,2,...;m)) € Xyeg X Gr(0,n)},

Como Gr(0,n) s6 tem um elemento segue que

Tjur(X) = W;}(Xreg) = Xpeg =X

pela proposicao 1.16.
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Nesse momento, queremos analisar propriedades locais da transformada de Tjurina,

assim, definiremos a seguinte aplicacao:

By O x QD0 Ly A
A
(@)= 21
e

Sendo A; : C=D(=t1) 5 M, como na secio 3, capitulo 1.

Proposi¢do 4.4. ((fa(z), ..., fm(z)),i = 1,..m) C Aila) se, e somente se,
mnk(ﬁ;(m,a)) =t —1, onde gl(a) denota o subespaco gerado pelas linhas da matriz
A[(a).

Demonstragao: Suponhamos que {((fi1(x),..., fin(x)),i = 1,...;m) C Zl(a), entao as
linhas da matriz F(x) podem ser escritas como combinagao linear das linhas de A;(a),
pois elas formam uma base de A;(a). Assim, como rank(A;(a)) = t — 1, segue que
rank(Fy(z,a)) =t — 1.

Reciprocamente se rank(Fj(z,a)) = t — 1 segue que a matriz (Af(a) > tem

somente ¢ — 1 linhas linearmente independente, mas A;(a) possui ¢ — 1 linhas linearmente
independentes, o que implica que (f;;(x),..., fin(x)) pode ser escrito como combinagao
linear das linhas de A;(a) para todo ¢ = 1,...,m, o que implica ((fi1(x), ..., fin(2)),i =
1,...,m) C Af(a).

Para F : CV — My, ¢ X = F~'(M}, ), singularidade determinantal, defina:

Tjur(X) = (ﬁf)_l(an+t—1,n)> e
Tjury(X) = {(z, W) € Tjur(X); W € Im(A;)}

Note que %I(X) C CN x CEDO=tD o Thur; (X) € X x Gr(t — 1,n), mas devido
a identificacao entre A;(a) € My,_1, ¢ A;(a) € Gr(t — 1,n) vamos considerar, entdo,

Tjur,(X) C X x Gr(t —1,n).

Proposigao 4.5. Para F : CY — M,,,, e X = F‘l(an,n), singularidade determinantal,
temos Tjur;(X) C Tyur (X).

Demonstracao: Seja (z, W) € Tjur;(X), entdo, (x,W) € Tjur(X)e W = A;(a) para

algum a € C~ D=+ Consideremos dois casos:

1) Se (z,W) € A(z,((fu(z), ..., fin(x)),t = 1,..m); x € X,4}, entao
(fir(2), .o fin(@)),i = 1,..,m) = W = Ag(a), para algum a € CU-DE—t+1)

consequentemente rank(Fy(z,a)) =t — 1, de onde vem (z,a) € (ff)*l(Mﬁ+t_17n).
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2) Se (x,W) S {(Iv <(f11($lf), 7fm(x>)77' = 17 "'7m>; T c XTeg}\{(xv <(f11<x)7 7fln(x))7

i = 1l,..m); x € X,}, entdo existe uma sequéncia (xp, Wy) €

{(z, ((fir(x), oy fin(x)),i = 1,...;m); @ € X0y} tal que
(x, W) converge para (x, W),

logo x — x, Wy — W e como F' é continua segue que F () — F(x), e assim segue
que ((fir(x), ..o, fin(x)),i = 1,....;m) C W = A;(a) para algum a € CE-D0=H1D oy

seja, (z,a) € 7/’]'\1;7"1()(), o que completa a demonstracao.

O exemplo 4.11 mostra que em geral temos %(X) # Tjur;(X)

O que sera feito de agora em diante tem a finalidade de mostrar que Tjur;(X) nao é

necessariamente uma singularidade determinantal, para isso sejam
~ Tj
7 Tjur (X) — X, ) =T, :
Tjurp(X)

(x,a) —x

Proposicio 4.6. (7,7) 1 (Xyeg) = (71) (X reg).

Demonstracao: Note que

(717) M Xreg) = {(@, (fr(2), ooy fin(2)),i =1, ;m)); 2 € Xoeg
e (fi(2), ..., fn(x)),i =1, ...,m) € Im(A;)}
(7)) (Xreg) = {(@,0) € Tjur (X);z € Xye}
(z,a);x € X,eq € rank(F;’
= {(z,a);x € X,y € mnk:(ij)(:v,a =
= {(z,0);2 € Xpeg € (fir(2), ..., fin(x));i =1,....;m) C A;(a)}
= {(z,0);2 € Xpeg € (fir (@), ..oy fin(2));i =1,...,m) = A;(a)}.

= {(z,a
)5 es fin(
)5 ees fin(

Assim segue que (777) " (Xpeg) = (F1) " (Xreq)-
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Como

TjUTI(X) = (ﬁIT‘j)_l(MfrHt—l,n)
= {(z,a) € CN x CEVO—HD pank(Fy(z,a) =t — 1)}
= {(z,a) € CN x CEDO=HD: pank(F(z)) < te
(@), o finl@)), = 1,ocom) € Ar(a)}

t
= UZS7

s=1
sendo
Zy={(z,a) € CV x VO pank(F(z) =s—1e
(fir(x)y ooy fin(2)), i =1,...,m) C As(a)}.
Logo
dim(Tjur)(X) = maz{dim(Z,), s = 1, ..., t},
mas

Z, = {(z,a) € CN x ¢V pank(F(z)) =t —1e
(fir(@), ooy fim(@)) i = 1,...;m) € Ay(a)}

= {(z,a) € CV x C-VO=HD. punk(F(z)) =t —1e
(fir(@), oo fim(@)),i = 1,..ym) = Af(a)}.

8

Dessa maneira podemos identificar Z; com F~'(M{, , \ ML), logo,

Xreg - Fﬁl(M:ﬁ,n \ M:nié) - X7

dim(Z,) = dim(F(M,, \ M%1)) = dim(X).

De onde vem

dim(Tjur (X)) = maz{dim(X), dim(Z,), s =1, ...,t —1}.

Analisemos a dimensao de Z; com s = 1,....,t — 1. Seja x € X*, entao
(x, W) € Z, se, e somente se, {(fi(x),..., fin(z)),i=1,...,m) C W,

logo existe um subespago Vi) de {((fi(x),... fin(z)),i = 1,..,m)*, sendo
(fir(x), ..., fim(x)),i = 1,...,m)T o complemento ortogonal de {((fii(z),..., fin(x)),i =
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L,...,m) em W, tal que

W = Vi) ® ((fa(z), ..., fin(x)),i = 1,...,m).

Por outro lado temos que para todo V € Gr(t —s,n — s+ 1)

Dessa maneira para cada = € F~1(M,  \ M5 defina:

fo:Grt—s,n—s+1) = {W e Gr(t—1,n);{(fu(z), ..., fin(x)),i =1,....m) C W}.
VF(Q;) — VF(x) D ((le(x), ey fm(l')),l = 1, ,m>

Pela discussao anterior temos que f, é bijecao, além disso f, é continua, pois

fx(VF(m)) = VF(Q?) ©® <(le(x)7 ,fm(lL')),Z =1, 7m>
= (‘/F(ﬂf)7 <(f21(56), ,fm(l‘)),l = 17 "‘7m>)7

portando f, é continua, pois cada func¢ao coordenada é continua.
Como f, é bijecao continua, definida em compacto e contra dominio Hausdorff, segue

que f, é homeomorfismo, e, consequentemente,
dim({W € Gr(t—1,n); ((fi(x), ..., fim(x)),i = 1,....m) C W}) = dim(Gr(t—s,n—s+1)).
Por fim
dim(Zs) = dim(X?®) + dim(Gr(t — s,n — s + 1)), (4.1)
implicando -
dim(Tjur; (X)) = dim(X)

se, e somente se,
dim(X*) < N—(m—s+1)(n—t+1)

para todo s =1,...,t — 1.
Se X tem singularidade isolada, entao dim(Xsi,e) = 0 e como X*® C Xj;,,4, para todo

s=1,..,t —1 obtemos que N > (m —s+1)(n —t+ 1) para todo s = 1,....,t — 1.

—~—

Proposicao 4.7. Se dim(%I(X)) = dim(X), entao Tjur;(X) é uma singularidade
determinantal to tipo (m +1t — 1,n,t).

Demonstragao: Basta verificarmos se a codimensao de fy'\z;“l(X) = codim(M},,, 1 ,) =
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m(n —t+ 1). De fato, como Tjur;(X) C CN x CE=Dr=+1 temos que

—_—~—

codim(Tjur; (X)) = dim(CN x ¢U-Dr=t+y _ dz’m(fml(){))
= N+({t—-1n—-t+1)—dim(X)
= N+({t—-1)n—-t+1)—N+(m—-t+1)(n—t+1)
= mn—t+1).

Proposicao 4.8. Se %I(X) é singularidade determinantal, entio dim(X?®) < N —
(m—s+1)(n—1t+1) para todo s =1,....;t — 1.

Demonstragao: Seja (Tjur;)(X) = (]*Nj])_l(anH_Ln) singularidade determinantal, ou

seja,

codim(T jur (X)) = codim(Mfmrt—l,n)
= (m4+t—1—t+1)(n—t+1)

em outras palavras

—~—

dim((Tjur;)(X)) = N+({t—-1)(n—t+1)—mn—t+1)
= N—(m—-t+1)(n—t+1)
= dim(X),

o que implica dim(X®) < N —(m—s+1)(n—t+1) para todo s = 1,...,t — 1 e completa

a demonstracao.
[ |

Como mnk(E(0,0)) = t — 1 podemos encontrar pelo exemplo 2.6 uma aplicacao
Fy o CN x QD=+ 5 pAp o tal que X é singularidade determinantal do tipo
(m,n—t+1,1). Logo pela proposi¢ao 4.7 segue que T jur;(X) é intersecao completa. A

proxima proposi¢ao nos diz quando Tjur;(X) = fj\u/rl(X),

Proposicao 4.9. %I(X) = Tjur;(X) se, e somente se dim(X®*) < N — (m — s+
)(n—t+1) para todo s =1,....t — 1.

Demonstracao: Suponha que Tjur;(X) = Tjur,;(X) = U:_, Z,;. Como 7r; é aplicacio
de transformada temos
dz‘m(w;}(Xsmg)) < dim(X),
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como Zg C ﬂ;}(Xsmg) para todo s = 1,...,t — 1, temos
dim(Zs) < dz’m(ﬂ;}(Xsmg)) < dim(X),

mas, de 4.1,
dim(Zs) = dim(X?®) + dim(Gr(t —s,n — s+ 1)),

logo

dim(X?®) < dim(X)—dim(Gr(t —s,n—s+1))
< N—(m—t+1)(n—t+1)—(t—s)(n—s+1—-t+ys)
< N—-(m—-s+1)(n—t+1)

o que completa a primeira parte da proposi¢ao. Por outro lado suponha dim(X®) <
N—-—(m—s+1)(n—t+1) paratodo s =1,...,t — 1, o que implica, pela observagao antes
da proposigao 4.7 dim(Tjur (X)) = dim(Tjur; (X)) = dim(X).

Como

F)HXTY = {(z,a) € CN x QDO pank(F(z)) =t — 2 e rank(Fy(z,a)) =t — 1}
= Zt—la

temos

dim((F)"H(XTY) = dim(Zi_)

dim(X )+ (t—(t—1))(n—t+1)
N—(m—-@t—-1D+Dn—t+1)+n—t+1)
< N—(m—t+3)(n—t+1)

< N—(m—-t+1)(n—t+1)=dim(X)

mas Tjur;(X) C fj\u/rl(X). Desta maneira se Tjur;(X) # fj\u/rl(X) entao existe uma
componente irredutivel V' tal que Tjur,;(X) D Tjur;(X)UV, mas Tjur;(X) é interse¢ao

completa, o que implica m ;(X) é equidimensional, como

(7)™ (Xreg) = (775 (Xreg)),

temos que V' C (7;)"H(X'™1) e consequentemente dim(V) < dim(7;H(X'1)) < dim(X),

o que é uma contradigao, portanto Tjur;(X) = m](X).
[

Note que mnk(ﬁITj (0,0)) = t—1, como no exemplo 2.6 podemos encontrar uma outra
/'\-/T.
aplicagdo Fy : CN x CU-D0=t+h o Ao o4y tal que TjurIJ(X) = (F})7'(0). Como
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anteriormente, explicitaremos o método a partir de um exemplo. O processo nesse caso é

mais simples, pois ﬁITJ (x,a) possui uma submatriz identidade de ordem ¢ — 1.

Exemplo 4.10. Seja F : CN — My y, dada por F = (f;;), e X = F~'(M3,) singularidade
determinantal do tipo (3,4,3). Considere I = {1,3}, entao

Fp: CN x C* = Msy,

1 ai 0 a2

0 as1 1 a2

(z,a11, 012, a1, a92) = | fu(z)  fro(@) fis(z) fia(@)
fa(z) fa(z) fa(z) fulz)

fs1(x)  faalz) faz(x) faalw)

Chamaremos de Cy e Lj a k-ésima coluna e k-ésima linha de Fy, respectivamente.

Facamos as sequintes operagoes com F[(I7a11,a12, agl,agg).
! !
02 = —anC — G2103 + 02; 04 = —a12C) — a2203 + 047

dessa maneira obtemos:

1 0 0 0

0 0 1 0
fn(x) f12($) - (111f11(33) - a21f13($) fls(l’) f14(33) - @12f11(33) - a22f13($)
for(z)  for(z) — an1 for(2) — ao1 fos(z)  fas(z)  fau(®) — @12 fa1(x) — a2z fos(2)
f31(I) f32($) — a1 f31 (x) - a21f33(90) f33($) f34($) — a2 f31 (I) - a22f23(x)

Por fim realizaremos as operacoes

Ly = Ls — fi(x)L1 — fisle, Ly = Ly — for(x)L1 — fagLlo, Ly = Ls — fa1(x)L1 — fa3Lo,

na matriz anterior, obtendo

0

0
fra(z) — a1z fr1(x) — agz fis(x)
J24(7) — a1 for (7) — aga fos(x)
f34(95) - a12f31($) - a22f23($)

0

0
fi2(z) — ar1 f11(x) — ag1 fis(x)
Joz(z) — ar1 for (x) — agi fas(x)
f32($) - a11f31($) - a21f33($)

o O O O =
o O O = O

Dessa maneira, os menores de ordem trés da matriz anterior ainda definem Tjur;(X), o

que € equivalente aos menores de ordem 1 da matriz
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f12($) - a11f11($) - a21f13(93) f14(37) - a12f11(90) - a22f13($)
f22($) - a11f21(x) - a21f23(90) f24($) - a12f21(I) - a22f23(x)
f32($) - &11f31(33) - @21f33($) f34(i5') - a12f31(i€) - a22f23($)

O procedimento do exemplo 4.10 pode ser executado para qualquer F : CV — M, ,, e
Ic{l, 2, ..n}.

Exemplo 4.11. Seja

FIC4—>M2’3,
w3 x
<x,y,z,w>~>( o
2wy

e X = F~'(M3,) singularidade determinantal do tipo (2,3,2) com Xging

{(0,0,0,0)}.
Utilizando o SINGULAR, wver apéndice, verificamos que %I(X) = ~f1(M3?73) é

singularidade determinantal para todo I, mas

Tjur 9y (X) # Tjurpy(X).

De fato, seja

ﬁ[ : (D4 — M273,

ay 1 as

(x,y,z,w,a1,a3) = | w® y =

2w P
entao,

Flgy : €' x € = My

w3 — ya, x—yag)

(x7y727w7a17a3)'_> 3
Z—wap Yo —wag

Como %{2}()() = (F{’Q})_l(MQ{Q) seque que

Tjury(X) = v(w? — yar, x — yas, z — way, y® — was)

3

1%

v(w?® — yay, y* — was)

8 3 3 5 2 2. 2 3
= o(w® — ajaz, —w’ + yay, yw’ — ajas, y*w* — ajasz,y° — waz) Uv(w,y),
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Utilizamos o SINGULAR, ver apéndice, na tultima iqualdade. Por outro lado

Tjur{z} (X)

= {(z,W) € Tjur(X);W = ((a1, 1,a3)), para algum a,as € C}
=A@, ((fa(2), ., fin(@)))); @ € Xe ((fu(2), ... fin(2))) =
((a1,1,as3))para algum ay,a3 € C}\ {(0,0,0,0)} x C?

w3 — yay, x — yas, z — way, y> —waz) Uv(w,y) \ {(0,0,0)} x C?

(
( 8 3 5 2

2,2 3
= v\w —CL16L3, —w +ya1,yw — aqa3,y W —a10a3,yY —wag).

()

Desta maneira vemos que T jurgs (X) # W{Q}(X)-

Verifiquemos que Tjury(X) = Tyur (X) quando I = {1} ou I = {3}.

Como

entao

Enquanto que

F{l} : C4 X CQ — M272

Yy — asw?® T — azw?
w—asz Y —asz

(z,y,2z,w,a1,a3) — (

Tjury(X) = v(z — asw®, Yy — agw®, —asz + y>,w — ayz).

Tjurgy(X) = (@ ((fa (@), fin(2)), i = 1,2));0 € Xyeg e
(

< le( ) afm(x))7 L= 172> - <(a17a2)1)>}

(B(F) + L(F)) \ {(0,0,0,0)} x €

= v(r —azwd,y — aqw?, —azz + Y3, w — azz) \ {(0,0,0,0)} x C?
(

= v

= vz — azw®,y — aow?®, —asz + 3, w — ay2)

o que implica Tjurpy(X) = Tjur g, (X).

Por fim,

entao

F{g} : C4 X CQ — M272

w? — xay y—xag)

(l‘,y, va7a17a2) — ( 3 3
Z—Yy'ar wW—yYas

fj\z;"{g,}(X) =v(w® — a11,y — ayw, 2 — a1y’ w — agy®).
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Enguanto que

Tjurgy(X) = {(@, ((fiu(x), ., fin(2)), i =1,2));2 € Xiq €
(fu(@), ., fin(x)), 1= 1,2) C (a1, a9, 1))}
(L(F) + L (Fz)) \ {(0,0,0,0)} x €

(w

3 3 3
— T,y — %, 2 — a1y, W — agy”)

v

viw

o que implica Tjurzy(X) = Tjur 5 (X).

Exemplo 4.12. Seja

FI(D4—>M372

,w3

z
(x,y,z,w)— |y w]|,
x

y3

e X = F~'(Mj3,) singularidade determinantal do tipo (3,2,2), com Xng = {(0,0,0,0)}.
Consideremos I = {1}.

Assim,

ﬁ{l} : C4 x C— M173,

2z —w3as

(:Cay?zawaa2>'_> w — ay

Y3 — asx

—~—

e consequentemente Tjur,(X) = v(z — w3as, w — agy, y> — aw) = v(z — y3a3, w —

azy, y* — axx).

Enguanto

Tjurgy(X) = {v(z —wdag, w—agy, y* — asx)} \ {(0,0,0,0) x C?}
v(z —yiaz, y3 —agx) \ {(0,0,0)} x C?

= v(z —9a3, ¥* — asx)

Il

Portanto Tjurpy(X) = %’{1}0{)-

Por fim, seja I = {2}.
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Assim,

F{Q} : C4 x C— M173,
w? — a2
(x,y, z,w,a;)mapsto | y — ayw

T — ayy’
e consequentemente

fj\u/rl(X) = v(w® —ayz, y — aqyw, v — a1y®)

12

v(w® —ayz, © — ajw?).

Enquanto

Tjurpy(X) = v(w? —az, y —aqw, v —ay?) \ {(0,0,0,0)} x C?
> p(wd — a1z, r —afw?) \ {(0,0,0)} x C?

= v(w® — a1z, v — atw?).

Portanto Tjurgn(X) = %{2}()().

4.2 Transformada de Tjurina Transposta

Dada a aplicagdo F : CY — M,,,, definindo uma singularidade determinantal X =

F~Y(My},,,), podemos considerar
G.cN - M,,m

definida por G(z) = (F(z))!. Com essa identificagdao, teremos que Tjur’(X) =
Tjur(X™), onde XT = G~'(M},,).

Definigdo 4.13. Seja F : CN = M,,,, dada por F = (f;;), holomorfa, e X = F~Y(M,, )

singularidade determinantal do tipo (m,n,t),

Tjur (X) = [ W) € Kreg X Grit — Lms (U (@) g @)); = L s 113,

a aplicagio Tpr : Tjur’(X) — X, dada por mpjr(x, W) = z, faz de Tjur®(X) uma
transformada. Sendo ((fi;(x), ..., fm;i(2)); j = 1,...,n) o subespago gerado pelas colunas
de F(z)

Lema 4.14. Sejam F : CV — M,,,, G : CV — M, dadas por F(z) = (fi;(z)) e
G(z) = (F(x))". Entao X = F~Y(M!}, ) = (G)"'(M},,) = X, e consequentemente
Xreg = X2 Xsing = X7

reg’ sing-
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Demonstragao: De fato, basta notar que

X =F (M) = v(L(F)) = o(I(F")) = v(L,(G)) = (G (M,,,) = X",

n,m

o que completa a prova.
|

A partir dessa identificagao é imediato que mp;r faz de Tjur’ (X) uma transformada de
(X7 Xsing) .
Como para a Transformada de Tjurina, a Transformada de Tjurina Transposta

também possui outra caracterizagao.

Proposicao 4.15. Tjur’(X) = {(z,W) € X,ey X Gr(t — 1,m); W = Im(F(z))},

considerando F(x) : C* — C™ transformagao linear.

Demonstracdo: Basta observar que se A € M, ,,, entdo ((aij, ..., nm;),J = 1,...,n) =
Im(A) considerando A : C* — C™.

|
——T
Vamos definir agora T'jur; (X), para isso consideremos
F? L ON « QUDm—t+1) Moo
(w,a) = ( Af(0) F(2) )
T —
Como esperado defina Tjur; (X) = (F)"" (M} .. 1)
—T P
Proposigdo 4.16. Tjur;(X) = Tjur (X"), sendo X = F'(M},) e XT =
(G) (M, )
Demonstragao: Note que
TjUTI(XT) = ((ﬁl 71(Mrtt,m+t71)
—T _
= ((F)") " (Mppm1.0)
—=T
= o(L((F;)"))
—T
= v(L(Fp))
_T _
= (F) " (My, 1)
——T
= Tjur; (X)
|

Dessa maneira obtemos os seguintes resultados que correspondem a 4.7, 4.8 e 4.9.
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——T
Proposicdo 4.17. Tjur;(X) é singularidade determinantal se, e somente se,
dim(F~H (M3, , \ M3 1)) <N — (m —t+1)(n—s+ 1) para todo s =1, ..., t — 1.

T
Proposigao 4.18. Se Tjur; (X) = Tjur] (X), entao dim(F~" (M3, \ M 1) < N —
(m—t+1)(n—s+1) para todo s =1, ..., t —1
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Capitulo 5
Quando Tjur(X) é Intersecao Completa

O objetivo desse capitulo é obter condigoes gerais de quando a transformada de Tjurina
de uma EIDS é uma intersecao completa.

Vamos considerar F' : C¥ — M,,, holomorfa, X = F~'(M},,) EIDS, ou seja,
para todo z € X \ {0}, F intersecta o estrado (M, , \ M;}), a que F(x) pertence,

transversalmente em F(x).

Lema 5.1. Se X é EIDS, entao dim(F~' (M}, ,\ M 1)) =N —(m—s+1)(n—s+1)
para todo s = 2, ...,

Demonstragao: De fato, (Mg, \ M;!) é variedade diferenciavel de dimensao (s —
1) (m+n—s+1) em M,, . Por X ser EIDS temos que para todo x € (X'\{0}) F intersecta
o estrato (M, \ M3 1), a que F(x) pertence, transversalmente para todo s = 2, ..., 1,
logo F~1 (Mg, ,\ Mg )) é subvariedade diferenciavel de M, ,, tal que codim(F~' (Mg, .\
M;-1)) = codim(M;,, \ M) =mn—(s—1)(m+n—s+1)=(m—s+1)(n—s+1),
ou seja, dim(F~1 (M3, ,\ M 1)) =N — (m —s+1)(n — s+ 1) para todo s = 2, ..., .

Definigao 5.2. Seja F : C* — CP, X = F~1(0) € interse¢io completa local, quando para

todo x € X existe aberto U contendo x tal que X NU € intersecao completa.

Proposicao 5.3. Seja X EIDS do tipo (m,n,t).

1) Se dim(F~'(M,,,)) < N—m(n—t+1), entao Tjur(X) é uma intersegao completa

local.

2) Sedim(F~'(M,,,)) < N—n(m—t+1), entao Tjur” (X) é uma interse¢cio completa

local.

Demonstracao: 1) Vamos mostrar que Tjur;(X) é interse¢do completa para todo
I. Para isso mostraremos que Tjur;(X) = Tjur;(X), pois nesse caso teremos
dim(Tjur; (X)) = dim(Tjur; (X)) = dim(X) e assim como foi comentado apos

a proposicao 4.8, fj\zﬂ“l(X) é intersegao completa, resultando que Tjur;(X) é
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intersecao completa. Mostremos entao que %I(X) = Tjur;(X), pela proposi¢ao
4.9 basta mostrar que dim(X?®) < N—(m—s+1)(n—t+1) para todo s = 2,...,t—1,
mas por X ser FIDS temos que

dim(X?®) =

<

(
(

—s+t)(n—s+1)

N —(m
N—-—(m-s+1)(n—t+1),

para todo s = 2,....,t — 1. Juntando as desigualdades acima com a hipotese temos
que

dim(X*) < N—-(m—-s+1)(n—t+1),

para todo s = 1, ...,t—1, assim segue pela proposi¢ao 4.9 que T jur;(X) = Tjur;(X),
o que completa a demonstracao.

NT —_
2) Segue do item anterior utilizando a identificagao entre Tjur; (X) e Tjur; (XT).
|
Lema 5.4. Seja F : CN — M, ,, holomorfa tal que X* # 0, entio dim(X') < dim(X?).

Demonstragao: Como F' é holomorfa, temos que a restri¢ao
G - F‘F—I(Mrzmn) : F_l(Mrzl,n) _> M?’Qn,na
x— F(z)
é holomorfa e nao nula, pois X2 # ().

Desta maneira se z € X', segue que para todo € > 0 existe z. € B(x,e) NF~ (M2 )
tal que G(z.) # 0, ou seja,

X' =G"'(M,,,) C G (ME,\ ML) =X
mas
X'NnXxX%2=40

o que implica,

Xt co(x?),

e consequentemente

dim(X') < dim(X?).
|

Proposi¢iao 5.5. Seja X uma EIDS do tipo (m,n,t), comt > 3 e X* # ), entao
Tjury(X) ou TjurT (X) € intersecio completa local.
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Demonstracao: Vamos utilizar a proposicao 5.3.

1) Se m = max{m, n}, entao temos por hipotese que t —2 > 1, o que implica,
m(t—2)>m>n>n-—1.
Mas

dim(X") < dim(X?)
= N-(m—-2+1)(n—2+1)
= N—-—mn+m+n-—1
< N—mn+m+m(t—2)=N-—m(n—t+1).

Logo pela proposigao 5.3 segue que T'jur(X) é interse¢ao completa local.

2) Se n = max{m,n}, entdo
n(t—2)>n>m>m—1,

mas

dim(X') < dim(X?)
= N-(m—-2+4+1)(n—2+1)
= N—-—mn+n+m-1
< N—mn+n+n(t—2)=N-—n(m—t+1).

Desta maneira Tjur? (X) é intersecio completa local, pela proposicao 5.3.

A proposicao 5.5 nos diz, com uma condi¢ao sobre t, quando a Transformada de
Tjurina ou a Transformada de Tjurina transposta de uma EIDS do tipo (m,n,t) é
intersegao completa local. Note que se t = 1 temos F(z) = 0 para todo z € X, logo

((fa, (), ...y fin(2)), i =1,...,m) = {0}, para todo x € X, consequentemente

Tjur(X) = {(z,{(fi, (@), ..., fin(x)), i1 =1,...;m)); = € Xyeq}
= {(@,{0}); z € Xyee}
= Xyeg
= X

)

e assim T jur(X) é intersegao completa.
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Os exemplos 4.11 e 4.12 mostram que Tjur(X) ou Tjur”(X) podem ser intersegio

completa local com ¢ < 3.

Nas proposi¢oes anteriores mostramos que T jur;(X) = fﬁ/r](X) ou Tjurt(X) =
Tjur;(X) e por Tjur;(X) ou Tjur,;(X) serem intersecoes completas obtinhamos os

resultados desejados.

Exemplo 5.6. FEsse exemplo mostra um caso em que Tjur;(X) # %I(X),
T
Tjur?(X) # Tjur;(X) para todo I, J mas Tjur(X) e TjurT(X) sdo intersegoes

completas locais. Seja

F CS — M273,

k-3
<x,y,z>H<Z s )
0z wy

com k>4 e X = F~'(M3,) singularidade determinantal com Xging = {(0,0,0)}.
Entao %{1}(X) = (F{yy) ' (M3,), sendo

Fiiy 1 € x C* = My,

y—asz =73 —agz
(:L',y,z,w,ag,ag) =

x Y
ou seja,
Tjuryy(X) = o(y — agz, 2873 — agz, x,y)
= o(z,y,z) Uv(z,y, asas),
enquanto

Tjury(X) = v(z,9,2) Uo(z, g, azas) \ {(0,0,0) x €}
= ’U(QZ’, Y, as, &3)-
Dessa maneira
Tjur 1y (X) # Tjurpy(X),

mas dim(Tjurpy) = 1 = 5 — 4 e portanto Tjurpy(X) € Interse¢ao completa.
Tjuriay(X) = (Fy) (M), sendo

F{/Z} : (D3 X C2 — MQ,Q’

z—ayy 2% —agy
—a1xr Yy — asx

(x,y,z,a1,a3) — <
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logo

k-3
— Ay, —mT, Yy — asif)

k—3

Tjurn(X) =v(z — a1y, x

=v(ay, 2,y — azz, 2" — azy) Uv(z,y, 2)

enquanto

Tjur{2}(X> = U(ab Y — a31.’xk73 - (133./) U U(Q?,y, Z) \ {(Oa O: 0)} x €2
U(a’lv Y — a3$,$k_3 - a3y) \ {(07 07 O)} x €2

= (a1, 2,y — asz, " — a).

Logo Tjurgy(X) # Tjurpy(X), mas codim(Tjur (X)) = 5 — dim(Tjurgy (X)) =
5 —dim(X) = 4, ou seja, Tjur(ey(X) € Intersecao Completa

Tjury(X) = (Fizy) " (My,), sendo

Figy : € x € = My,

2 —a by — agxk_?’)

(x7y727&17a2) — (

-y T — agy
logo
Tjur 3 (X) = v(z — a2 3y —agx® 3 —ayy, x — agy)
=v(ay, z, y — a1 — agy) Uv(z,y, 2, a2),
enquanto

TJUT{g}(X) = U(ala 2, Y— a2$k—3,x - a2y) U U(ZE,y,Z,CQ) \ {(07070)} X CQ
v(ay, z, y — asx®=3 x — asy) \ {(0,0,0)} x C?

,U<a1a Z, Y — aQ'rk_Srr - a2y)‘

Logo Tijurgy(X) # Tjurgy(X), mas codim(Tjurgy(X)) = 5 — dim(Tjury(X)) = 5 —
dim(X) =4, ou seja, Tjury(X) € Intersecao Completa.

Vamos calcular agora a Tjurina transposta de X.
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Para isso vamos considerar:

FT : C3 — M372,
z 0
(@y.2) = vy =
C(]k_g y

logo X = (F)"'(M3,) é singularidade determinantal e Xgny = {(0,0,0)}. Entdo

——T
Tjur (X) = Tjur(XT) = (Fg})_l(Mllﬁ), sendo

(FJE{}) — M1,37

—Q9Z
(l‘,y,Z,(lg) = T — agy
y — Clgl'k_3

ou seja,
——T k—3
Tjury(X) = v(—azz, T — agy, y — azx"")

= U(a27 Zz, y) U U(Za r—ay,Yy — ank—?))’

T]'U/T’,{l} = U<a27 z, Z/) m'U(Z,SC — a2y,Y — a2xk_3) \ {(07070)} x C
= v(az, z, y) \ {(0,0,0) x C}

=v(as, T, y).

Logo Tjurgyy # Tjurf{l}(X) e codzm(Tjur{Tl}) = 5—dzm(Tjur{T1}(X)) =5—dim(X) =3,

portanto Tjurf{l}(X) é intersecao completa local.

NT — ~—"
Calculemos agora Tjur{Q}(X) = Tjur{g}(XT) = (F/L,

{2})_1(M1173), sendo

(F{/g}) — M1,37

z

(x7y727a2) = Yy —a1x

2F3 _ayy

ou seja,

3 — Gly)

=v(2,y,2) Uv(z,y — a1z, ¥4 — a?),

Tjur i (X) =v(z, y — a1z, k-
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Tjur%;} =v(z,y,2) Uv(z,y — ayz, 2% —a?) \ {(0,0,0)} x C
=v(z,y — arz, 2% —a?) \ {(0,0,0) x C}

=v(z,y — ayx, 2"t — a?).
NT . . . .
Logo Tjur 5y # Tjur{y (X) e codim(T jurfyy) = 5—dim(T jurfy, (X)) = 5—dim(X) = 3,
portanto Tjur{Tl}(X) é intersecao completa local.

Na proposicao 5.5, apresentamos condicoes para que a transformada de Tjurina de
uma EIDS do tipo (m,n,t), t > 3 seja intersegao completa local. A proxima proposigao
mostra que mesmo quando ¢ = 2 a transformada de Tjurina de X ainda pode ser uma

intersecao completa local.

Proposi¢ao 5.7. Seja X uma EIDS do tipo (m,n,2). Se min{m, n} < dim(X) —
dim(X1), entao Tjur(X) ou TjurT(X) é intersecio completa local.

Demonstragao: Mais uma vez, basta mostrarmos que dim(X') < N —m(n — 1) ou

dim(X') < N —n(m — 1). Por hipotese temos que
dim(X") < dim(X) — min{m, n} = N — (n — 1)(m — 1) — min{m, n}.
1) Se min{m, n} = n, entdo

dim(X*')

IN

(n—1)(m—-1)—n
(n—1)(m—-1)—n+1

N —
< N —
N —m(n—1),

e portanto Tjur(X) é interse¢do completa local.

2) Se min{m, n} = m, entao

dim(X") < N—n-1D(m—-1)—m
< N—-(n—-1)(m—-1)—m+1
= N—n(m-—1),

e portanto Tjur? (X) é intersecio completa local.

Corolario 5.8. Seja X uma EIDS do tipo (m,n,2) com singularidade isolada. Se
min{m,n} < dim(X), entao Tjur(X) ou TjurT(X) € intersecio completa local.
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Demonstracao: De fato, como X = F‘l(anm) é EIDS e tem singularidade isolada,
temos que Xgin, = X' e dim(X"') = 0, logo min{m, n} < dim(X) = dim(X) —dim(X?"),
e assim pela proposicao anterior temos que Tjur(X) ou Tjur? (X) é intersecio completa

local.
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Capitulo 6
Exemplos

Nesse capitulo vamos mostrar, através de exemplos, como a transformada de Tjurina pode

ser utilizada para obtermos resolucoes de hipersuperficies.

Exemplo 6.1. Singularidades do tipo A, sio hipersuperficies X = f~1(0) dadas por

f:CF—=C,

(21, ..y zp) = 2T+ Py, ..., xp)

comn >3 e P uma forma quadrdtica homogénea.

Consideremos a singularidade
A, ={(z,y,2) € C*; —2"" + 2y =0}.
Seja

F:.C— M2’27
x Zl
T,Y,2) —
( Yy ) (Zn—l-‘rl y)

X = F’l(MiQ) = A,,

com 0 <l <n. Assim

é singularidade determinantal, pois dim(X)=2=3—-(2—-2+1)(2—2+1).
O objetivo € wutilizar a proposicao 5.3, para obtermos uma intersecao completa e

analisarmos se a mesma € suave ou Nao.
Note que X' = {(0,0,0)}, ou seja dim(X') =0 < 3—2(2—2+1). Resta verificarmos
se X é EIDS, ou seja, se para todo (x,y,z) € X \ {(0,0,0)}

DF(ay,2)(Ta,2)C?) + Ty, (M35 \ My 5) = Tr(ay,s)(May).
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Seja (x,y,2) € X\ {(0,0,0)}, em outras palavras rank(F(x,y,z)) = 1. Note que

hl lZl_lhg
DFtayn i, ha, ) = ((n —14+1)2"hy  hy

Consideramos o0s trés casos:

1) 2=0,y#0, 2z=0. Logo

1 0\ (00
DF,0 = :

mas ker(F(0,y,0)) = ((1,0)), tome assim
Blz<o 1)7BQ<0 0)7
0 0 10
Bl(lao) - (O’ 0)7 BQ(LO) = (170) = F(O,y,O)(O, i)

10 00
que pertencem a Im(F(0,y,0)). Como {(0 0), <O 1) , By, B2} ¢ linear-

mente independente, temos que o resultado seque para os pontos (0,y,0)

()0

mas ker(F(z,0,0)) = ((0,1)), tome assim

5= (o) == 00)

PO1S

2) x#0, y=2z=0.

Logo

poiLS

0 0

independente, e temos o resultado para os pontos (x,0,0)

01
que pertencem a Im(F(x,0,0)). Mas { ( ) ) 2} é linearmente

3) x#0, y#0, 2#0, tais que —2"" + (xy) = 0 Logo

o ({10} [oo 0 21
o 7Aoo/ \o 1) \n—1+1)21 0
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assim, ker(F(z,y,2)) = {(y, —2""*1)), e considere
x _Z—n—i-l
B = anyH»l y 9
y anH»l

Bl(Q, _Zn—l—l—l) — (.CE 4 Zl, Zn—l-i—l + y>

poiSs
que pertencem a Im(F(x,y,z)).

o) © o) (it )2}
0 0/'\o o) \(n—1+12" 0

€ linearmente independente, temos que o X é EIDS.

Dai como

Assim pela proposicao 5.3 temos

Tjury(X) = Tjur (X) = (F1) ™ (My,),
para I = {1}, {2} sendo,

F{l} : C3 x C — MQJ

2b— asx
(as,y,z,ag) = n—I+1

Y — ag2

F{Q} : C3 x C— M271

r — a2
(xvyazaal) = Zn,[Jrl

— a1y

Desta maneira obtemos uma singularidade do tipo A1 e A,_;, ou seja, a transformada
de Tjurina simplificou a singularidade. Note ainda que podemos escrever os resultados
obtidas como singularidades determinantais para aplicarmos a transformada de Tjurina

novamente.
O proximo exemplo é um caso particular do anterior.
Exemplo 6.2. Considere

X = o=+ ay),

o qual é hipersuperficie, e possui conjunto singular Xgn, = {(0,0,0)}. Utilizaremos a
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transformada de Tjurina para resolver essa singularidade. Seja

F Cg — M272,

(z,y,2) — (é Z)
2y

note que X = F~H(M3,), dim(X) = 2 e portanto X ¢é singularidade determinantal.
Utilizaremos, como no exemplo anterior a proposicao 5.3. Verifiquemos as hipoteses,
dim(X') =0<3-2(2-2+1).

X é EIDS.

De fato, mostremos que para todo (z,y,z) € X \ {(0,0,0)} temos que

DF(xvyrz) (T(xvyrz)(DB) + TF(I,y,Z)(MQ%Q \ M2172) = TF(xvyvz) (M272)'

Sabemos

hi  hs
DF ., (h1, ha, hy) =
(e hz, o) <3z2h3 h2>

Faremos em 3 etapas:

1) Considere x =0, y # 0, z =0, entao

DF(O,y,O)(T(O,y,O)CS) = <<(1) 8) ) <8 (1)> ) (8 (1)> >,
ker(F(0,y,0)) = ((1,0)),
s (0 o) |
1 0

B(CL, 0) = (O,CL) = F(O,y,O)(a, 2)7

)

Tome

pOiS

logo B € Tpy0) (Mo \ My,), €

10 0 0 00
) ) Y B
é linearmente independente. entdao para pontos os pontos (0,y,0) temos que F

intersecta M3, \ M), transversalmente.

2) Considere x # 0, y =2z =0, logo

10y (00} (01
DFe00)(Tiw00)C) = <<o o)’ (0 1)’ (0 0>>’
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ker(F(z,0,0)) = ((0,1)),

B:OO,
10

B(0,a) = (0,0) € Im(F(x,0,0)),

Considere

PO1S

assim B € Tyoy0(M3,\ My,), e

) 6)-(0)-2)

¢ linearmente independente. Consequentemente para (z,0,0) temos que F intersecta

M2272 \ M21,2 transversalmente.

3) Considere x # 0, y # 0, z # 0, tais que (v,y,2) € X

10 0 0 0 1
DF e,2) Ly, C3 = ) ) )

ker(F(x,y,2)) = ((—z, %)),

Seja

poiS
B<_Z7y) = (Z +[)3,23 + y) = F(Iay’ 2)(17 1)’

e assim B € Tp(x,y,z)(Mg,z \ M21,2); €

o) (03)- (2 0)-2)

¢ linearmente independente, e finalmente obtemos que F' intersecta ]\42272 \ 1\42172

transversalmente.

Logo X ¢ EIDS, e as hipdteses do teorema 5.3 sao satisfeitas, desta maneira seque que

Tjur(X) = Tjur,(X) = (F})~"(M3,),
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para todo I = {1},{2}, sendo

Ffyy: € x C — Ma,

Z — A9
(:U7y7 2>a2) = < ’ 3)
Y — agz

Fb} : CS X C—>M2,1
e
Z° =y

Assim

Tjurgy(X) = v(z — agw, y — az®) C C*
3

1%

v(z —agx) C C3, utilizamos a substituicao y = asz

v(z — wz) fizemos ay = w.

Tjurg(X) = v(z — a2, 23 —ayy) c C*

- ay) C C3utilizamos a substituicio © = a1z

v(z

v(2* —wy), fizemos a; = w.

Observe que (Tjur{l}(X))Sing = @ € (T.]ur{2}(X))Szng = {(Oa 07 0)} pO’iS,

J(z —wx) = (—w 1 —x) ; J(2* —wy) = (—w 322 —y)
Consideremos agora
Tjurgay(X) = v(z" — wy),
Seja

G CS — ngg

(y, z,w) — (:U ;)

Assim seque que G~'(M3,) = Tjurpny(X) =Y, logo dim(Y') = 2 portanto Y ¢é
singularidade determinantal
Afirmamos que dim(Y') =0<3—-2(2—2+1) eY é EIDS.

Logo
Tjur(ny(Y) = Tjur,(Y) = (G}) ™ (M),
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com I = {1},{2} sendo

{{1} : C?’ x C — M272,

Y — agz
(y7 Zawaa2) — (,22 _a2 )
2W

1{2} : C3 x C— MQ’Q,
zZ—a
(ya Z, W, al) = < 1y2>
w— a1z
ou seja

Tjurgy(Y) = v(y — asz, 2* — apw) C C*

2

= v(2* — ayw) C C*consideramos y = ayz

= v(2® — zw), fizemos T = ay.

Tjurg (V) =v(z — ary, w— a,2%) c C*
= v(z — ary) C C*consideramos w = a2

=v(z — xy), fizemos x = a.
Observe que (Tjurpy(Y))sing = {(0,0,0)} e (Tjury(Y))sing = 0 pois,
J(2* — zw) = (—w 2z —x) ; J(z—xy) = (—y —x 1)

Considere agora Z = Tjur{y(Y) = v(2* — zw).

Seja
HI@3XC—>M272,

(x,z,w) — <Z Z)

logo H'(M3,) = Z, dim(Z) =2 e Z ¢é singularidade determinantal.

Dai como dim(Z') =0<3—-2(2—2+1), e Z é EIDS, temos que

Tjur((Z) = Tjur (Z) = (H}) " (M3,),
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para I = {1}, {2}, sendo

Hipy 0 € x € — My,
(2, 2, w) (‘)
Z — QW

H‘/{Q} : C3 x C — Mg’l.

(IVZ?w?al) = <z N xal)
w— a1z

Logo

Tjurgy(z) = v(z — asz, z — apw) C C*

v(z — agw) C C3consideramos © = asz

Tjurgn(2) z—ax, w—az) C C*

I
S

v(z — a1w) C C°consideramos w = a2

(
(
v(z — yw), fizemos y = as.
(
(
(

z —yx), fizemos y = a.

()

Logo (Tjur{y(Z))sing =0 e (Tjuriy(Z))sing = 0 pois,

J(z—yw):(—w 1 —y); J(z—yw):(—y —r 1).

Desta maneira resolvemos a singularidade.

No proximo exemplo, utilizaremos a transformada de Tjurina para resolver uma

singularidade do tipo E7.

Exemplo 6.3. Seja A = v(y* + (22 + 2%)), entao dim(A) =2, Agng =

anteriormente vamos utilizar a proposicao 5.3. Note que
A= F71<M22,2)7
sendo

FICS—>M272

2 3
+
(,y,2) — (y ! )

{(0,0,0)}. Como

Afirmamos que dim(A') =0<3—2(2—2+1) e que A é EIDS, portanto
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Tjurs(4) = Tjur (A) = (F)) "' (M)
para todo I = {1}, {2}, sendo

F{/l} : (D3 x C — M272

22+ 23 — agy
Y+ asx

(x,y,Z,CLQ) — <

FJEQ} : (D3 x C — M272.
(z,y,2,a1) — (y_al(m2+23)>

—T — a1y
Logo
Tjuri(A) = v(z® + 2° — agy, y + asx)
= v(z® + 2° + w?r) fizemos y = —ayr € ay = w.
Tjury(A) = v(y — ay(¢® + 2°), —x — ary)
= v(z + w?(2® + 2%)) fizemos x = —ayy e a; = w.
Como
J(z? + 2° + w'r) = (2$ +w? 322 2wa7>

e

J(x 4+ w?(2® + %)) = (1 +2zw? 2zw? 2w(z? + z2)>

seque que (Tjur{1}(A))smg) ={(0,0,0)} e (Tjur2(A))sing =0.

Considere B = Tjur{ay, entio B = G~'(M3,), sendo

G: @3 — M272

x 22
(2, 2,w) > ( 2
—z Tr+w

Afirmamos que dim(B) =2, dim(B™') =0<3—-2(2—-2+1), e B é EIDS, entao pela

proposicao 5.3 temos

Tjury(B) = Tjur,(B) = (G7) "' (Mj,)
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para I = {1}, {2}, sendo

,{1} : CS x C — M272,

22 — asx
(x, z,w,az) — )
T+ w* + a2

%2} : (DS x C — MQ,Q,

2
(I7Z)w7a1) = ) "
—z —ay (7 + w?)

Assim,

Tjur (B) = v(2* — apz, T+ w? + asz)

= 0(2* + yw? + y*2) fizemos v = —w® — ayz e ay = .
Tjury(A) = v(x — a12%, —2z — ay(x + w?)
= v(—2 — y(y2* + w?)) fizemos = a,2* e a; = y.
e (Tjury(B))sing = {(0,0,0)} e (Tjurzy(B))sing = 0, pois

J(2* + yw® + y*2) = (w2 +2yz 2z + 9P 2yw>

J(—z —y(yz* + w?)) = (2yz2 +w? 1+ 2zy? 2yw>

Seja entao C = Tjury(B) = H'(M3,), com

HICS—>M2’2

Y z
, 2, W) >
(v ) (—z w? + zy)

Note que dim(C) =2 e dim(B™) =0<3—2(2—2+1) e além disso, afirmamos que C
¢ FIDS, entao

Tjur;(C) = Tjur,;(C) = H™"(My,),

com I = {1}, I ={2}, sendo

H%l} : CS x C — Mg}l,

z—ya
(z,2,w,a9) = | v
w + 2y + asz
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HEQ} : C3 x C — M271,
('T?Zawaafl)'_) y_a122
—z —ay(w” + zy)
logo
Tjurgy (C) = v(z — yas, w? + 2y + asz)
= v(yz? + y*x + w?) fizemos z = yay e ay = x,
Tjurp(C) = v(y — a1z, —z — a1 (w? + 2y))
= v(—z — z(w? + 22?)) fizemosy = a1z e a; = ,
de onde vem que (Tjur{y(C))sing = {(0,0,0)} e (Tjur(a(C))sing = 0, pois

J(yz? + yPr +w?) = (2:cy +y? 2?2+ 2z 2w> ,

J(—z — z(w? + 22*) = (—w2 —2x2% —1+ 2227 —2wx> :

Trabalharemos entao com D = Tjurpy(C) = K~'(M3,), sendo

KZC?)—>M272

X w
<m,y,w>~>( Y )
—w T+vYy

Como dim(D) =2 edim(D™ ') =0<3—-2(2—2+1) e D é EIDS, entio
Tjury(D) = Tjur, (D) = (K}) ™' (M),
com I = {1}, I = {2}, sendo

K‘l{l} : Cg x C— M271,

w — AT
(l‘,Z,w,CLg)'_)( 2y >

T+ Y+ aw

K:{Q} : (D3 x C— M2,17

(I7Z)w7a1) = e m
—w — ai(z +y)



66 Capitulo 6. Exemplos

logo
Tjurpy (D) = v(w — agzy, =+ y + asw)
= v(x +y + 2%2y) fizemos w = asxy e ay = 2,
Tjury (D) = v(zy — aw, —w — ar(x 4+ y))
=v(zy + 2*(z +y)) fizemos ayw = vy e a; = z,
de onde vem que (Tjurgy)sing = 0 e (Tjuriay)sing = {(0,0,0)}, pois

J(x +y+ 222y) = (1 + 22y 1+ 2% 2.:1:yz) ,

Jay+2@+y) = (y+22 2 +2 2:(x+y).

Seja E = Tjury(D) = L™H(M3,), sendo

Li@3%M2,2

r z(x+y)
) J) H
a2

Note que dim(E) =2 edim(E™')=0<3-2(2—-2+1) e E é EIDS, entdo

Tjur(E) = Tjur (E) = (L))~ (My),

com I = {1}, I = {2}, sendo

/{1} : C3 x C— M271,
2(x +y) — a2x)

Y+ asz

(l‘,y, Z7a2) — <

%2} : CS x C — Mg,l,
r—az(r+ y))

(x,y,2,a1) — (
—z—ay

entao

Tjurgy(E) = v(z(x 4+ y) — asw, y + azz)

=v(rz —wz? —wz) fizemos y = —azz € ay = w,
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Tjur{g}(E) =v(r—az(z+vy), —z—a1y)

v(x +wy(z +vy)) fizemos z = —a1y e a; = w,
de onde vem que (T jurgy(E))sing = {(0,0,0)} e (Tjuriay(E))sing = 0, pois

J(a:+y—|—z23:y): (z—w T — 2wz —22—x>,

J(x+wy(r +1y)) = (1 +w?y wir + 2wy 2wyr + 2w;y?> :

Seja F' = Tjurpy(E) = N7Y(M3,), sendo

N : Cg — MQQ,

z x
(x,z,w)r—>< )
W or—wz

como dim(F) =2 edim(F')=0<3—-2(2—-2+1) e E é EIDS, entao
Tjury(F) = Tjur (F) = (Np) ™' (M),
com I = {1}, I ={2}, sendo

N{l} : CS x C — M271,

T — A9
('r7y7zva’2) = )
T — Wz — aWw

/{2} : C3 x C— M271,
z—ax
(l’,y, zaal) = )
w—ar(x — wz)
entao
Tjurgy (F) =v(r — asz, © — wz — asw)

=v(—wz —y(—z +w)) fizemos x = asz € as =y,

Tjurgy(F) = v(z — a1, w — a1 (v — wz))

= v(w — yx + y*wz) fizemos z = a1z e a; =y,
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de onde vem que (T jurpy(F))sing = {(0,0,0)} e (Tjuriay (F))sing = 0, pois

Jwz—y(=z4w) = (z-w y-w —z-y).

J(w — yx + y*wz) = (—y +y?w —x+2ywzr 1+ y%) .

Seja G = Tjurpy(F) = P~'(M3,), sendo
P C* = My,
(y, z,w) — <—y v )
2 w—z
como dim(G) =2 e dim(G') =0<3-2(2—-2+1) e G é EIDS, entio
Tjur(G) = Tjur,(G) = (Pp) ™ (M),
com I = {1}, I ={2}, sendo

P«El} : CS X C-)Mg’l,

(x7y7Z7a2> = ( vy >7
—Z +Ww — asz

P{ﬂ}l@g XC-)MQJ,

— aw
(xayaz7a1)'_> Y ' )
z—ai(—z+ w)

entao

Tjurpy(G) = v(w — agy, —z +w — agz)

=v(—z+x(y — 2)) fizemos w = axy € as = z,

Tjurpy(G) =v(y — aqw, 2z —a1(—2z +w))

v(z+xz —y) fizemos y = aqw e ay = x,
de onde vem que (Tjur{y(G))sing =0 e (Tjury(G))sing = 0, pois

J(—z+z(y—2)) = (y—z x —1—1‘),
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J(z4+zz—y) = (z -1 —x).

Dessa maneira resolvemos a singularidade Fr.



70

Capitulo 6. Exemplos




Apéndice A
Contas no Singular

Apresentamos as contas que foram feitas no software singular.

Exemplo 2.5:

ring r=0, (x,y,2,w),dp;
matrix F[2|[3]=x,y,2,y,z,w;
ideal i=minor(F,2);
dim(i);

NV

Exemplo 2.7
> ring r=0, (x,y,z,w), dp;
> matrix F[2][3]=x,y,2,y,z,w;
> ideal i=minor(F,2);
> i
i[1]=-z2+yw
i[2]=-yz+xw
i[3]=y2-xz
> dim(i);
2
> matrix J=jacob(i);
> print(J);
0, w, -2z,y,
W, -Z,-Y, X,
-2,2y,-x, 0
> ideal j=minor(J,2);
> ideal s—i+j;
=8
s[1]=-z2+yw
s[2]=-yz+xw
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s[3
s[4
s[5
s|6
s[7
s[8
s|9]|=-222
s[10]=z2-2yw
s[11]—-2y2
s|12]|=-zw
s[13]=-xz
s[14]=-yz
s[15]=2z2+yw
s|16]=y2-2xz
s[17]=-w2
s[18]=yw

> std(s);
s[1]=w2

y2 X7,

2y2+xz

-YZ-XW

I=
[=
|
|
|=
|

4yz XW

s[9]=x
s[10]=x2

Exemplo 2.9
ring r=0, (x,y), dp;

ideal i=minor (F,2);
dim(i);

matrix J= jacob(i);
ideal j=minor(J,1);
ideal s=i+j;

std(s);
s[1]=9y4-9xy2-+2x2
s[2]=3xy3-x2y

22V VOV VY PV OV VY

matrix F[2]|2]=2x,27y3-27xy,y3-xy,2x2;



s[3]=3x2y2-x3

Exemplo 2.13

ring r=0, (x,y,z,w),dp;
matrix G[2||2|=x,y,z,w;
ideal i= minor(G,2);
dim(i);

wC VvV Vv

Exemplo 4.11
> ring r=0, (x,y,2,w),dp;
> matrix F[2][2]=w3,y,x,2z,w,y3;
> matrix F|2|[3]=w3,y,x,z,w,y3;
// ** redefining F **
> ideal i= minor(F,2);
> dim(i);
2
> matrix J=jacob(i);
> ideal s=i+minor(J,2);
> std(s);
s[1]=zw
s[2]=yw
s[3]=xw
s|4|=z2
s[5]=yz
s|6]=xz
s|7]=xy
s[8]=x2
s[9]—=w4
s|10]=y4

> ring r=0, (x,y,2z,w,a,b),dp;

> matrix F[3][3]=1,a,b,w3,y,x,2,w,y3;
> ideal i=minor(F,2);

> dim(std(i));

2

> matrix F[3][3]=a,1,b,w3,y,x,2,w,y3;
// ** redefining F **
> ideal i=minor(F,2);

// ** redefining i **
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> dim(std(i));
2

> matrix F[3][3]=a,b,1,w3,y,x,2,w,y3;
// ** redefining F **

> ideal i=minor(F,2);

// ** redefining i **

> dim(std(i));

>2

> matrix F[3][3]=a,1,b,w3,y,x,2,w,y3;
// ** redefining F **

> ideal i=minor(F,2);

// ** redefining i **

> LIB"primdec.lib";

> list 1=primdecGTZ(i);

> 1

i[1]:

i[1]:
i[1]—w8-a3h
i[2|=-w3+ya
i|3|=ywb-a2b
i[4]=y2w2-ab
i[5|=y3-wb
i|6|=-wa+z
i[7]=-yb-+x
i[2]:
i[1|=w8-a3b
i[2|=-w3+ya
i[3]=ywb5-a2b
i[4]=y2w2-ab
i[5|=y3-wb
i[6]=-wa+z
i|7]=-yb+x
i[2]:

i[1]:

i[1|=w

i[2]=y
i[3]|=-wa+z

i[4]=yb-+x
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i[2]:

i[1]=w
i[2]=y
i[3|=-wa+z
i[4]=-yb-+x
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