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1. Verifique em cada um dos casos abaixo se (u,v) define um produto interno no espaco vetorial V' dado.

(a) (u,v) = 2x2’ —xy’ — 2’y + 2yy’, sendo u = (z,y),v = (2',y') € V =R

!/ /
(b) {u,v) = %—i—yb—g, sendo u = (z,y),v = (z/,y') € V. =R? e a,b € R fixos e nio nulos.
a

() (f,9) = d_ab;, sendo f(t) =ag+ art+ ...+ apt™, g(t) = by + b1t + ... + byt™ € V = P,(R).
i=1

(d) (A,B) = tr(B'A), onde A,B € V. = My,xn(R) e, para A = (a;;), tr(A) = a1+ ...+ ann € 0

traco da matriz A.

[N)

. Seja S um conjunto de geradores do espago vetorial V', que estd munido de um produto interno. Se os

vetores u,v € V séo tais que {u, w) = (v,w) para qualquer w € S, prove que u = v.
3. Dado o produto interno (u,v) no espago vetorial V| prove que
(a) [Ju+v[]® + [Ju—v|? = 2(]|ul|® + |[v|?), para quaisquer u,v € V.
(b) [Ju+v|* — |Ju — v||* = 4(u, v), para quaisquer u,v € V.

4. (a) No espaco vetorial V' = M3(R), considere o produto interno dado no exercicio 1, item (d). Calcule

1 1 1 0
(4B AL 1B e dta By onde d= (o1 ) en=( g o).

U+ v

(a) No espaco vetorial R%, munido do produto interno usual, determine (u, v), ||ull, ||v|l, d(u,v), TP
u+v

e o angulo entre u e v, sendo u = (1,2,0,1) e v = (3,1,4,2).
5. Determine a norma de cada um dos seguintes elementos:

(a) u=(3,1,2,1) € R%, em relagdo ao produto interno usual do R*.

1
(b) f(t) =t?+t— 1, em relacido ao produto interno (f,g) = / f()g(t)dt sobre Pa(R).
0

6. Considere o R? com o produto interno usual. Determine a € R no vetor u = (6,a, —1) de maneira que

lu|| = v41.

7. Sejam u = (1,1,0) e v = (0,1,2) no R3. Considerando neste espaco o produto interno usual, determine

os vetores w € R? tais que ||w| =1 e (u,w) = (v,w) = 0.
8. Encontre a distancia de u a v e o cosseno do angulo entre u e v nos seguintes casos:

(a) u=(1,1,1,1), v = (0,0,1,1) € R*, com o produto interno usual.

(b) u=1+t—1t% v=3t> € P»(R), com o produto interno considerado em (5)(b).
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(c) u= ( (1) é ) , U= ( (1) 0 ) € M>(R), com o produto definido em (1)(d).
Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano tais que ||v|| = 1, ||u]] = 1 e ||u — v|| = —2. Determine
(u, v).
Sejam u,v vetores de um espago euclidiano. Sendo |lu|]| = 3 e ||v|| = 5, determine o € R tal que

(u+ av,u —av) = 0.

Em cada um dos casos abaixo, determine se o conjunto {u, v, w} C R? é ortonormal, apenas ortogonal
ou nenhum dos dois.
(a) u=1(1,2,1),v=(1,-1,1), w=(-1,1,2).

(b) u = (a,b,c), v=(=b,a,0), w = (—ac, —bc,a® + b?).

1 1

() u=2(2,6,8), v=1 -

(37 *276)7 w (67 *372)'

Seja ( , ) um produto interno no espago vetorial V. Dado um isomorfismo A : U — V, defina

[u,v] = (Au, Av), para quaisquer u,v € U. Prove que [, | é um produto interno em U.

Determine a base ortonormal do espaco vetorial V' indicado, obtida pelo processo de Gram-Schmidt a

partir da base dada em cada um dos casos seguintes.

(a) B =1{(2,6,3), (—=5,6,24), (9,—1,—4)} base de R3.

(b) B =1{(3,4,12), (7,-8,15), (—15,6,44)} base de R3.

(c) B ={1,t,t*} base de P»(R). Use o produto interno (p,q) = /1 p(z)g(x)dz.

0

Em cada um dos casos abaixo determine os valores de m para os quais u e v sao ortogonais em V.
(a) u=(I,m+1,m),v=(m—1,mm+1) em V =R3 com o produto interno usual.

(b) u(t) =mt? — 1, v(t) =t em V = P»(R), com o produto interno em (6)(b).
Em R3 munido do produto interno usual, determine todos os vetores de norma igual a 2 que sejam
ortogonais simultaneamente a (2,1,2) e (—1,3,4).

Determine uma base ortonormal de cada um dos seguintes subespacos do R* munido do produto interno

usual:

(a) V1, onde V = [(1,0,1,1), (1,1,2,0)].

(b) W = [(1,1,0,0), (0,1,2,0), (0,0, 3,4)].

(c) WeW onde W = {(z,y,z,w) ER* 1z +y=0e2r —y+2=0}

Determine a projecao ortogonal do vetor v € V sobre o subespaco W de V em cada um dos casos

abaixo.



(a) v=(1,1,0,—1) e R*, W = {(z,y,2,w) ER* :z—y—2 =0 e z—2w = 0}, com o produto interno

usual.
(b) v=(1,1,1,1) e R*, W =[(1,1,0,0), (0,0, 1,1)], com o produto interno usual.
(c) v(t) =2t —1€ P(R), W = [t], com o produto interno em (6)(b).
18. Considere os seguintes vetores do R? : u = (2,2,2), v = (3,3,1).
(a) Determine dois vetores v e vy tais que v = v + vy; v1 € ortogonal a u e vo = Au, A € R.
(b) Se w = (—5,1,—1), decomponha v em uma parcela de W = [u, w] e uma parcela de W+,

19. Em cada um dos casos abaixo, verifique se o operador T' € L(R?) é auto-adjunto, sabendo que a matriz

de T em relacdo a base canonica de R? é a seguinte:

2 2 0 111
@ [ 2 -1 0 w111
0 0 2 111

20. Seja V um espago vetorial euclidiano e W C V um subespago. Para cada v € V, considere v = wy +wo,

onde wy € W e wy € W,

(a) Mostre que T : V — V dada por T'(v) = w; — wg é um operador linear auto-adjunto.

(b) Se V = R3, com o produto interno usual, e W = [(1,1,0)], ache a matriz de T relativa & base

canénica do R3.

21. Seja T um operador auto-adjunto de um espago euclidiano V. Mostre que, se (T'(u),u) = 0, para todo

u €V, entao T = 0.

22. Sejam V um espaco euclidiano e T, S € L(V') operadores auto-adjuntos. Prove que T'0S é auto-adjunto

se, e somente se, T oS =SoT.
23. Seja T' € L(V) um automorfismo. Mostre que se T' é auto-adjunto, entdo T~ também é auto-adjunto.

24. Sejam A um operador auto-adjunto de um espaco euclidiano V' e U um subespaco vetorial de V. Mostre

que se A(u) € U para todo u € U, entdo U+ também tem esta propriedade.



