ALGEBRA LINEAR 1

22 LisTA DE EXERCICIOS

Prof® Edivaldo Lopes dos Santos 29 de agosto de 2006

(1) Verifique, em cada um dos itens abaixo, se o conjunto V' com as operagoes indicadas é um espago vetorial
sobre R.
(a) V= { { ch _ab ] ta,be R}, com as operagdes usuais de M (2 x 2).
(b) V = {(x,y) € R?: 3z — 2y = 0}, com as operagdes usuais de R
() V={f:R—=R: f(x) = f(—z),Yx € R}, com as operagbes usuais de fungoes.
(d) V ={(x,y,z,w) € R*: y = x; 2 = w?}, com as operacdes usuais de R*.
(2) Dados os espagos vetoriais Vi, Va, considere o conjunto V' = V; x V5 (produto cartesiano de V; por V),

cujos elementos sdo os pares ordenados v = (v, v2), com v € V] e vy € V5. Defina operagoes que tornem

V um espago vetorial.

(3) Verifique se em cada um dos itens abaixo o subconjunto W é um subespago do espago vetorial V.
(a) V=Rie W = {(z,2,9,9) : 7,y € R}.
(b) V=Pu(R) e W = {p € Po(R) : p(0) = p(1)}.
(c) V=Mnxn)eW={Ac M(nxn): BA=0}, sendo B € M(n x n) dada.
(d) V=RreW = {(xl,xg,...,xn) e R™: chxj = 0}, sendo c; € R,j =1,...,7n dados.

i=1
(e) V=P,(R)e W={pe P,(R):p'(t) =0,Vt € R}.

(4) Diga, em cada um dos itens abaixo, se a afirmacao é verdadeira ou falsa, justificando sua resposta.
(a) Se W é subespago vetorial de V e u,v € V sao tais que u ¢ Wewv ¢ W, entdo u+v ¢ W.
(b) Se W é subespaco vetorial de V, u € V e o # 0 so tais que u ¢ W, entdo au ¢ W.
(¢c) Sejam W; e W subespacos de um espago vetorial V. Wi U W é subespaco de V' se, e somente se,

W1 € Wy ou Wy C W1,

(5) Em cada um dos itens abaixo, encontre os subespacos U + W e U NW, onde U e W sio subespagos do

espaco vetorial V' indicado.

(a) U={(z,y) eR?:y=0}; W ={(z,y) e R? : x = 2y}; V = R*.

Yy
(b) U:{[g g]eM(zxz):a,beR};W:{[g 2]eM(2x2):c,deR};V:M(2x2).



() U={pePs(R):p"(t)=0,Vt eR}; W = {q € Ps(R) : ¢/(t) =0, Vt € R}; V = P5(R).

(6) Prove que o conjunto S das matrizes simétricas e o conjunto A das matrizes anti-simétricas n x n sao
subespagos vetoriais de M(n x n) e que M(n x n) =S @ A. Obtenha uma base para S e também uma

base para A.

(7) Seja V = F(R;R) o conjunto de todas as fungoes definidas em R e que tomam valores em R. Fixada
g : R — R, mostre que o conjunto F de todas as fungbes f : R — R tais que f(g(z)) = f(z) é um

subespaco vetorial de E. Para qual fungao g tem-se F' = conjunto das fungoes peridédicas de periodo a?

E se fosse g(f(2)) = f(2)? Ou f(g(z)) = g(2)?
(8) SejaV=F, & F,=G,®Gs. Se I}, C Gy e F» C Gy, prove que F} = Gy e Fy = Gs.

(9) Sejam E, F espacos vetoriais. Uma funcao f : E — F chama-se par (respectivamente, émpar) quando

f(=v) = f(v) (respectivamente, f(—v) = —f(v)) para todo v € E. Prove:
(a) O conjunto A das fungbes pares e o conjunto B das fungdes impares sdo subespagos vetoriais de
F(E;F) evale F(E;F)=A® B.

(b) Além dos conjuntos A, dos polinémios pares e B, dos polindémios fmpares, considere também o
conjunto A’ dos polinémios da forma p(x) = Y a;2%" que sé contém expoentes pares e o conjunto
B’ dos polinémios da forma q(z) = Y a;2%*t!, que s6 contém expoentes fmpares. Prove que A’ e B’
sao subespagos vetoriais de espago P de todos os polinémios, que A’ C A, BB Cc BeP=A"® B'.
Conclua que A = A’ e B= B’.

(10) Assinale V ou F quanto & validez das afirmagéo: ”a unido de dois subconjuntos L.I. do espago vetorial V'
é ainda um conjunto L.I1.”.
(a) Sempre.
(b) Nunca.
(¢) Quando um deles é disjunto do outro.
(d) Quando um deles é parte do outro.
(e) Quando um deles é disjunto do subespago gerado pelo outro.
(f) Quando o nimero de elementos de um deles mais o nimero de elementos do outro é igual & dimensao

de F.

(11) Para cada um dos conjuntos S C V, onde V é o espago vetorial indicado, encontre o subespaco [S] gerado

por S.

(a) S = {(170)7(271)}; vV =R2

(b) S =1{(1,1,1),(2,2,0)}; V = R3.



(c) = {17t7t27 1 +t3}§ V = B(R).

os={[ 4 3 [2 4]}v-wens

(12) Em cada um dos itens abaixo encontre um conjunto finito S que gera o subespaco W do espaco vetorial

V. Determine entao a dimensao de W.
(a) W= {(x,y,2) ER}:2 -2y =0}; V =R3.
(b) W =A{pe B(R):p'(t) =0,Vt € R}; V = P3(R).
(©) W={peB[R):p0) =p(1) =0}V =F(R).
(13) Verifique, em cada um dos itens a seguir, se o subconjunto S do espago vetorial V' é L.I. ou L.D.
(a) S={(1,2),(=3, )} V =R
(b) S={1+t—12,2+5t—9t2}; V = P(R).

(C) S = {(17 27 27 _3)7 (_1a47 _27 O)}7 V= R4~

120 -1 -1 -1 0 0 0
@S=<]1301|,] 0 0o of,[ 105 7]v=M3x3).
00 2 11 1 -1 0 1

(14) Prove que as o conjunto L C M(n x n) das matrizes triangulares inferiores é um subespago vetorial,

obtenha uma base para L e determine sua dimensao.

(15) Prove que {1,e%,e2* 3% e**} é um conjunto L.I. no espaco C*®°(R). (Sugestio: dada uma combinacdo

linear nula, derive-a, depois divida por e* e prossiga.)
(16) Se os vetores vy, ..., vy sdo L.I., o mesmo se d& com os vetores vy, ve — v1,..., V0, —v1. Vale a reciproca?
(17) Exiba uma base para cada um dos espagos vetoriais abaixo e entdo calcule sua dimensao.
(a) polindmios pares de grau < n.
(b) polinémios fmpares de grau < n.
(¢) polinémios de grau < n que se anulam para x =2 e = = 3.
(d) vetores de R™(n > 6) nos quais a segunda, a quarta e a sexta coordenadas sdo iguais.
(e) W={(z,y,2,t) eER*:z—y=0ex+2y+t=0}

() W{XeM(QxQ);AXX},ondeAH ﬂ



