ALGEBRA LINEAR I

SEXTA LIiSTA DE EXERCICIOS

Prof Edivaldo Lopes dos Santos 28 de novembro de 2006

(1) Verifique em cada um dos casos abaixo se (u,v) define um produto interno no espago vetorial V' dado.

(a) (u,v) = 2x2’ —xy’ — 2’y + 2yy’, sendo u = (z,y),v = (2/,y') € V = R%
xx' yy -
(b) (u,v) = ol + R sendo u = (z,y),v = (2',y') € V=R? e a,b € R fixos e nao nulos.
(¢) (f,9) = aobo + aiby + asbs, sendo f(t) = ag + art + +ast?, g(t) = by + bit + bot? € V = Po(R).
(d) (A,B) =tr(B'A), onde A,B € V = Msx2(R) e, para A = (a;;), tr(A) = a11 + az é o traco da
matriz A.

(2) Dado o produto interno (u,v) no espaco vetorial V', prove que
(a) |lu+v]?+ |Ju—v||* = 2(||ul|* + |[v||?), para quaisquer u,v € V.
(b) |lu+v|* = |lu— v||* = 4(u,v), para quaisquer u,v € V.

(3) (a) No espago vetorial V.= M5(R), considere o produto interno dado no exercicio 1, item (d). Calcule

1 1 1 0
(4,B), Al ||B||ed(A,B>,omeA—(O 1)63—(0 0).

(b) No espago vetorial R*, munido do produto interno usual, determine (u, v), ||ull, |[[v|, d(u,v), ﬁ
u+v

e o angulo entre u e v, sendo u = (1,2,0,1) e v = (3,1,4,2).
(4) Determine a norma de cada um dos seguintes elementos:
(a) u=(3,1,2,1) € R* em relacdo ao produto interno usual do R*.
(b) f(t) =t*+t— 1, em relagdo ao produto interno (f,g) = /1 f(®)g(t)dt sobre Py(R).
0

(5) Considere o R? com o produto interno usual. Determine a € R no vetor u = (6,a, —1) de maneira que

[[ull = v41.

(6) Sejam u = (1,1,0) e v = (0,1,2) no R3. Considerando neste espaco o produto interno usual, determine

os vetores w € R? tais que ||w| =1 e (u,w) = (v,w) = 0.
(7) Encontre a distdncia de u a v e o cosseno do angulo entre u e v nos seguintes casos:
(a) u=(1,1,1,1), v = (0,0,1,1) € R*, com o produto interno usual.
(b) u=1+t—t2 v=3t> € P,(R), com o produto interno considerado em (4)(b).

(c) u= < 1 ) , V= ( (1) (1) ) € M5(R), com o produto definido em (1)(d).
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Sejam u e v vetores de um espago euclidiano tais que ||v|| = 1, ||u]| =1 e |ju — v|| = —2. Determine
(u,v).
Sejam u,v vetores de um espago euclidiano. Sendo |lu|]| = 3 e ||v| = 5, determine o € R tal que

(u+ av,u —av) = 0.

Em cada um dos casos abaixo, determine se o conjunto {u, v, w} C R? é ortonormal, apenas ortogonal
ou nenhum dos dois.
(a) u=(1,2,1),v=(1,-1,1), w=(—1,1,2).
(b) U= 2(2,6,3), v = 2(3,-2,6), w = ~(6,—3,2)
U= - v=—-(3,— w= —(6,— .
7 ) ) ) 7 ) ) ) 7 ) )
Determine a base ortonormal de R? obtida pelo processo de Gram-Schmidt a partir da base {u,v,w}
em cada um dos seguintes casos:
(a) u=(2,6,3), v=1(-5,6,24), w=(9,—1,—4)
(b) uw=(3,4,12), v = (7,-8,15), w = (—15,6,44)
(a) Determine a base ortonormal de Py(R) obtida pelo processo de Gram-Schmidt a partir da base
1
{1,1+¢,#?}, onde o produto interno em P»(R) é dado por (f, g) = / f(t)g(t)dt.
0

(b) Seja V = Ms(R) com o produto interno (A, B) = tr(B*A). Use o processo de Gram-Schmidt para

1 0 0 1
encontrar uma base ortonomal de W = {( 0 0 ) , ( 0 1 )]

Em cada um dos casos abaixo determine os valores de m para os quais u e v sao ortogonais em V.
(a) u=(I,m+1,m),v=(m—1,m,m+1) em V =R3 com o produto interno usual.

(b) u(t) =mt? —1,v(t) =t em V = P5(R), com o produto interno em (4)(b).

Em R? munido do produto interno usual, determine todos os vetores de norma igual a 2 que sejam

ortogonais simultaneamente a (2,1,2) e (—1,3,4).

Determine uma base ortonormal de cada um dos seguintes subespacos do R* munido do produto interno
usual:

(a) V+, onde V =1(1,0,1,1), (1,1,2,0)].

(b) W =[(1,1,0,0),(0,1,2,0), (0,0, 3, 4)].

(c) WeW onde W = {(z,y,z,w) ER* 1z +y=0e2r —y+2=0}

Determine a projegao ortogonal do vetor v € V sobre o subespagco W de V em cada um dos casos

abaixo.

(a) v=(1,1,0,-1) e RY W = {(2,y,2,w) ER* : 2—y—2=0e z—2w = 0}, com o produto interno

usual.
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(b) v=(1,1,1,1) e R* W =[(1,1,0,0),(0,0,1,1)], com o produto interno usual.

(c) v(t) =2t —1€ Po(R), W = [t], com o produto interno em (4)(b).

Considere os seguintes vetores do R3 : u = (2,2,2), v = (3,3,1). Determine dois vetores v; e vy tais

que v = v1 + vg; v1 é ortogonal a u e vo = Au, A € R.

Em cada um dos casos abaixo, verifique se o operador T' € L(R?) é auto-adjunto, sabendo que a matriz

de T em relacdo & base canénica de R? é a seguinte:

2 2 0 11 1
@ [ 2 -1 0 (111
0 0 2 111

Seja V' um espaco vetorial euclidiano e W C V um subespago. Para cada v € V, considere v = wy +ws,

onde wy € W e wy € W,
(a) Mostre que T': V — V dada por T(v) = wy — wo é um operador linear auto-adjunto.
(b) Se V = R3, com o produto interno usual, e W = [(1,1,0)], ache a matriz de T relativa & base

canénica do R3.

Seja T um operador auto-adjunto de um espaco euclidiano V. Mostre que, se (T'(u),u) = 0, para todo

u €V, entao T = 0.

Sejam V um espago euclidiano e T', S € L(V') operadores auto-adjuntos. Prove que T oS é auto-adjunto

se, e somente se, T oS =SoT.
Seja T € L(V) um automorfismo. Mostre que se T' é auto-adjunto, entdao 7! também é auto-adjunto.

Sejam u = (x1,72) e v = (y1,y2) vetores de R?. Quais das seguintes funcdes sao formas bilineares:

(a) f(u,v) =211 (b) flu,v) = 7192 (c) flu,v) = z1(y1 + y2)
(d) flu,v) =1 (e) f(u,v) =af + oy (f) f(u,v) = 2192 — 2201

Calcule a matriz das formas bilineares que aparecem no exerc’icio anterior em relagao a base canonica.

Seja a forma bilinear de R? dada por f(u,v) = x1y1 + 271y2 — Toy1 + T2y2. Calcular sua matriz em

relagao as seguintes bases:
(@) {1, 1), (L =1} () {(21),(1,2)}  (©){(2,3), (4, 1)}

Reduzir & forma diagonal pelo processo de Gauss as seguintes formas quadrficas de R?.

(a) 2% + 23 + 22110 (b) 212 + 222 — 23120 (c) 212 — 222 — 27129
(d) 4179 + 222 (e) 4z 9

Seja a forma quadrética q(z1,22) = ax? + 2bx122 + cx3, a # 0. Reduza- a & forma diagonal.



